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Resumo

A expressao Matematica que representa a identidade do tipo Menon envolve essencialmente a
funcao totiente de Euler bem como a funcao divisor. Desde o seu surgimento até aos nossos dias
ela tem sido generalizada em vérias direcoes. Em muitas destas generalizacoes o somatério incide
sobre a totalidade do conjunto das unidades, porém nesse trabalho o nosso principal objetivo é
restringir esse somatério somente sobre um subconjunto nao vazio de unidades. E para o efeito
estendemos primeiramente a identidade de Menon a dominios de Dedekind residualmente finitos
e seguidamente utilizamos os carateres de Dirichlet para estabelecermos outras identidades deste
tipo. Para provarmos os nossos principais resultados entre as ferramentas utilizadas destacamos o

lema de Burnside.

Palavras chave

Carateres de Dirichlet; Cardter de Grupo Abeliano Finito; Dominios de Dedekind Residualmente

Finitos; Funcao Divisor; Funcao Totiente de Euler; Identidade de Menon; Lema de Burnside.
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Abstract

The Mathematical expression representing the Menon-type identity essentially involves the Euler
totient function as well as the divisor function. From its inception until nowadays it has been
generalized in several directions. In many of these generalizations the sum is applied to the entire
set of units, but in this work our main goal is to restrict this sum to only a non-empty subset
of units. And for this purpose we first extend the Menon identity to residually finite Dedekind
domains and then we use Dirichlet characters to establish other identities of this type. To prove

our main results among the tools used, we highlight the Burnside’s lemma.

Keywords

Dirichlet Characters; Finite Abelian Group Character; Residually Finite Dedekind Domains; Di-

visor Function; Euler’s Totient Function; Menon Identity; Burnside’s Lemma.
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Introducao

A identidade de Menon estabelece uma relagao entre a fungao totiente de Euler e a funcao divisor.

Para um ndmero natural n € N={1,2,...}

S mde(k —1,n) = g(n)a(n), (1)

kezr

onde Z = {k € Z,, : mdc(k,n) = 1}, ou seja, Z* é o grupo de unidades do anel Z,, das classes re-
siduais médulo n, ¢ é a fungao totiente de Euler e o(n) = Zd‘n 1 é o nimero de divisores positivos

de n. Esta identidade foi provada pelo matematico indiano Puliyakot Keshava Menon em 1965 [12].

As fungoes totiente de Euler e a divisor sao de grande importancia em teoria dos niimeros e sao
também das mais estudadas, mesmo hoje em dia. E notdvel esta relacao entre ambas as fungoes
aritméticas e até certo ponto intrigante. Para além deste interesse em si prépria, a identidade de
Menon esta também relacionada com alguns conceitos de teoria dos ntimeros, teoria dos grupos,

teoria de anéis e andlise combinatéria.

Nestes ultimos anos tem existido entre os Matematicos bastante interesse nesta identidade. Fo-
ram provadas varias generalizagoes em variadas dire¢oes e por diversos autores em artigos recentes
[13; [14; 24]. Nestas generalizagbes foram usadas intimeras ferramentas de diversos ramos da Ma-

tematica.

Para além destas generalizagoes citadas, existem outros trabalhos que empregam técnicas diferen-
tes [19 23]. Para uma visao geral das distintas abordagens relacionadas com a identidade de tipo

Menon consulte-se [25].

E do nosso conhecimento que a aritmética dos inteiros Z pode ser generalizada, com algumas
excegoes (como o teorema da decomposi¢ao tnica em produto de primos), a outros sistemas de
ntimeros. Por exemplo, o anel F[z] dos polinémios em uma varidvel e coeficientes num corpo F,
os inteiros p-ddicos, o anel Ok dos inteiros num corpo de nimeros algébricos K ou, de uma forma
mais geral, num dominio de Dedekind. A identidade de Menon pode também ser estabelecida
nestes sistemas de ntimeros. Neste caso, como é habitual na passagem da aritmética dos inteiros
para a aritmética dos inteiros num corpo de niimeros algébricos, é necessario usar ideais em vez de

elementos e recorrer a ferramentas de teoria de anéis comutativos.

Em todas as identidades de tipo Menon provadas até agora o somatério é sobre todo o grupo das
unidades do anel. Quer o anel seja o das classes residuais Z,, quer seja uma imagem homomorfa
finita de um dominio de Dedekind. No nosso trabalho vamos provar identidades do tipo Menon
para o caso em que o somatorio nao é sobre todo o grupo das unidades, mas apenas sobre um

subconjunto nao vazio de unidades.



Como é bem sabido, o conjunto de todas as unidades de um anel tem estrutura de grupo multi-
plicativo. Este facto permite o uso de ferramentas da teoria de grupos como por exemplo o bem
conhecido lema de Burnside, o qual é frequentemente usado para estabelecer identidades do tipo
Menon. Ao passarmos o somatério do conjunto de todas as unidades para um subconjunto nao
vazio das unidades perdemos a estrutura de grupo. Este facto criou-nos algumas dificuldades uma
vez que deixamos de contar com as ferramentas da teoria de grupos. A forma por nés encontrada
para lidar com esses obstdculos foi utilizar a teoria de carateres de grupos abelianos finitos. O uso
de carateres permitiu-nos relacionar a soma restringida a uma parte do conjunto das unidades com

a soma sobre todo o conjunto das unidades.

Lembremos que a teoria dos carateres foi pela primeira vez usada por Dirichlet para provar a
infinidade de ntmeros primos numa progressdo aritmética e que Euler provou que a série dos

inversos dos primos

Z}_1+1+1+
p 2 3 5

é divergente, estabelecendo assim uma nova prova da infinidade dos primos. Dirichlet provou um
resultado correspondente, mas com os primos restritos a uma progressao aritmética kn + h,n =
0,1,2,... e com mdc(h,k) = 1. O procedimento usado por Dirichlet para restringir a soma aos

primos na progressao aritmética foi os carateres hoje conhecidos como carateres de Dirichlet.

Tal como j& afirmamos, as generalizagoes da identidade de Menon envolvem ferramentas de teoria
dos nuimeros, teoria dos grupos, nomeadamente carateres de grupos e teoria de anéis. Sendo assim,
dedicamos parte do trabalho a apresentacao dos conceitos destes ramos da Matematica usados nas
provas das identidades do tipo Menon a fim de tornar o trabalho tanto quanto possivel autossufi-

ciente.



Capitulo 1

Breves nocoes de teoria dos niimeros

Neste capitulo vamos abordar de forma sucinta algumas nocoes de teoria dos ntmeros que sao
usadas ao longo do trabalho. Para uma abordagem mais alargada, incluindo a prova de todos os

teoremas apresentados, podem ser consultadas as obras [2] e [§].

1.1 Generalidades

O conjunto 1,2, 3, ... de todos os nimeros naturais representa-se por N. Nao vamos abordar aqui
questoes filosdficas relativas a sua existéncia. Supomos que o conjunto N satisfaz os axiomas de
Peano. Podemos entao definir a adigao e a multiplicagao em N de modo que as propriedades co-
mutativa, associativa e distributiva sao vélidas. Além disso, temos uma ordem em N de tal forma
que para dois elementos distintos m e n de N temos sempre m < n ou n < m. Temos também o
principio de indugao matematica, bem como o principio da boa ordenagao: todo o subconjunto S

de N ndo vazio tem elemento minimo.

Como ¢é habitual, usamos a letra Z para o conjunto dos inteiros ..., —2,—1,0,1,2,..., e Q para o

conjunto dos racionais, isto é, nimeros da forma % comp€ZeqgeN.

Sejam a e b elementos de Z com b # 0 entao diz-se que b divide a, e escreve-se b | a se existe ¢ € Z

tal que a = be.

O seguinte teorema é o chamado algoritmo da divisao.

Teorema 1.1.1. Dados os inteiros a e b com b > 0, existe um dnico par de inteiros q e r tais

que a=bg+r, com 0<r<hb. E claro que r =0 se, e somente se, b | a.

Observagao. Dizemos que g é o quociente e r o resto obtido quando a é dividido por b.

Definicao 1.1.2. O mdxzimo divisor comum de dois numeros naturais a e b € um elemento
deNtal qued|a ed]|b e todo o divisor comum de a e b também divide d. Denotamos o mdzimo

divisor comum de a e b por mde(a,b) ou apenas por (a,b).

Vamos provar que existe um ntimero d com estas propriedades. Serd certamente tnico ja que
qualquer outro d’ com as mesmas propriedades dividiria a e b e portanto d’ | d. Da mesma forma

se concluiria que d | d’. Logo d = d'.



Consideremos agora o conjunto de todos os nimeros naturais da forma ax + by com z,y € Z e

a,b € N. Este conjunto nao é vazio ja que contém por exemplo a e b.

Pelo principio da boa ordenagao o conjunto tem um elemento minimo d. Temos entao d = ax + by
para alguns x,y € Z. Portanto cada divisor comum de a e b divide necessariamente d. Além disso,

pelo algoritmo da divisdo temos a = dq + r, para ¢,r € Z com 0 < r < d. Pondo 2’ =1 —qx e

/ j—

y' = —qy temos que r = az’ + by’.

Assim, pela propriedade minimal de d deduzimos que r = 0 e portanto d | a. Da mesma forma se
prova que d | b. Concluimos que d é o mximo divisor comum de a e b. Temos, portanto, o seguinte

teorema:

Teorema 1.1.3. Sejam a,b € N. Entdo o mdzimo divisor comum de a e b é o menor nimero

d € N que se escreve na forma
d=ax+by, com xz,y € Z.

Teorema 1.1.4. Se mdc(a,b) = 1 entao os nimeros a e b dizem-se primos entre si.

O anel Z dos inteiros é um dominio de ideais principais [7, p. 250]. Do Teorema podemos

deduzir o seguinte:

Teorema 1.1.5. Sejam a,b € N. Entdo o ideal do anel Z gerado por a e b € o ideal principal

gerado por d = mdc(a,b).

Todas estas consideragoes podem generalizar-se a mais do que dois nimeros. Com efeito, pode
provar-se que para ai, ..., a4, € N existe um mdximo divisor comum d = mdc(ay,...,am) tal que
d=aju; +- -+ amiy, com u, ..., u, € Z e o ideal principal de Z gerado por aq, ..., a,, é o ideal
gerado por d.

Definicao 1.1.6. O inteiro nao negativo m é chamado de minimo multiplo comum dos inteiros

a e b, e denotamos por mmc(a,b) ou apenas por [a,b], se

1.almeb|m.

2. para qualquer ¢ tal que a | c e b| ¢ temos m | c.

Observagao. O mmc(a,b) é o menor inteiro positivo divisivel, ao mesmo tempo, por a e por b.

Ademais, se a e b sdo inteiros positivos, entao
mmc(a,b) - mde(a,b) = a - b.

E claro que todo o nidmero natural a é divisivel por 1 e por a (ou seja, por ele préprio).

Definigao 1.1.7. Um factor do nimero a distinto de 1 e de a diz-se proprio.
Definigao 1.1.8. Um nimero a > 1 sem fatores proprios diz-se primo.

Os primeiros primos sao 2,3,5,7,11,13,....



Nao é dificil concluir a partir do algoritmo da divisdo que um ntmero ou é primo ou pode ser
decomposto num produto de primos. O que ja nao é tao facil de estabelecer é se essa decomposicao
é tnica, a menos da ordem dos fatores primos. Esta unicidade é estabelecida no chamado teorema

fundamental da aritmética.

Teorema 1.1.9. (Teorema Fundamental da Aritmética) - Todo o inteiro n > 1 pode representar-

se de forma unica como um produto de fatores primos, a menos da ordem dos fatores.

O teorema fundamental da aritmética nao é valido para alguns sistemas de nimeros. Para mais
detalhes ver [22] p. 82].

A falha do teorema fundamental em alguns anéis de inteiros algébricos confundiu os matemaéticos
durante séculos. Em 1847 o matematico francés Gabriel Lamé fatorizou a equagao de Fermat

" + y™ = 2™ na forma

(@+y)@+Cy) - (z+¢"y) =2", (11)

onde( =e “%* é uma raiz de findice n da unidade. A partir desta fatorizagao Lamé julgou ter provado

a nao existéncia de solugoes inteiras para equagao de Fermat z™ + y™ = 2" para n > 2, isto é,
o ultimo teorema de Fermat. Porém, a prova estava errada porque Lamé assumiu a fatorizagao
L ” ~ 2miq - .

tnica nos anéis Z[¢] quando na verdade tal nao sucede. Por exemplo, Z[e 23 | ndo verifica o teorema

fundamental. Para melhores pormenores o leitor pode consultar [22, p. 5].

1.2 Congruéncias

Nesta secgao introduzimos algumas nogoes e resultados sobre congruéncias que serao utilizados no
trabalho.

Definicao 1.2.1. Sejam a,b, m inteiros com m > 0. Dizemos que a € congruente a b mddulo

m, e escrevemos
a = b(modm), (1.2)

se m divide a diferenca b —a. O numero m € chamado de médulo da congruéncia.

O simbolo = foi pela primeira vez usado pelo matemaético alemao Johann Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) para sugerir analogia com o simbolo de igualdade. O préximo teorema, cuja a prova
é simples, mostra que na realidade a relacao de congruéncia partilha muitas propriedades com a

relagao de igualdade.

Teorema 1.2.2. A relacdo de congruéncia € uma relagao de equivaléncia, isto é:
i) a = a(modm) (reflexiva)

it) a = b(modm) implica b = a(modm) (simétrica)

iii) a = b(modm) e b = c(modm) implica a = ¢(modm) (transitiva).

As classes de equivaléncia da relagao de congruéncia = chamam-se classes residuais. E facil

concluir que, fixado um médulo m, as classes residuais dos elementos

0,1,2,...,m—1 (1.3)



sao disjuntas e a sua uniao é o conjunto Z dos inteiros no seu todo. Existem, portanto, m classes

residuais distintas moédulo m.

E claro que se a = a/(modm) e b = b/ (mod m) entdo a+b = o'+ (modm) e a—b = a’ — b (mod m).

Temos ainda que ab = a'b’(mod m).

Definimos assim uma adicao e uma multiplicacao no conjunto das classes residuais. Estas operagoes

conferem ao conjunto das classes residuais a estrutura de anel. Este anel é denotado por Z,,.

Levando em linha de conta podemos escrever
Zw ={0,1,2,...,m —1}.
Observagao. Também pode provar-se que se mdc(k,m) = 1 entdo as classes residuais de
0,k,2k,...,(m—1)k

sao também disjuntas e a sua uniao é o conjunto Z no seu todo. Isto é, formam um conjunto

completo de residuos moédulo m.
Nos trés teoremas seguintes expomos a teoria das congruéncia lineares.
Teorema 1.2.3. Consideremos mdc(a,m) = 1. Entao a congruéncia linear
ax = b(modm) (1.4)

tem uma e uma so solugao.

Demonstragao. Como ji vimos Z,, = {0,1,2,...,m — 1}. Mas como mdc(a, m) = 1 entao os

elementos
0,a,2a,...,(m—1)a (1.5)

formam um conjunto completo de residuos médulo m. Portanto, um e um sé de entre os nimeros

(1.5) é congruente a b médulo m. Isto é, existe uma e uma s6 solu¢do para a congruéncia linear

).
[ |

Teorema 1.2.4. Se mdc(a, m) = d. Entdo a congruéncia linear
ax = b(modm) (1.6)

tem solugdo se, e somente se, d | b.

Demonstragao. A congruéncia (1.6 é equivalente & equacao diofantina nas varidveis z e y

axr —my =b.

O resultado segue do Teorema[1.1.3



Estando estabelecidas as condigbes para a resolubilidade da congruéncia linear ax = b(modm)

vamos de seguida contar o nimero de solugoes.

Teorema 1.2.5. Seja mdc(a,m) = d e suponhamos que d | b. Entao a congruéncia linear
ax = b(modm) (1.7)

tem exatamente d solugoes. Fssas solucoes sao dadas por

m m m
t,t+ E’t+23’”"t+ (d— 1)3, (1.8)
onde t € a solugao inica, mddulo %, da congruéncia linear

gl‘ = g (mod %) (1.9)

Demonstragao. Toda a solugdo de (|1.9) é também de (1.7). Inversamente, toda a solugdo de
(1.7) satisfaz ([L.9). Agora, as d solugoes listadas em (|1.8]) sdo solugoes de (|1.9) e portanto de (|1.7)).

Na lista (1.8)) ndo pode haver elementos congruentes médulo m uma vez que

~

+rl =ty
r—= S
d

SE

(modm)

com0§r<de0§s<dimplicar%Es

m
d

~—

(modm) e portanto r = s(modd). Mas 0 < |r —s|< d

e logo r = s.
Basta agora mostrarmos que (|1.7) ndo tem solugdes para além das listadas em ([1.8]).

Se y é uma solugao de (1.7)) entdo ay = at(modm) e portanto y = t(mod %). Assim, y =t + k%
para algum k. Mas k = r(modd) para algum r com 0 < r < d. Entao,
k

= r—(modm)

SIE

m
d
e portanto

y=t-+ r%(modm).

Assim, y é congruente médulo m com algum dos elementos listados em ([1.8)).



1.3 Funcgoes aritméticas

Definicao 1.3.1. Uma funcdo, real ou complexa, definida no conjunto dos inteiros positivos

diz-se uma funcdao aritmética.

Definig¢ao 1.3.2. Uma fungao aritmética nao nula f diz-se multiplicativa se f(m-n) = f(m)f(n)

para quaisquer m e n com mdc(m,n) = 1.

Se o niimero inteiro positivo n se decompde em primos na forma n = p{"* - - - py* entao para qualquer

fungao aritmética multiplicativa temos

fn) = f(pi™") - flop*)-

Deste modo uma funcao aritmética fica determinada pelos valores sobre as poténcias dos primos.

Ao longo do trabalho recorreremos frequentemente a esta propriedade.

Para n > 1, a funcao totiente de Euler ¢(n) é definida como sendo a quantidade de niimeros entre
1 e n que sao primos com n. E claro que para um primo p e a > 1 se tem ¢(p®) = p® — p*~1. Por

outro lado pode provar-se que ¢ é multiplicativa.

Portanto se n = pi* -- - p* é a decomposicao de n em primos temos
1
p(n) = nH 1—-.
p
Outra consequéncia da propriedade multiplicativa de ¢ é a seguinte férmula devida a Gauss:

> p(d)=n. (1.10)
d|n

Uma outra fungao aritmética que vamos usar é a fungao pu de Mobius. Esta fungao é definida da

seguinte maneira:

sen>1esen=p"...p* éa decomposicao de n em fatores primos entéao

(a) pn)=(-1DF sea; =as=---=ap =1,
(b) p(n) =0, caso contrario.

E uma consequéncia imediata da definicao que a fungao de Mdbius p é multiplicativa.

Temos também a igualdade

1 sen=1

0 sen>1.

> p(d) =
d|n

Para z real, denotamos por [z] o maior nimero inteiro menor ou igual a x.

Teorema 1.3.3. Sen > 1 temos

IO m _ )1 sen=1,

dn 0 sen > 1.



A funcao totiente de Euler estd relacionada com a funcdo de Mobius através da seguinte férmula:

Teorema 1.3.4. Sen > 1 temos

n
p(n) = pld).
d|n
Para n > 1 a fungdo divisor o(n) é o nimero de divisores de n, incluindo 1 e n, enquanto que

os(n) é a soma das s poténcias dos divisores de n. Isto é

on)=>Y 1, oin)=> d.

dln d|n

temos portanto o(n) = op(n). E claro que estas fungdes sio multiplicativas. Se n = pit e ppt é

a decomposigao de n em primos entao

k k p(ai+1)s 1
i=1 =1 p;
De seguida vamos definir o produto de Dirichlet de funcoes aritméticas. Este produto é de grande
importancia em teoria dos ntimeros e vai ser usado por nés em algumas das identidades do tipo

Menon.

Definigao 1.3.5. Se f e g sdo duas fungoes aritméticas, definimos o seu produto de Dirichlet

(ou convolugao de Dirichlet) como sendo a fungao aritmética h definida pela equagdo
n
h(n) = (f xg)(n) = D fld)g (%) -
d|n

Exemplo 1.3.6.

e Seja g(n) =1 e f(n) =n para todo n € N. Entao h(n) = (f *x g)(n) vai ser igual a soma dos

divisores de n, ou seja, o1(n).
e Seja I(n) =[] entdo h(n) = (f xI)(n) = f(n).

Como podemos ver no segundo exemplo acima, a fungao I(n) = [%] é a identidade para o produto
de Dirichlet. Pode também provar-se que o produto de Dirichlet é associativo e distributivo em
relacao a adi¢ao de fungoes aritméticas. Na verdade, o conjunto das funcoes aritméticas tem es-

trutura de anel comutativo para o produto de Dirichlet e adigdo de fungdes aritméticas.

Denotando por identidade N a fungdo N(n) = n para todo n, o Teorema pode ser escrito na

forma
e=uxN. (1.11)

Encerramos esta seccdo com a bem conhecida férmula da inversao de Mobius, a qual afirma que
n

F) =Y g(d) <= gt =Y u@f (%), (112)

d|n dln

ou seja, f = g =1 se, e somente se, g = f * .
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Capitulo 2

Grupos finitos e carateres

Neste capitulo abordaremos inicialmente a teoria de carateres dos grupos finitos cujo conteiudo aqui
apresentado pode ser encontrado em [2]. A seguir veremos a a¢do de um grupo sobre um conjunto

bem como o lema de Burnside.

Embora a nogao de carater possa ser definida em qualquer grupo, os resultados com mais aplicagoes
na teoria dos numeros sao os carateres em grupos abelianos finitos. Vamos nos restringir as

propriedades que vao ser aplicadas nas identidades de Menon.

2.1 Generalidades

Definigao 2.1.1. Seja G um grupo arbitrdrio. Uma fungao de valor complexo f definida em

G € chamada de cardter de G se, e somente se, goza da propriedade multiplicativa

flab) = f(a)f(b)
para todo a,b € G, e se f(c) # 0 para algum c € G.

Teorema 2.1.2. Se f é um cardter de um grupo finito G com elemento identidade e, entdo

fle) = 1 e cada valor da funcdo f(a) € uma raiz da unidade. Na verdade, se a™ = e entdo

fla)" = 1.

Demonstragao. Escolhamos ¢ tal que f(c¢) # 0. Uma vez que ce = ¢ teremos

Exemplo 2.1.3. Um grupo G tem no minimo um cardter, nomeadamente a funcdo que €

identicamente 1 em G. FEste é designado o cardter principal.

Se G’ é um subgrupo de um grupo finito G, entao para qualquer elemento a em G existe um inteiro
n tal que a™ € G'. Se a ja estd em G’, simplesmente tomamos n = 1. Se a ¢ G’ podemos tomar n
como sendo a ordem de a, pois a” = e € G'. No entanto, pode haver uma poténcia positiva menor
de a que se encontra em G’. Pelo principio da boa ordenacao existe um menor inteiro positivo n

tal que a™ € G’. Chamamos esse inteiro de indicador de a em G'.

11



Lema 2.1.4. 2, p. 132] Seja G' um subgrupo de um grupo abeliano finito G, onde G' # G.
Escolhamos um elemento a em G, a ¢ G', e seja h o indicador de a em G'. Entdo o conjunto de

produtos
G”:{xak;ﬁeGl e k:0,1,2737...7h—1}

é um subgrupo de G que contém G'. Além disso, a ordem de G’ é h vezes a de G,
|G"|= h|G|.
O préximo teorema é de capital importancia na teoria de carateres de grupos abelianos finitos.

Teorema 2.1.5. Um grupo abeliano finito G de ordem n tem exatamente n carateres distintos.

Demonstragdo. No Lema [2.1.4] aprendemos como construir, a partir de um dado subgrupo
G’ # G, um novo subgrupo G” contendo G’ e pelo menos mais um elemento a nao pertencente a
G’. Usamos o simbolo (G’; a) para denotar o subgrupo G construido no Lema Assim

(G5a) ={za*:2e€G e 0<k<h}
onde h é o indicador de a em G’.

Agora apliquemos esta construcao repetidamente, comegando com o subgrupo {e} que denotamos
por G1. Se G1 # G seja a; um elemento de G diferente de e e definamos G = (G1;a1). Se Go # G
seja az um elemento de G que nao esteja em Gy e definamos Gz = (Ga; ag). Continuamos o processo
para obtermos um conjunto finito de elementos ai,as,...,a;, € um conjunto correspondente de
subgrupos G1,Ga, ..., G471 tal que

Gry1= <Gr;ar>

com

GlCGQC"'CGt+1:G.

O processo deverd terminar num nimero finito de passos ja que o grupo G dado ¢ finito e cada
Gr41 contém mais elementos do que o seu predecessor GG,.. Considerada uma tal cadeia de subgru-
pos e provemos o teorema por indugdo, mostrando que se for verdadeiro para G,., também deve

ser verdadeiro para G,41.

E evidente que existe apenas um carater para (G1, nomeadamente a funcdo que é identicamente
1. Assumamos, portanto, que G, tem ordem m e que existem exatamente m carateres distintos
para G,.. Consideremos G,11 = (G,;a,) e seja h o indicador de a, em G,., isto é, o menor inteiro
positivo tal que a” € G,. Mostraremos que existem exatamente h diferentes formas de estender
cada carater de G, para obtermos um carater de G, e que cada carater de G,.;1 é a extensao de
algum caréter de G,.. Este facto prova que G, tem exatamente mh carateres, e visto que mh é

também a ordem de G, isto prova o teorema por indugao sobre 7.

Um elemento tipico em G,;1 tem a forma

zak onde z€G, e 0<k<h.

o

Suponhamos, por enquanto, que seja possivel estender um carater f de G, para G,;. Chamemos

essa extensdo por fX e verifiquemos o que pode ser dito sobre fX(xa¥). A propriedade multiplicativa

12



exige que
fX(aay) = fX() fX(ar)*.

Mas z € G,, entdao fX(z) = f(z) e pela equagao acima exposta implica que
fX(ay) = f(z)f*(ar)".

Este facto explica-nos que fX(xa¥) é determinada assim que fX(a,) é conhecida.
Quais sao os possiveis valores para fX(a,)?

Seja ¢ = al. Visto que ¢ € G, teremos fX(c) = f(c), e uma vez que fX é multiplicativa também

teremos fX(c) = fX(a,)". Por conseguinte

FXan)" = f(o),

entdo fX(a,) é uma das h-ésimas raizes de f(c). Portanto, existem no méximo h escolhas para

fX(ar).

Estas observacoes mostram-nos como definir fX. Se f é um dado carater de GG, escolhemos uma
das h-ésimas raizes de f(c), onde ¢ = a’*, e definamos fX(a,.) como sendo esta raiz. Assim definamos

fX no resto de G,41 pela equagao
Xaay) = f@)fX(ar)*. (2.1)

As h escolhas para fX(a,) sdo diferentes, logo dé-nos h diferentes maneiras de definir fX(zak).
Agora verificamos que a fungdo fX entdo definida tem a propriedade multiplicativa que se requer.
De ([2.1]) encontramos

X(aay - yal) = fX(zy - ayt?)
= f(ay) f*(ap)**
= f(@) ) X (ar)* fX(ar)’
= fX(zay) fX(yal),

entao fX é um carater de G,y1. Nao podem existir duas extensoes fX e g idénticas em G, ;1
porque as fungoes f e g das quais provém também seriam entao idénticas em G,. Portanto, cada
um dos carateres de G, pode ser estendido de h maneiras diferentes para produzir um carater de
Gry1. Além disso, se ¢ é um carater qualquer de G,1 entdo a sua restricio em G, é também um
cardter de G, logo o processo de extensao produz todos os carateres de G,11. O que completa a

demonstragao.

Para sermos mais precisos, é necessario especificarmos que tipo de objetos podem aparecer nas
entradas da matriz. Por exemplo, o grupo linear geral sobre Z (o conjunto de nimeros inteiros) é

o grupo de n X n matrizes invertiveis de nimeros inteiros e é denotado por GL,(Z) ou GL(n,Z).

13



2.2 O grupo de carateres e relacoes de ortogonalidade

Neste secgao G é um grupo abeliano finito de ordem n. O carater principal de G é denotado por
f1- Os outros denotados por fs, fs,..., fn sao designados carateres ndo principais. Estes gozam

da propriedade tal que f(a) # 1 para algum a em G.

O teorema seguinte estabelece que podemos definir uma estrutura de grupo no conjunto de carateres

de um grupo abeliano finito. A prova é simples e serd omitida.

Teorema 2.2.1. Se a multiplicagdo de carateres for definida pela relagdao

(fifi)(a) = fi(a)f;(a)

para cada a pertencente em G, entdo, o conjunto dos carateres de G formam um grupo abeliano
de ordem n. Denotaremos este grupo por G. O elemento identidade de G € o cardter principal fi.

O inverso de f; € o reciproco 1/ f;.

Observagao. Para cada cardter f temos |f(a)|= 1. Deste modo, o reciproco 1/f(a) é igual ao

complexo conjugado f(a). Dai, a fungio f definida por f(a) = f(a) é também um carater de G.

Ademais, temos

- 1
fla) =
f(a)
=fla™)
para todo a pertencente a G.
Seja G um grupo abeliano finito de ordem n com elementos aq, as, ..., a, € seja fi, fo,..., fn 08

carateres de G, sendo f; o carater principal.

Denotamos por A = A(G), a matriz [a,;] do tipo n X n cujo o elemento a;; na i-ésima linha e na

j-ésima coluna é
aij = fi(a;)-

Demonstraremos que a matriz A tem uma inversa e usaremos este facto para deduzir as chamadas
relagoes de ortogonalidade para carateres. Primeiramente determinemos a soma das entradas de

cada linha da matriz A.
Teorema 2.2.2. A soma das entradas na i-ésima linha da matriz A € dada por

" n se f; é o cardter principal (i=1),
> filar) =
r=1

0 caso contrdrio.

Demonstragao. Seja S a soma em questao. Se f; = f1, cada termo da soma é 1 e S = n. Se
fi # f1, existe um elemento b pertencente a G para o qual f;(b) # 1. Como a, percorre todos os

elementos de G 0 mesmo acontece com o produto ba,. Dai

n

S=Y_ filbay)
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= )8,

Portanto, S(1 — f;(b)) = 0. Visto que f;(b) # 1, resulta que S = 0.

Agora usamos este teorema para mostrar que a matriz A tem inversa.

Teorema 2.2.3. Seja A* o conjugado transposto da matriz de A, entdo teremos

AA* =nl

3

onde I é a matriz identidade de ordem n x n. Por isso n~1A* € o inverso da matriz A.

Demonstragao. Seja B = AA*. A entrada b;; na i-ésima linha e j-ésima coluna de B é dada por

bij = Z filar) fj(ar)
(fifj)(ar)
)

fk(ar )

n
r=1
n
r=1

onde fi, = fif; = fi/f;- Agora fi/f; = f1 se, e somente se, i = j. Consequentemente pelo Teorema
2.2.2] temos

n sei=yj,

bij:
0 sei#j.

Em outras palavras, B = nl

No teorema seguinte usamos o facto de a matriz comutar com o seu inverso para deduzir as relagoes

de ortogonalidade para carateres.

Teorema 2.2.4. Relacdes de ortogonalidade para os carateres. Temos

n sea; = aj,

> Felai)fr(ay) = (2.2)

0 sea;# aj.

Demonstracao. A relacao AA* = nl implica que A*A = nl. Mas o elemento da i-ésima linha e

j-ésima coluna de A*A é a soma a esquerda de (2.2)). O que completa a demonstragao.

Observagao. Visto que

ﬁ(ai) = fr(ai)_l = fr(a;l)a

o termo geral da soma em ([2.2) é igual a

fr(afl)fr(aj) = fr(aiilaj)
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Portanto a relagao de ortogonalidade pode ser também expressa da seguinte forma:

- . n sea; = aj,
P ACRTIE (2:3)
r=1

0 se a; 7& Q.
Quando a; é o elemento identidade obtemos:

Teorema 2.2.5. A soma das entradas na j-ésima coluna de A € dada por

n

S ey =4 YO (2.4)

r=1 0 caso contrdrio.

2.3 Carateres de Dirichlet

Um sistema reduzido de restos médulo k é um conjunto de (k) inteiros {ai,as,...,a,m)} nao
congruentes modulo k, cada um dos quais é relativamente primo com k. Para cada inteiro a a

classe de restos correspondente @ é o conjunto de todos inteiros congruentes com a médulo k:
a={x:xz=a(modk)}.

A multiplicagdo da classe de restos é definida pela relacao

o~

a-b=ab. (2.5)
Isto é, o produto de duas classes residuais a e b é a classe residual do produto ab.

Teorema 2.3.1. Com a multiplicagcdo definida em o conjunto das classes reduzidas de
restos mddulo k € um grupo abeliano finito de ordem ¢(k). A identidade é a classe residual de 1.

O inverso de a € a classe residual b onde ab =1 (mod k).

Demonstragao. A propriedade do fecho é automaticamente verificada a forma como a mul-
tiplicacdo de classes de restos foi definida. A classe 1 é claramente o elemento identidade. Se
mde(a, k) = 1, existe um unico b tal que ab = 1 (mod k). Desta maneira o inverso de G é b. Por

fim, é claro que o grupo é abeliano e que a sua ordem é ¢(k).
|

Em seguida vamos introduzir a nocao de carater de Dirichlet. Estes carateres foram pela primeira
vez usados em 1831 pelo matematico alemao Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet para a prova da
infinidade de nimeros primos numa progressao aritmética. Os carateres de Dirichlet vao constituir
uma ferramenta para o nosso resultado sobre identidades de Menon com relacdo a conjuntos de

unidades apresentado na Secgao 4.4.

Definicao 2.3.2. Seja G o grupo de classes reduzidas de restos modulo k. Correspondendo a

cada cardter de f de G definimos uma funcdo aritmética x = x ¢ como se seque:
x(n) = f(h) se mde(n, k) =1,
x(n) =0 se mdc(n, k) > 1.
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A fungao x é chamada um cardter de Dirichlet médulo k. O cardter principal x; é aquele que goza

das propriedades

1 se mde(n, k) =1,
xi(n) = (2.6)
0 se mde(n, k) > 1.

Teorema 2.3.3. Ezistem @(k) carateres de Dirichlet distintos mddulo k, cada um dos quais €

completamente multiplicativo e periddico com periodo k. Isto é, temos
x(m.n) = x(m)x(n) para todo m,n (2.7)

x(n+k) = x(n) para todon.

Inversamente, se x € completamente multiplicativo e periddico com periodo k, e se x(n) = 0 se

mdc(n, k) > 1, entao x € um dos carateres de Dirichlet mddulo k.

Demonstragao. Pelo Teorema existem @(k) carateres f distintos para o grupo G de classes
reduzidas de restos médulo k, por isso ¢(k) carateres xy médulo k. A propriedade multiplicativa
de x s resulta da propriedade multiplicativa de f quando m e n sao relativamente primos com
k. Se um dos m ou n nao for relativamente primo com k também mn nao serd, como consequéncia
ambos os membros de sao zero. A propriedade de periodicidade decorre do facto de que
xr(n) = f(7) e que a = b(mod k) implica que mdc(a, k) = mde(b, k).

Para provar o reciproco notamos que a fungao f definida no grupo G pela equagao
f(n)=x(n) se mde(n,k)=1

é um carater de G, entdao x é um carater de Dirichlet médulo k.
]

Exemplo 2.3.4. Quando k =1 ou k = 2 teremos p(k) =1 e o dnico cardter de Dirichlet € o
cardter principal x1. Para k > 3, existem pelo menos dois carateres de Dirichlet ja que p(k) > 2.

As tabelas seguintes mostram todos os carateres de Dirichlet para k = 3,4 € 5.

k= 3; (k) =2
n 1 2 3 4
xi(n) 1 0 1 0
x2(n) 1 0 -1
k=4, p(k) =2
n 1 2 3 4 5
xi(n) 11 1 1 0
x2(n) 1 -1 -1 1 0
x3(n) 1 i 4 -1 0
xa(n) 1 - -1 0
k=5, p(k) = 4
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Para completar essas tabelas usamos o facto de X(n)“”(k) = 1 sempre que mdc(n, k) = 1, logo x(n)
é uma ¢(k)-ésima raiz da unidade. Notamos também que se x for um cardter médulo k entéo
também o é o complexo conjugado . Essa informacao é suficiente para completar as tabelas para
k=3ek=4.

O caso k =5 é um pouco mais complexo. Para mais detalhes pode consultar-se [2 p. 139].

Vamos agora abordar a importante nocao de condutor de um carater. Para isso comegamos por

introduzir a no¢ao de médulo induzido e carater primitivo.

Definigao 2.3.5. Seja x um cardter de Dirichlet mddulo k e seja d um divisor positivo de k.

O numero d é chamado um mddulo induzido para x se tivermos
x(a) =1 sempre que mdc(a, k) =1 e a=1(modd). (2.8)

Definicao 2.3.6. Diz-se que um cardter de Dirichlet mddulo k é primitivo médulo k se nao
tem mddulos induzidos d < k. Por outras palavras, x € primitivo modulo k se, e somente se, para
qualquer divisor d de k, 0 < d < k, existe um inteiro a = 1 (modd), mdec(a,k) = 1, tal que x(a)

£1.

Teorema 2.3.7. Seja x um cardter de Dirichlet mdédulo k e assumamos que d | k,d > 0. Entdo

d é um modulo induzido para x se, e somente se,
x(a) = x(b) sempre que mdc(a,k)=mdc(bk)=1 e a=0b(modd). (2.9)

Demonstragao. Se (2.9)) se verifica entdo d é um médulo induzido uma vez que podemos escolher

b =1 com base na equagao ([2.8]).

Escolhamos a e b tais que mdc(a, k) = mdce(b, k) = 1 e a = b(mod d). Provaremos que x(a) = x(b).
Seja a’ o reciproco de amodk,aa’ = 1 (modk). O reciproco existe porque mde(a, k) = 1. Agora
aa’ = 1(modd) j& que d | k. Dai x(ad’) = 1 uma vez que d é um mddulo induzido. Mas

aa’ = ba’ =1 (modd) porque a = b(modd), daf x(aa’) = x(ba’), logo

Mas x(a’) # 0 pois x(a)x(a’) = 1. Cortando x(a’) temos x(a) = x(b), e isso completa a demons-

tracao.
|

Teorema 2.3.8. Seja x um cardter de Dirichlet modulo k e consideremos d | k,d > 0. Entao

sao equivalentes:
i) d é um mddulo induzido de x.
ii) Existe um cardter v mddulo d tal que

x(n) =v(n)xi(n), para qualquer n, (2.10)

onde x1 € o cardter principal modulo k.
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Demonstragao. Suponhamos i) verdadeiro. Escolhamos n que satisfaz mde(n, k) = 1, n =
1(modd). Entao x1(n) = ¢ (n) =1 logo x(n) =1 e portanto d é um médulo induzido. Assim, i)

implica 7).

Consideremos agora i) verdadeiro. Vamos construir um carater ¢» médulo d que satisfaz (2.10)). De-
finamos 1) como se segue: Se mdc(n,d) > 1, seja 1p(n) = 0. Também neste caso temos mdc(n, k) > 1,

entdo (2.10]) verifica-se porque ambos os membros séo zero.

Suponhamos agora mdec(n,d) = 1 entéo, existe um inteiro m tal que m = n(modd) e mdc(m, k) =
1. Isto pode ser provado imediatamente com o bem conhecido teorema de Dirichlet [2, p. 154]
sobre primos numa progressao aritmética. Usando este teorema a progressao aritmética xzd + n
contém uma infinidade primos. Escolhamos um desses primos que nao divide k, seja ele m. Tendo

escolhido m, o qual é inico médulo d, definamos

O ntimero ¥ (n) estd bem definido porque x toma valores iguais em nidmeros que sdo congruentes

modulo d e relativamente primos com k.

Verificamos facilmente que x é, na verdade, um cardter médulo d. Vamos verificar a equagcao (2.10))

para qualquer n.

Se mdc(n, k) = 1 entdo mdc(n,d) = 1 logo ¥(n) = x(m) para algum m = n(modd). Portanto,

pelo Teorema [2.3.7]
x(n) = x(m) = ¥(n) = $(n)x1(n)

uma vez que yi; = 1.

Se mdc(n, k) > 1 entdo x(n) = x1(n) = 0 e ambos os membros de (2.10) sdo zero. Assim, (2.10)

se verifica para qualquer n.
]

Definicao 2.3.9. Seja x um cardter de Dirichlet mddulo k. O menor mddulo induzido d para

X € chamado de condutor de x.

Lema 2.3.10. Todo cardter de Dirichlet x mddulo k pode ser expressado como o produto

x(n) = ¢(n)xa(n) (2.11)

para qualquer n, onde Y1 € o cardter principal modulo k e i um cardter primitivo modulo o

condutor de x.

Demonstragao. Seja d um condutor de y. Do Teorema [2.3.8 sabemos que x pode ser expressado
como um produto da forma (2.11)), onde 1 é um cardter médulo d. Agora provaremos que 1 é

primitivo moédulo d.

Consideremos que @ nao é primitivo médulo d e cheguemos a uma contradigao. Se 1 nao for
primitivo médulo d entao existe um divisor g de d, ¢ < d, que é um mddulo induzido de . Vamos

provar que este ¢, que divide k, é também um médulo induzido de y, contradizendo o facto de que
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d é o menor médulo induzido de .

Escolhamos n = 1 (mod q), mde(n, k) = 1. Entdo

x(n) =¢¥(mn)xi1(n) =n) =1

porque ¢ é um modulo induzido de 3. Portanto, ¢ é também um mddulo induzido de % o que é

uma contradigao.

Vamos também utilizar os chamados carateres aditivos definidos da seguinte maneira:

Definicao 2.3.11. Um cardter aditivo A\; do anel Z,, € dado por
Ai(b) = exp(2miwb/n),

comO0<w; <n—1,w €7Z ondeb € Z,.

2.4 Acao de um grupo sobre um conjunto e lema de Burn-
side

Nesta secgao vamos provar o chamado lema de Burnside. Este lema é de grande utilidade para

estabelecer identidades de tipo Menon.

Definicao 2.4.1. Seja G um grupo e S um conjunto ndao vazio. Diz-se que G opera sobre S

(ou que S é um conjunto-G) quando se define uma aplica¢do
GxS—S
em que, designando por gs a imagem (nessa aplicagao) do par (g,s) se tenha:
1. (99')s = g(g's)
2. 1s=3s
para quaisquer g,g' € G e s € S.
De seguida vamos introduzir as nogoes de érbita e de grupo de isotropia.
Definicao 2.4.2. Seja S um conjunto-G e s € S. Chama-se orbita de s ao conjunto
Orb(s) ={gs : g € G}.
Chama-se grupo de isotropia de s ao conjunto
Gs={9€G : gs=s}.
O seguinte teorema vem dar sentido a segunda parte da definicao anterior.

Teorema 2.4.3. Seja S um conjunto-G e s € S. Entao, G5 € um subgrupo de G.
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Demonstragao. E claro que a identidade de G é elemento de G e portanto G é nao vazio.

Suponhamos agora que g1, g2 € G, entao

(9192)s = g1(g25) = g15 = 5.

Portanto, g1g2 € Gs.

Por fim, se g € G, entao gs = s e portanto

g ls=g""gs) = (g 'g)s=s.

Assim, g7 € G,.

O teorema seguinte relaciona a érbita de um elemento com o respectivo grupo de isotropia.

Teorema 2.4.4. Seja G um grupo finito e S uwm conjunto-G. Entdo,
|Orb(s)|= [G : Gs).

Demonstracao. Consideremos a correspondéncia seguinte entre o conjunto das classes a esquerda
definidas por G5 em G e a 6rbita de s
gGs — gs.

Trata-se de uma aplicacdo bem definida, ji que ¢Gs = ¢'G, equivale a g~'¢’ € G,. Assim,
(g7'g')s = s, donde se conclui que ¢'s = gs. E facil verificar que se trata de uma correspondéncia
bijetiva o que implica entao que

|Orb(s)|= [G : Gs).

Lema 2.4.5. Sejam G um grupo e S um conjunto-G. Sejam s,s' € S ey € G tais que ys = s'.
Entao, Gy = yGey™'.

Demonstracdo. Seja z € G, isto é, zs’ = s'. Entdo, zys = ys, portanto y~'zy € G,. Assim,

z € yGuy L.

1

Seja agora w € yG,y~'. Entdo, w = ywy ! com ws = s. Temos entdo

ws' = (ywy s = (ywy~")ys = yws = ys = 5.
Logo, w € Gy .
|

O seguinte enunciado é conhecido por lema de Burnside. Este resultado é uma das ferramentas
mais usadas para obter identidades do tipo Menon. Para uma andlise pormenorizada deste lema o

leitor pode consultar [I§].
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Lema 2.4.6. Seja G um grupo finito que opera sobre um conjunto S. Seja N o numero de
orbitas distintas que G determina em S. Seja S9 = {s € S : gs = s} o nimero de elementos de

S fizados por g. Entao,

= 2l

geaG

Demonstragao. Consideremos o conjunto

T={(g,s) e GxS : gs=s}.

Podemos contar os elementos de T' de dois modos diferentes: ou vendo quantos pares ha para
cada g € G e somando os resultados, ou vendo quantos pares hd para cada s € S e somando os

resultados. Formalmente:

TI=Y Hg € G : gs=st=3 s €5 : gs=s}.

seS geG

Isto é,

Slcil= YIsel.

ses geG

Sejam Orb(s1), Orb(ssz), ...,Orb(sn) as érbitas distintas em S. Temos entao,

Z > 1G=D0180. (2.12)

=1 s€Orb(s;) geqG

Invocando o Lema [2.4.5 para cada s € Orb(s;) temos que G5 = zG5,x7 !, onde z € G é tal que
xs = s;. Logo, para cada s € Orb(s;), temos

|GS|: ‘G&"-

Assim, a partir da igualdade (|2 obtemos

N
> |Orb(s)|.Ge, = 1Y)

i=1 geG

Como pelo Teorema [2.4.4] temos |Orb(s;)|= [G : Gs] = ‘le‘, obtemos

Z\GI— > 189

geG

Ou seja,

= 1 21

geG

tal como queriamos concluir.



Capitulo 3

Anéis

Neste capitulo abordamos determinados conceitos sobre anéis usados para estabelecer algumas
identidades de Menon. Para o nosso trabalho os anéis mais importantes sao os comutativos e de

entre estes assumem especial destaque os anéis artinianos e os dominios de Dedekind.

Assumimos que todos os anéis aqui considerados sao comutativos e tém identidade uma vez que

sao estes os usados nas identidades de Menon.

Para uma exposi¢ao abrangente da teoria de anéis o leitor pode consultar [T} [4; 15} [T'7; [20].

3.1 Generalidades

Comegamos com as nogoes de primo e irredutivel num dominio de integridade. Estas duas nogoes,

bem como as diferencas entre elas, sao de capital importancia em teoria dos nimeros.

Definicao 3.1.1. Um dominio de integridade D € um anel com identidade e sem divisores de
zero nao triviais. Um elemento invertivel de D diz-se unidade. O conjunto das unidades denota-se
por U(D) ou D*.

Exemplo 3.1.2. O anel Z = {0,%+1,42,...} é um dominio de integridade. Outro exemplo
muito bem conhecido é do anel Z[i| = {a+bi : a,b € Z} dos inteiros de Gauss, onde i é a unidade

imagindria.

Definicao 3.1.3. Dois elementos a e b de um dominio de integridade dizem-se associados se

albeb|a. Sea eb sio associados escrevemos a ~ b.
Em Z, um nimero primo p > 2 tem as duas propriedades seguintes:
a) p=ab=a==x1loub==l1. (A)
b) plab=plaoup]b. (B)
A préxima definigdo generaliza a propriedade (A) a um dominio de integridade.

Definicao 3.1.4. Seja a um elemento nao nulo e nao unidade de um dominio de integridade

D. O elemento a diz-se irredutivel se a = bc para b,c € D implica que b é unidade ou ¢ € unidade.

Um elemento que nao ¢ irredutivel diz-se redutivel.

Na préxima definigdo generalizamos a propriedade (B) a dominios de integridade.
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Definigao 3.1.5. Seja p um elemento nao nulo e ndo unidade de wm dominio de integridade

D. O elemento p diz-se primo se p | ab para a,b € D implica que p | a ou p | b.
Para o dominio de integridade Z dos numeros inteiros nao existe distincao entre primos e irre-

dutiveis.

No entanto existem dominios de integridade onde se verifica a distingao entre primos e irredutiveis.

Por exemplo, no dominio de integridade
Z[V=5 = {a+bv/-5:a,bec Z}

os elementos 2 e 3 sdo irredutiveis, mas nao sdo primos [22, p. 81].
Teorema 3.1.6. Num dominio de integridade D wm numero primo é sempre irredutivel.

Demonstragao. Seja p € D um primo e suponhamos que p = ab, com a,b € D.
Como p | ab e p é primo devemos ter p | a ou p | b.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que p | a, isto é, a = pc, para ¢ € D, temos entao
p = ab = pch.

Donde concluimos que p = pcb < p(1 — ¢b) = 0. J&4 que p # 0 e nao existem divisores de zero nao

triviais devemos ter ¢b = 1 e portanto b é uma unidade.
|

Definicao 3.1.7. Um dominio de integridade D diz-se um dominio de ideias principais se todo

o seu ideal € principal.

Um exemplo de um dominio de ideias principais é o anel Z dos ntimeros inteiros. Um exemplo de
um dominio de integridade que néo é dominio de ideias principais é Z[x] o anel dos polindmios

sobre Z. Com efeito, o ideal I = (2, ) nao é principal [20, p. 152].
Teorema 3.1.8. Num dominio de ideais principais todo elemento irredutivel é primo.

Demonstragao. Suponhamos que p é irredutivel num dominio de ideais principais D, e que p | ab.
Seja I o ideal gerado por {p, b} e d um elemento tal que I = (d). Como p € (d) entdo p = rd, para
algum r € D. Portanto, como p é irredutivel, r é unidade ou d é unidade, mas nao ambos, pois,

nesse caso, p seria uma unidade.

Se r é unidade entao (p) = (d) e como b € (d) devemos ter b = sp para algum s € D. Assim, p | b.
Se d é unidade entao (d) = (p,b) = D e a identidade pertence ao ideal, o que implica a existéncia
de elementos u,v € D tais que 1 = up + vb.
Portanto,
a = aup + avb = aup + vtp,
para ab = tp, pois p | ab, por hipétese. Logo,
plau + vt) = a,
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o que significa que p divide a.

Portanto, num dominio de ideais principais nao ha distingao entre irredutiveis e primos.

Definicao 3.1.9. Seja M um ideal de um dominio de integridade D. O ideal M diz-se mazimal
se M # D e sel ¢ um ideal de D tal que M C I C D entaoI =M oul =D.

Exemplo 3.1.10. (5) ¢ um ideal maximal de Z. No entanto em Z[i], (5) ndo € um ideal
mazimal uma vez que
(5) C (1+2i) C Z[i].

Teorema 3.1.11. Seja D um dominio de integridade. Seja a € D tal que a # 0 e a ¢ U(D).

Se (a) € um ideal mazimal entdo a € irredutivel em D.

Demonstragao. Suponhamos que a nao é irredutivel. Isto é, a = bc, onde b e ¢ ndo sdo unidades
e sao distintos de zero. Entao
(a) C (b) C D,

e portanto o ideal (a) ndo é maximal.

O préximo exemplo mostra que o inverso do teorema nao é em geral verdadeiro.

Exemplo 3.1.12. O elemento x € irredutivel em Z[z]. No entanto o ideal {x) nao é maximal,
uma vez que
(x) C (2,z) C Z[z].

No entanto, para dominios de ideais principais vale o teorema seguinte:

Teorema 3.1.13. Seja D um dominio de ideais principais. Seja a € D tal que a # 0 e

a ¢ U(D). Entao, (a) é ideal maximal se, e somente se, a € irredutivel em D.

Demonstragao. Em virtude do Teorema |3.1.11| basta demonstrarmos que o ideal gerado por um

elemento irredutivel é maximal.

Suponhamos que é a irredutivel, mas (a) nao é ideal maximal. Portanto existe um ideal I tal que
(a) cICD.

Como D é um dominio de ideais principais, podemos assumir que I = (b), para algum b € D.

Portanto

(a) c(b) c D

e logo a = bc, para algum c € D.

Como (b) # D temos que b nao é unidade. Como (a) # (b) temos que ¢ ndo é unidade. Portanto

a é redutivel e esta contradicao prova o teorema.

Vamos agora introduzir a no¢ao de ideal primo.

25



Definigao 3.1.14. Seja P um ideal do dominio de integridade D. Este ideal P diz-se primo se
P #D eparaa,be D seab € P entdoa € P oube P.

No proximo teorema caracterizamos os ideais principais primos.

Teorema 3.1.15. Seja D um dominio de integridade. Seja a € D tal que a # 0 e a ¢ U(D).

Entao (a) € ideal primo se, e somente se, o elemento a € primo em D.

Demonstragao. Supondo que (a) é ideal primo e sejam b, ¢ € D tal que a = be. Como bc € (a) e

(a) é ideal primo, devemos ter b € (a) ou ¢ € {a). Ou seja, a | b ou a | ¢ e portanto a é primo.

Suponhamos agora que a é um elemento primo em D. Sejam b,c € D e bc € (a). Existe portanto

um elemento d € D tal que bc = ad. Logo a | be. Como a é primo temos que a | bou a | c.

Sem perda de generalidade vamos assumir que a | b, isto é, b = ae, para algum e € D. Assim

b € (a). Isto demonstra que (a) é ideal primo.

De seguida abordamos os anéis com condicao de cadeia em ideais.

Definicao 3.1.16. Dizemos que um anel R satisfaz a condi¢do de cadeia ascendente se dada

uma sequéncia {In,}nen, de ideais de R tais que
Lhchc---CL,C---

existe ng € N tal que se n > ng entao I, = I,,. Diz-se que a cadeia é estaciondria.
O anel R que satisfaz a condicao de cadeia ascendente sobre ideais diz-se anel noetheriano.

Teorema 3.1.17. Um anel R é noetheriano se, e somente se, todo o ideal I de R é gerado por

um numero finito de elementos. Isto €, existem ay,as,...,a, tais que
I = <a17a27' c aan>'

Demonstragao. Se I é o ideal nulo entdo I = (0). Caso contrério, seja agp € I um elemento

diferente de zero. Se (ag) # I entdo existe a; € I — (ag) e {ap) C {(ag,a1).

Se (ag,a1) # I entdo existe ap € I — {(ag,a1) e {(ag) C (ag,a1) C {ap,c1,az). Continuando
desta forma e usando o facto de o anel R ser noetheriano concluimos que existe um k tal que
I = (ao,az,...,ak>.

Suponhamos agora que todo o ideal I de R é gerado por um nimero finito de elementos. Seja

Ihhchc---CI, <

uma cadeia ascendente de ideais de R. Consideremos I = Upen,l,. I é um ideal e como todo o

ideal é gerado por um ndmero finito de elementos devemos ter I = (aq,...,am).
Agora para cadaaj com j = 1,...,mexiste n; € Ntal que a; € I,;. Tomemos ng = max{ny,...,n,}
entao para n > ng temos aq,...,a, € I, e portanto

I:<a1,...,am> g[ngUnGNofn:I
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e assim a cadeia é estaciondria.
[ |

Um exemplo de um anel noetheriano é o anel Z dos ntimeros inteiros. Por outro lado, um exemplo
de um anel nao noetheriano é o anel K[z, xo, ... ] dos polinémios num ndmero infinito de varidveis

e sobre um corpo. Neste caso
(x1) C (z1,22) C (31,22, 23) C - -+

é uma cadeia ascendente nao estaciondria.
Corolario 3.1.18. Um dominio de ideais principais é um anel Noetheriano.

Definicao 3.1.19. Dizemos que um anel R satisfaz a condicao de cadeia descendente se dada

uma sequéncia {I,}nen, de ideais de R tais que
2L 221,20

eziste ng € N tal que se n > ng entao I, = I,,. Diz-se que a cadeia € estaciondria.

O anel que satisfaz a condigao de cadeia descendente sobre ideais diz-se artiniano.

Terminamos esta secgao com a nocao de elemento integral a qual é frequentemente usada em teoria
dos ntumeros.

Definigao 3.1.20. Sejam A e B anéis tais que A C B. Um elemento b € B diz-se integral

sobre A, se € raiz de um polinémio mdnico
"+ az" 4 Fa,, n>1

com coeficientes a; € A.

O anel B diz-se integral sobre A se todos os elementos de B sdo integrais sobre A.

Definigao 3.1.21. Sejam A e B anéis tais que A C B. O conjunto dos elementos de B que
sdo integrais sobre A diz-se fecho integral de A em B. O anel A diz-se integralmente fechado em

B se coincide com o seu fecho integral.

3.2 Anéis artinianos e dominios de Dedekind

Nesta seccao abordamos a estrutura dos anéis comutativos artinianos e a fatorizagao de ideais em

dominios de Dedekind.
Definicao 3.2.1. Um anel comutativo e com um unico ideal mazximal é chamado de anel local.

Exemplo 3.2.2. Se p é primo en > 1, entao Z,n é um anel local sendo (p) o seu unico ideal

mazimal.

O seguinte resultado serd usado para obter identidades de Menon nos dominios de Dedekind resi-

dualmente finitos.

Lema 3.2.3. Seja R um anel local. Se x,y € R ndo sao unidades entdo 1 —xy é uma unidade.
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Demonstragao. E claro que z e y pertencem ao ideal maximal de R. Portanto, zy pertence
também a este ideal maximal. Seja agora 1 —xy = t. Se ¢ nao é unidade entao 1 = t 4+ xy pertence

ao ideal maximal. Esta contradigao mostra que ¢ é uma unidade.

Num anel comutativo com identidade, todo o ideal maximal é primo.
Lema 3.2.4. Num anel artiniano comutativo R todo o ideal primo é maximal.

Demonstragao. Seja P um ideal primo de R. Entdo, D = R/P é um dominio de integridade
artiniano. Seja x € D e @ # 0. Pela condigio de cadeia descendente temos (z") = (z"*!) para

algum n € N e portanto,

para algum y € D. Entao, z"(1 — zy) = 0. Como D é um dominio de integridade devemos ter
zy = 1. Assim, x é invertivel o que prova que D = R/P é um corpo. Consequentemente P é um

ideal maximal.

[ |
Lema 3.2.5. Um anel artiniano comutativo R tem um numero finito de ideais primos.

Demonstragao. Suponhamos que {P; : i > 1} é um conjunto infinito de ideais primos distintos.

A cadeia descendente

POPNPROPINPRNP 2D

é estacionaria. Entao, existe um n tal que

P,OPNPN---NP,_.

Pondo I; = P; + P,, para 1 < j < n temos que

P,=LnN---NI,_;.

Como P, é ideal primo, concluimos que I; = P, para algum j. Portanto, P; C P,. Como P; é
maximal temos que P; = P, o que contradiz o facto dos ideais {P; : i > 1} serem distintos. O

lema estéd provado.

|

Definicao 3.2.6. Seja R um anel comutativo. O radical nil de R, denotado por N(R), € a
intersecg¢do de todos os ideais primos de R. O radical de Jacobson de R, denotado por J(R), € a
interseccao de todos os ideais mazximais de R.

Segue do Lema que num anel comutativo artiniano o radical nil coincide com o radical de

Jacobson.

Num anel artiniano comutativo R o radical nil (e portanto o radical de Jacobson) é nilpotente.
Isto é, existe um k € N tal que J(R)* =0 [4, p. 89].

Definigao 3.2.7. Dois ideais I e J de R sao coprimos se I + J = R.
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No teorema seguinte sao caraterizados os anéis comutativos artinianos.

Teorema 3.2.8. Um anel comutativo artiniano R decompoe-se como uma soma direta de um

numero finito de anéis locais artinianos.

Demonstragao. Seja {M;, M, ..., M,} o conjunto dos ideias maximais de R. Este é também o

conjunto dos ideais primos de R. Como ideais maximais distintos sao coprimos segue que

J(R) =M, N MyN---NM, =M M- M,.

Como J(R) é nilpotente, existe k > 0 tal que MF- M} --- M¥ = 0. Como MF,... MF sio também

coprimos, pelo teorema de [I5] p. 171] temos

R=R/MF...MF=R/MF&...® R/M"
cada R/MF é local com ideal maximal M;/MF.

|
A nogao de dominio de Dedekind permite generalizar a fatorizagdo tnica valida num dominio de
ideais principais (como é o caso dos nimeros inteiros Z) a dominios que néo sdo necessariamente

de ideais principais (como é o caso do anel dos inteiros em alguns corpos de nimeros algébricos).

Definigao 3.2.9. Um dominio de Dedekind é um dominio de integridade R que satisfaz as

sequintes condicoes:
1. R € um anel noetheriano;
2. R € integralmente fechado;
8. Cada ideal primo diferente de zero de R € mazximal.

Num dominio de Dedekind existe uma aritmética de ideais semelhante a aritmética de elementos
num dominio de ideais principais. Uma das propriedades mais importantes é a fatorizagao tinica
de um ideal nao nulo num produto de ideais primos. Antes de passarmos a demonstragao da

fatorizagao unica necessitamos de alguns factos sobre ideais primos num dominio de Dedekind.

Lema 3.2.10. Seja D um dominio de Dedekind. Para todo o ideal I # 0 de D existem ideais

nao nulos e primos Py, Ps, ..., P. tal que

IDPP---P. (31)

Demonstragao. Suponhamos que o conjunto S dos ideais que nao satisfazem a condigao é
nao vazio. Como D é noetheriano, S tem um elemento maximal A em relagao a inclusao. O ideal
A nao pode ser primo e portanto existem elementos a,b € D tais que ab € A mas a,b ¢ A. Pondo
Ay =(a)+AeAy=(b)+ A, temos AG Ay e AG Ay e Aj Ay € A. Como A é elemento maximal
devemos ter que tanto A; como As contém um produto de ideais primos. Mas o produto destes

ideais primos estd contido em A. Esta contradigao prova o lema.
|

Lema 3.2.11. Seja D um dominio de Dedekind, P um ideal primo de D e F o corpo das fracoes
de D. Definamos
Pl={zeF:2P CD}
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e para um ideal A de D definamos
AP = {Z a;x; :a; € A, x; € P_l}.
i

Entao, para todo o ideal A # 0 de D temos que AP~! #£ A.

Demonstracgao. Seja a € P e a # 0. Sejam Py, P, ..., P, ideais primos tais que

P1P2PTQ<0,>§P

e com r o menor possivel. Necessariamente um dos P;, por exemplo P, estd contido em P. Como
Py é ideal maximal devemos ter P, = P. Como Py -+ P. € (a), existe b € Pp--- P, tal que b ¢ aD,
isto 6, a='b ¢ D. Por outro lado temos bP C (a), isto é, a=1bP C D e portanto, a='b € P~
Entdo, temos P~ # D.

Seja agora A um ideal ndo nulo de D e aq, ..., a, um sistema de geradores de A. Assumamos que
AP~! = A. Entéo, para todo o z € P!,

TOo; = E Qij05 Q5 € D.
J

Denotando por M a matriz cuja entrada (7, j) é dada por xd;; — a;; obtemos que

M(ay,...,a,)T =0.
Se d = det(M) tem-se que dag = -+ = da,, = 0 e portanto, d = 0. Temos entdo que z é integral
sobre D uma vez que é um zero do polinémio
p(X) = det(X(Sij — aij) S D[X]
Entdo, € D, porque D é integralmente fechado. Mas, entdo P! = D o que é contraditério.

Estamos agora em condigoes de provar a existéncia e unicidade da fatorizacao de um ideal de um

dominio de Dedekind num produto de ideais primos.

Teorema 3.2.12. Seja D um dominio de Dedekind e I um ideal de D tal que I #£0 e I # D,

isto €, I € ideal préprio. Entao, I € um produto de ideais primos e esta fatorizacdo € unica. Isto

s

€

I'=PP- P,

onde P; sdo ideais primos e se
PPy Pe=Q1Q2- - Qn

onde Q; sdo primos, entdo, k =n e para qualquer i existe j tal que P; = Q.

Demonstragao. Existéncia. Seja S o conjunto de ideais proprios de D que nao admitem fato-
rizacdo em produto de ideiais primos. Se S é ndo vazio existe um elemento A maximal em S. O

ideal A estd contido num ideal maximal P. Como D C P~! temos

ACAP'cpPP'CD
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Pelo Lema [3.2.11| temos A S AP~' ¢ P S PP~! C D. Como P ¢ ideal maximal, temos

PP~ =D.

Como consequéncia da maximalidade de A em S e como A # P, isto é AP™! # D, o ideal AP™!

admite uma fatorizacdo em ideais primos, AP~! = P, P --- P, e portanto

A=AP'P=P,-..P.P,

o que é contraditoério.

Unicidade. Sejam

I=PPFP - -P=0Q:1Q2 Qs

duas fatorizagoes em ideais primos do ideal I. Entao, P; 2 Q1Q2- - Qs e assim P, DO Q; para
algum 4. Sem perda de generalidade suponhamos que i = 1. Como (); é maximal temos P; = Q.

Agora multiplicando por P, !¢ usando o facto de que P; # PP L= D, devemos ter

PZ"'PTZQZ"'Qs-

repetindo o argumento temos que r = s e P; = (); para todo o 1.
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Capitulo 4

As identidades de tipo Menon

Num artigo publicado em 1965, Puliyakot Keshava Menon provou que

Z mde(k — 1,n) = p(n)o(n),

kezZs,
onde
Zy ={k € Z,, : mdc(k,n) = 1}

é o grupo de unidades do anel Z,,, ¢ é a funcao totiente de Euler e o(n) é o nimero de divisores

positivos de n.

Esta identidade tem sido nos ultimos anos generalizada em varias dire¢oes e também estendida a

dominios de Dedekind residualmente finitos.

4.1 A identidade de Menon e algumas generalizacoes
Vamos comegar pela demonstracao da jé mencionada identidade de Menon original seguindo [12].

Teorema 4.1.1. Sejam Z} = {k € Z,, : mdc(k,n) = 1} o grupo das unidades do anel Z,,, ¢ é

a fungdo totiente de Euler e o(n) o numero de divisores positivos de n. Entdo

> mde(k —1,n) = p(n)o(n), (4.1)

kezr

Demonstracao. Seja G um grupo abeliano de ordem n. Consideremos a acao de Z; em G
definida da seguinte maneira: A cada a € Z; associamos a permutacao 1, de elementos de G

definida por

Ya(g) = g°

para g € G.

Segundo esta agdo dois elementos pertencem a mesma érbita se, e somente se, geram o mesmo

subgrupo ciclico.

Sendo assim, o nimero de drbitas é igual ao nimero ¢(G) de subgrupos ciclicos de G. Pelo lema

de Burnside temos
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1 a
o(G) = Wgz:;'G , (42)

onde G® é o conjunto de elementos de G fixados por a. Isto é, o conjunto de elementos de G que

satisfazem a equacao

Suponhamos agora que G é um grupo ciclico. Sabemos que todo o subgrupo de um grupo ciclico
é ciclico. Mais, se G é um grupo ciclico de ordem n entao a ordem de qualquer subgrupo de G é
um divisor de n e para cada divisor d de n existe um e um sé subgrupo de ordem d. Portanto, no
caso em que G ¢é ciclico temos que ¢(G) coincide com a funcdo divisor o(n). Isto é, ¢(G) = o(n).
Agora |G?| é o nimero de solugdes da equacao

r=rel=e
no grupo G. Como estamos a assumir que G é ciclico, temos que G é isomorfo ao grupo aditivo
Z,, das classes residuais médulo n, podemos assumir que G é o grupo Z,. Temos entao de contar
as solugoes da equagao

(a — 1)z =0 (modn)

Agora, do Teorema deduz-se que esta equacao tem mdc(a — 1,n) solugdes. No caso de G ser
ciclico a equacdo (4.2]) tem entdo a forma

on)=——= Z mdc(a — 1,n),

a€Zy,
que é equivalente a equagéo (4.1)).
|

Como podemos observar na demonstracao anterior, o lema de Burnside foi fundamental para ob-
ter a identidade de Menon (4.1). De seguida vamos usar novamente este lema para generalizar a
identidade de Menon (4.1)). Vamos seguir o trabalho [23] de B. Sury.

Consideremos o seguinte conjunto de matrizes de ordem r:

t1 to t3 ... tp
o 1 0 ... O

H = {h(ti,ta,....,t,)=1| . . . | it1 €7t € Ly, parai > 1}
o o0 0 ... 1

E claro que o conjunto H é um grupo para a multiplicagao de matrizes. Consideremos agora a

acao do grupo H no conjunto
X = (Zn)r = {(alv .- -aar) ta; € Zn} (43)

definida da seguinte maneira:

Definigao 4.1.2. Dada a matrizM € H ex = (a1,...,a,) € X o elemento de X correspondente

ao par (M, x) € dado pela multiplicagao matricial
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Lema 4.1.3. O ndmero N de drbitas da a¢ao definida em é dado por

N=o,_1(n)=> d*

d|n
Demonstragao. Seja (aq,az,...,a,) € X e
t1 to i3 t,
0o 1 0 0
M = eG
0 0 O 1
Entao
ay tia1 + taag + - - - + tra,
a9 a9
M =
a ar
entdo a érbita O(aq,as, ..., a,) do elemento (a1, as,...,a,) é dada por

O(ai,az2,...,a;) = {(t1a1 + taag + - -+ + trar,ao,...,ay) : t1 € Z); t; € Ly, parai > 2}.

Como podemos observar, todas as coordenadas permanecem fixas excepto a primeira. Usando o
teorema chinés do resto podemos também observar que o nimero de 6rbitas é uma funcao multi-
plicativa de n. Basta entdo contar o nimero de érbitas para o caso em que n = p¥, sendo p um

primo. Vamos dividir o problema em dois casos mutuamente exclusivos e coletivamente exaustivos:
Caso 1. Existe a; € Z; para 2 < ¢ < r. Neste caso o conjunto

{tia1 +taag + -+ tra, 1 t1 € Z); t; € Ly, parai > 2}

coincide com Z,,.

Podemos entao observar que para cada escolha de as,...,a, com pelo menos um a; € Z;, temos
uma érbita

{(u,ag,...,a,):u € Zy}.

O numero das dérbitas deste tipo é
(pk:)rfl o (pkfl)rfl

Caso 2. Se 2 <i < r entdo a; ¢ Z. Neste caso o elemento é da forma
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(alypb27pb3a v 7pbr)-
O facto de Z} ser um grupo multiplicativo implica que o conjunto
{(alapb27pb37 e 7pb7') rap € Z:,}

k:—l)r—

é uma érbita. Temos (p ! érbitas deste tipo.

Agora, se para 2 <4 < r temos b; € Z, entao o conjunto

{(pbo, pba, ..., pb.) 1 by < p~1}

é uma 6rbita, o argumento é o mesmo que no Caso 1. Existem (p*~1)"=1 — (p¥=2)7~1 4rbitas deste
tipo.
Procedendo desta forma, vemos que existem duas érbitas da forma (a;,0,0,...,0). Sao elas

{(a0,0,0,...,0): a0 € Z:} e {(0,...,0)}.
Portanto o nimero total de 6rbitas é

() =@+ )T YT =0T e+ T ) 2,

Simplificando obtemos

pk(r_l) +p(k—1)(r—1) N +pr—1 +1= Urfl(pk)v

tal como queriamos demonstrar.

Lema 4.1.4. Sejam by, ba, ..., b. € Z,. A cardinalidade de
{(z1,...,20) € (Zy)" 2 Y biz; =0}
i=1

én""tmdc(n, by, b, ..., b.).
Demonstragao. A prova é feita por indugao. Pelo Teorema [1.2.5|a congruéncia linear
azx = 0(modn)

tem d = mdc(a,n) solugdes. Mais, essas solugoes sdo dadas por %”, para 1 <[ < d. O resultado é

portanto valido para r = 1.

Suponhamos agora r > 1 e assumamos que o resultado é véalido para r—1. Vamos contar as solucoes

(#1,...,2,) de D', bjz; = 0(modn). Temos necessariamente

Zbixi = 0(modmdc(n,by)). (4.5)
=2
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Pela hipédtese indutiva o niimero de solugdes de (4.5)) é
mdc(n,by)" 2 mdc(n, by, by, ..., b,).

Mas, se xa,...,x, variam modn, podemos trocar cada z; por um dos

o
mdc(n, by)

multiplos de mde(n, by).

Portanto, o nimero de solugodes (x2,...,x,) com x; a variar modn é

el n r—1
(n,b1) mdc(n,bl,bg,...,br)(imdc(mbr)) .

Agora, quando (za,...,x,) é uma solucdo de

Z biz = 0mod(mdc(n, by))

i=2
a equacao
b1 erQ bzxz n
1= =0mod———
mdc(n, bl)Jc1 + mdc(n, by) mo mdc(n, by)
tem uma unica solugao
n
d—.
wme mdc(n, by)
Portanto, temos mdc(n, by ) escolhas para x1(modn), para cada (za, ..., x,) fixos. Assim, o niimero
total de solucgoes é
r—1
mdc(n, by)mdc(n, by)" " *mdec(n, by, ba, . .., by) (m) =n""tmdc(n,by,...,b,),

tal como querfamos provar.

Seja agora h(t1,t2,...,t,) € H. Usando o Lema concluimos que

| Xt = " de(n, ty — 1,ta, ... 1),

Usando agora o lema de Burnside concluimos uma nova identidade de tipo Menon:

Z mde(n,ty — 1,ta, ..., t,) = @(n)o,—_1(n). (4.6)
t €L,
to,...,tr€Ln
Continuando nesta ordem de ideias vamos agora seguir o trabalho [24] de Marius Tarnauceanu.
Seja GL,(Zy) o grupo linear geral de grau r sobre o anel Z, das classes residuais médulo n.
Consideremos o subgrupo T' de GL,(Z,,) formado por todas matrizes triangulares superiores. Isto

¢,
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aix aiz ... Qair

0 az2 ... Qa9p . ) . .
T = ) L | ran€Zy, Vi=1,....,0r N a;j €Ly, V1<i<j<r

0 0 ... ap

E facil verificar que o subgrupo 7" tem ordem gp(n)rn@

Consideremos a agao de T' no conjunto X definido em (4.3)) dada pela multiplica¢do matricial (4.4)).

Seja 0;(n) = 0;_1 * e, onde * é o produto de Dirichlet e e é a fungio aritmética tal que e(n) =1

para todo o n € N.

Vamos provar o seguinte resultado

Teorema 4.1.5. Sejam n e r inteiros positivos. Entao

r
r(r—1)
> Ilde=n"""em)oun), “7)
a“‘GZ;’,’i:H k=1
Qij€ELn,1<i<j<r

onde
nai nasg
dr = mdc (n, , .
mdc(n,a1; — 1,a19,...,a16-1) mde(n,ase — 1,a03, ..., a26—1)
nag—1k

, —1) Vk=T7.
mde(n, ag—1p-1 — 1) Uk "

Demonstragao. Vamos usar a inducdo em r. Para r = 1 a igualdade (4.7 é a identidade de

Menon (4.1).

Mesmo nao sendo necessario vamos estudar o caso 7 = 2 uma vez que ajuda a clarificar o caso

geral. Devemos provar que

naig

Z mdc(n, a1 — 1)mdc(n , Q29 — 1) =np(n)?oa(n). (4.8)

p
ai1,a22€Z;,
a12€%n

"mde(n,a;; — 1)

. T W s 41 .
Dois elementos = = [ 1 ey = l 1 de X pertencem a mesma Orbita se, e somente se, existe
T2 Y2

a1 a
g= l 51 Pl eT tal que y = gx, ou seja,

a1121 + a1222 = Y1, (4.9)

a22T2 = Y2.

Considerando Z,, como grupo aditivo é facil provar que se a,b € Z, e mdc(a,n) = 1 entdo, o

subgrupo gerado por ab coincide com o subgrupo gerado por b, isto é, (ab) = (b). Temos entdo que
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o sistema (4.9)) é equivalente a

(22) = (y2) (= H),
(x1H) = (ynH)em Z,/H

ou seja,

o(x2) =o(y2) =0 € Ly,
og(r1) =om(y1) =06" € Lz

onde para um inteiro positivo m denotamos por L,, o reticulado dos divisores de m. Desta forma

temos que o ntimero N de érbitas da nossa agao é dada por

N=1{(6,0'):6 € L,,6' € La}|= Zo(%) =3 0(8) = o2(n).  (4.10)

é|n é|n
Para o caso r = 2 podemos determinar uma férmula explicita para o nimero N de érbitas.

Seja n = p'pg? - - p% a decomposicdo de n em fatores primos. Entao

S

N = 2—181—[((12» +1)(en +2).

i=1

ail a2

Observemos agora que para um elemento fixo g = [
az2

T
€ T temos que x = l 11 € XY se,
T2

e somente se, gr = x, ou seja,

(0,11 — 1)1’1 + a2 = O,

(CLQQ - 1)1’2 =0.

(4.11)

multiplicando a primeira equagao por
n
mde(n,a;; — 1)’

obtemos que (4.11]) é equivalente a

naj2
mdc(n,a11—1)

((122 — 1).232 =0

LL‘QZO,

e consequentemente

T2 € <mdc(n 717#> N <mdc(n,222 - 1)> - <mdc(n Lﬁ age — 1) >

> mde(n,a11—1) > mde(n,a11—1)"

Entao, o pode ser escolhido de

naig

mdc(n ),agg -1)

"mde(n,ap; — 1

maneiras. Mais, para cada uma dessas escolhas 21 pode ser escolhido de mdec(n, a;; — 1) maneiras.

39



Concluimos entao que

nais
X9 = md — 1)md ( _— — 1).
| XY= mde(n, a1y Yymde/( n, mdc(nan = 1),a22

Finalmente, aplicando o lema de Burnside temos

1
oa(n) = ()2 Z mde(n,a;; — 1)malc<n7

naig

—_———, 422 — 1)

. mde(n,a;; — 1)’

a11,a22€7Z,,
a12€%Zn

que é equivalente 4 férmula (4.8]).

Provemos agora a implicagao geral. Consideremos que (4.7)) verifica-se para r — 1. Dois elementos

T Y1

€2 Y2
T = e y=

Ly Yr

de X pertencem a mesma érbita se, e somente se, y = gx para algum

ai; a2 - G1r
0 ax -+ az

g=1 . . .| €T,
0 0 Ay

isto é

1121 + a12%2 + - -+ + Q1T = Y1,

G22T2 + Q22T3 + - -+ + A2,Xr = Yo,

(4.12)
Apr Ty = Y.
As igualdades de (4.12]) sdo equivalentes a
(@) = (yr);
(xp_1Hy) = (y,_1Hy) em Z/Hy, (4.13)

<SU1H7~71> = <y1Hr71> em Z/Hrfla

onde

Hy = (z;) = (yr),

H2 = <x7‘717x7’> = <yr717yr>7

H’rfl = <£L'2,IE3, e 7xr> = <y27y37' .. 7y?”>7
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o que significa que

O(xT) = O(yr) =041 € Ly,
OH, (gj?”—l) = OH, (yr—l) =09 € L{SL7
' (4.14)

om,_, (1) = om,_,(y1) =6, € L

n .
81626y

Agora ¢ facil verificar que

N = |{(61,52,...,(5T)151 € L,, 0 EL%,...,(STEL

81626y

=Y {(d2-.6,) 62 € Lpy.. 6, €L H=...

d1|n

__n_
81626p_q

-y U(ﬁ)zar(n). (4.15)

uln o203y dralsmy e
Por outro lado, dado
ail a2z - Qip
0 a2 - az
g=1 . . . | €T
0 0 - ap
temos
T
)
x = e X9
Ly

se, e somente se,
(@11 — D)zt + a12z2 + - - - + arpz, = 0,
(age — 1)z + agsza + - - - + agpz, =0,
(4.16)

(arr — Dz, = 0.

Multiplicando a primeira equagao por

n
d 1 ’
mde(n,a;; —1,a12,...,a1,-1)
a segunda equagao por
n
ey
mdc(n, ass — 1, a3, ...,a2-_1)
e a ultima equagao por
n

mde(n, ar_10—1 — 1)’
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(4.16) torna-se um sistema em z, que tem

nair Nar_—1r
dr = de( y Qpr—1

mdc(n,a11 — 1,a19,...,a1.—1)"  mde(n,ar_10—1 — 1)

solugoes, nomeadamente x, € <d%> Fazendo z, = AJ- com \ € {0,1,...,d, — 1}. Entao, l)

pode ser escrito como

(@11 — D1 + a2 + -+ @121 = —Agany,
(aze — Dx2 + agsas + -+ + agr—12r—1 = —Ag-agy,
(4.17)
(ar—lr—l - l)xr—l = _)\iar—l-
Se (29,29,...,2%9_) é uma solugao particular de (4.17)) entdo, obtemos um sistema homogéneo

(a1 — 1)(z1 — 29) + ara(@a — 29) + - + arp—1(@po1 —20_1) =0,
0

(aga — 1)(wo — 29) + ags(w3 — 2§) + -+ + age_1(@r1 —2)_;) =

(ar—1r—1 —1)(2p_1 — 20 1) =0

com HZ;} dy, solugoes pela hipétese indutiva. Noés inferimos que

| X9|= H d,
f=1

a qual juntamente com (4.15]) conduz a igualdade (4.7)). O que completa a demonstracao.

4.2 A identidade de Menon em dominios de Dedekind resi-

dualmente finitos

Como é bem sabido, existem outros sistemas de nimeros com propriedades semelhantes aos intei-
ros racionais. Por exemplo, o anel Flz] dos polinémios em uma varidvel e com coeficientes num
corpo [, os inteiros p-adicos, o anel Qg dos inteiros num corpo de nimeros algébricos K ou, de
forma mais geral, um dominio de Dedekind. Coloca-se, portanto, a questdao da possibilidade de

estender a identidade de Menon (bem como algumas das suas generalizagoes) a contextos mais latos.

Nesta secgdo vamos apresentar os trabalhos [I3] e [14] sobre identidades de Menon em dominios

de Dedekind residualmente finitos (ou de norma finita, segundo alguns autores).

Definicao 4.2.1. Um dominio de Dedekind © € dito residualmente finito quando para todo o
ideal n nao nulo de © o anel quociente D /n € finito. Neste caso o inteiro positivo N(n) definido
por

N(n) =|D/n|

diz-se a norma do ideal n.
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Os anéis residualmente finitos tém grande importancia na teoria dos nimeros, uma vez que o anel
Ok dos inteiros num corpo de nimeros algébricos K (ou de uma forma mais geral num corpo

global) é um dominio de Dedekind residualmente finito.

Ao contrario do que acontece no conjunto dos inteiros, num dominio de Dedekind nao existe ne-
cessariamente fatorizagao tinica de elementos. Como exemplo, veja [22, p. 82]. No entanto, se em

vez de elementos usarmos ideais entdo passamos a ter fatorizacao tnica.

A fatorizacao unica de ideais num dominio de Dedekind permite estabelecer uma aritmética de

ideais similar & aritmética de nimeros inteiros (para mais pormenores ver o Capitulo 1. de [16]).

Num dominio de Dedekind residualmente finito podemos definir a fungao totiente de Euler para
um ideal nao nulo. Seja n um ideal nao nulo de um dominio de Dedekind ©, entao a funcao totiente

de Euler pp(n) é definida por

1 se n=723
|U(®D/n)| se n#D.

po(n) =

Tal como no caso da funcao totiente de Euler nos inteiros, temos também

oot =N [T (1- 55 )

pln

onde o produto é sobre todos os ideais primos que dividem n (para mais pormenores consultar [16]
p. 13]).

Para um ideal nao nulo n podemos também definir a funcdo divisor op(n) da seguinte maneira:

oo(n)=> L

on

Notemos que num dominio de Dedekind o ideal 0 divide o ideal n se, e somente se, o ideal 9 contém

o ideal n.

Num dominio de Dedekind um ideal ndo nulo estd contido num nimero finito de ideais [16], p. §].

Portanto, a funcao oo sé toma valores finitos.

No teorema seguinte generalizamos a identidade de Menon original (4.1)) a dominios de Dedekind

residualmente finitos.

Teorema 4.2.2. Seja ® um dominio de Dedekind residualmente finito, n um ideal nao nulo de

D e U(D/n) o grupo de unidades de D /n. Entao

> N({a—1)+n)=po(n)oo(n). (4.19)
acU(D/n)

Notemos que a identidade (4.1) é um caso particular da identidade (4.19). Na verdade, todo o
ntmero natural n gera um ideal principal (n) = {an : a € Z} nos racionais inteiros e, inversa-
mente, todo o ideal nao nulo I nos racionais inteiros é gerado por um tnico nimero natural n,

nomeadamente a norma N (I) = |Z/I| daquele ideal. Assim sendo, para dois niimeros naturais a e
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b temos que {(a) + (b) = (c), onde ¢ = mdc(a,b). Por isso, no caso dos racionais inteiros temos
N({a —1) 4+ (n)) = N((mdc(a — 1,n))) = mde(a — 1,n). (4.20)

A demonstragao da identidade (4.19), além do Lema de Burnside que jd foi usado no contexto
dos inteiros, exige algumas ferramentas algébricas. Portanto, antes de passarmos a prova vamos

estabelecer as ferramentas algébricas necessarias.

Vamos comegar pela unicidade dos geradores de ideais principais. Sejam a e b elementos de um
anel comutativo com identidade R. E facil provar que os elementos a e b sao associados se, e
somente se, existe uma unidade u pertencente a R tal que a = ub. E evidente que dois elementos
associados geram o mesmo ideal principal. No entanto, podemos ter dois elementos que geram o

mesmo ideal, mas nao sdo associados.

Com efeito, consideremos os pares (n, f(x)), onde n é um inteiro racional, f(z) é um polinémio com
coeficientes no corpo de Galois de cinco elementos GF(5), e o termo constante de f é congruente
com n moédulo 5. A adigao e a multiplicagao sao definidas componente a componente. Temos que
os elementos (0,z) e (0,2x) geram o mesmo ideal principal, mas ndo sio associados. Este exemplo
deve-se a Kaplansky ([9, p. 466]). Para mais pormenores sobre os geradores dos ideais principais

pode ser consultada a obra [21].

No lema seguinte provamos que para anéis comutativos e artinianos dois elementos sao associados

se, e somente se, geram o mesmo ideal principal.

Lema 4.2.3. Seja R um anel comutativo com identidade e artiniano. Para dois elementos

a,b € R temos que (a) = (b) se, e somente se, existe uma unidade u € R tal que a = ub.

Demonstracdo. Pelo Teorema[3.2.8] o anel comutativo e artiniano R pode ser decomposto numa

soma finita de anéis locais artinianos. Isto é,
R=R®---® Ry (4.21)

onde cada R;, para i = 1,...,k é um anel local. Portanto, cada elemento r € R identificado
com um r—uplo (r1,...,rg), onde r; € R;, para i = 1,...,k com adigdo e multiplicagdo definida
componente a componente. Desta forma um ideal (r) é decomposto na forma (r;) @ -+ @ (ry).

Portanto, basta provar o resultado para o caso em que o anel é local.

Suponhamos entao que o anel R é local. Como ja observamos anteriormente é 6bvio que elementos
associados geram o mesmo ideal. Suponhamos agora que (a) = (b). Existem, portanto, z,y € R
tais que a = bz e b = ay. Se a = 0 ou b = 0, ndo existe nada a provar. Suponhamos que tanto a

como b sao diferentes de zero.

Se um dos x e y é unidade o resultado é imediato. Caso contrario, usando o facto do anel ser local,

temos que 1 — xy é uma unidade. Agora a(l — zy) = 0 e portanto, a = 0, o que é contraditério.
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Definicao 4.2.4. Dado um elemento a de um anel comutativo R, o anulador de a em R € dado
por
anng(a) = {z € R:ax = 0}.

O anulador anng(a) é um ideal de R.

Lema 4.2.5. Seja R um anel comutativo residualmente finito com identidade, I um ideal de R

ea € R. Sev: R— R/I denota o epimorfismo candnico, entdo,

lanng/1(¢(a))l= R/ ((a) + T)] .

Demonstragao. Considere a composi¢ao de epimorfismos canénicos

R—R/1—(R/1)/ ().

E f4cil verificar que o nucleo desta composicao é (a) + I. Portanto, pelo primeiro teorema de

isomorfismos para anéis, obtemos

RB/((a) + 1) = (R/1)/((a)). (422)

Agora consideremos o anel quociente R/I como um Z-médulo e definamos a fungdo Z-linear L :
R/I — R/I por L(z) = ¢(a)r. Uma vez que L(R/I) = (¢(a)) e ker(L) = anng v (a), pelo

primeiro teorema de isomorfismo para médulos segue que
(R/I)/anng1(¢(a)) = (¢(a)). (4.23)
Finalmente, combinando a equacao com a equagao , temos que
lann g1 (Y(a))l= [(R/1)/{¢(a))| = |R/((a) + D)],
como afirmamos.

Como j& vimos anteriormente no Teorema [1.2.5 a congruéncia linear ax = b (modn) é soltuvel se,
e somente se, d = mdc(a,n) divide b. Mais, a congruéncia tem exatamente d solugdes distintas
moédulo n. De seguida vamos generalizar este resultado a dominios de Dedekind residualmente

finitos.

Definigao 4.2.6. Dois elementos a e b de wum dominio de Dedekind © dizem-se congruentes

mddulo o ideal n, denota-se por a =b(modn), se, e somente se, a —b € n.

Teorema 4.2.7. Seja ® um dominio Dedekind residualmente finito e n um ideal de ®. Para

a,b e ®, a congruéncia linear

ax =b(modn) (4.24)

é solivel se, e somente se, b € {a) + n. Além disso, se a congruéncia € solivel entdo, ela tem

exatamente N({a) + n) solugdes incongruentes mddulo n.

Demonstragao. Suponhamos que a congruéncia (4.24]) seja solivel e que xg seja uma solugao.

Assim, axg — b € n, e, portanto, b = axg + z , para algum z € n. Assim, b € (a) + n. Por outro
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lado, se b € {a) + n, entdo b = au + v, para algum v € ® e v € n. Portanto, u é uma solucao de

congruéncia (4.24)).

Para contarmos o nimero de solugdes, notamos que a congruéncia (4.24) é equivalente a seguinte

equagdo no anel quociente ©/n
Y(a)r = (b), (4.25)

onde 1 denota o epimorfismo candnico de D para D /n. Observemos que todas as solugoes de (4.25))
podem ser escritas na forma s 4+ h, onde s é uma solucao particular e h pertence ao anulador de
1(a). Assim, a cardinalidade do conjunto de solu¢do da congruéncia é igual a cardinalidade
do anulador de a v (a) no anel fatorial © para ©/n. O resultado segue imediatamente do Lema
4.2.9

O seguinte resultado é bem conhecido na teoria dos nimeros algébricos. Para uma prova pode ser

consultada a obra [3 p. 8, Capitulo 3].

Lema 4.2.8. Seja ® um dominio de Dedekind. Para todo o ideal ndo nulon de® e 0 #a € a,
existe b € n tal que n = (a, b).

Podemos agora demonstrar o Teorema

Demonstracao. Seja ® um dominio de Dedekind residualmente finito e seja n um ideal nao nulo
de ©. Seja o grupo G = U(D/n) de unidades em D/n que atua em X = D /n por (a,b) — abd.
Assim sendo, para cada a € G o conjunto X* = {b € D/n : ab = b} de elementos em X que sdo
fixados por a tem ordem N({a — 1) +n). Esta é uma consequéncia do Teorema [£.2.7]

Para contarmos o ntmero N de 6rbitas da agao, observemos que de acordo com o Lema [£:2.3] dois
elementos pertencem a mesma 6rbita se, e somente se, geram o mesmo ideal. Portanto, o niimero

N de 6rbitas é igual ao nimero de ideais principais de ©/n.

Mostremos que D /n é um anel de ideais principais. Observemos que os ideais de D /n sdo da forma
a/n onde a é um ideal de © que contém n. Portanto, seja a/n um ideal de ®/n. Como n C a segue
pelo Lema que existem b, c,d € D tais que a = (d,b) e n = (d, c). Consequentemente, a/n é
o ideal principal gerado por b+ n. Como og(n) é o nimero de ideais em D /n segue que op(n) é

igual ao nimero de 6rbitas.

Finalmente, aplicando o lema de Burnside, obtemos

> N({a—1)+n) = po(n)os(n),

a€lU(D /n)

como requerido.
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De seguida vamos generalizar a identidade de B. Sury (4.6) ao contexto dos dominios de Dedekind

residualmente finitos.

Para um numero inteiro nao negativo k, a funcao divisor generalizada é definida por

oro(m) =3 N@)",

on

a soma das k-ésimas poténcias da norma dos ideais que dividem n. Observemos que, uma vez
que consideramos apenas dominios de Dedekind residualmente finitos, segue-se que orp s6 toma

valores finitos.

Teorema 4.2.9. Seja ® um dominio de Dedekind residualmente finito e n um ideal ndo nulo
de ®. Entao,

> N((t; — 1,tg,...,t;) + 1) = o (M), _10(n). (4.26)
t1€U(D/n),ta,....t,€D/n
Notemos que um ideal nos inteiros Z gerados por um conjunto finito de elementos a1, ..., as é igual
ao ideal principal gerado pelo mdximo divisor comum mdc(ay,...,as) dos elementos aq,...,as.

Segue-se que no caso dos inteiros racionais tem-se
N(<t1 - 1,t27...,t7~> + <7’L>) = N(<t1 — 1,t2,...,tr7n>) = mdc(t1 — 1,t2,...,tr7n).

Assim, a equagao ([4.26]) reduz-se a equagao (4.6]) no caso de inteiros racionais.

Tal como no caso da identidade (4.19), uma das ferramentas chave para a demonstracao da iden-
tidade (4.26]) é o lema de Burnside.

Vamos calcular ambos os lados do lema de Burnside para a agao do grupo multiplicativo de matrizes

t1 to ts3 ... t,
0 1 O

G = g(tl,...,tr) = Tt EU(:D/R), t; E@/ﬂ Vi>1 (427)
0O 0 O 1

no conjunto

X = (:D/Il)r = {(al,...,ar) La; € g/l‘l}

como multiplicacao da matriz a esquerda nos vetores coluna. Para este calculo precisamos de

alguns resultados sobre ideais em dominios de Dedekind que sao estabelecidos a seguir.

Lema 4.2.10. Seja ® um dominio de Dedekind residualmente finito, e sejam n e m ideais ndo

nulos de ®. Se ¢ : D — D /n denota o epimorfismo candnico, entao,

|anng m(P(m))[= [D/(m +n)[.
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Demonstracao. Considere a composi¢do de epimorfismos canénicos

©—0/n—(D/n) U(m).

E facil verificar que o ntcleo desta composicao é m + n. Portanto, pelo primeiro teorema do

isomorfismo para anéis obtemos
D/(m+n) = (D/n)/1b(m). (4.28)

Como vimos na demonstragdo do Teorema o anel ©/n é um dominio de ideais principais.

Segue-se que 1(m) = (a), por algum a € ®/n.
Consideremos agora o anel quociente ©/n como um Z-médulo e definamos a fungao Z-linear L :

D/n — D/n por L(x) = ax. Visto que L(D/n) = 1p(m) e ker(L) = anng /yy(m), pelo primeiro

teorema de isomorfismo para médulos segue que
(D/n)/anng jnip(m) = p(m).  (4.29)
Finalmente, combinando a equagao com a equacgao encontramos
lanng i (m)|= [(D/n)/P(m)] = [D/(m +n)|,
conforme declarado.
|

Lema 4.2.11. Seja ® um dominio de Dedekind residualmente finito, n um ideal nao nulo de

De: D —D/n o epimorfismo candnico. Para ay,...,a, €D a cardinalidade do conjunto

S = {(ml,...,xr) eE®/m)": Zzﬂ(ai)xi = 0}

(LN

Nm)"'N({ai, ..., a) +n).

Demonstragao. Consideremos ©/n e (D/n)" como ®/n-mbdulos e definamos o homomorfismo
de ®/n-médulos ¢ : (D/n)" — D /n por

90(1:13 B 7357”) = Z 1/1(&1):61

i=1
E claro que a imagem de ¢ ¢ o ideal (¢(a1), ..., (a,)), € 0 niicleo de ¢ é o conjunto S. Observe-
mos que (Y(ay),...,¥(ar)) = ¥v({a,...,a,)). Assim, pelo primeiro teorema de isomorfismo para

modulos segue que

(@/n)"/Ker(p) = ¢({ar, ..., ar)),
e portanto,

N(n)

|S|= |Ker(e)|= . ol
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Para encontrarmos a ordem do ideal ¥ ({aq, ..., a,)) usamos o fato de ®/n ser um anel de ideais
principais. Portanto, podemos assumir que ¥ ({ay, ...,a,)) = (w) para um elemento fixo w € D /n.
Desta forma consideremos o anel quociente ©/n como um Z-mdédulo e definamos a fungao Z-linear
de L:®/n — D/npor L(z) = wz. Uma vez que L(D/n) = (w) e Ker(L) = anng /n(w) segue-se

do primeiro teorema do homomorfismo para mddulos que
(w) = (D/n)/anng /m(w), (4.31)

como Z-médulos. Usando o Lema |4.2.10| e o isomorfismo (4.31]) temos

[Y({ars- -5 an))|= [(w)|= [(D/n)/anng jm(w)|=

N((al,...,aT)—i—n)'

Finalmente, combinando a equagéo (4.30) com a equagao (4.32) encontramos
|S|= N(m)""'N({a1, ..., a,) +n),

conforme declarado.

|
Pelo Teorema [3.2.12] cada ideal n diferente de zero de um dominio de Dedekind ® pode ser escrito
de forma tnica como n = py'---p% onde p1,...,ps sdo ideais distintos diferentes de zero e
aq, ..., Qs S0 inteiros positivos. Portanto, usando o teorema chinés do resto, segue-se que

D/n=D/pi" ©--- DD/pS.

Para um ideal primo ndo nulo p e um ndmero inteiro positivo a, o anel ©/p® é um anel local com
ideal maximal p/p®. Além disso, o anel local D/p® é um anel cujos ideais formam uma cadeia
para a inclusdo. De fato, se a € p/p® é um gerador fixo do ideal maximal p/p®, entdo os ideais de

D /p® formam a cadeia.
0=(a®) C (a“ ') C(a*?) C...C(a)C (") =D/p°.

Observemos que para 0 < 8 < « temos
(@)= Ip” /p®|= N(p)*".

Para um elemento néo nulo x € ©/p“ denotemos por w(z) o maior inteiro m para o qual = € (a™).
Notemos que se w(x) = m entdo x pode ser representado exclusivamente na forma z = ua™, onde
u é a unidade em ©/p®*. Adotamos a convencao de que w(0) = co. Para quaisquer z,y € ©/p* as

seguintes propriedades sao validas:

1. w(x) =0, se, e somente se,  é uma unidade;

o
g

(zy) = w(z) + w(y);
3. w(z+y) > min{w(z),w(y)}, com igualdade se w(x) # w(y).

A relagdo ~ definida em ®/p* por z ~ y se, e somente, se w(x) = w(y) é uma relacdo de

equivaléncia. A classe de equivaléncia de um elemento néo nulo z € D /p® é
2] = U(D/p*)a").
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Portanto, esta relacao de equivaléncia dé origem & seguinte partigdo de D /p®
D/p* ={0}UU®D/p)UU®D/pN)aUU(D/pM)a?U...UUD/p*)a*"1. (4.33)

Para determinar as 6rbitas da acao do grupo definido em (4.27) no conjunto X vejamos os dois

lemas seguintes.

Lema 4.2.12. Seja p um ideal ndo nulo de um dominio de Dedekind residualmente finito © e
a um ndmero inteiro positivo. Seja a um gerador fixo do ideal maximal p/p* do anel local D /p*.

Se s el sdo dois nimeros inteiros que satisfazem 0 < s,1 < «, entdo

U(®/p*)al  caso contrario.

a’® se | > s,
U®/p)dl + (a*) = { ) 5
Demonstragao. Primeiro assumamos que [ > s. A inclusao

U®/p)a’ + (a*) C (a*)
é trivial. Por outro lado, se = € (a®) entdo x = za®, para algum z € D/p®. Seja y = z —a'~*, logo

x=za® =a' +ya® € UD/p“)a + (a®).

Assim,

(a®) CUD/p%)a’ + (a®).

Agora assumamos que [ < s. Claramente
U®@/p*)a’ CUM@/p*)ad’ + (a°).

Por outro lado, se € U(D/p*)a’ + (a*) entdo x = ua' + za® para alguns elementos z € D/p® e
u € U(D/p®). Temos

z = ua' + za® = ua' + za*'al = (u + za*"Hal.

Uma vez que num anel local finito a soma de um divisor de zero e uma unidade resulta numa

unidade, segue-se que u + za*~! é uma unidade. Por isso, (u+ za*~!)a! € U(D/p*)a’ e consequen-

temente

U®/p%)a’ + (a®) CU(D/p*)a’.
|

Lema 4.2.13. Seja p um ideal ndo nulo de um dominio de Dedekind residualmente finito ©
e o um inteiro positivo. Seja a um gerador fizo do ideal mazimal p/p® do anel local D/p*. Se

0< B <a-1, entao a ordem do conjunto L definido por

L={(z1,...,m) € @/p*) : (z1,...,3) = (a”)}

N(p* ) = N(p*—P~1)l.
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Demonstragao. Definamos o conjunto

S(B) = {(xlv"wxl) € (@/pa)l : <l’1,...,$l> c <a6>} .

Claramente, um elemento (x1,...,x;) pertence a S(53) se, e somente se, cada x;, parai=1,...,1,
pertence ao ideal (a®). Portanto, a ordem de S(B) é N(p®~#).. Uma vez que os ideais D /p*

formam uma cadeia de anéis, segue-se que

L=5()—-SB+1),
e consequentemente

L= 1S(B)|-IS(B + D)= N(p =) = N(p*=771),

tal como queriamos concluir.

Vamos agora provar o Teorema [1.2.9]

Demonstragao. Seja n um ideal nao nulo de um dominio de Dedekind residualmente finito ®.

Seja o grupo G definido na equacao (4.27) que atua no conjunto

X=®/"={(a,...,a,) : a; €D/n}

como a multiplicacao de matrizes a esquerda de vetores coluna.

Primeiro, vamos calcular os pontos fixos de um elemento do grupo, g(t1,...,t,) € G. Um elemento

(a1,...,a,) € (D/n)" é um ponto fixo de g(t1,...,t,) se, e somente se,
(tl — 1)a1 + toas + - - - + tra, = 0.

Consequentemente, pelo Lemma [4.2.11] o conjunto X9(1-t) de pontos fixos de g(ty,...,t,) tem
ordem
Nm)" ™ *N((t; — 1,ty,...,t,) +n).

Para contar as érbitas da agao, notemos que o nimero de drbitas é uma fungao multiplicativa no
conjunto de ideais de ©. Mais precisamente, se n = p{*---p% é a decomposigdo do ideal n em

poténcias de ideais primos nao nulos, entao,
(@/m)"/Gl1= [TI®@/p)7/Gl.
i=1

Esta é uma consequéncia do teorema chinés do resto. Portanto, é suficiente contar o nimero de

orbitas para o caso em que o ideal n é uma poténcia de um ideal primo nao nulo.

Entao, assumamos que n = p® onde p é um ideal primo nao nulo de ® e a é um numero inteiro
positivo. Seja a um gerador fixo do ideal maximal p/p® do anel local ©/p®. Analisemos a érbita

de um elemento (ai,...,a,) € (O/p*)". As dltimas r — 1 coordenadas sdo fixadas por qualquer
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elemento g(t1,...,t.) € G e o primeiro percorre o conjunto
L= {t1a1 +toag + - +1tra, 1t € U(@/pa), eto,..., 1, € @/pa}

Notemos que L = U(®/p*)a”(®) + (as,...,a,) se a; # 0, ¢ L = (as,...,a,), caso contrario.
Primeiro, assumamos que o ideal (as,...,a,) é ndo nulo, isto é, (as,...,a,) = (a®) para um
nimero inteiro fixo 0 < 8 < a — 1. De acordo com o Lema [4.2.12| para este caso as érbitas

distintas sao
0o ={(z1,a2,...,a;) : w(z) =0}
01 ={(z1,a2,...,a,) : w(z) =1}
02 ={(z1,a2,...,a,) : w(z) =2}

Oﬁfl = {(Z1,G2,...,ar) : w(zl) =3- 1};
Op ={(21,0a2,...,a,) : w(z1) > B}.

Desta maneira, pelo Lema [£.2.13] concluimos que o niimero de 6rbitas em que todos os elementos

(z1,...,1,) satisfazem (zs,...,z,) = (a®) é dado por
(B + 1) (N(pa—,@)r—l _ N(pa—ﬁ—l)r—l) )

Somando todos os valores possiveis de [ obtemos para o numero de drbitas quando o ideal

(ag, . ..,a,) é ndo nulo
a—1
DB (NE* ) = NE* )T = N T+ NET) T 4+ N ()T -
B=0

Quando (as, ..., a,) é o ideal nulo, todos a;, para i = 2,...,r, sdo nulos, e se

g(t1,...,t.)(a1,0,...,0) = (a},0,...,0),

entdo, w(ay) = w(a}). Consequentemente, tendo em conta a parti¢ao (4.33)) existem a+ 1 6rbitas

deste tipo. Assim, o nimero total de d6rbitas é
(@/p)/Gl= Y NG )" = or1n ().
=0

Segue-se da propriedade multiplicativa que para um ideal nao nulo n o nimero de érbitas (D /n)" /G|

éigual a o,_1p(n).

r—1

Finalmente, uma vez que o grupo G tem ordem @5 (n)N(n)"~! e a ordem do conjunto fixo de um

elemento do grupo g(ti1,...,t,) é

Nm)™IN({t; — 1,ty...,t,) +n),

pelo lema de Burnside temos a equagao (4.26)) como requerido.
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4.3 Identidades do tipo Menon com carateres de Dirichlet

Nesta secgao vamos apresentar o trabalho de Xiao-Peng Zhao e Zhen-Fu Cao [27] sobre identidades

de Menon usando carateres de Dirichlet.

Antes de passarmos ao enunciado e as provas das identidades vamos estabelecer alguns resultados

sobre carateres de Dirichlet.

Lema 4.3.1. Seja x um cardter de Dirichlet primitivo (modp™), onde p € primo e n é um
inteiro positivo. Se m € um inteiro positivo e 1 < m < n, temos
el m 0 se 1<m<n-—1;
> x(kpm+1) =
=1 —1 se m=mn—1.
mdc(k,p)=1
Demonstragao. O condutor de um cardter de Dirichlet primitivo (modp™) é p™. Primeiro
provemos o caso em que m = n — 1. Existe um inteiro b (1 < b < p) tal que x(bp"~* + 1) # 1, j&
n—1

que p nao ¢ um modulo induzido para y. Note que neste caso temos necessariamente n > 1.

Portanto, mde(bp™~! + 1,p™) = 1. Temos, entdo,

p—1 p—1 p—1
X" DD x(kp" T 1) =) x((kA)p" T 1) =) x(kpt T+ 1)
k=0 k=0 k=0

Portanto, temos
p—1
> x(kp" Tt +1) =0
k=0

uma vez que x(bp" ! + 1) # 1. Concluimos, entdo, que

tal como queriamos provar.

A prova do caso de 1 < m < n — 1 é similar ao caso em que m = n — 1. Temos

n—m pn —m

X(bp™ + 1) Z x(kp™ +1) = Z x(kp™ + bp" Tt +1).
mdc’%kﬁé):l mdc’f;%’)zl

Queremos mostrar que kp™+bp"1+1ondel < k < p"~™ mdc(k,p) = 1 constitui o mesmo sistema

reduzido de restos (modp™) como kp™ + 1. Suponhamos que 1 < ky < p™~ "™, mde(k1,p) = 1. Se
c=kip™ + bp" "t + 1(mod p"),

para o inteiro ¢, entao, seja
ko = ki + bp" ™ (mod p" ™),

deduzimos que
1 <ko <p"™ ™ mdc(ka,p) =1, kop™ + 1 = ¢(mod p™).

Se
Eip™ +bp" 4 1= k™ 4+ bp" Tt + 1(modp™) e kop™ +1 = kbp™ + 1(mod p™)

33



para os inteiros k} e k) temos, entao,
k1 = K (modp™™™) e ko = Ey(modp™™™).

Como ambos os sistemas reduzidos de restos tém o(p™~™) elementos diferentes, obtemos o resul-

tado. Por conseguinte, temos que

n—m n—m

p p
S oxtkpm+bpt 1) = Y x(kp™ 1)
k=1 k=1

mdec(k,p)=1 mdec(k,p)=1

Isto prova que a tultima soma é zero quando 1 < m < n — 1, completando a demonstracao.
|

Lema 4.3.2. Seja x um cardter de Dirichlet primitivo (modp™), onde p é primo e n é um

inteiro positivo. Temos

1 se n =1,
> x(k) =
1<k<p"™ 0 se n>1.
k=1 (mod p)

Demonstragao. O resultado é obviamente verdadeiro para n = 1.

Para n > 1 temos

1 " p—1 T p"
Z x(k) = p— ZX(k) Zdh‘(k) = -7 Z(X%)(k),
1<k<p" p k=1 i=1 p i=1 k=1
k=1 (mod p)
onde 1, ...,1%p_1 sdo todos os carateres de Dirichlet distintos (modp). Notemos que x¢; é um

carater de Dirichlet (mod p™) e ndo pode ser principal uma vez que x é primitivo e ¢; (1 <i <p—1)
nao é primitivo como um cardter (modp™), onde n > 1. Portanto, a soma é zero para qualquer i
(1<i<p-1).

Lema 4.3.3. Seja x um cardter de Dirichlet nao principal (modp™) onde p é um primo e n

um inteiro positivo. Seja p'(1 <1< n) o condutor de x. Se m é um inteiro positivo e 1 < m < n,

temos
pn™ So(pnim) se 1 S m < n;
Z x(kp™ +1) = ¢ —pn~! se m=1-1;
k=1
mdc(k,p)=1 0 se 1<m<l—1.

Demonstragao. O caso em que [ < m < n é evidente. Por outro lado, para 1 < m <[ — 1, seja
1) um cardter primitivo médulo o condutor de x e x1 o cardter principal (modp™). Considerando
o Lema .31l e o Teorema 2.3.10] temos

n—m l—m

p
S xtkpm 1) =p"t > k™ + Dxa(kp™ +1)
k=1 k=1

mdec(k,p)=1 mde(k,p)=1

l—m

p
=p"t D W™+

k=1
mdc(k,p)=1
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0 se 1<m<l—-1.
|
Lema 4.3.4. Usando a notagio do Lema[].3.3 temos
p" ! se p é o condutor de x;
> x(k) = y
1<k<p" 0 caso contrario.
k=1 (modp)
Demonstragao. Pela demonstragao do Lema [£:3.3] obtemos
S o xty=p"" D wlkxatk)=p"" D wk).
1<k<p™ 1<k<p! 1<k<p!
k=1 (modp) k=1 (mod p) k=1 (modp)
Pelo Lema a demonstracido estd completa.
|

Depois de apresentarmos e provarmos os quatro lemas desta secgao estamos em melhores condigoes

de enunciarmos e demonstrarmos os teoremas que se seguemn.

Teorema 4.3.5. Seja x um cardter de Dirichlet primitivo (mod n). Entdo, temos a identidade

sequinte
n
Z mde(k —1,n)x(k) = p(n). (4.34)
k=1
mdec(k,n)=1
Demonstragao. Definamos

n

f)y= > mde(k —1,n)xn(k)
mdclgk:,}z)ZI

onde x, é algum cardter (modn). Para s,t € N tal que mdc(s,t) = 1, temos

fst) =" o1 mde(k — 1, 5t)xs0(k)

mde(k,st)=1
s t
= Z Z mdc(kit + kas — 1, st)xs(kit + kas)xe(k1t + kas)
ki=1 ko=1

mdec(k1,s)=1 mdc(ka,t)=1

s t
= Z Z mde(kit — 1, s)mde(kas — 1, ) xs (k1t)xe(kas)
k=1 ka=1
mdc(k1,s)=1mdc(kz,t)=1

s t

= Z mdc(kit — 1, s)xs(k1t) Z mdc(kas — 1,t)x¢(kas)
k1=1 ko=1
mdc(ky,s)=1 mdc(kz,t)=1
= f(s)f (D).
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Portanto, a fungéo aritmética f é multiplicativa. Notemos que qualquer caracter x (mod k) pode
ser fatorizado de forma tnica como um produto da forma x = X&, Xk, - - Xk,., onde k = ki1ka - - -k,
para os primos relativos dois a dois: mdec(k;, kj) =1 se ¢ # j. Se x é um cardter primitivo, cada
Xk; € um cardter primitivo (modk;). Se obtivermos a equagao f(p®) = ¢(p®) para qualquer p“

onde p é um primo e a é um inteiro positivo, a prova esta feita. Mas isto é verdade porque

p* p“
fp*) = Z mde(k — 1, p%)xpe (k) = Zmdc(k —1,p")xpe (k)
k=1 k=1
mdec(k,p®)=1
pk pa
— > mde(k —1,p")xpe (k) + S xpelh)
mdc(kf_l p*)#1 mdc(kkle%p“)zl
a p* p* p*
= P Xpe (R) + > xpe (k) — Xpe (k)
m=1 k=1 k=1 k=1
mdc(k—1,p%)=p™ k=1 (mod p)
a—1 pafm pa
=P+ P D e D)0 Y xpe(k)
m=1 j=1 k=1
mdc(j,p)=1 k=1 (mod p)
Pelos Lemas B.3.1] e [£.3.2] obtemos
a—1 prT™ p°
PR P Y xpepm )+ Xpe (k) = p* = p* ! = o (p*)
m=1 j=1 k=1
mdc(j,p)=1 k=1 (mod p)

o que completa a demonstragao.

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o préximo teorema apresentemos primeiramente o lema

seguinte.

Lema 4.3.6. Seja x o cardter de Dirichlet (modp®) onde p é um primo e a € um inteiro

positivo. Se p'(0 <1< a) é o condutor de x, entio temos a identidade

a

p

> mde(k —1,p")x(k) = (a — 1+ 1)p(p").
k=1
mdc(k,p®)=1
Demonstragao. Para | = 0 é equivalente a y ser o carater principal e [ = a, implica que y é um

carater primitivo. Em ambos os casos a identidade é satisfeita. De acordo com a demonstragao do

Teorema se p é o condutor de y, facilmente obtemos

a

P

> mde(k —1,p%)x(k) = ap(p®).

k=1
mde(k,p®)=1
Para os demais casos, pelos Lemas e temos
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a a—m a

p p p

a—1
> mde(k —1,p")x(k) =p*+ > _p" > x(p"+1) - x(k)
k=1 m=1 j=1 k=
mdc(k,p®)=1 mde(j,p)=1 k=1(m

a—1

=p+0—p P T D P - 0
m=l

=p"—p" "+ (a—D(p* —p* )

= (a—1+ ().
]

Agora estamos em melhores condigoes de apresentarmos o resultado que generaliza o Teorema
4.9.0

Teorema 4.3.7. Sejan € N e seja x um cardter de Dirichlet (mod n) com condutor d. Entao,

Z mdc(k — 1,n)x(k) = ¢(n)o (g) . (4.35)

k=1
mdec(k,n)=1

Observagao. Notemos que se x é o carater principal médulo n entdo a identidade (4.35)) reduz-se

a (4.34)) (o caso em que d =1).

Demonstragao. Sejam
T T
n=]]ps e d=]]p (0<b <a)
i=1 i=1
do Teorema respetivamente. Consideremos que X = Xp; Xps = ** Xp» € 9(Xp;) denotam o con-

dutor de Xxp,, podemos concluir que

900 = 90 90Xp) - 9(xp,) € glxp,) =P) (1 <i<r).

Notemos que a funcao
n

fy= %  mde(k—1,n)x(k)
mdc](ckzﬂlm)zl

é multiplicativa para qualquer cardter de Dirichlet y (modn). Pelo Lema temos

n T n

Z mde(k —1,n)x(k) = H Z mde(k — 1, pi*)xk, (k)
k=1 i=1 k=1
mdc(k,n)=1 mde(k,p;?)=1

T

- H(ai —bi+1)p(n) = p(n)o (g) '

i=1

o que completa a demonstragao.
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De seguida, usando o produto de Dirichlet definido na Secg@o 1.3, apresentamos uma identidade

provada em [26].

Teorema 4.3.8. Seja F' uma funcdo aritmética arbitrdria, seja s; € 7Z, sejam Xx; carateres
de Dirichlet (mod n) com condutores d;j(1 < j < m) e A\ os carateres aditivos b — X\(b) =
exp(2miwib/n) do grupo Zy, com 0 <w; <n—1,w; € Z(1 <1 <k) onde b € Z,. Entao,

n

> F(mde(ay — s1,. s am — Sm, by, -, be,n))xa(ar) -+ X (@m ) Ar(br) -+ A(br) =

Q1yeeey @i yb1 e, b=1

eF(ux* F)(n/e)

olnfeyn 43

= o(n)"x1(51) X (5m) >

elmde(n/dy,...,n/dm wi,...,wk)
mdc(n/e,s1-sm)=1

onde X sao carateres primitivos (mod d;) induzidos por x; (1 <j <m).

Notemos que se existe um s; tal que mde(sj,d;) > 1 entao a soma & esquerda da identidade (4.36)
anula-se.

Para provarmos o Teorema precisamos dos trés lemas seguintes.

Lema 4.3.9. Sejam n,d,e € N;d |n,e | n e sejam r,s € Z. Entdo,

z": . j((;)) mdc(d,e) se mdc(r,d) = mdc(s,e) =1 e mde(d,e)|r—s,
a=1 0 caso contrario.

mdc(a,n)=1

aEr((mo)dd)

a=s (mode)
O caso especial em que e = 1 é bem conhecido na literatura, frequentemente provado pelo principio

da inclusao-exclusdo [2, Teorema 5.32, p. 124]. Vamos fazer uma abordagem diferente.

Demonstragao. Para cada termo da soma, ja que mde(a,n) = 1, temos mde(r, d) = mde(a,d) = 1
e mdc(s,e) = mde(a,e) = 1. De igual forma, as congruéncias dadas implicam mde(d,e) | r — s.

Assumamos que essas condigoes sao satisfeitas (caso contrdrio a soma é vazia e igual a zero).

Usando as propriedades da funcao de Mobius apresentadas da Secgao 1.3, a soma dada, digamos

S, pode ser escrita como

n/é

n
S= > Sou@) =) "u6) D> 1 (437)
_ OE:l dd) é|mdc(a,n) d|n i j(:l dd)
a=s (mode) 5;;2 (zzcl e)

Seja 0 | n fixo. A congruéncia linear 6j = r (mod d) tem solugdes em j se, e somente se, mde(d,n) |
r, o que quer dizer que mdec(d,n) = 1, pois mde(r,d) = 1. De modo similar, a congruéncia
dj = s(mode) tem solugbes em j se, e somente se, mdc(d, e) | s, o que significa que mde(d, e) =1,
uma vez que mdc(s,e) = 1. Estas duas congruéncias tém solugoes comuns em j devido a condigao
mdc(d,e) | r —s. Além disso, se j1 e ja sdo solugbes simultédneas destas congruéncias, entdo
dj1 = dja2(modd) e 051 = Jja(mode). Visto que mde(d,d) = 1, obtemos j1 = ja(mod mme(d, €)).

Deduzimos que existem

N n

~ 5 mmec(d, e)
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solugoes (modn/d) e a soma em (4.37) é N. Isto nos da

_ n po) . n p)/n ) oo
5= 0 mme(d, e) ; ) mme(d, e) % p(de)/(de)  @(de) de(d, e).

mdc(d,de)=1
|

Lema 4.3.10. Sejan € N e x um cardter primitivo (modn). Entao para qualquer e | n, e <n

e qualquer s € Z,

Demonstragao. Uma vez que x é um cardter primitivo, para um dado e | n, e < n existe ¢ € Z

tal que mdc(e,n) =1,¢ =1 (mode) e x(c¢) # 1. Temos

S = Z x(a) = Z X (s + te).

azsa(lilzd e) t(modn/e)

Agora, ji que mdc(e,n) = 1, como t percorre uma classe completa de residuos (modn/e), os
nimeros j = ¢s + tce percorrem também uma classe completa de residuos (modn), onde j = ¢s =

s (mode). Portanto,

S = Z x(cs + tee) = x(c) Z X(s +te) = x(c)S.

t (modn/e) t (modn/e)

Visto que x(c¢) # 1, resulta que S = 0.
|

Lema 4.3.11. Seja x um cardter de Dirichlet (modn) com condutor d (n € N,d | n) e seja
e|n,s € Z. Entao,

n ey x(s) sed|e e mde(s,e)=1
Z (a) 9o(e)X() | (s, €) )

caso contrdrio,

I~}
I
S~
(a]

onde x* é o cardter primitivo (modd) que induz y.

Demonstragao. Nesta soma podemos assumir que mdc(a,n) = 1. Se a = s(mode), entdo
mdc(s,e) = mde(a,e) = 1. Dado o cardter de Dirichlet x (modn), o cardter primitivo x* (mod d)
que induz x é definido por

x*(a) se mdec(a,n) =1,

x(a) =
0 se mdc(a,n) > 1.
Temos que
n n d n
Te= 3 x@= Y X@=)x0) > L
a=1 a=1 r=1 a=1

a=s (mode) mdc(a,n)=1 mdc(a,n)=1

a=s (mode) a=r (modd)

a=s (mode)
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a soma
n

o1
mdc‘(la:}L)zl

a=r (modd)
a=s (mode)

é calculada no Lema Como mdc(s,e) = 1, segue que

d d
« (o £(1) p(n) ‘ p(n) .
T= X" (r)——=<mdc(d,e) = ———<mdc(d, e x"(r) = ——<mdc(d, e)x*(s),
> X0 Syl = Simaeta.e) 3 (1) = Zimmaetd. o)’ (s)
mdc(r,d)=1 mdc(r,d)=1
mdc(d,e)|r—s r=s (mod mdc(d,e))

pelo Lema [4.3.10} no caso em que mdc(d,e) = d, isto é d | e. Concluimos que

_ ) P
Se d1e, entdao T = 0.

Demonstragao. (do Teorema [4.3.8) Denotemos por V a soma dada. Usando a identidade
F(n) =3, (k= F)(e), que é uma consequéncia da férmula da inversdo de Mébius (1.12), temos

V= > xa(ar) -~ xm(am) A1 (b1) - - Ak (bk) > (x F)(e)

ai,..., A ,b1,..., br=1 elmdc(ai—s1,...,am—5m,b1,...,bk,n)
n n n n
SR Y @) Y e S A S M),
e\n a1=1 am=1 b1=1 br=1
a1=s1 (mode) Am=8m (mode) elby e|by

onde para todo 1 <[ <k,

Y . Zoge 2|y
Z Al(bl) = Z eXp(QWiwlcl/(n/e)) — e e )
bt a=1 0 caso contréario,

e|bl

usando o Lema deduzimos que

st it T (20) 2

onde a soma Y.’ é sobre e | n tal que d; | e, mdc(e,s;) = 1 para todo 1 < j < m e n/e | w; para
todo 1 <1 < k. Trocando e e n/e, a soma é sobre e tal que e | n/d;, mde(n/e,s;) = 1 para todo

1<j<mee|w para todo 1 <[ < k. Isto completa a demonstragao.
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4.4 Identidades do tipo Menon com relacao a conjuntos de

unidades

Até agora o somatorio nas identidades do tipo Menon tem sido sobre todas as unidades do anel
Z,, ou todas as unidades do anel ®/n no caso das identidades do tipo Menon nos dominios de
Dedekind residualmente finitos. O facto de este conjunto de unidades ter estrutura de grupo abe-
liano permitiu o uso de algumas ferramentas da teoria dos grupos como, por exemplo, o Lema de

Burnside.

Nesta seccao apresentamos o nosso trabalho [B] e vamos estender as identidades do tipo Menon
numa nova diregao. Vamos considerar o caso em que o somatério nao é sobre todas as unidades
de Z, ou D/n, mas sim sobre um subconjunto S nao vazio de unidades. Ao considerarmos um
subconjunto do grupo das unidades Z} este pode ser ou nao ser subgrupo de Z}. Este facto vai
ter importancia para o estabelecimento das identidades. No caso em que o subconjunto S nao tem
estrutura de subgrupo nao podemos fazer o uso dos resultados da teoria dos grupos. Na verdade,
no caso em que o subconjunto S de Z; tem a estrutura de subgrupo podemos simplificar a identi-
dade obtida.

Assumamos que no Teorema temos F'(n) = n, paratodon € N, wy = --- = wp, =0 e
para todo i cada s; é uma unidade u;. Entao, usando a Férmula (1.11)) obtemos para k > 0 e

Ui,y ..., Uy € Zy, a férmula

Z mde(ar — gy .oy G — U, D1, - - bk, ) x1(a1) - Xm(am) =

ai,...,am €LY,
b1yeersbi €7

= @(n)"xi(u1) - X (um ) G(mde(n/dy, ..., n/dm)),  (4.38)

onde x; sdo os carateres de Dirichlet com condutores d; (1 < j < m), X sao carateres primitivos

(modd;) que séo induzidos por x; e

G(t) =Y _*p(n/s)' ™. (4.39)

o\t

Agora, recorrendo a relagdo de ortogonalidade (2.2) vamos expressar a fungéo indicadora de um
subconjunto nao vazio S de um grupo abeliano finito G em termos de carateres. Isto vai permitir

restringir o somatério nas identidades de Menon ao conjunto .S.

Seja G um grupo abeliano finito e seja G o grupo de carateres de G. Se definirmos a funcao ¢, de
G para {0,1} por

5y(x) = ‘—él S X(@)x(@) (4.40)

xe@

temos que d4(x) =1 se v = g e 0, caso contrario. Assim sendo, para um subconjunto nio vazio S
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de um grupo abeliano finito G, seja

Js(x) = du(x). (441)

ses

E claro que ds(x) =1sex €S e, caso contrério.

Estamos agora em condigoes de provar uma identidade do tipo Menon onde o somatério nao é

sobre todo o grupo de unidades, mas apenas sobre um subconjunto nao vazio de unidades.

Teorema 4.4.1. Sejam m,n > 1 ndmeros inteiros positivos, ui,..., Uy, € Z) € S1,...,m
subconjuntos nao vazios de unidades de Z}. Se k > 0,m +k > 1 e Z¥ € o grupo de carateres de
Zy,, entao

g mde(ay — Up, ..y Qm — U, b1, ..o b, ) =

a1€81,...,am ESm
brse bk eZn

= Yo @) Xm(@n)Xi (W) X () G(mde(n/dy, . .. nfdi)),

1€S1,.. ., T €ESm
Xlr“erneZ?;L

onde d; € o condutor do cardter x; e G € a fun¢ao .

Demonstracao. Podemos escrever

E mdc(a; — U1,y .. ., G — U, b1, ..., bk, n) =

a1€851,.-,amESm
bi,...,bx €Ly,

= Z 0s,(a1)ds, (az) - -+ 0s,, (am)mde(a; —u1, ... ,am — Um, b1, ... bk, n). (4.42)

a17'~~)a'm€Z:L
bi,...,b, €Ly,

Por outro lado, tendo em consideragdo (4.40) e (4.41]) temos

ds,(a1) -+ ds,, (am) = Z 0z, (a1) -+~ g, (am) =
T1E€81, ., TmESm
1 _ _
=z Yo @) Xm@m)xalan) - xim(am).
o x1€81,..,.xm ESm
X1>~-7Xm€Zi

Consequentemente, o membro direito de (4.42)) pode ser expandido como

1 _ _

2 Yo @) X@a)xala) - xm(am)x
n alwn;am,ez: xleslv-“vxmg\srn

b1, . bk€Zn  x1,...,xm€EZLZ

xmde(ay — Uty ..oy QG — U,y b1, ... b, n). (4.43)
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Mudando a ordem dos somatérios podemos escrever (4.43)) como

ﬁ Z Y1(x1) "'Ym(xﬂb) Z Xl(al) "'Xm(anb)x

zlesl,...,zmgm ai,...,am €LY,
X1 Xm ELY, b1,....,bx €Ly
x mde(ay — U1, ..., Gy — U, b1, ..., bg, ).

Finalmente, aplicando (4.38)), obtemos a igualdade

g mdc(a; — Ug, ...y G — U, b1, b, m) =

a1€851,..,am ESm
b1,...,bi €ZLn

= Yo @) Xm(@n)Xi (W) X () Gmde(n/dy, . .. nfdin)),

21€S81,..,Zm ESm
X153 Xm ELY,

como declarado.

Para o caso especial em que cada subconjunto S;, para ¢ = 1,...,m, tem a estrutura de subgrupo

de Z} provamos o seguinte:

Corolario 4.4.2. Sejam m,n > 1 numeros inteiros positivos e ui,...,um € Z). Sejam
*

S1y...,Sm subgrupos do grupo de unidades Zy, e denotemos por Zi g o conjunto de caraleres

de Z;, cujos nicleos contém S;. Se k>0 em+k > 1, entdao

g mdc(a; — Up, ..y Gy — U, b1, .. b, m) =

a1€81,..,04:n ESm
b1,...,bi €ZLn

= > 1S1]- - |SmlxE () - - X5, (U ) G(mde(n/dy, . .. ,n/dp)).  (4.44)

X1€Z3, s1 sesXm EZF, Sm

Demonstragao. Para o subgrupo H do grupo abeliano finito G seja G g o conjunto de carateres
de G cujos nicleos contém H, isto é, elementos de G que fazem corresponder todo h € H a

identidade 1. E facil demonstrar que G g € um subgrupo de G [I1, p. 40]. Por outro lado, resulta
do Teorema [2.2.2] que

— ‘H| sexX = Xo,
> x(s) = (445
seH 0 caso contrario,

onde xg € o carater principal de H, tal que xq € éH

Agora observemos que o grupo de carateres do produto direto S; X - - - X S}, é isomorfo ao produto

direto S X - -+ X S,,,. Por conseguinte, se x1 € S1,..., Ty € Sy, entao,
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1]+ Sml,  secada; é

B B o cardter principal em S;.
S ) Tlwm) = Herprn
Z1E€S81,. ., TmESm Isto €, Xi € Z;Si,

0, caso contrario.

Portanto, temos

Yo Xa@) X @n)Xi () X () G(mde(n/dy, ... n/dyn)) =

T1E€S1,..; Zm ESm
X1s--5Xm EZ:‘L

= > X1 (un) - - X (um ) G(mde(n/dy, ...,/ dp)) Yo @) Xmlem) =

XlEZ:lev-u,XmEZ* 21€81,-,Tm €Sm

S

= > S [Smba () X () Gmde(n/dy, -/ dm)),

como declarado.
|

Em [I9], num trabalho sobre o nimero de subgrupos ciclicos de um grupo abeliano finito, Richards

provou que se f é um polinémio com coeficientes inteiros entao

> mde(f(t),n) = @(n) > _[{t € Zj: f(t) = 0modd}|. (4.46)

tezZy dln
Vamos também generalizar a identidade (4.46]) para subconjuntos ndo vazios de Z7 .

Teorema 4.4.3. Seja [ qualquer polinémio com coeficientes inteiros, n > 1 um nimero inteiro

positivo e S um subconjunto ndo vazio de Z,. Entdo,

> mde(f(t),n) =Y _[{t € §: f(t) = 0modd}|p(d). (4.47)

tesS d|n

Demonstragao. Se n > 1, entdo pela férmula de Gauss (|1.10)), obtemos

Y omde(f(t)n) = Y. ed=> > ed=> ed > 1
) d|n

tes tesS dlmdc(f(t),n) teS d|f(t f(t)=0(modd)
d|n tesS

Isto é exatamente (4.47)).
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Conclusoes e Trabalho Futuro

Durante a feitura do nosso trabalho constatamos que para além das generalizacoes que a identidade
de Menon tem sido objeto é igualmente possivel estendé-la a dominios de Dedekind residualmente
finitos. Ainda verificAmos que podemos utilizar os carateres de Dirichlet para estabelecermos essas

mesmas identidades.

Diferentemente das generalizacoes até aqui conhecidas que apontam o somatério das identidades
do tipo Menon sobre todas as unidades do anel Z,,, conseguimos direcionar o nosso estudo apenas

sobre um subconjunto S nao vazio de unidades.

Para trabalho futuro destacamos duas vias:

e Prova de identidades do tipo Menon em dominios de Dedekind residualmente finitos com o

somatdrio restrito a um subconjunto nao vazio de unidades;

e Prova de identidades de Menon em dominios de Krull.

No primeiro caso parece-nos que as dificuldades levantadas poderao ser ultrapassadas com técnicas
semelhantes as utilizadas para o caso dos inteiros Z. Ou seja, fazendo uso da teoria dos carateres
em grupos abelianos finitos. Notemos que para um dominio de Dedekind residualmente finito ©
e um ideal préprio I, o conjunto das unidades do anel fatorial ©/I é um grupo multiplicativo
abeliano e finito. Podemos, assim, fazer uso da teoria de carateres de grupos abelianos finitos, tal

como no caso do grupo de unidades de Z,,

O segundo caso, prova da identidade de Menon em dominios de Krull, parece-nos de uma complexi-
dade técnica mais elevada. Os dominios de Krull, estudados pela primeira vez por Wolfgang Krull
[10], constituem a classe de anéis mais geral na qual existe uma aritmética semelhante & aritmética
nos inteiros racionais. Os dominios de Krull sdo uma generalizagao a dimensao (dimensao de Krull)
maior do que 1 dos dominios de Dedekind. Um dominio de Krull com dimensao 1 é necessariamente
um dominio de Dedekind. Seria interessante estudar identidades do tipo Menon nos dominios de
Krull. Um dos maiores obstaculos neste contexto é a existéncia de ideais que nao sdo finitamente
gerados. Na verdade foi provado por I. S. Cohen em [6], que se num dominio de Krull todo o ideal
¢ finitamente gerado entao o anel é noetheriano e com dimensao de Krull 1. Isto é, um dominio de
Dedekind.
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