UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR
Ciéncias

Geometria Analitica no Plano
Pensar e ensinar Geometria

Regina Maria da Silva Tomé Guimaraes

Relatorio de Estagio para obtencao do Grau de Mestre em
Ensino de Matematica no 3° Ciclo do Ensino Basico

e no Ensino Secundario
(2° ciclo de estudos)

Orientadora Cientifica: Prof® Doutora Sandra Margarida Pinho da Cruz Bento

Covilha, outubro de 2014






Dedicatoria

Aos meus pais,
aos meus filhos Diogo e Duarte,
por serem quem sd@o na minha vida.

ii






Agradecimentos

A professora doutora Sandra Margarida Pinho da Cruz Bento, pela presenca em cada momento,
pelas orientacoes e sugestoes preciosas dadas em tempo oportuno, pelas palavras de motivacao.

A professora Maria Isaura Fazendeiro Mendes, por me ter acolhido, por toda a orientacao, ensino,
apoio, disponibilidade e amizade que me proporcionou ao longo deste ano de estagio.

A Diretora da Escola Secundaria Campos Melo, professora Isabel Fael, aos colegas de Grupo,
colegas de Departamento, funcionarios e a todos com quem privei, por todo o carinho e atencao
demonstrados.

Aos alunos do 9°B, 10°G e 12°A, por me permitirem uma experiéncia de ensino tao abrangente.

Aos meus colegas de estagio Manuel Feijao e Cristina Maria Martins, pelo percurso e aprendiza-
gem que efetuamos juntos.

Aos meus amigos de inicio desta caminhada, Flavio Escada e Tania Pacheco, por sempre me
incentivarem a chegar ao fim.

Aos meus pais e filhos, pela sua presenca e palavras de forca.
A minha irma Vania, por todo o apoio.

Ao professor doutor Helder Vilarinho, por tudo o que me ensinou e por nao me ter deixado
desistir deste sonho.

A professora doutora Isabel Cunha, pelas palavras de carinho e de forca com que sempre me
presenteou.

A todos os outros que de alguma forma estiveram presentes e me ajudaram a chegar aqui.

O meu grande obrigado a todos!



Vi



Resumo

Nos capitulos dedicados ao trabalho cientifico, dada a importancia da proatividade do professor
no ensino da Matematica, apresenta-se um olhar pela forma como o pensamento algébrico e o
pensamento geométrico sdo desenvolvidos. E feita uma incursao pela histéria da Geometria,
passando pela Geometria Euclidiana e detalhando o objetivo e conceitos fundamentais da Ge-
ometria Analitica. Inclui-se a resolucdo de alguns problemas que mostram a aplicacao destes
conceitos. Faz-se também referéncia a alguns pontos relativos ao Seminario | e Seminario Il que
evidenciam a arte de fazer Matematica e a simbiose entre a Algebra e a Geometria.

No capitulo destinado a Pratica de Ensino Supervisionado, apresenta-se uma descricao do Estagio
Pedagogico, com indicacdo das principais atividades extracurriculares desenvolvidas, seminarios
e cursos de formacao frequentados e incluem-se as planificacoes de seis aulas subordinadas aos
temas: Equacées, Circunferéncia, Trigonometria do Triangulo Retdngulo do Novo Programa de
Matemdtica do Ensino Bdsico - 9°ano e Introducdo ao Cdlculo Diferencial Il e Trigonometria
e Numeros Complexos do Programa de Matemdtica A do 12° ano, para os Cursos Cientifico-
Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias e Ciéncias Sécioeconémicas.
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Abstract

Given the importance of the teacher’s proactivity in Mathematics teaching, the chapters con-
cerning scientific work are dedicated to how algebraic thought and geometric thought are de-
veloped. An incursion into Geometry history is carried out, focusing on Euclidean Geometry
and specifying the objective and fundamental concepts of Analytic Geometry. The resolution
of some problems, which show the application of these concepts, is included. Some aspects
concerning Seminar | and Seminar Il are also referred, highlighting the art of doing mathematics
and the symbiosis between algebra and geometry.

In the chapter dedicated to Supervised Teaching Practice, a description of the pedagogic trai-
ning is presented, with the indication of the main extracurricular activities developed, seminars
and training courses attended and the planning of six classes is also included under the following
themes: Equations, Circumference, Right Triangle Trigonometry from the New Mathematics Pro-
gram for the 9'" grade, and Introduction to Differential Calculus Il, and Trigonometry and Com-
plex Numbers from the Mathematics A Program for the 12" grade of Scientific and Humanistic
Courses, in the areas of Science and Technology and Socioeconomic Sciences.

Keywords
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Introducao

0 ensino de Geometria ocupa um espaco importante no curriculo de Matematica. Desde o
inicio do percurso escolar até ao 12° ano de escolaridade, os alunos percorrem um caminho
de aprendizagem que comeca pelo reconhecimento de formas geométricas, propriedades das
formas, relacoes entre as propriedades, passando depois para a demonstracao de proprieda-
des através de uma série de argumentos dedutivos. O raciocinio geométrico e a visualizacao
espacial sdo capacidades que devem ser desenvolvidas ao longo dos varios anos de ensino, e
que, conjuntamente com o desenvolvimento do pensamento algébrico, promovem a eficacia no
ensino-aprendizagem da Geometria.

Geometria e Algebra sdo dois ramos do saber matematico que se entrelacam, numa grande sim-
biose, na resolucdo de problemas geométricos. O Capitulo | pretende dar énfase a importancia
do desenvolvimento adequado do pensamento geométrico. Para o efeito, sao apresentados os
resultados das pesquisas efetuadas por Pierre van Hiele e Dima van Hiele-Geldof, com base no
livro Matemdtica no Ensino Fundamental: Formacdo de professores e aplicacdo em sala de aula.
[36] A Teoria do Desenvolvimento do Pensamento Geométrico dos van Hiele assenta em qua-
tro niveis de desenvolvimento do pensamento geométrico. E também feita uma abordagem
sobre a importancia do simbolismo no desenvolvimento do pensamento algébrico. Faz-se uma
breve analise dos programas do Ensino Basico e Secundario para uma melhor percecao de como
é abordado o ensino da Geometria, focando também alguns pontos no que respeita ao ensino
de Algebra. Descrevem-se metodologias, materiais e recursos que podem ser utilizados para
ajudar no correto desenvolvimento do pensamento geométrico em cada nivel de ensino.

E feita uma incursdo pela Historia da Geometria, com uma chamada de atencéo para o Teorema
de Feuerbach. Apresenta-se sucintamente a Geometria Euclidiana e no ponto relativo a Ge-
ometria Analitica sao abordados varios conceitos matematicos com o intuito de mostrar como
factos geométricos podem ser expressos de forma analitica. Incluem-se alguns problemas cuja
resolucao é feita de forma sintética e/ou analitica. Faz-se mencédo do poder da representacao
geométrica de conceitos algébricos, relembrando que esta relacao estabelece uma unificagéo
entre dois campos: o analitico e o geométrico.

No Capitulo 2 sao apresentados os Seminarios de Investigacao Matematica. O Seminario | tem
por nome Desafios Matematicos nos Templos do Japado e o Seminario Il denomina-se de Algebra
e Geometria com Triangulos de Herdo. Estes seminarios, abordando conceitos matematicos do
curriculo do 3° ciclo do Ensino Basico e do Ensino Secundario, reforcam a interligacdo entre
Geometria e Algebra presente na resolucéo de problemas de Geometria.

No Capitulo 3, dedicado a Pratica de Ensino Supervisionada, é feita a caraterizacdo da mesma
no que respeita a Escola, Orientadores, Nucleo de Estagio e Turmas onde teve lugar. Sao apre-
sentadas as planificacdes de seis aulas que lecionei, as atividades extraletivas promovidas pelo
Nicleo de Estagio, os seminarios e cursos de formacao que frequentei.

Foi um ano de trabalho intenso e de muita aprendizagem. Deixo neste Relatorio de Estagio o
meu legado para que sirva de incentivo a todos os que veem na Matematica uma paixao e tém
a vontade de a partilhar, promovendo o ensino da mesma com a sabedoria da mente e com a
mestria do coracao.






Capitulo 1

Pensar e ensinar Geometria

Aprender como melhor auxiliar os estudantes a acreditar que a matemadtica faz sentido e que
eles mesmos podem dar sentido a matemdtica, € um compromisso excitante e um processo
permanente. Isso requer o conhecimento obtido pelas pesquisas, a sabedoria compartilhada
pelos colegas profissionais, e as inspiradoras ideias oriundas das suas préprias experiéncias
didrias com os estudantes.

Jonh van Walle

1.1 Duas formas de pensar matematicamente

No curriculo portugués, nos varios niveis de ensino, o foco para o desenvolvimento do raciocinio
algébrico e geométrico esta sempre presente. No que respeita ao 3° ciclo do Ensino Basico
e ao Ensino Secundario, os programas incluem unidades didaticas orientadas para estas duas
vertentes da Matematica: a Algebra e a Geometria. Temos, por exemplo, no 9° ano as Unidades
Didaticas: Equacées, Circunferéncia, Trigonometria no Tridngulo Retdngulo e no 12° ano os
Temas: Introducdo ao Cdlculo Diferencial Il, Trigonometria e Numeros Complexos. Temas estes
lecionados nas minhas aulas (Capitulo 3).

Para que o ensino e a aprendizagem sejam mais frutiferos para professores e alunos é importante
olhar para estas duas formas de pensamento e para 0 modo como se caraterizam e desenvolvem.

Jonh van Walle [45] um reconhecido matematico americano que também passou pela direcao do
NCTMﬂ], apresenta, no seu livro Matemdtica no Ensino Fundamental: Formacdo de professores
em sala de aula. [36], consideracdes importantes sobre o ensino da Matematica, nomeadamente
sobre o modo como se caraterizam e desenvolvem o pensamento geométrico e o pensamento
algébrico. Destas ideias relevo as seguintes.

1.1.1 O pensamento algébrico

0 pensamento algébrico ou raciocinio algébrico envolve formar generalizacdes a partir de expe-
riéncias com niimeros e operacoes, formalizar essas ideias com o uso de um sistema de simbolos
significativo e explorar conceitos de padrédo e de funcdo. Longe de ser um tdpico de pouco uso
no mundo real, o pensamento algébrico abrange toda a Matematica e é essencial para a tornar
Gtil na vida quotidiana.

James J. Kaput (1942-2005), um especialista no desenvolvimento da Algebra para os varios
niveis de ensino, destaca que "é dificil encontrar uma area da Matematica que nao envolva
principalmente generalizar e formalizar de algum modo. De facto, esse tipo de raciocinio esta
no coracdo da Matematica como uma ciéncia de padrao e ordem." [36, p. 288]

"National Council of Teachers of Mathematics



Kaput descreve cinco formas diferentes de raciocinio algébrico:

1. Generalizacdo da aritmética e de padrées em toda a Matematica.
2. Uso significativo de simbolismo.

3. Estudo da estrutura no sistema de numeracao.

4. Estudo de padrdes e funcoes.
5

. Processo de modelagem matematica, que integra as quatro anteriores.

Assim, o pensamento algébrico ndo é uma ideia singular, mas € composto de diferentes formas de
pensamento e de compreensdo do simbolismo. Existe uma concordancia geral de que devemos
comecar o desenvolvimento dessas formas de pensar desde o inicio do percurso escolar de modo
que os estudantes aprendam a pensar produtivamente com as poderosas ideias da Matematica,
ou seja, que eles possam pensar matematicamente.

O processo de criar generalizacdes numéricas e aritméticas comeca na pré-primaria e continua
enquanto os alunos aprendem sobre todos os aspetos numéricos e operatorios, nomeadamente,
o significado das operacdes. A fim de fazer generalizacdes é (til usar o simbolismo. Deste
modo, as generalizacdes, bem como uma compreenséo de variaveis e do simbolismo sao ambas
desenvolvidas ao mesmo tempo.



O simbolismo no desenvolvimento do pensamento algébrico

O sinal de igualdade

O sinal de igualdade é um dos simbolos mais importantes na Aritmética elementar, na Algebra e
em toda a Matematica. E o principal modo de representar as relacdes no nosso sistema numérico
e a compreensao da sua utilizacao abre caminho para o trabalho com outras relacées entre os
numeros. Quando um aluno observa, compreende e usa relacdes numéricas entre os dois lados
do sinal de igualdade em vez de calcular as quantidades, o pensamento envolvido é chamado
de pensamento relacional. Este vai além do calculo e em vez disso concentra-se na forma como
uma operagao ou conjunto de operacgdes se relaciona com as outras.

Variaveis

As variaveis sdo um dispositivo de representacdo extremamente poderoso que permite a ex-
pressao de generalizacdes. Ao trabalharem com expressoes envolvendo variaveis, os alunos
aprendem a trabalhar com simbolos. A necessidade de compreensao da igualdade nas equacgoes
ndo pode ser menosprezada, e deve ficar bem estabelecida nos ultimos anos do Ensino Basico.
Uma forma de desenvolver esta compreensao é a exploracdo de proposicoes verdadeiras ou
falsas.

Propriedades sobre as operagoes

A aprendizagem das propriedades sobre as operagdes, nao so acrescenta mais ferramentas de
calculo aos alunos, mas também enriquece a sua compreensao do sistema numérico e fornecem
uma base para niveis muito mais elevados de abstracdo. As propriedades do sistema numérico
podem ser construidas pelos alunos. Através de proposicoes verdadeiras ou falsas aprendem a
argumentar e a estabelecer a veracidade de determinadas conjeturas. "Tentar estabelecer uma
conjetura é uma forma significativa de raciocinio algébrico e esta no coracdo do que significa
fazer Matematica". [36, p. 294]

Padrées repetitivos

Os padroes sao encontrados em todas as areas da Matematica. Aprender a procurar por padroes,
descrevé-los, traduzi-los e amplia-los é parte do fazer Matematica e do pensar algebricamente.
Os padroes numéricos sao uma fonte de oportunidades para os alunos expandirem a sua compre-
ensao dos padrées matematicos. As sequéncias, padroes que envolvem uma progressao em cada
passo, baseadas numa regra particular, promovem desafios apropriados ao desenvolvimento do
pensamento algébrico desde a pré-primaria e ao longo dos varios ciclos de ensino. Com as
sequéncias, os alunos procuram por uma generalizacao ou relacao algébrica que lhes dira qual
o elemento que ocupara qualquer lugar da sequéncia. O trabalho efetuado com as sequéncias
constitui uma porta de entrada para o estudo das funcées.

Representacao grafica

A introducédo da representacao grafica € mais um simbolismo que contribui para a compreen-
sao do conceito de funcao. A relacao funcional representada de uma forma visual estabelece
uma ponte entre o pensamento algébrico e o pensamento geométrico, com desenvolvimento de
ambos.






1.1.2 O pensamento e os conceitos geomeétricos

A Geometria tem vindo a ganhar um novo olhar e importancia no curriculo do Ensino Basico.
Esta mudanca deve-se a dois fatores fundamentais. Por um lado, a influéncia da NCTM, que em
1989 iniciou o Movimento das Normas Curriculares e, por outro, a crescente atencdo que tem
sido dada a perspetiva teorica, que tem ajudado, os professores, a compreender como os alunos
raciocinam sobre conceitos espaciais. As normas da NCTM defendem a nocao de que todos os
alunos podem desenvolver as suas habilidades e compreensao geométricas [36, p. 439].

1.1.2.1 O desenvolvimento do pensamento geométrico

Para o correto desenvolvimento do pensamento geométrico, é fundamental propor consistente-
mente, e ao longo dos varios anos de ensino, experiéncias geométricas ricas em formas e que
permitam estabelecer relacdes espaciais. E também importante pensar sobre os objetivos da
Geometria em termos de dois referenciais bem diferentes:

« o raciocinio espacial ou sentido espacial - modo como os estudantes pensam e raciocinam
sobre formas e espacos;

« 0 conteldo especifico - é o conteido no seu sentido mais tradicional, ou seja, saber sobre
retas, triangulos, simetria, e assim por diante.

E necessario compreender ambos os aspetos de raciocinio e de contelido em Geometria para
auxiliar melhor os alunos a ampliar e desenvolver o seu pensamento geométrico. Nem todas
as pessoas pensam sobre as ideias geométricas da mesma forma. Certamente, nés nao somos
todos iguais, mas somos todos capazes de crescer e desenvolver a nossa habilidade de pensar e
raciocinar em contextos geométricos.

A pesquisa de dois educadores holandeses, Pierre van Hiele e Dima van Hiele-Geldof, tem forne-
cido ideias quanto as diferencas no pensamento geométrico e como essas diferencas sao esta-
belecidas. Este trabalho teve inicio em 1959, mas permaneceu praticamente desconhecido, nos
Estados Unidos e na maioria dos paises ocidentais, durante duas décadas. Entretanto, a teoria
dos van Hiele tornou-se o fator mais influente no curriculo de Geometria norte-americano e de
diversos paises.

1.1.2.2 Os niveis do pensamento geométrico de van Hiele

Este modelo consiste numa hierarquia, de cinco niveis, dos modos de compreensao de ideias
espaciais. Cada um dos niveis descreve os processos de pensamento usados em contextos geo-
métricos. Uma diferenca significativa de um nivel para o seguinte sao os objetos de pensamento
sobre os quais somos capazes de pensar geometricamente. Os produtos de pensamento em
cada nivel sao os objetos de pensamento do nivel seguinte.



A Teoria do Desenvolvimento do
Pensamento Geométrico dos van Hiele
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Figura 1.1: Niveis do pensamento geométrico de van Hiele.

Os niveis sdo sequenciais, ou seja, para chegar a qualquer nivel acima do Nivel 0, o aluno deve
percorrer todos os niveis anteriores. A experiéncia geométrica é o fator fundamental para o
desenvolvimento do pensamento geométrico e avanco através dos niveis. Se o ensino ou a
linguagem estiverem num nivel superior ao do estudante havera uma falta de comunicacao. Se
os alunos forem obrigados a lidar com objetos de pensamento que nao foram ainda construidos
no nivel anterior podem ser forcados a uma aprendizagem mecanica, marcada pela repeticao e
memorizacao sem compreensao.



» Nivel 0: visualizacao (Formas — Classes das Formas)

Os alunos reconhecem e nomeiam as figuras, baseadas nas suas carateristicas globais e
visuais. Neste nivel, é a "aparéncia” da forma que a define. Os alunos estabelecem clas-
ses ou agrupamentos de formas "parecidas”, tais como: triangulos, retangulos, prismas,
cilindros e assim por diante.

» Nivel 1: analise (Classes de Formas — Propriedades das Formas)

Neste nivel, os alunos comecam a ter nocdo das propriedades que definem cada forma,
sdo capazes de pensar, por exemplo, sobre o que o que define um retangulo (quatro lados,
lados opostos paralelos, lados opostos com o mesmo comprimento, quatro angulos retos,
diagonais congruentes).

» Nivel 2: deducao informal (Propriedades das Formas — Relacdes entre as propriedades)

Verifica-se uma maior habilidade para estabelecer um raciocinio do tipo "se ... entao" e as
formas podem ser classificadas usando apenas uma quantidade minima de carateristicas.
Por exemplo, "quatro lados congruentes e pelo menos um angulo reto” pode ser suficiente
para definir um quadrado. Os alunos no Nivel 2 serao capazes de observar relacoes entre
as propriedades de objetos geométricos.

 Nivel 3 - deducao (Relacoes entre as propriedades — Sistemas dedutivos de propriedades)

No Nivel 2, produzem-se conjeturas envolvendo as relacdes entre as propriedades. Essas
conjeturas estdo corretas? Sao verdadeiras? Quando esta analise comeca a ocorrer, os
alunos comecam a sentir a necessidade de um sistema logico - com axiomas, definicoes,
teoremas, corolarios - a partir do qual outras verdades geométricas podem ser deduzidas.
Um estudante pode claramente observar que as diagonais de um retangulo se bissetam,
como um aluno de um nivel de pensamento inferior, mas, no Nivel 3, aquele parte para a
demonstracao desta observacédo através de uma série de argumentos dedutivos.

« Nivel 4 - rigor (Sistemas dedutivos de propriedades — Analise dos sistemas dedutivos)

No nivel mais elevado da Teoria dos van Hiele, os objetos de atencdo sdo os proprios
sistemas axiomaticos, nao apenas as deducdes dentro de um sistema. Ha uma apreciacao
das distincdes e relacoes entre diferentes sistemas axiomaticos, por exemplo, a Geometria
Esférica e a Geometria no Plano tém, cada uma, o seu conjunto préprio de axiomas e
teoremas. Deste nivel, resultam comparacoes e confrontos entre os diferentes sistemas
axiomaticos da Geometria. Este é o nivel de um estudante do ensino superior que estuda
Geometria como um ramo da Matematica.



1.1.3 A perspetiva do NPMEB

Em Portugal, o NPMEBE (2007) [30] procurou uma melhor articulacdo e coeréncia no trabalho
com os Numeros e Operacdes e a Geometria ao longo dos trés ciclos do Ensino Basico, reforcando
que os alunos devem "ser capazes de usar a linguagem numérica e algébrica na resolugéo de
problemas geométricos, nos mais diversos contextos". [30, p. 9]

O NPMEB pretendeu valorizar e dar mais visibilidade & Algebra, que é introduzida como tema
programatico nos 2° e 3° ciclos. No 1° ciclo, propde-se uma iniciacdo ao pensamento algébrico,
por exemplo, com o estudo de sequéncias numéricas e padroes geométricos. Nos anos subse-
quentes este estudo é aprofundado com énfase sobretudo no desenvolvimento do pensamento
algébrico, entendido como envolvendo quer as capacidades de abstracdo, representacao simbo-
lica e generalizacao, quer de exploracao e modelacao de situacdes de contextos variados, com
recurso a linguagem e procedimentos proprios da Algebra. [{17, p. 6]

No 1° ciclo, a Geometria vem associada ao tema Medida. O programa da énfase a visualizag;a'xoE e
a compreensao de propriedadesE de figuras geométricas, entendidas como elementos essenciais
para o desenvolvimento do sentido espacial. Este trabalho incide sobre figuras no plano e no
espaco, cuja diversidade e complexidade vai aumentando ao longo da escolaridade. O mesmo
acontece com as transformacdes geométricas cujo estudo comeca logo nos primeiros anos, sendo
progressivamente alargado e aprofundado. O trabalho em Geometria é ainda considerado de
particular importancia para o desenvolvimento da argumentacdo e raciocinio matematicos,
incluindo, nos anos mais avancados, a nocao de demonstracao. [17, p. 6]

No 2° ciclo, os alunos descrevem e representam figuras uni e bidimensionais e modelos solidos
dando-se atencéo as suas propriedades e relagéesﬂ. [30, p. 51]

0 3° ciclo tem como propdsito de ensino, no ambito da Geometria, o desenvolvimento nos
alunos do sentido espacial, com énfase na visualizacdo e compreensao de propriedades e rela-
¢bes relativas a figuras geométricas no plano e no espaco, a compreensao das transformacoes
geométricas e da nogdo de demonstragéoa, bem como a utilizacao destes conhecimentos e
capacidades para resolver problemas em contextos diversos. [30, p. 51]

O NPMEB indica os seguintes Temas para o estudo de Geometria no 3° ciclo:
o Triangulos e quadrilateros. 7° ano
» Semelhancas. 7° ano
« Solidos geométricos. 8° ano
 |sometrias. 8° ano
« Teorema de Pitagoras. 8° ano, 9° ano
« Circunferéncia. 9° ano

« Trigonometria no triangulo retangulo. 9° ano

ZNovo Programa de Matematica para o Ensino Basico
3Nivel 0 de van Hiele
“Nivel 1 de van Hiele
>Nivel 2 de van Hiele
®Nivel 3 de van Hiele
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1.1.4 Um olhar pelo ensino da Geometria no Secundario

No Ensino Secundario, a Geometria no Plano e no Espaco surge como Unidade Didatica no 10°
ano, no Programa de Matematica A, e inclui topicos de Geometria Sintética e Métrica, Geo-
metria Analitica e Vetorial, e Trigonometria, com as competéncias de calculo numérico a elas
associadas. [{11, p. 2]

O ensino da Geometria reveste-se da maior importdncia devendo desenvolver no estudante uma
intuicdo geométrica e um raciocinio espacial assim como capacidades para explorar, con-
jeturar, raciocinar logicamente, usar e aplicar a Matemdtica, formular e resolver problemas
abstratos ou numa perspetiva de modelacGo matemadtica. Deve ainda desenvolver no estudante
capacidades de organizacdo e de comunicacdo quer oral quer escrita. E aconselhdvel que
os estudantes realizem pequenas investigacbes e facam depois relatorios utilizando linguagem
matemdtica rigorosa (o que ndo significa que o estudante deva recorrer exclusiva ou priorita-
riamente a linguagem simbélica). Tanto em Geometria Plana como em Geometria no Espaco a
prdtica de manipulacdo e observacédo de figuras e modelos tem um papel central e decisivo no
ensino das nocées que estdo em jogo, com prejuizo absoluto do ponto de vista axiomdtico. [{11,
p. 24]

No Programa de Matematica A do 11° ano [[12] continua o ensino da Geometria com a Unidade
Didatica: Geometria no Plano e no Espaco Il. Sao objeto de estudo a trigonometria, funcoes
trigonométricas, focando a resolucao de problemas que envolvem triangulos, o estudo do circulo
trigonométrico e a resolucdo de algumas equacdes trigonométricas simples.

O tempo deve ser dedicado a compreensdo dos conceitos e as aplicacées ligadas a problemas
reais, reduzindo-se a énfase em exercicios de cdlculo. Espera-se que, sempre que seja possivel,
os estudantes apropriem conceitos e técnicas matemdticas, de tal modo que, face a problemas
realistas, possam mobilizar os conhecimentos cientificos adequados para dar respostas proprias.
A continuacdo do estudo da Geometria, com a nocdo de produto escalar e suas aplicacées,
ligado a resolugdo de problemas, deve permitir ao aluno melhorar as suas capacidades de
visualizagdo e representacdo, aumentando a sua intuicdo geométrica. [12, p. 1]

O Programa de Matematica A do 12° [[13] ano propde a Unidade Didatica: Trigonometria e Nu-
meros Complexos, onde sao abordadas as funcées trigonométricas e os nimeros complexos.

Com pretexto de responder a problemas de resolubilidade algébrica amplia-se o conceito de
numero. As operacées com numeros complexos, nas formas algébrica e trigonométrica sdo
aproveitadas para que o estudante compreenda melhor as diferentes representacées anali-
ticas para dominios definidos geometricamente, bem como para dominar as relacoes entre
operacoes algébricas e transformagoes geométricas. [[13, p. 7]
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1.1.5 Metodologias, materiais e recursos

No ensino da Geometria e para um correto desenvolvimento do pensamento geométrico em
cada nivel de ensino, é importante a escolha de materiais e recursos adequados. Deve fazer-
se, sempre que possivel, uma chamada de atencao para a visualizacao ou aplicacdo no mundo
real dos conceitos a ensinar e propor a resolucao de problemas que realcem esta ligacao. E
também importante a exploracdo de aspetos historicos que acrescentem valor a aprendizagem
e contextualizem a evolucao da Geometria ao longo dos tempos. A utilizacdo adequada das
tecnologias de informacdo no ensino da Geometria € um fator catalisador da aprendizagem,
pois a construcdo e visualizacao dinamica de conceitos matematicos promovem uma melhor
compreensao dos mesmos.

Estas indicacoes estao presentes no NPMEB:

O estudo da Geometria deve ter como base tarefas que proporcionem oportunidades para ob-
servar analisar, relacionar e construir figuras geométricas, e de operar com elas. [30, p. 36]

No estudo da Geometria e das grandezas geométricas deve tomar-se como ponto de partida
situacées do quotidiano dos alunos, recorrendo, por exemplo, a azulejos, e outros artefactos
de cera@mica, a tapecarias ou pintura e ao proprio corpo humano. [30, p. 36]

A utilizacdo de materiais manipuldveis tem um papel importante na aprendizagem da Geome-
tria. Estes materiais permitem estabelecer relacées e tirar conclusées, facilitando a compre-
ensdo de conceitos. Geoplanos, tangrans, pentaminds, pecas poligonais encaixdveis, espelhos,
miras, modelos de sélidos geométricos, puzzles, mosaicos, réguas, esquadros e compassos sGo
materiais especificamente apropriados para a aprendizagem da Geometria. O computador pos-
sibilita exploracées que podem enriquecer as aprendizagens no dmbito deste tema, nomea-
damente através de aplletsE desenvolvidos com software de Geometria Dindmica e permitir a
realizacdo de jogos e outras atividades de natureza interativa. [30, p. 21]

Dado que a Geometria e a Medida est@o directamente relacionadas com as actividades mate-
mdticas mais antigas em que o ser humano se envolveu, o seu estudo possibilita a exploracéo de
aspectos historicos (a Matemdtica como actividade de resolucdo de problemas prdticos em algu-
mas civilizacbées e também como actividade predominantemente intelectual, para os Gregos).
[30, p. 36]

"Pequenos programas.
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1.2 Geometria - Passos de uma evoluc¢ao histérica

A palavra geometria deriva das palavras gregas geos (terra) e metron (medida), esta denomina-
¢ao deve a sua origem a necessidade do Homem em medir terrenos, desde os tempos remotos.

De entre todos os ramos da Matematica, a Geometria tem sido o mais sujeito a mudancas de
gosto de uma época para outra.

Os antigos egipcios, chineses, babilonios, romanos e gregos usavam a Geometria para tipogra-
fia, navegacao, astronomia e outras aplicagoes praticas. Os gregos procuravam sistematizar as
nocdes geométricas entdo conhecidas através do estabelecimento de razdes logicas para cada
nocao e para o seu inter-relacionamento. Varios matematicos, como Tales (600 a.C.), Pitagoras
(540 a.C.), Platao (390 a.C.) e Aristoteles (350 a.C.) desenvolveram um trabalho de sistemati-
zacao de noc¢oes e principios geométricos, que culminou com o livro Elementos, de Euclides.

132, p.1]

Euclides nasceu em Alexandria por volta de 300 anos a.C. Nessa época, Alexandria vivia mo-
mentos de grande atividade cientifica. Apos a fundacdo do grande império de Alexandre, o
Grande, surgiu gradualmente a necessidade de compilar todo o conhecimento trazido ao sis-
tema cientifico nos ultimos séculos. Este facto criou em Alexandria um sistema de instrucao
que corresponde a certas areas do ensino superior dos dias de hoje.

Ao escrever os Elementos, por volta de 325 a.C., Euclides quis compilar uma enciclopédia do
conhecimento geométrico acumulado até ao momento. Euclides atingiu uma posicao notavel
em relacdo aos conhecimentos matematicos do momento.

A Geometria teve o seu apogeu na Grécia Classica, mas este desfez-se ao mesmo tempo que
se deu a queda de Roma, tendo recuperado parte do tempo perdido na Arabia e na Europa da
Renascenca.

Paralelamente aos passos dados na Geometria, do mundo arabe ganha relevo o nome de Musa
al-Khowarizmi (780-850), que, tal como Euclides, se tornou familiar na Europa Ocidental. Este
sabio escreveu dois livros sobre Aritmética e Logica que tiveram um papel muito importante na
historia da Matematica. Através do seu livro, Al-jabr Wa'l muqabalah, deixou-nos uma palavra
familiar. Desse titulo surge o termo dlgebra, e foi gracas a esse livro que, mais tarde, a Europa
aprendeu o ramo da Matematica que tem esse nome. Diofante de Alexandria (200 a.C.) é, por
vezes, chamado o pai da Algebra, mas esse titulo pertence mais a al-Khowarizmi. [3, p. 155-156]

Durante o segundo terco do século XVII, a Franca tornou-se o indisputado centro da Matematica.
[3, p. 229]

Um dos mais proeminentes vultos da historia da Matematica do século XVII foi o francés René
Descartes (1596-1650), a quem fica ligada a criacdo da Geometria Analitica. Descartes publicou,
em 1637, a sua célebre obra O discurso do método para bem conduzir o raciocinio e pesquisar
a verdade cientifica. No campo da Matematica, Descartes publicou a obra A Geometria, apre-
sentada nao como um trabalho isolado, mas antes como um dos trés apéndices do Discurso do
Método. Nesta obra, que marca a origem da Geometria Analitica, Descartes combinava a Ge-
ometria e a Algebra de modo a formarem um conhecimento superior a qualquer outro que até
entdo era conhecido. A utilizacdo conjunta da Algebra e da Geometria possibilitou a interpre-
tacdo geométrica de resultados algébricos, o que facilitou novas descobertas. Os métodos da
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Geometria Analitica podem ser usados para provar alguns teoremas de Geometria Plana.

Descartes foi muito mais longe do que os seus predecessores na interpretacao geométrica da
Algebra. A Geometria é considerado o texto matematico mais antigo que um estudante de hoje
pode ler sem ter dificuldades com a notacao utilizada. Descartes utilizava letras do inicio do
alfabeto para parametros e as do fim como incognitas, adaptou a notacao exponencial a estas e
utilizava os simbolos germanicos + e —. Contudo, em vez de pensar nos parametros e incognitas
como numeros, Descartes pensava neles como segmentos. [3, p. 232]

Descartes dizia que "todo o problema de Geometria pode facilmente ser reduzido a termos
tais que o conhecimento dos comprimentos de certos segmentos basta para a construgao".
[3, p. 231]

A obra de Descartes é frequentemente descrita como a aplicacdo da Algebra a Geometria,
mas na verdade poderia ser caraterizada como sendo "a traducdo de operacées algébricas em
linguagem geométrica’. A primeira seccdo de A Geometria é intitulada de "Como os cdlculos
de aritmética se relacionam com operacbes de Geometria” e a segunda seccao descreve "Como
a multiplicacdo, a divis@o, e a extracdo de raizes quadradas sGo efetuadas geometricamente".
Aqui Descartes fazia o que até certo ponto tinha sido feito de al-Khowarizmi a W. Outghtred
(1574-1660): fornecia um correspondente geométrico de operacgdes algébricas. [3, p. 232]

0 seu método em A Geometria consiste em partir de um problema geométrico, traduzi-lo em
linguagem de equacao algébrica, e depois, tendo simplificado ao maximo a equacéao, resolvé-la
geometricamente. Descartes insistia que, na solucdo geométrica de uma equacao, deviam ser
usados apenas os meios mais simples e apropriados ao grau da equacao. Por exemplo, para
funcdes quadraticas, retas e circulos bastam; para clbicas e quarticas, seccoes conicas. [3,
p. 233] O principio fundamental da Geometria Analitica - a descoberta de que equacdes
indeterminadas em duas incognitas correspondem a lugares geométricos - aparece no segundo
livro. [3, p. 236]

A Geometria Analitica criada por Descartes constituiu um marco decisivo na enorme evolucao
cientifica que ocorreu no século XVIl, tornando-o uma referéncia nas geracdes posteriores de
cientistas e filosofos. [[16, p. 74]

Em Inglaterra tentou-se, especialmente durante o fim do século XVIIl devolver aos Elementos de
Euclides a sua posicado outrora gloriosa, mas foi uma batalha perdida. Também durante o periodo
da Revolucéo Francesa, através dos esforcos de Gaspar Monge (1746-1818) e Lazare Carnot (1753-
1823), houve alguns sintomas de reavivamento da Geometria pura. No entanto, a redescoberta
quase explosiva da Geometria como um ramo vivo da Matematica surgiu principalmente no inicio
do século XIX. A Ecole Polytechnique teve um papel essencial nesse movimento. [B, p. 369]
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A histdria da Geometria do século XIX esta cheia de casos de descoberta e redescoberta. Um
desses exemplos € o circulo de nove pontos. Jean-Victor Poncelet (1788-1867) e Julien Brianchon
(1785-1864 ) publicaram juntos um artigo (na Annales de Mathématiques Pures et Appliquées
de Gergonne de 1820-1821) que continha uma prova do teorema:

O circulo que passa pelos pés das perpendiculares baixadas dos vértices de um triangulo
sobre os lados opostos, passa também pelos pontos médios desses lados assim como pelos
pontos médios dos segmentos que unem os vértices ao ponto de intersecdo das perpendi-
culares.

[B, p. 371]

..__.‘.C

p®

Figura 1.2: Circulo de nove pontos.
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Este teorema nao tem o nome Brianchon nem Poncelet, mas o de Karl Feuerbach (1800-1834). O
matematico alemao, trabalhando independentemente, publicou o Teorema de Feuerbach em
1822, que diz:

Teorema 1 (Feuerbach). O circulo de nove pontos de qualquer tridngulo é tangente interna-
mente ao circulo inscrito e tangente externamente aos trés circulos exinscritos.

[3, p. 371]

Figura 1.3: Circulo de nove pontos: tangente internamente ao circulo inscrito e tangente externamente
aos trés circulos exinscritos.

O geometra americano Julian Coolidge (1873-1594) chamou este de "0 mais belo teorema
da Geometria elementar descoberto desde o tempo de Euclides".
[8, p. 371]
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Figura 1.4: Circulo de nove pontos - teorema de Feuerbach.

Na Figura [[.4 temos:
NAABC

F -
G -
- ponto médio de [F, G| e centro do circulo de nove pontos

H
1

D
B
K

Q
v

circuncentro de AABC
ortocentro de AABC

- baricentro de AABC

- ponto médio de [A, B]
- ponto médio de [B, C]
- ponto médio de [A4, C]
R -
S -
T -
P -

ponto médio de [B, G|
ponto médio de [A, G]
ponto médio de [C, G]
centro da circunferéncia exinscrita tangente a [B, C]

- centro da circunferéncia exinscrita tangente a [A, B]
- centro da circunferéncia exinscrita tangente a [A, C]
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E de notar que o circulo de nove pontos possui algumas propriedades fascinantes:

« passa pelo ponto médio de cada lado do triangulo (trés pontos), pelos "pés” das alturas (trés
pontos) e pelos pontos médios determinados pelo ortocentro e os vértices do triangulo (trés
pontos);

o centro do circulo esta sobre a reta de Eulerf e é o ponto médio entre o ortocentro e o
circuncentro do triangulo;

« a circunferéncia de Feuerbach de um triangulo é homotética em relacado a circunferéncia
circunscrita a esse triangulo, esta homotetia? de razdo 2 tem o centro no ortocentro do
triangulo;

« & tangente internamente ao circulo inscrito ao triangulo e tangente externamente aos
circulos exinscritos (é esta a descoberta que leva ao teorema de Feuerbach).

Repare-se ainda que as bissetrizes dos angulos internos do triangulo [ABC] contém as alturas
do triangulo [PQV].

E de salientar que o encanto destes teoremas sustentou consideravel investigacio na Geometria
de triangulos e circulos durante todo o século XIX.

[B, p. 371]
Passemos agora um olhar pelas realizacdes na Geometria Analitica durante este periodo.

Monge foi considerado o especialista moderno em Geometria em geral e Julius Plucker (1801-
1868) tornou-se o primeiro especialista em Geometria Analitica em particular. As primeiras
publicacées de Monge em 1826, na Annales de Gergonne, foram principalmente sintéticas, mas
empenhado na sua controvérsia com Poncelet abandonou o campo dos sintetistas e tornou-
se 0 mais prolifero dos gedmetras analiticos, defendendo que "os métodos algébricos eram
preferiveis aos puramente geomeétricos". [3, p. 373]

Contudo, a Geometria ndo-eucliana continuou por varias décadas a ser um aspeto da Matematica
um tanto a margem até ser completamente integrada através das ideias notavelmente gerais
de Riemman (1826-1866), que apresentava uma ampla visdao de todo o dominio da Geometria.
Entre as regras mais importantes na Geometria, Riemman apontou a regra para achar a distancia
entre dois pontos que estdo infinitamente proximos um do outro. [3, p. 377]

Riemman conseguiu uma unificacao da Geometria, especialmente a nivel da Geometria Diferen-
cial, ou Geometria "da pequena vizinhanca". A Geometria Analitica, ou "em grande”, ndo sofreu
grandes alteracoes. [3, p. 378]

Félix Klein (1849-1925) foi o sucessor de Pliicker no entusiasmo pela Geometria Analitica. A
sua obra tomou uma direcao unificadora da diversidade dos novos resultados da pesquisa. Klein
ficou profundamente impressionado com as possibilidades unificadoras do conceito de grupo e

8Nome atribuido ao matematico Leonhard Euler. E a linha que passa pelo ortocentro, circuncentro e
baricentro de um triangulo qualquer.

®Homotetia é uma transformacéo de semelhanca ou simplesmente semelhanca. Dados um ponto O no
plano £ e um nimero X € R\{0}, a homotetia de centro em O e razdo A transforma cada ponto P € ¢ no
ponto P, colinear com O e P, tal que OP’ = A\OP (OP e OP representam distancias orientadas).
[, p. 124]
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desenvolveu um programa, Erlanger Programm, que descrevia a Geometria como "o estudo das
propriedades das figuras que permanecem invariantes sob um particular grupo de transforma-
¢bes". Este programa, que a principio teve apenas circulacdo limitada, veio a ter, antes do fim
do século, grande influéncia em todo o mundo matematico. A influéncia persistente do Erlan-
ger Programm pode ainda hoje ser percebida em quase qualquer tratado geral de Geometria
moderna. Assim, a idade aurea da Geometria moderna, que comecara tao auspiciosamente em
Franca na Ecole Polythécnhique com a obra de Lagrange (1736-1813), Monge e Poncelet, atin-
giu o seu auge na Alemanha na Universidade de Gottingen, através da pesquisa e inspiracao de
Gauss (1777-1855), Riemman e Klein. [3, p. 379-381]

Ha muitos enfoques novos de Geometria pelo fim do século XIX que sao usualmente classificados
como versdes da Geometria algébrica. Por volta de 1920, a maior parte dos esforcos "algebro-
geomeétricos” comecaram a ser superados pelo enfoque puramente algébrico, que dominou a
Geometria algébrica por varias décadas, com generalidade e abstracdo crescentes.
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1.3 A Geometria de Euclides

A Geometria Euclidiana, também designada de Sintética, trabalha diretamente com as figuras,
sem o auxilio de coordenadas.

1.3.1 Os Elementos de Euclides

Os Elementos de Euclides nao sao um compéndio de todo o conhecimento geométrico da época;
ao contrario, trata-se de um texto introdutorio cobrindo toda a Matematica elementar, isto é,
Aritmética (no sentido de "Teoria dos Nimeros"), Geometria Sintética (de pontos, retas, circulos
e esferas) e Algebra (ndo no sentido simbélico moderno, mas um equivalente em roupagem geo-
métrica). A arte de calcular ndo esta incluida, pois nao era parte da instrucao na universidade;
nem o estudo das conicas ou de curvas planas de maior grau, pois essa era parte da Matematica
mais avancada. Proclo (412) descreve os Elementos, em relacdo com o resto da Matematica,
como as letras do alfabeto em relacao com a linguagem. [3, p. 72]

Félix Klein (1849) traz a discussao este assunto considerando que "os Elementos foram mera-
mente uma introducdo ao estudo da Geometria e da propria Matematica". Tratavam a Mate-
matica da forma que era necessario para 0 momento, em funcao da escola platonica e tinham
como objetivo uma preparacao para estudos filosoficos em geral. Klein considera que a énfase
foi colocada no trabalho sobre as conexdes logicas, enquanto todas as aplicacdes praticas fo-
ram postas de lado, estabelecendo a Geometria como um sistema fechado. Refere ainda que a
razao subjacente para a sobreavaliacdo erronea dos Elementos de Euclides é uma crenca equi-
vocada quanto ao espirito do conhecimento na Grécia, difundida por um longo tempo, e que
com grande maestria incutiu que as suas realizacées deveriam permanecer um modelo supremo
e inatingivel. Este facto conduziu ao culto pelos Elementos de Euclides. Em oposicao, Klein
afirma que "apesar dos Gregos trabalharem de forma frutuosa, ndo somente em Geometria,
mas também nos mais variados campos da Matemdtica, hoje estamos além deles em tudo e
certamente na Geometria”. Para reforcar o cardter limitado do material dos Elementos de
Euclides, Klein compara Euclides com o mais eminente dos matemdticos Gregos, Arquimedes,
(250 a.C). Confia-nos que, em contraste marcante com o espirito de controlo nos Elementos de
Euclides, Arquimedes mostra uma capacidade bastante desenvolvida para o cdlculo numérico.
A preocupacao de Euclides era a compilacéo e sistematizacao de conhecimento ja disponivel,
enquanto que Arquimedes foi um grande investigador e pioneiro que em todo o seu trabalho
trouxe avancos no conhecimento. [22, p. 188-189]

Apesar desta visao de Félix Klein, "os Elementos de Euclides é uma obra intensamente estudada
ao longo dos tempos, cujo valor é inegavel" [20, p. 54], e que ainda hoje constitui um suporte
de varios contelidos matematicos do curriculo de Matematica.

Como referem Borsuk e Szmielew (Foundations of geometry, 1960):

"Se o valor de um trabalho cientifico pode ser medido pelo tempo durante o qual ele mantém a
sua importancia, entao os Elementos de Euclides sdo a obra cientifica mais valida de todos os
tempos.” [40, p. 1]
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Nos Elementos de Euclides, partindo das propriedades mais elementares de retas e angulos,
somos conduzidos a congruéncia de triangulos (Livro |, proposicao 4), ao Teorema de Pitagoras
(Livro I, proposicdo 47), a construcao da mediatriz de um segmento de reta (Livro |, proposicao
10), a construcao da bissetriz de um angulo (Livro I, proposicao 9), a construcao da tangente a
uma circunferéncia (Livro |, proposicao 18). Conceitos que fazem parte do programa de Mate-
matica do 3° ciclo do Ensino Basico.

1.3.2 Os 5 postulados de Euclides

Os Postulados ou Axiomas sdo proposicoes geométricas especificas. "Postular” significa "pedir
para aceitar”. Assim, Euclides pede que sejam aceites as cinco proposicoes geomeétricas que
formula nos seus postulados.

Elementos de Euclides Livro |
Postulados [18, p. 2]

1. Pode-se tracar uma linha reta entre quaisquer dois pontos.

2. Um segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente para formar uma reta.
3. Pode-se construir uma circunferéncia com qualquer centro e qualquer raio.

4. Todos os angulos retos sao iguais.

5. Se uma reta, ao intersetar outras duas retas, forma angulos internos, no mesmo lado, cuja
soma é menor do que dois angulos retos, entao estas duas retas encontrar-se-ao no lado
onde estao os angulos cuja soma é menor do que dois angulos retos.

(E este o célebre 5° Postulado de Euclides).
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1.4 Geometria Analitica no Plano

A Geometria Analitica no Plano tem por base a utilizacdo de um sistema de coordenadas. Cada
ponto é definido pelas suas coordenadas e as figuras sao definidas por relacoes entre essas coor-
denadas, contrapondo com a Geometria Euclidiana ou Sintética, em que se trabalha diretamente
com as figuras, sem o auxilio de coordenadas. Com a Geometria Analitica, quer a Geometria
quer a Algebra ganharam um novo impeto. Por um lado, recorrendo a um sistema de coorde-
nadas, os métodos algébricos podem ser utilizados no estudo da Geometria e na resolucao de
problemas geométricos e, por outro, a representacao grafica de equacdes algébricas permite
uma maior compreensao dos conceitos algébricos.

No curriculo portugués, até ao 9° ano de escolaridade, o ensino da Geometria segue os princi-
pios da Geometria Euclidiana. A nocao de referencial cartesiano € introduzida no 7° ano, mas
somente com o objetivo de dar inicio ao estudo das funcdes. O ensino da Geometria Analitica
comeca no 10° ano, com a Unidade Diddtica: Geometria no Plano e no Espaco | (Programa de
Matematica A [{11]), continua no 11° ano com a Unidade Diddtica: Geometria no Plano e no
Espaco Il [12] e no 12° ano com a Unidade Diddtica: Trigonometria e Numeros Complexos [{13].

De acordo com os Niveis do pensamento geométrico de van Hiele, e tendo em conta o curriculo
nacional, é expectavel que os alunos tenham atingido os varios patamares dos modos de com-
preensao das ideias espaciais como se mostra na seguinte tabela.

Ano de escolaridade Niveis do pensamento geométrico de van Hiele
Pré-Primaria, 1° e 2° anos Nivel 0
3°, 4° e 5° anos Niveis 0 e 1
6°, 7° ano e 8°anos Niveis 1 e 2
9° ano Niveis 2 e 3
10°, 11° e 12° anos Nivel 3

Nivel 0: visualizacao; Nivel 1: analise; Nivel 2: deducéo informal; Nivel 3: deducao.

Quer isto dizer que, no inicio do estudo da Geometria Analitica, os alunos deverao encontrar-se,
em termos de desenvolvimento do pensamento geométrico, no Nivel 3 - deducdo. Neste estagio
de ensino-aprendizagem da Geometria, sao utilizados varios argumentos dedutivos para obter
outras verdades geométricas. A demonstracao matematica de conceitos geométricos ganha
uma nova dimensao.

OO0

Faz-se de seguida uma abordagem de varios conceitos matematicosid que nos mostra como
factos geométricos podem ser expressos de forma analitica. Partindo de demonstracdes simples
para outras mais complexas, permitimos que os alunos ganhem, de uma forma estruturada,
agilidade mental para aplicarem os conhecimentos de Geometria Analitica que vao adquirindo,
na resolucao de problemas de Geometria e na deducao de outros resultados geométricos.

A aplicacdo de processos dedutivos para representar de forma algébrica conceitos de Geo-
metria desenvolve a capacidade de utilizar a linguagem numeérica e algébrica na resolucao
de problemas geométricos.

1%Com base no estudo feito ao livro de Elon Lages Lima [24].
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Comecando com a caraterizacao de referencial cartesiano, definem-se através de expressoes
algébricas: ponto médio de um segmento de reta, distancia entre dois pontos, condicdo de per-
pendicularidade de dois segmentos de reta, cosseno de um angulo entre duas direcdes, equagoes
que definem uma reta no plano, equacao da circunferéncia, distancia de um ponto a uma reta
e area de um triangulo.

Pontos, retas, angulos, triangulos, circunferéncias, conceitos ja conhecidos da Geometria
Euclidiana, sao fundamentais para efetuar construcoes geométricas como as que observamos no
Seminario | e que aqui ganham forma analitica.

Para um melhor enquadramento dos conceitos matematicos apresentados, é indicado o ano de
escolaridade em que sao estudados numa perspetiva analitica.

1.4.1 Referencial cartesiano

o Conceito matematico estudado em Geometria no Plano e no Espaco | - 10° ano ¢

Dados os pontos A, B quaisquer, ao comprimento do segmento de reta AB chama-se distancia
entre os pontos A e B e representa um numero real.

A nocao de distancia entre dois pontos permite introduzir coordenadas sobre uma reta, ou seja,
representar os pontos da reta por meio de numeros reais. Para tal, ha que orientar a reta e
escolher um dos seus pontos como origem. Definido na reta um sentido de percurso, chamado
positivo, o sentido inverso chama-se negativo.

Um eixo € uma reta orientada na qual se fixou um ponto O, chamado origem. Todo o eixo E
pode ser posto, de modo natural, em correspondéncia biunivoca com o conjunto R dos nimeros
reais do seguinte modo:

« A origem O do eixo faz-se corresponder o nimero zero.

« A cada ponto X de F situado a direita de O corresponde o nimero real positivo

x = d(0, X) =distancia de X a origem=comprimento do segmento de reta OX.

« Aos pontos situados a esquerda de O correspondem nimeros reais negativos, cujos valores
absolutos medem as distancias desses pontos a origem.

No estudo dos nUmeros reais, a cada X € R faz-se corresponder um ponto X sobre o eixo E.
Em Geometria Analitica, o processo € inverso, procura-se associar a cada ponto do eixo £ um
numero, chamado a sua coordenada. Para estabelecer esta correspondéncia, admitimos que
exista a nocdo de distancia entre dois pontos desse eixo, isto &, que tenha sido fixada uma
unidade de comprimento.

Um sistema de coordenadas (cartesianas) no plano consiste num par de eixos perpendiculares
(eixos cartesianos) Ox e Oy contidos nesse plano, com a mesma origem O. Oz chama-se o
eixo das abcissas e Oy é o eixo das ordenadas. O sistema é indicado com a notacdo Oxy e
denomina-se de referencial cartesiano ortogonal.
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A definicdo de um sistema de coordenadas no plano II permite estabelecer uma correspondéncia
biunivoca II — R?, onde R? é o conjunto dos pares ordenados (x,y) de nimeros reais. A
cada ponto P do plano II corresponde um par ordenado (z,y) € R2. Os nimeros z e y sao as
coordenadas do ponto P relativamente ao sistema Ozy: x € a abcissa e y € a ordenada de P.

0 ponto O = (0,0), origem do sistema de coordenadas, tem ambas a abcissa e a ordenada iguais
a zero. Assim, a ele corresponde o par (0,0) € R. Se z é a abcissa e y € a ordenada do ponto P,
o ponto P’ de coordenadas (z,0) chama-se a projecdo de P sobre o eixo Ox enquanto o ponto
P”, de coordenadas (0,y) € chamado a projecdo de P sobre o eixo Oy.

0=(0,0)

Figura 1.5: Referencial cartesiano.

0 emprego de coordenadas no plano serve dois propositos que se complementam. O primeiro é o
de atribuir um significado geométrico a factos de natureza numérica, como o comportamento
de uma funcao real de variavel real, que ganha muito em clareza quando se olha para o seu
grafico. O segundo proposito do uso de coordenadas vai no sentido oposto: recorre-se a elas com
a finalidade de resolver problemas de Geometria. Este é o objetivo da Geometria Analitica.
No primeiro caso, a énfase recai sobre a correspondéncia R? — II e no segundo sobre a sua
inversa II — R2. Na pratica, estes dois pontos de vista entrelacam-se: para estabelecer os
factos iniciais da Geometria Analitica usam-se os resultados basicos da Geometria Euclidiana.
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1.4.2 Quatro quadrantes no plano

o Conceito matematico estudado em Geometria no Plano e no Espaco | - 10° ano ©

Fixado o sistema de coordenadas Oxy no plano II, o plano fica decomposto em quatro regioes, a
cada uma das quais se chama quadrante. O primeiro quadrante é o conjunto dos pontos P(z, )
tais que z > 0 e y > 0. O segundo quadrante é formado pelos pontos P = (z,y) com z < 0 e
y = 0. O terceiro, pelos pontos P = (z,y) comz < 0ey < 0. Os pontos P = (z,y) comz >0e
y < 0 formam o quarto quadrante.

AYARAN

A partir daqui, comeca a ser evidente a forma como podemos exprimir um facto geométrico
de forma analitica.

Fixado o sistema de coordenadas Oxy no plano II, o primeiro e o terceiro quadrantes formam
dois angulos retos, opostos pelo vértice. Considerando o sistema de coordenadas Oxy os pontos
P = (z,y) da bissetrizld ~, comum a estes dois angulos, sao equidistantes dos lados dos angulos,
logo tém abcissa e ordenada iguais (ambas positivas no primeiro quadrante e ambas negativas no
terceiro). Assim, P = (z,y) pertence a r se e sO se, x = y. Analogamente, um ponto Q = (z,y)
pertence a bissetriz ' comum ao segundo e quarto quadrantes, se e so se, x = —y. Estamos a
definir um conjunto de pontos que corresponde a uma reta no plano.

2’Q 1Q

Figura 1.6: Quatro quadrantes no plano.

""Semireta que divide um angulo em dois angulos iguais.
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1.4.3 Ponto médio de um segmento de reta

o Conceito matematico estudado, de modo analitico,
em Geometria no Plano e no Espaco | - 10° ano ¢

Outro facto geométrico que podemos exprimir de uma forma analitica é o ponto médio de
um segmento de reta.

Dados dois pontos A = (a,b) e A’ = (a’,V’) as coordenadas do ponto médio M = (z,y) do
segmento de reta AA’ sao dadas por:

a+a b+ b
x = e y=
2 2
y

=(ab
[ SUTTTTRRRO .A (@b)
/

y= b; LA S S M)
B e e A'=(ab)
{ X
© a o a+ a’ d
xr = 2

Figura 1.7: Ponto médio de um segmento de reta.
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1.4.4 Distancia entre dois pontos

o Conceito matematico estudado, de modo analitico,
em Geometria no Plano e no Espaco | - 10° ano ¢

Se dois pontos P = (z,y) e Q = (2,y) tém a mesma ordenada y entao a distancia d(P, Q) entre
eles é igual a distancia |z’ — | entre as suas projecbes sobre o eixo Ox. Analogamente, se
P = (z,y) e Q = (z,y') tém a mesma abcissa = entdo d(P, Q') = |y’ — y| = distancia entre as
projecées de P e Q' sobre o eixo Oy.

P Q
y ............................. :
Y @i ' Q
H x
O X X

Figura 1.8: Distancia entre dois pontos (a).
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Por outro lado, se P = (z,y) e @ = (u,v) tém abcissas e ordenadas diferentes entdo, con-
siderando o ponto S = (u,y), vemos que [PSQ] é um triangulo retangulo cuja hipotenusa é

[PQ].

Como P e S tém a mesma ordenada e S e (Q a mesma abcissa tem-se:
d(P,S)=lz—ul e d(SQ)=ly—v
e pelo Teorema de Pitagoras vem:
d(P,Q)* = d(P,S)* +d(S,Q)*
logo,
d(P,Q)* = (z —u)* + (y —v)*

ou seja,

A(P,Q) = /@ —up + (y = 0)?

€ a formula da distancia entre o ponto P = (z,y) € Q = (u,v).

Figura 1.9: Distancia entre dois pontos (b).

Em particular, a distancia do ponto P = (z,y) a origem O = (0,0) é dada por:

d(O, P) = /a2 + ¢

A férmula da distancia entre dois pontos, dada em termos das coordenadas desses pontos,
serve de ponto de partida para um grande nimero de resultados da Geometria Analitica.
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1.4.5 Condicao de perpendicularidade de dois segmentos de reta

o Conceito matematico estudado, em termos vetoriais,
em Geometria no Plano e no Espaco Il - 11° ano ¢

Q=(u,v)

P=(xy)

Figura 1.10: Perpendicularidade de dois segmentos de reta (a).

Pelo Teorema de Pitagoras, os segmentos de reta OP e OP sao perpendiculares, se e so se,
d(P,Q)* = d(0, P)* +d(0,Q)?
Pela formula da distancia entre dois pontos podemos reescrever esta equacao como:
(z—u)?+(y—v)? =22 +y* +u?+ 02
ou seja,
ur +ovy =0

Esta igualdade expressa a condicao necessaria e suficiente para que os segmentos de reta OP
e OQ sejam perpendiculares quando O é a origem, P = (z,y) € Q = (u,v).
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Consideremos agora A = (a,b), A" = (d,V'), C = (¢,d) e C' = (¢,d'), com A # A" e C # C'.
Fazendo a translacao dos segmentos AA’ e CC’ de modo a que os pontos A e C coincidam com
a origem O = (0,0) e mantendo a mesma direcao, obtemos os pontos A” = (a, 8) e C” = (v, )
tais que OA” é paralelo a AA’ e OC” é paralelo a CC".

y
A'=(a"b')
C'=(c',d)
B A=(a,b)
C"=(y.9) =d"
------- SO T
TB=b"b z
C=(c,d)
X
y=c'c O o=a’-a

Figura 1.11: Perpendicularidade de dois segmentos de reta (b).
Como [AA'] é equipolente® a [0A”] temos o = o’ —a e 3 = b — b, e como [CC’] é quipolente a
[OC"] temos v = ¢ —ce § = d’' —d. Por outro lado os segmentos AA’ e CC’ sao perpendiculares
se, e somente se, OA” 1 OC”, ou seja ay + 3 = 0.
Assim, a condicdo de perpendicularidade dos segmentos de reta AA’ e CC’, é dada por:

(@ —a)(d —¢)+ ¥ —b)(d —d) =0

Uma carateristica geométrica é expressa desta forma numa equacao algébrica.

2Dois segmentos de reta dizem-se equipolentes quando tém a mesma direcdo, o mesmo sentido e o
mesmo comprimento.
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1.4.6 Cosseno de um angulo entre duas direcoes

o Conceito matematico estudado em
Geometria no Plano e no Espaco Il - 11° ano, nhuma abordagem vetorial ¢

A condicao de perpendicularidade é um caso particular da formula que nos permite obter o
cosseno de um angulo entre duas direcoes. Sabemos que duas retas sao perpendiculares se e sO
se, o cosseno do angulo entre as mesmas € igual a zero. Entdo, se P = (z,y) € Q = (u,v) forem
pontos situados a distancia 1 da origem (0, 0) e se a e 3 forem, respetivamente, as medidas em
radianos dos angulos formados pelo eixo Ox com os segmentos OP e OQ, temos:

T =cosq,y =sinq, u=cosfev=sinf

0 angulo do segmento OP com o segmento OQ mede § = 3 — « radianos. Pela férmula do
cosseno da diferenca:

cosf = cos(8 — ) = cos B cosa + sin fsina = uzx + vy
ou seja:

cost = ux + vy

— Q=(cosp, sinB)

P=(cosa,sina)

Figura 1.12: Cosseno de um angulo entre duas direcoes (a).

Se, P = (z,y) e Q = (u,v) forem pontos diferentes de O = (0,0), em que os comprimentos dos
segmentos OP e OQ nao sao necessariamente iguais a 1, e tomarmos:

1 1
s=—— e t=——
/$2+y2 4/,11124,,1}2

entao os pontos P’ = (sz, sy) € Q' = (tu, tv) estao sobre os segmentos OP e OQ, respetivamente,
com:

d(0,P') =d(0,Q') =1

2 2 p) p)
n o U U o jut+vt
ed(O’Q)_\/UQJer +u2+v2 _\/u2+v2 =1



G P=(xy)

QfF(tu,tv)

P'=(sx,sy)

Figura 1.13: Cosseno de um angulo entre duas direcées (b).

Como o angulo 6 entre os segmentos de reta OP e OQ é o mesmo que entre os segmentos de
reta OP’ e OQ’ vem:

COSH:tu~sx+tv-sy:st(ugc—i-vy)E

ou seja,

ur + vy
Vu? + 02 /22 + 92
Esta é a formula do cosseno do angulo entre os segmentos de reta OP e OQ, onde O = (0,0),
P = (z,y) e Q = (u,v). Como cosf = cos(—0) é indiferente considerar o angulo orientado de
[OP] para [OQ)] ou vice-versa.

cosf =

Se tivermos dois segmentos de reta AA’ e CC’ com extremidades distintas e quisermos obter o
cosseno do angulo entre eles, em funcdo das coordenadas A = (a,b), A’ = (d/,V), C = (¢,d) e
C' = (¢,d") efetuamos a translacao de [AA’] e [CC’] de modo que A e C fiquem sobre o ponto
O, obtendo [OA"] e [OC”] paralelos a [AA’] e [CC’] respetivamente.

y
A
/ c

Figura 1.14: Cosseno de um angulo entre duas direcoes (c).

O angulo entre [AA'] e [CC’] é 0 mesmo que entre [OA”] e [OC”]. Dado que A” = (a' —a,b’ —b)
e (" = (d —¢,d —d), se d for o angulo entre [AA'] e [CC’] tem-se:

(@ —a)(d —c)+ (b = b)(d —d)
V@ —a)2+ O —=0b)2-4/(c —c)2+ (d —d)?

130 . é utilizado para realcar a multiplicacio de fatores.

cosf =
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Esta formula permite obter o cosseno de um angulo entre dois segmentos orientados™. Se A
fosse o ponto inicial do primeiro segmento e C' do segundo, o angulo entre eles seria o suple-
mento de # e o cosseno mudaria de sinal.

1.4.7 Equacoes que definem uma reta no plano

o Conceito matematico estudado em Geometria no Plano e no Espaco | - 10° ano «

e y=ax+b; a+#0ebs#0 (equacdo reduzida)

Dado o ponto P = (x,y) no plano, y = ax + b se, e so se, P pertence a reta r que tem
inclinacao (ou declive) a e interseta o eixo Oy no ponto (0,b), de ordenada b. Este tipo
de equacao representa retas que nao sao paralelas ao eixo Oy, isto é, retas que nao sao
verticais.

A inclinacdo de uma reta nao vertical é dada por:

_ Y2y
T2 — T

a

onde (z1,y1) € (x2,y2) sdo pontos de r com abcissas distintas x; e x,. Este nimero a é o
mesmo, nao importa que pontos (x1,y1) € (2, y2) se tomem sobre a reta r (com z; # x2)
pois é a tangente do angulo o que o eixo Ox forma com a reta r.

Yo [T s

Ya freeeeees .

1 X2

Figura 1.15: Grafico da reta y = az + b.

A reta r é o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que y = ax + b, isto significa que r é o
grafico da funcdo afim f : R — R dada por f(z) = ax +b.
cy=0bb#0

E a reta formada por todos os pontos P = (z,b), ou seja, € a reta paralela ao eixo Oz e
que interseta o eixo Oy no ponto (0,b).

“Um segmento de reta diz-se orientado quando se escolheu um dos pontos extremos para ser o inicio
do segmento de reta e outro para designar o fim do mesmo.
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e y=ax;a#0

Representa uma reta com inclinacao a e que passa na origem O = (0,0) do referencial, r
é o grafico de uma funcdo linear f : R — R dada por f(x) = az.

car+by=c;a#0eb#0

O conjunto dos pontos P = (x,y) cujas coordenadas satisfazem a equacéo ax + by = c €
uma reta, pois esta equacao equivale a:

_a, ¢
Y=73" 7%

A equacéao da reta é fundamental para a resolucao de problemas de Geometria por métodos
analiticos.
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1.4.8 Equacao da circunferéncia

o Conceito matematico estudado em Geometria no Plano e no Espaco | - 10° ano ¢

A circunferéncia de centro A = (a,b) e raio r > 0 é o conjunto I" formado pelos pontos P = (z,y)
tais que d(A, P) = r. Assim, P = (z,y) pertence a I se, e sd se:

d(A,P)=r

s /(r—a)2+(y—b2=r

@ (@—af +(y=b? =

Esta € a equacao da circunferéncia.

(@ =a)f +(y—b? =12

Figura 1.16: Circunferéncia.

No caso particular em que o centro da circunferéncia € a origem O = (0,0), a equacdo assume

a forma simplificada:

22 +y?=r
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1.4.9 Distancia de um ponto a uma reta

Nos programas portugueses de Geometria este conceito ndo é abordado. E aqui inserido para
sustentar a apresentacdo do cdlculo da drea de um triagngulo, no ponto 1.4.10, também de uma
forma diferente da que é ensinada em Portugal. SGo abordagens que, ndo sendo lecionadas no
curriculo portugués, constituem uma mais-valia pois enriquecem a formacdo do professor.

OO0

Sabendo a formula de calculo da distdncia entre dois pontos e a equacao da reta, determinamos
a distancia de um ponto a uma reta.

Para determinar a distancia de um ponto a uma reta determinemos primeiro a distancia entre as
retas paralelasr : ax+by = cer’ : ax+by = ¢’. Ambas sdo perpendicularesaretat: bx—ay = 0,
que passa pela origem e as interseta nos pontos P e () respetivamente. As coordenadas desses
pontos sao obtidas resolvendo os sistemas:

p: ar+by=c o Q ar +by=c
bx —ay =0 bx —ay =0
Obtém-se:
ac be ac’ bc!
P=(———,—— e =,
(a2+b2’a2+b2) @ (a2+b2’a2+b2)
y
.
Ny
.
\\ = a4+ by = J
\7\(1:1: +by=c
X
Ny
N
Ny
t:br—ay=0 \\\
\\\\

Figura 1.17: Distancia entre duas retas.
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A distancia entre as duas retas dadas, r e 7/, € a distancia entre os pontos Pere Q e r':

ac ac \? be
d(P.Q) = \/<a2 02 a2+b2) - (a2+b2 a2 +b2>

N\ 2 be — be! _ 2 b2 N2
wr) =y (55) + (55 o - ok e
2 b2 _\2 _
)= [T - <;sz -
_ | — |
d(PvQ) - \/m

Para calcular a distancia do ponto P = (z,40) a reta r definida por ax + by = ¢, observamos
que a reta paralela a r passando por P tem a equacao ax + by = ¢/, onde ¢’ = axy + byg, € que
a distancia de P a r é igual a distancia entre essas duas retas paralelas.

v ax +by = = axo+ by

rar+by=-c

Figura 1.18: Distancia de um ponto a uma reta.

Assim, a distancia do ponto P = (g, o) a reta az + by = c é dada por:

lazo + byo — ¢|

Wor) == e
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1.4.10 Area de um triangulo

o Conceito matematico estudado no 6° ano (2° ciclo) ¢

Os tridngulos sd@o figuras bdsicas da Geometria: a resolucdo de quase todos os problemas de

Geometria elementar passa pela comparacdo de dois ou mais tridngulos; e a demonstracéo de

certas propriedades fundamentais em Geometria é feita considerando tridngulos adequados.
Paulo Ventura AraGjo [[1, 18]

OO0

O NPMEB referencia a aprendizagem do calculo da area de um triangulo no curriculo do 2° ciclo
base x altura

2

Apresenta-se aqui outra forma de calculo da area de um triangulo utilizando as coordenadas
dos vértices do mesmo. Note-se, também, que no Seminario | é utilizada a formula de Herao
para determinar a area de um triangulo sabendo o seu perimetro. Temos assim varios métodos
analiticos para o mesmo objetivo geométrico.

do Ensino Basico, sendo aplicada a férmula: Area, =

OO0

Consideremos um tridangulo [A; A2 A3] em que o vértice A3 = (0,0) é a origem. Sejam A; =
(a1,b1) € Ay = (az,bs). Suponhamos que o lado [A4; A3] ndo é vertical, isto é, que a; # 0. Seja
[A1A43] a base do triangulo.

As(@yby)

Ay=(@yby)

A3

AAs iz —ay =10

Figura 1.19: Altura de um triangulo.

A distancia de A, até a reta A; A3 € a altura de AA;4,43;. Como a equacdo da reta 4,43 é
bix — a1y = 0 temos:

d(A1, Az) = +/af +b]

e
bias — ab
d( Ay, A Ag) = ‘122712*2
bi + (—a1)
logo,
dreade Ay Ay Ay — S/aZ 13 x Lra2 —arbal
2 b7 + (—a1)?

, 1
area de NA1 A A3 = §|a1b2 — a2b1|
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No caso geral, consideremos um tridngulo [A; A A3] onde os vértices A, = (a1, b1), As = (az, bs)
e Az = (as,bs) sdo pontos quaisquer. A partir da origem O tracamos os segmentos OP e OQ,
respetivamente equipolentes a [A34;] e [A345], logo P = (¢1,d;) € @Q = (c2,d2), com

¢, =ay —ag, dp = by —bsg, co = as —az, doy = by — bs.

0 triangulo [OPQ] é congruentel ao tringulo [A; A, A3].

Figura 1.20: Triangulos congruentes.

Assim, vem:
area de AA, A, A3 =area de AOPQ = % |erds — eady |
ou seja,
areade AA1AsAs = |(ay — a3z)(by — b3) — (az — a3)(by — b3)|

Esta é a formula para obter a area de um tridngulo qualquer, dadas as coordenadas dos seus
trés vértices.

Spelo critério LLL dois tridngulos sdo congruentes se os trés lados de um forem congruentes aos trés
lados do outro.[{1, 18]
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1.4.11 Problemas

Com o intuito de mostrar a aplicacdo de alguns conceitos de Geometria Analitica, incluem-
se quatro problemas retirados do livro A Matemadtica do Ensino Médio - Geometria Analitica
Plana [24]. Para os problemas 1 e 4, apresenta-se uma resolucdo de forma analitica e outra
recorrendo simplesmente a Geometria Euclidiana. Dependendo do objetivo que se pretende
com o problema e do ano de escolaridade a que se quer aplicar, também a resolucado pode ter
um cariz analitico ou sintético.

Problema 1) Prove que a soma dos quadrados dos lados de um paralelogramo é igual a soma dos
quadrados das suas diagonais. [24, Problema 10]

Resolugao 1: Vamos resolver o problema de forma sintética (sem recorrer ao uso de coordena-
das).
(da minha autoria)

Objetivo do problema: Promover a utilizacao do Teorema de Pitagoras.
Aplicdvel a partir do 9° ano.

Comecemos por construir o paralelogramo [ABC D] como na figura [1.21.

a d,

w ¢
8
-

A T b—x

Figura 1.21: Paralelogramo (a).

Apliquemos o Teorema de Pitagoras aos triangulos [ADE], [BDE] e [ACF].

NADE — a® = 2% + h? (1)

ABDE — d} = (b—1x)* + h? < d} = b* — 2bx + 22 + h? (2)

NACF > d3=(z+b—x+2)> +h? < d}=(z+b)?*+h? < d}=2%+2bz + b+ h%(3)
Somando (2) e(3) vem:

d? +d} =% —2bx + 22 + h% + 2% + 20z + b2 + h? < d? + d3 = 20 + 2(2? + h?),

por (1) temos:

d? + d3 = 2b* + 24

ou seja,

20% + 2a% = d? + d3.

A soma dos quadrados dos lados de um paralelogramo € igual a soma dos quadrados das suas
diagonais. c.q.d.
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Resolucao 2:
0 mesmo problema, agora com uma resolucdo analitica, com recurso a coordenadas.
(da minha autoria)

Objetivo do problema: Promover a resolucdo de problemas geométricos de forma analitica.
Aplicavel a partir do 10° ano.

Al(0,0) z b b+

Figura 1.22: Paralelogramo (b).

Dado o referencial cartesiano Ozy consideremos o paralelogramo [ABC D] como na figura.
Os vértices de [ABCD] tém as coordenadas:

A =(0,0)
B = (b,0)
C=(b+uzh)
D = (z,h)

Pretende-se demonstrar que:
20 + 202 = d? + d?

Aplicando a formula da distancia entre dois pontos (p. 29) temos:
a=d(A,D) =+/z2+ h?

dy =d(A,C) =+/(b+x)?+ h?
dy = d(B,D) = 1/(b—2)2 + (0 — h)2

Logo,

202 + 20% = d? + d?

< 2(vV22 + h2)2 + 2% = (4/(b+2)2 + h2)?2 + (1/(b— )2 + (0 — h)2)?
< 2@ +h?) +202 = (b+2)2 +h2+ (b—1x)% + h?

< 222 + 2h% +20% = b% + 20z + 2% + h? + b2 — 2bx + 2% + h?

< 222 4+ 2h% + 207 = 222 + 2R + 20 P. V.

c.q.d.
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Problema 2) O que representa a equacao: (z+y—3)3z—y—1)=07?
[24, Problema 33]

Objetivo do problema: Representar um conjunto de pontos do plano de forma algébrica.
Aplicdvel a partir do 10° ano.

Resolucdo:
(de acordo com [25, p. 283])

(x+y—3)Bx—y—1)=0
cr+y—3=0v3r—y—1=0
sy=3—-—zvy=3r—1

Logo, a equacao (z +y — 3)(3z —y — 1) = 0 representa o conjunto dos pontos do plano formado
pela reuniaodasretasy =3 -z ey =3z — 1. ]
como podemos observar na figura i.23.

b:y=3x-1

Figura 1.23: Retas concorrentes
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Problema 3) Seja # o menor angulo formado pelasretay =azx +bey =a'z +b'.
a—a
1+ad|

Mostre que tanf = ‘
[24, Problema 36]

Objetivo do problema: Recordar/aplicar o conceito de declive de uma reta e utilizar a formula
da tangente da diferenca. Aplicdvel no 12° ano.

Resolucao:
(de acordo com [25, p. 284])

As inclinacoes (declives) a e o’ das retas dadas sao as tangentes dos angulos que cada reta forma
com o eixo Oz e § é a diferenca entre esses dois angulos ou o suplemento dessa diferenca (o
que for agudo entre os dois).

Seja o 0 angulo que a reta y = ax + b faz com Ox e seja 5 o0 angulo que areta y = o’z + ' faz
com Oz. Aplicando a formula da tangente da diferenca vem:

a—a
1+ aa’

tana —tanf |
1+tanatan3|

tanf = [tan(a — )| = ‘

c.q.d.

y=a'x+b'
\

Figura 1.24: Tangente do menor angulo entre duas retas.
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Problema 4) Calcule o raio da circunferéncia inscrita num triangulo retangulo cujos catetos
medem b e ¢. [24, Problema 52]

Resolucao 1:
Resolucdo por métodos analiticos.
(de acordo com [25, p. 287])

Objetivo do problema: Promover a utilizacdo de conceitos de Geometria Analitica na resolucao
de problemas (utilizagcdo da equacdo de uma reta e da expressao que define a distancia de um
ponto a uma reta). Aplicdvel a partir do 10° ano.

Consideremos um sistema de coordenadas no qual o vértice do angulo reto é A = (0,0) e os
outros dois vértices sdo B = (b,0) e C = (0,¢). Os lados do tridngulo [ABC] sdo tangentes
a circunferéncia inscrita, logo o centro da mesma é o ponto P = (z,z), tal que a distancia
d(P,BC) = z.

Figura 1.25: Raio da circunferéncia inscrita num triangulo (a).

Y

Como a equacao da reta BC é % + = =1, tem-se:
C
fi
d(P,BC) = —b__c
1\* (! 2
b c
Como o ponto P esta abaixo da reta BC vem:
= (52)
d(P, BC) = b __c
1 2 . 1 2
b c

Resolvendo a equacao d(P, BC) = x, temos:

be
r=
b+ c+ Vb2 + 2
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Resolucao 2:

Resolucao com base na Geometria Euclidiana, sem recurso a um sistema de coordenadas. Enquadra-
se na forma de resolucao dos problemas de Sangaku apresentados no Seminario I.

(da minha autoria)

Objetivo do problema: Promover a resolucao de problemas de Geometria com recurso a concei-
tos matematicos estudados no 3° ciclo do Ensino Basico (critérios de semelhanca de triangulos,
bissetriz de um angulo, circunferéncia inscrita num triangulo, reta tangente a uma circunferén-
cia, Teorema de Pitagoras). Aplicavel a partir do 9° ano.

Consideremos um tridngulo [ABC] e a circunferéncia k nele inscrita, de raio z.

Figura 1.26: Raio da circunferéncia inscrita num triangulo (b).

Seja P o incentro de A[ABC], centro da circunferéncia k, ou seja é o ponto de intersecdo das
bissetrizes dos angulos internos de AABC.

Sejam G, H e I os pontos de tangéncia da circunferéncia k¥ com os lados de AABC.

Como [PG] e [PI] sao raios da circunferéncia k, PG = PI = z (1).

[PG] L [BG] e [PI] L [BI], pois o raio da circunferéncia é perpendicular a reta tangente a
mesma, no ponto de tangéncia. Assim, PGB = PIB (2).

PBG = PBI (3), uma vez que P € h e h é bissetriz de ABC.

Logo, tendo em conta (1), (2) e (3) e pelo critério LAAS: APBT e APBG sao congruentes.

Do mesmo modo se conclui que APAH é congruente a APAI e APCH é congruente a APCG.

Peloque, AH = Al =2; IB=BG =b—2;CH=CG =c—=.

®Congruéncia do angulo adjacente ao lado e congruéncia do angulo oposto ao lado.
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Aplicando o Teorema de Pitagoras temos:

BC® = 4B + AC”
<s[b-—2)+ (c—2)* =+
< (b+c—22)% =02+ 2

Sb4c—2r=+vb% +c?

bt c— Vb 4 2
- 2

<> T

Supondo que b = 4 e ¢ = 6 vamos determinar x pela formula obtida por métodos analiticos,

resolucao 1, e pela formula obtida por aplicacao de Geometria Sintética, resolucao 2.

1) Aplicando a férmula obtida na Resolucdo 1 vem:

be

r=_—
b+ c+ Vb2 + 2
4x6

T A6+ 462
24

Sr=—Ho
10 + /52
24
ST IDTE]

<> T

T~ 1,394

2) Aplicando a formula obtida na Resolucao 2 vem:

. b+c—Vb?+c?

2
446 —+/4%2 +62
<> T = 9
10 — /52
Sr=—F7
2
oy 2789
2
T~ 1,394

Dois métodos de resolucdo, o mesmo resultado.
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1.5 O poder da representacao geométrica

A representacao geométrica de conceitos algébricos é um facilitador inequivoco da aprendiza-
gem. A visualizacdo geométrica promove o desenvolvimento da argumentacdo, do pensamento
algébrico e da capacidade de resolucao de problemas.

Um conceito que ganhou uma nova dimensao com a sua representacdo geométrica é o de funcado.

Definicao: Sejam x e y duas vardveis representativas de conjuntos de numeros; diz-se que y é
funcdo de x e escreve-se:

y = f(x),

se entre as duas variaveis existe uma correspondéncia univoca no sentido z — y. A x chama-se
variavel independente, a y a variavel dependente.

A definicao analitica de funcao consiste em dar um conjunto de operacdes de modo tal que,
por meio delas, se possa fazer corresponder a cada valor a de x um valor b de y. Por exemplo,
y = 1022,

A definicdo geométrica de uma funcdo passa pela utilizacao do plano definido pelos dois eixos
cartesianos Oz e Oy de forma a fazer construces geométricas que definam correspondéncias
entre as duas variaveis, isto €, construcdes que definam funcdes y = f(x).

Assim, de toda a funcao, seja qual for o modo como é definida, podemos sempre construir a sua
imagem geométrica ou representacdo geométrica.

O conceito de funcao permite estabelecer uma correspondéncia entre as leis matematicas
e as leis geométricas, entre as expressoes analiticas e os lugares geométricos (conjuntos de
todos os pontos que gozam de uma mesma propriedade). [4, p. 130]

Esta relacdo permite uma traducao de leis analiticas em leis geométricas estabelecendo uma
unificacdo entre dois campos, o analitico e o geométrico.

Nesta unificacdo, realizada de ha trés séculos para cad, reside um dos factos mais drama-
ticos, mais importantes e mais profundos da historia do Conhecimento. [4, p. 131]

Outro conceito que ganhou projecdo com a sua representacao geométrica € o de numero com-
plexo. A propoésito da importancia da representacdo geométrica dos nimeros complexos, Bento
de Jesus Caraca (1901-1948) refere que os niUmeros complexos foram mal aceites durante muitos
anos e apenas admitidos como expediente de calculo, sem "dignidade numérica” e que esta so
foi reconhecida quando se conseguiu uma "realizacao visual” dos mesmos. [38, p. 76]
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1.6 Sintese

0 pensamento algébrico e o pensamento geométrico devem ser desenvolvidos desde o inicio do
percurso escolar. O pensamento algébrico abrange toda a Matematica e envolve as capacidades
de abstracéo, representacao simbolica e generalizacao, bem como a exploracdo e modelacao de
situacdes com recurso a linguagem algébrica. O pensamento geométrico tem a ver com a forma
como sao estabelecidas habilidades e a compreensao geométricas. Dado que a Geometria tem
como referenciais o raciocinio espacial e o seu conteldo especifico, &€ necessario compreender
ambos os aspetos para promover o desenvolvimento do pensamento geométrico nos alunos. Os
programas de Matematica apresentam orientacdes onde a Algebra e a Geometria estdo presentes
ao longo dos varios anos do Ensino Basico e do Ensino Secundario. Os contelidos e as metodologias
de ensino propostas vao no sentido do desenvolvimento equilibrado e integrado destas duas
formas de pensar matematicamente.

Em Portugal, a Geometria ganhou um novo impeto com o NPMEB, que da enfase a visualizacao
e a compreensao de propriedades de figuras geométricas, essenciais para o desenvolvimento
do sentido espacial. O NPMEB salienta ainda que o trabalho em Geometria é de particular
importancia para o desenvolvimento da argumentacao e do raciocinio matematicos.

0 pensamento algebrico e o pensamento geométrico estdo claramente presentes e em simbiose
na Geometria Analitica. Esta carateriza-se pelo estudo da Geometria por meio de um sistema de
coordenadas e dos principios da Algebra e da Andlise e contrasta com a abordagem sintética da
Geometria Euclidiana, em que é utilizado o raciocinio dedutivo a partir de axiomas e teoremas
para obter proposicées verdadeiras. A Geometria no Plano e no Espaco surge como Unidade
Didatica nos 10° e 11° anos, do programa de Matematica A e os seus conceitos sao utilizados nou-
tras unidades de aprendizagem, nomeadamente, Funcées, Introducdo ao Cdlculo Diferencial, e
Trigonometria e Numeros Complexos.

Por outro lado, a Geometria Analitica € o fundamento das areas mais modernas da Geometria,
incluindo Geometria Algébrica, Diferencial, Discreta e Computacional, sendo muito utilizada na
Fisica e na Engenharia. Em geral, o sistema de coordenadas cartesianas é usado para manipular
equacobes para planos, retas, curvas e circulos, geralmente em duas dimensdes - Geometria
Analitica no Plano. A Geometria Analitica ensinada nos programas escolares pode ser explicada
de uma forma mais simples: ela diz respeito a definicao e representacdo de formas geométricas
de modo numérico e a extracdo de informagcao numérica dessa representacao.
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Capitulo 2
Seminarios de investigacao Matematica

2.1 Enquadramento dos temas

Os Seminarios de investigacdo matematica | e ll, elaborados durante este ano de Estagio, abor-
dam problemas cuja resolucdo envolve a aplicacao de conceitos algébricos e geométricos do 3°
ciclo do Ensino Basico e do Ensino Secundario.

A resolucao de equacdes para demonstracao ou obtencao de determinados resultados esta pre-
sente nos dois seminarios, como carateristica intrinseca do "fazer matematica".

O Seminario | - Desafios Matematicos nos Templos do Japdo tem por base o artigo Sangaku-
Desafios Matemdticos nos Templos do Japdo de Margarida Matias Pinto, publicado na revista
A Gazeta da Matemadtica em 2011 [29]. Apesar de serem parte de uma historia ja por muitos
esquecida ou até desconhecida, estes desafios matematicos vindos dos templos do Japao consti-
tuem um vasto rol de problemas que podem ser utilizados no ensino do curriculo de Matematica
dos dias de hoje.

0 Seminario | enquadra-se nos principios da Geometria Sintética/Euclidiana, uma vez que nao
sao usados sistemas de coordenadas.

A resolucao algébrica dos problemas apresentados neste seminario envolve os seguintes concei-
tos matematicos:

 Distancia de um ponto a uma reta. 8° ano

« Critérios de semelhanca de triangulos. 8° ano

 Critérios de congruéncia de triangulos. 8° ano

» Casos notaveis da multiplicacdo. 8° ano

» Teorema de Pitagoras. 8°, 9° ano

» Mediatriz de um segmento de reta. 9° ano

 Bissetriz de um angulo. 5° ano, 9° ano

» Reta tangente a uma circunferéncia. 5° ano, 9° ano

 Circunferéncia inscrita num triangulo. 9° ano

 Circunferéncia circunscrita a um tridngulo. 9° ano

» Trigonometria do triangulo retangulo. 9° ano

» Racionalizacdo do denominador. 10° ano

» Equacbes de 1° grau. 7° ano

» Equacgdes de 2° grau. 8° ano (eq. incompletas), 9° ano (eq. completas)

o Férmulas trigonométricas. 12° ano
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O Seminario Il - Algebra e Geometria com Tridngulos de Herdo tem por base os artigos: "Heron
Triangles and Moduli Spaces” publicado na revista Mathematics Teacher em 2008 [33] e o artigo
"Heron Triangles and Elliptic Curves” [39] do projeto Klein [4€], cuja traducao foi efetuada por
Elfrida Ralha e publicada na revista Gazeta da Matemdtica em 2010, com o nome "Os tridngulos
de Herdo e as curvas elipticas” [31].

Um problema de congruéncia de triangulos colocado por um grupo de matematicos americanos,
do projecto Focus on Math [41], conduziu a uma investigacao que envolve varios conceitos do
curriculo do 3° ciclo do Ensino Basico e do Ensino Secundario. Geometria e Algebra ajudam a
responder a questao:

Tridngulos com a mesma area e o mesmo perimetro sdo necessariamente congruentes?

0 nome triangulos de Herao surge pelo facto dos investigadores utilizarem, como ponto de
partida para o seu estudo, triangulos em que as medidas dos lados e a area sao definidos por
um ndmero racional.

As construcoes geométricas elaboradas para dar vida a este estudo seguem os principios da
Geometria Analitica.

Ao longo deste trabalho foram aplicados os seguintes conceitos matematicos do programa de
Matematica do 3° ciclo do Ensino Basico [30] e do Ensino Secundario [{13]:

« Critérios de semelhanca de triangulos. 8° ano

» Equacgdes (completas) do segundo grau e Férmula Resolvente. 9° ano

« Reta tangente a uma circunferéncia. 9° ano

* Bissetriz de um angulo. 9° ano

 Circunferéncia inscrita num triangulo. 9° ano

» Razbes trigonométricas no triangulo retdngulo. 9° ano

» Relacgdo entre seno, cosseno e tangente da amplitude de angulos agudos. 9° ano
« Continuidade de uma funcdo em pontos nao isolados do dominio. 12° ano

e Corolario do Teorema de Bolzano. 12° ano

» Funcao derivada. 12° ano

» Funcao segunda derivada. 12° ano

« Estudo da derivada e segunda derivada de fung¢des cubicas. 12° ano
« Estudo dos extremos de uma funcao. 12° ano

 Estudo do sentido da concavidade de uma funcao. 12° ano

» Seno, cosseno e tangente da soma (ou diferenca) de dois angulos. 12° ano
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2.2 Sangaku - Desafios Matematicos nos Templos do Japao

Sangaku sao tabuas de madeira pintadas com problemas matematicos, penduradas em templos
budistas ou outros edificios religiosos, serviam de oferta aos Deuses como forma de agradeci-
mento pela resolucao de problemas do dia a dia e como forma de publicar novos resultados
matematicos ou propor novos problemas.

0 livro Sacred Mathematics - Japanese Temple Geometry [19] apresenta uma narrativa histérica
de Matematica tradicional japonesa com a recolha de problemas de sangaku e é merecedor de
um olhar atento.

A maioria dos sangaku envolve problemas de Geometria Euclidiana nos quais circulos, triangulos,
quadrados, elipses, cones, cilindros se intersetam. Contudo alguns apresentam problemas algé-
bricos envolvendo a resolucao de equagdes polinomiais com duas ou mais variaveis. Seguem-se
imagens que nos mostram a beleza da Matematica nestas obras de arte.

Figura 2.1: Sangaku colocado no santuario Mizuho em 1800.

Figura 2.2: Sangaku colocado no santuario Dewasanzan em 1823.
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Figura 2.3: Sangaku colocado no santuario Sugawara em 1854.
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Figura 2.4: sangaku colocado no altar de Katayamahiko em 1873.



Dos oito problemas que figuram no Seminario | selecionam-se os seguintes:

Problema 1 | Um pequeno circulo de raio b esta posicionado no ponto de contacto entre dois
quadrados de lado 2b que por sua vez estao "assentes” na reta [. Um circulo maior de raio a é

tangente a reta [, ao quadrado mais préximo, e ao circulo pequeno. Determina a em funcao de

b. [19, p.101]

Este problema foi encontrado no santudrio Shimizu em 1828.

Construcao geométrica:

t=GP a=2(2+V2)b=2(2+V?2) x 2.629 = 17.954

Resolugao algébrica:
Seja a = OH o raio da circunferéncia maior e b = KN o raio da circunferéncia pequena. Seja

t = GP como se observa na figura.

Pelo Teorema de Pitagoras OK = 0Q  + KQ_ |« (a+b)? = (a—3b)2+(t+2b)% < a2 +2ab+b? =

a? — 2 x 3ab + 9b? + (t + 2b)? < 8ab — 8b? = (t + 2b)% (1).

Pelo Teorema de Pitagoras| OH~ = OR + HR |« a® = (a—2b)2+1% < a? = a>—2x 2ab+4b? +12

< dab— 4b2 = 12 (2).

Resolvendo conjuntamente as equagées de 2° grau (1) e (2) vem:  2t2 = (¢ + 2b)?

_ b+ /(4b)2 — 4 x (—4)b?
2
1++/2) x (1—+/2)

St —4bt -4 =0t

®t=2bi2b\/§t¢>0©t=2b+2b\/§
>

_ 2
_26(1 - (v2)?) 2

_ o M N
st=20(1++2) =t= s t = t_ﬁ_l
- 5 . A2 — 2b 252 o g — b
Substituindo ¢ na equacao (2) vem: 4ab — 4b _(\/5—1) b a = Vo172 +b
-y b - _b+b(3—2\/§)© _b+b(3—2\/§)x(3+2\/§)© -
CEam T T o T Boava) Brave) TLeT VAR
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Problema 2 | Consideremos um retangulo [ABCD], com AB > BC e um circulo inscrito no
mesmo de forma a tocar trés lados, [AB], [AD], e [DC]. A diagonal [BD] interseta o circulo
em dois pontos P e Q. Determina a distancia PQ em funcio de AB e BC. [19, p.114]

Este problema data de 1805 e foi encontrado no santudrio Suwa.

Construcao geométrica:

a=AB=16.86 /

Resolucgdo algébrica:

Seja [ABCD] um retangulo com a = AB, b = BC, a diagonal ¢ = BD e Z/BDC = 6.

Oraiodocirculoé_E=m=_P=g 1).
2 2 2 2
Pelo Teorema de Pitagoras | 0D = <g> + (g) < OD <g) + (g)
_ b —— /2
< OD = Z T j) D = Tb (2). Aplicando as razbes trigonométricas tem-se
oD
OH — 2
sin(45°—0) = O: < OH = sin(45°—0) x £b.
OD |por(2) 2

Pelas formulas trigonométricas sin(a — ) = sinacosf — cosfBsinc, logo

OH = [5in45°cos — cos45°sind] %ﬁb < OH = [\%case - \/Lismw} gb < OH = g (cost — sind).
Aplicando as razdes trigonométricas tem-se: OH = g (% — Z) (3).
Pelo Teorema de Pitagoras | OP = OH + HP |« HP = +\/OP — OH" S
por(l)e
2 2 2 (. p)\2 o 2 _ 2 — 12
TP (B) [0 (2 %] = 7P LR PZQ\/C a® +2ab— b
2 a\c c)|mFP>0 4 4 2 2 c?
Pelo Teorema de Pitagoras ¢ = a® + b?, logo HP = 2b v/ 2ab.
C
Como PQQ = 2HP tem-se: | PQ = g\/ .
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Problema 3 |0 AABC é equilatero. Areta s contém o vértice C. A circunferéncia O, com raio
r1 é tangente a BC, AB e s. A circunferéncia O, com raio r, é tangente a AC, AB e s. Mostrar
que quando s varia, r, + r, é constante e igual a altura do AABC. [21, p. 16]

Este problema pertence a um sangaku colocado no templo Fukusima em 1885.

Construcao geométrica:

P A M B P

r1+7r2=0,P+ O;P=CM =1.983 4 3.3 = 5.283

Observagdes:
E de notar a semelhanca na construcdo geométrica deste sangaku, de 1885, e o tridngulo e

respetivas circunferéncias exinscritas no Teorema de Feuerbach, de 1822 (pag. 16 deste rela-
torio).
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Resolugao algébrica:

Seja h = CM a altura do triangulo [ABC]. Seja r; o raio da circunferéncia com centro em O;.
Seja r, o raio da circunferéncia com centro em O,. Seja s a reta que contém C. N é o ponto de
intersecao da reta AB com a reta perpendicular a [BC] no ponto de tangéncia K e de intersecao

da reta AB com a reta perpendicular a [AC] no ponto de tangéncia L.

AABC é equilatero logo ABC = 60°°, como ZABC e /PBC sao angulos suplementares

PBC = 120°. (1)

Como AB e BC sao tangentes, a circunferéncia de centroem Oy, por Bentao| AO; KB e AO,PK sao congruentes

[, p.42-43], logo O, BK = O, BP e por (1) O, BK = 60°. Assim, O;BK = ABC = NBK = 60°
(2).

Como o raio é perpendicular a tangente a circunferéncia no ponto de tangéncia,

0, KB=NK B=90° (3).

[KB] é comuma AO;KBe ANKB (4).

Por (2), (3) e (4), pelo critério ALA,

ANO,1KB e ANK B sao congruentes

)

logo O, K = NK =1 (5).

Do mesmo modo se mostra que ‘ AO,LA e ANLA séo congruentes |, logo O,L = NL = 75 (6).

NAL=NBK=60° e ALN=NK B=90°, logo ‘ ANLA e ANK B séo semelhantes ‘

Pelas razdes trigonométricas| &% = sin60° |« NB = 2N = NB = %n (7)e| && = sin60°

AN = 2NL AN = 27, (8). AN + NB = AB =2 2r = AB
- 3 PO?G) \/§T2 ( ) + por(<8:;e(7) \/‘S’TZ + frl =
ri+ro = Y2¥AB| (9). Pelo Teorema de Pitagoras Ac’ = (AB)? 4+ h? = h? = ac’ - %32
e —AB - A & p = 4/3E = |h=LAB|(10). Por (9) € (10) | ry + 75 = LAB=h |

60



2.3 Algebra e Geometria com tridngulos de Herdo

2.3.1 Questao de partida

Se dois triangulos tiverem a mesma area e o mesmo
perimetro sao necessariamente congruentes?

Herado de Alexandria (75 d.C.) desenvolveu uma formula que permite determinar a area de um
triangulo através da medida dos comprimentos dos trés lados. [[10, p. 121].

Teorema 2 (Herdo). A drea de um tridngulo [ABC], com medidas dos lados a, b e ¢, é dada por

b . N .
A=/s(s—a)(s—b)(s—c), onde s = % € o semiperimetro do tridngulo.

Demonstracdo: Consideremos o triangulo [ABC] de lados a, b e ¢; a circunferéncia inscrita de
raio r e os angulos internos 6, 8 e A\. O é o incentro de AABC.

Pretendemos demonstrar que a area A de AABC é dada pela expressao:

A=+/s(s—a)(s—Db)(s—c) (2.1)
onde s = %M € o semiperimetro do triangulo.

Vamos comecar por demonstrar que:

Somando as areas dos triangulos [OBA], [OCA] e [OBC] temos:

b b .
A=g+;+gzr(6‘+2+0)=rs,ouse]a,.
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Como "os pontos de contacto das duas tangentes a uma dada circunferéncia tiradas por um
mesmo ponto exterior P estdo a mesma distancia de P" [[1], p. 43] temos:

CG=s5s—-cEB=s—beAE=s5—a (2.3)

Aplicando as razoes trigonométricas vem:

~ AT o 0
Dadoque6+9+)\—7renta022—<2+2>_

Pelas formulas trigonométricas do seno e cosseno da diferenca de dois angulos vem:

sin T_ A
tan(g—A): (% ) _ ! , logo:
cos (5 _ )\) tan \
tan <A> = tan [W — (5 + 9)] = 71
2 2 22 tan (6 + 0>
2 2
Aplicando a formula trigonométrica da tangente da soma de dois angulos temos:

S m 6 A 0 w & A
Domesmomodo,§=§—(§+§)e§=§_(§+§),
logo,
r(s—c+s—b)=(s—a)(s—b)(s—c)—r*(s—a) (2.8)
e

r(s—a+s—c)=(s—a)(s—b)(s—c)—r*(s—b) (2.9)
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Adicionando (2.7), (2.8), (2.9) e tendo em conta que 2s = a + b + ¢, concluimos que:

S

o \/(s—a)(s—b)(s—c) 2.10)

Assim, substituindo (2.10) em (2.2) temos (1.2), ou seja:

A=/s(s—a)(s—b)(s—c)
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2.3.2 0O conjunto dos triangulos com area e semiperimetro iguais

Para encontrarmos triangulos com a mesma area e o mesmo perimetro podemos:

« Definir o conjunto dos triangulos como o subconjunto de todos os ternos (a, b, c) € R? cor-
respondentes as medidas dos trés lados do triangulo. Note-se que nem todos os pontos em
R3 correspondem a um tridngulo; por exemplo, todas as coordenadas tém de ser positivas.

« Definir as coordenadas, no conjunto dos triangulos, usando a amplitude de angulos em vez
de comprimentos.

Todo o triangulo tem uma circunferéncia inscrita cujo raio r se relaciona com a area A e o
semiperimetro s da seguinte forma:

A=rs (2.11)

como ja vimos na demonstracao do Teorema de Herao.

A equacdo (2.11) diz-nos que se dois triangulos tém a mesma area e o mesmo semiperimetro,
entdo o raio da circunferéncia inscrita em cada um deles é igual.

A circunferéncia inscrita num triangulo pode servir para parametrizar o conjunto dos triangulos
com a mesma area e 0 mesmo perimetro.

Para parametrizar este conjunto de triangulos vamos considerar o triangulo [ABC], utilizar os
angulos formados pelos trés raios da circunferéncia inscrita, o, 3 e v (como na figura) e definir
s em funcao destes angulos.

"Os pontos de contacto das duas tangentes a uma dada circunferéncia tiradas por um mesmo
ponto exterior P estdao a mesma distancia de P" [{i], p. 43], logo,

AE = AG, BE = BF,CF =CGer=0FE =0OF =0G,
pelo que temos trés pares de triangulos congruentes (critério LLL):

AOAE e AOAG, AOBF e AOBE, AOCF e AOCG.

65



Consideremos AF = d.

Aplicando as razdes trigonométricas temos,
d

tan (%) = < d = rtan (%),

t n(g) b it n(g) sbh=rt n(9> +rt n(l)'

a. 9 = , = Trta B = T ta 9 T ta: 5 y
c—

tan g) rdc»c—d—rtan(g)@c—rtan(g)—l—rtan(g);

a=(c—d)+(b—d)©a=rtan(§> +rtan(%)

Logo,

1
s:i(a—kb—f—c)@

s=r <tan (%) + tan <§) + tan (;)) (2.12)

As equacoes (2.11) e (2.12) permitem-nos concluir que:

tan (%) + tan (g) + tan (%) = i (2.13)

(2.13) pode ser reescrita como uma equacao que define uma curva no plano:

a curva que parametriza todos os tridngulos com area A e semiperimetro s.

Seja x = tan (%), y = tan <§> ez =tan (%)

Com0a+ﬁ+7=2w,vem;=w—<§+§)e

z =tan (%) = tan (77— <g+§>) = —tan <Z+§>
tan (%) + tan (g) ety

férmulas Lrigonométricas (07 5 B 11—z )
1—tan (5) tan (2) Y

2

Seja k = Z (constante). A equacao (2.13) pode escrever-se como:

+ .
rry _ k, ou seja,
1—2xy

TH+y—

22y + xy® —kxy = -k (2.14)
que representa uma curva eliptica.
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Comoa+B+vy=2me0<a,fB,v < os pontos da curva (2.14) que representam um triangulo
de area A e semiperimetro s encontram-se numa regidao do plano onde z > 0, y > 0, 0 que em
termos de coordenadas se refere a pontos (x,y) ho primeiro quadrante.

e x =tan (%) ey =tan (g) satisfazem a equacao clbica (2.14) e determinam

:
o 3)
z an 9

« as solucodes desta equacao clbica no 1° quadrante correspondem as tangentes de dois dos
angulos definidos pela circunferéncia inscrita num triangulo e determinam a tangente do
terceiro;

« a circunferéncia inscrita parametriza, por sua vez, os triangulos com a mesma area e o
mesmo perimetro.
( como observamos na demonstrac@o do Teorema de Her@o)

A propoésito da equacgdo cUbica (2.14) ser uma curva eliptica, importa referir o seguinte :

« ¢é definida por uma equacao polinomial de 3° grau, de duas variaveis;
« éintersetada por uma linha reta em exatamente 3 pontos;

« as curvas elipticas ndo sdo elipses, mas surgem no estudo de uma classe especifica de
funcdes chamadas funcgées elipticas.

Observacao:

» 0 grau da equacao que define uma curva pode ser geometricamente interpretado como o
nimero de pontos em que uma linha reta interseta a curva.
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2.3.2.1 Da Geometria para a Algebra

O triangulo [ABC] determina o ponto () na curva eliptica 22y + zy? — 6.21zy = —6.21.

y
o
V Semiperimetro s = e +;+ € _ 494+ 9‘; +10.27 = ? =123

Formulade Herdio A = /s(s — a)(s — b)(s — ¢) = 1/12.3(12.3 — 4.94)(12.3 — 9.4)(12.3 — 10.27) = 23.13

Curva Eliptica

22y + xy® — 6.54xy = —6.54

x =3.92
y=1.54 k=
z=1.08

= 6.54

N

« Admitindo que procuramos triangulos cuja circunferéncia inscrita tem raio 1, as medidas
dos lados do triangulo sao, de acordo com os passos efetuados para obter a equacéo (2.12):

a=y+z,b=x+zec=zx+y,

onde,

xztan(%),yztan (g) ez =tan (%)
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2.3.2.2 Da Algebra para a Geometria

Seja s 0 semiperimetro de um triangulo AP, P,P; e A a area desse triangulo.

Consideremos a curva eliptica 2%y + xy? — kxy = —k (2.14), com k = 5—; eex,y, keR*,

Valores calculados com base no ponto P da
Curva Eliptica 2%y + zy® — 7.1lzy = —7.1
r=1.1
Lados do tridngulo:
6
x4y 5.6

=- =46
z Ty 25

y=15

Perimetro = 14.2

Semiperimetro = 7.1

Area =171

b (Semiperimetro)>  7.1%
N 1

- =——="71
Area 7

, . 2 . .
A curva eliptica 2%y + zy? — kxy = —k, com k = % e x,y,k € RT, parametriza o conjunto de
triangulos com a mesma area A e semiperimetro s.

Para cada valor de k encontramos uma infinidade de triangulos com a mesma area e o mesmo
perimetro que ndo sdo congruentes.
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2.3.3 Triangulos e Funcoes Cubicas

2.3.3.1 Da Geometria para a Algebra

Encontrar uma funcao cubica que parametriza
triangulos com a mesma area e 0 mesmo perimetro.

Consideremos o triangulo [ABC] de lados a, b, c € R*, com semiperimetro s e area A.

C

De acordo com a formula de Herao temos A% = s(s —a)(s — b)(s — ¢) € b = 25 — a — ¢, de onde,

A2 =s(s—a)(s—(2s—a—c))(s—c) (2.15)

Resolvendo em ordem a a através da formula resolvente vem:

2s — ¢ c? A?
= +4/— - 2.16
“ 2 T V4 s(s—c ( )
Para que o triangulo exista tem de se verificar:
C2 A2
— = = 2.17
4  s(s—c) 0 )

que se pode reescrever como:

flc) = —sc® +s%°c* —4A% >0 (2.18)
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f'(e) = —=3sc® + 2s%¢c
2, . ,
c=3s € um zero positivo de f’, logo,
. 2
f tem um extremo relativo ou local em ¢ = 35
f"(c) = —6sc + 25>

2 2
f//(gs) — —68(58) +2s2=-2s2<0

2, .
c=3s € ponto de mdximo local de f.

Temos,

2 2\* /2’ 2\° 2\°

= — = = _4A2:_ = 4 = 4_4A2
1(5) =) = (5) (5) ()

2 3
2 2 4 4
1(2) S (2) [ stmamz o |2 B gz m L g2
3 3 9 27 27

Por (2.18) f(c) = 0, em particular,

Pelo Corolario do Teorema de Bolzano:

se f é continua em [a,b] A f(a)f(b) <0 = 3r €la,b: f(r) = 0.

Consideremos f(c) = —sc? + s*c* — 4A% como em (2.18);

f é continua em [0, s] porque € uma funcédo polinomial.
Aplicando o Corolario do Teorema de Bolzano no intervalo [0, s] temos:

f(0)=4A2<OAf(§S) >0337’1€]0,§8[1f(7"1)209

f(s) = —s*+5*—4A2 <O A f <§5> >0=3ry € ]is,s[ : f(r2) = 0, pelo que r; e ry sdo duas

raizes positivas de f.
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2, L. ~
Como ¢ = 35 € um maximo local de f, entdo, f(c) = 0,Vc e [r1,72].
Assim e por (2.18):
Um triangulo com area A, semiperimetro s e um dos lados com medida ¢ € parametrizado pela

funcao clbica:
fle) = —sc® + s2c* — 442

Vee [r,72], com ¢, ry,ro € RT, sendo r; e ry raizes de f.

Consideremos os parametros A, a area, s, o semiperimetro de um triangulo [4,B;C] e seja ¢
a medida de um dos lados do mesmo. Os parametros A e s, juntamente com o lado ¢ permitem
determinar a medida dos outros lados, ver (2.16). Assim, os triangulos com area A e semiperimetro
s sao parametrizados pela funcao cubica f(c) = —sc® + s2¢? — 442,

Seja Ry = (x1,0) € Ry = (22,0), =1 e x5 sdo duas raizes positivas de f. Seja ¢ = lado. de
A A1 B;C; a abcissa do ponto C. Verifica-se que o triangulo [A4;B;C;] so fica definido para
Ve € [21, x2].

f¢) = —3TF 43T 2 —4.25 M = (2.47, 2.69)

lado, =2.4
C=(24,0)

Ry =(-1.18,0) R, 7 (1.99,0) , =(2.89,0)
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2.3.3.2 Da Algebra para a Geometria

Encontrar triangulos com a mesma area e o mesmo perimetro
a partir de uma funcao clibica

Consideremos agora, o conjunto dos triangulos com area A, semiperimetro s = 1 e lados a, b, c.
Substituindo s = 1 em (2.15) definimos a funcao g:
gla)=A2=1-c)1—-a)1-(2—-a—¢c)) = (1—-c)(-1+c+al2—c)—a?), onde c é uma

constante.

g (a) =0<1—c=0 (impossivel porque s = 1) v 2—c—2a=0<

2—c¢
5

g tem um extremo relativo em a =

g"(a) =2c—2

2 —
g’/< 2c> =2c—2<0(c<1umavezques=1)

2—c, L.
a= Tc € ponto de maximo local.

Temos, g (2;C> = (5)2(1—@.

Como g(a) = A%, entdo o valor maximo para A é %/1 — ¢, OU s€eja,

A< -+/1-c¢

oo

Entao,
todos os triangulos com area A, e semiperimetro s = 1 sao representados por um ponto

no primeiro quadrante do plano-(c, A), localizado sobre ou abaixo da curva:

A=_-+/1-c (2.20)
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Vejamos, agora, a representacao geométrica deste facto algébrico.
Seja Ay a area de um triangulo ASC,T, com semiperimetro s = 1 e ¢y a medida de um dos

lados. Por (2.18), f(c) = —¢® + ¢* — 4AF. Por (2.20) A = %x/l — ¢ maximiza a area de ASC,T.

O par (cg, Ao), tal que Ay < c50«/1 — ¢, identifica o ASCYT |.

Areta r interseta A(c) em R,, = (z1,Ap) € R, = (x2, Ao), T1 € x5 SA0 raizes positivas da funcao

clbica f(c).

Area
06
° ¢
’SC2” ST "CT’ Perfmetro Semiperimetro Area
ASC,T 0.69 043 0.87 2 1 0.15
° 0.5
T
lado,, = 0.87
lado, = 0.43

M = (0.67,0.19)

R =(0.38,%\15)

o
0.43: 0 P =(089,0.15)

R, = (0.38, §)

0.5 0.6 0.7 0.8 1
(0.43,0) C;=(0.87, G=(1,0)

0.
0
01
EE
W‘ftﬂf"—&n =2 C;=(0.69,0)
-0.

Oo,

4
1
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2.3.4 Resposta a questao de partida

Um problema com triangulos conduziu a um estudo muito rico pelos conceitos matematicos
que envolve. Triangulos com a mesma area e o mesmo perimetro ndo sdo necessariamente
congruentes. O conjunto de triangulos com area A e semiperimetro s, em que c € a medida de
um dos lados, pode ser parametrizado por:

2
, . ‘ . S
o curvas elipticas: 2%y + zy® — kxy = —k, com k = 1 ex,y,keRT;

« funcoes clbicas: f(c) = —sc® + s?¢? — 4A?, Ve € [r1,ra], com ¢,r1,72 € RT, sendo ry € 7y
raizes de f.
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2.4 Apreciacao geral

Os dois seminarios incidiram sobre problemas matematicos cuja resolucao envolve a aplicacao de
varios conceitos lecionados no 3° ciclo do Ensino Basico e do Ensino Secundario. Estes problemas
matematicos evidenciam a ligacdo intrinseca entre a Geometria e a Algebra e tém resolucées
que promovem o desenvolvimento do pensamento geométrico e do pensamento algébrico que,
como ja referimos na Capitulo |, sdo fundamentais para o sucesso na aprendizagem de Geometria
e do saber resolver problemas geométricos.

Os problemas de Sangaku, com triangulos, circulos, circunferéncias, entre outros objetos ma-
tematicos, numa interligacdo geométrica enaltecedora da Geometria, sdo "pecas” de arte que
motivam os alunos para a aprendizagem, promovem a criatividade e o gosto pela Matematica.

Um problema de congruéncia de triangulos foi o ponto de partida para uma incursao por varios
conceitos algébricos e geométricos. Equacdes, curvas elipticas, funcdes clbicas, derivadas,
extremos, continuidade, concavidade, surgem para dar resposta a uma questao, aparentemente
simples e que assim nos conduz pelo mundo fascinante da demonstracdo matematica.

E de salientar que a construcdo geométrica de problemas num ambiente de Geometria Dina-
mica foi fundamental para elaboracdo destes seminarios. As ferramentas de GM favorecem
o desenvolvimento da intuicdo geométrica, da capacidade de visualizagao e de retencdo dos
conhecimentos adquiridos, e constituem assim um excelente suporte ao ensino da Matematica.

79



80



Capitulo 3
Pratica de Ensino Supervisionada

3.1 Caraterizacao

A Prdtica de Ensino Supervisionada (PES) decorreu de 2 de setembro de 2013 a 30 de junho de
2014 na Escola Secunddria Campos Melo - ESCM, na Covilha.

A PES visa completar o que estabelece o Despacho n°38/R/2013 da UBI e o Regulamento Especi-
fico do Estagio Pedagogico do Departamento de Matematica da Universidade da Beira Interior,
para o ano letivo de 2013/2014, no que respeita as especificidades do 2° ciclo em Ensino da
Matematica no 3° ciclo do Ensino Basico e no Ensino Secundario, relativamente a Prdtica de
Ensino Supervisionada, genericamente designada por Estdgio ou Estdgio Pedagogico (EP).

A PES teve como orientadores:

Orientadora Cooperante: Prof? Maria Isaura Fazendeiro Mendes, docente na Escola Secunddria
Campos Melo e Coordenadora do Departamento de Matematica e Ciéncias Experimentais;
Orientadora Cientifica: Prof® Doutora Sandra Margarida Pinho da Cruz Bento, docente na UBI.

O Nucleo de Estagio foi constituido por:

Maria Cristina Fernandes Martins,

Manuel Teodoro Agostinho Feijao

e por mim, Regina Maria da Silva Tomé Guimaraes.

81



82



3.2 Inicio do Estagio Pedagogico

O EP teve inicio no dia 2 de setembro de 2014. O Nucleo de Estagio reuniu com a Orientadora
Cooperante que indicou quais as turmas que lhe estavam atribuidas:

Ano | Turma Programa Numero de alunos
9° B NPMEB [30] 24

12° A Matematica A [[13] 25

10° G Curso Técnico de Organizacao de Eventos - Curriculo adaptado 20

Nesta primeira reunido falamos também de:

- Critérios de avaliacao.

- Plano Anual de Atividades.

- Programas a lecionar em cada ano.

- Reunides a realizar para a planificacao anual e de curto prazo.
- Reunides a realizar: Geral, de Grupo e de Departamento.

- Horario para acompanhamento do EP.

3.3 Reunides

Durante o ano letivo estive presente nas reunides de Grupo (trés), de Departamento (sete) e
algumas de Conselho de Turma (nas de inicio do ano letivo e no final do 2° periodo, onde foi
discutida a avaliacdo dos alunos nas varias disciplinas). Mensalmente recebi as informacoes do
Conselho Pedagogico. Estas reunides permitiram um abrir de horizontes sobre o meio escolar,
em termos de planeamento, gestao de conflitos em sala de aula, dos processos de avaliacao,
da interacao com as outras disciplinas e da interacao com os pais, entre outros assuntos e
orientacoes.
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3.4 Pratica de Ensino Supervisionada

Durante o ano letivo lecionei nove aulas, cinco no 9°B, duas no 12° A e uma no 10°G, como se
descreve a seguir. A escolha dos temas para as aulas lecionadas, no 9°B e no 12°A, foi estabele-
cida pela Orientadora Cientifica, cujo objetivo foi a aproximacao dos conteldos a lecionar com
os temas dos Seminarios de Investigacao Matematica | e Il, do presente ano letivo (Capitulo 2).

A Orientadora Cooperante esteve presente em todas as aulas. A Orientadora Cientifica assistiu
as aulas aulas 2, 5, 6 e 7.

Aula 1
Data: 14.11.2013
Turma: 9°B
Unidade Didatica: Il - Funcoes
Topico Central: Funcdes do tipo y = az?, com a # 0
Sumario: Funcdes do tipo y = ax?, com a # 0 contexto geométrico.
Aula 2
Data: 18.11.2013
Turma: 9°B
Unidade Didatica: Il - Fungées
Topico Central: Funcdes do tipo y = az?, com a # 0
Sumario: Estudo das funcdes y = ax?, com a # 0, e analise do seu grafico.
Aula 3

Data: 11.12.2013

Turma: 9°B

Unidade Didatica: Il - Equacoes

Topico Central: Equacdes (completas) do 2° grau a uma incognita.

Sumario: Inicio do estudo de equacdes (completas) do 2° grau a uma incognita. Resolucdo de
exercicios de aplicacao.

Aula 4

Data: 20.02.2014

Turma: 9°B

Unidade Didatica: IV - Circunferéncia

Toépico Central: Bissetriz de um angulo.

Sumario: Bissetriz de um angulo. Resolucdo de exercicios de aplicacao.
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Aula 5

Data: 24.02.2014

Turma: 9°B

Unidade Didatica: IV - Circunferéncia

Topico Central: Circunferéncia circunscrita a um triangulo. Circunferéncia inscrita num trian-
gulo.

Sumario: Circunferéncia circunscrita a um triangulo. Circuncentro. Circunferéncia inscrita num
triangulo. Incentro. Resolucédo de exercicios de aplicacao.

Aula 6

Data: 31.03.2014

Turma: 12° A

Unidade Didatica: IV - Introducéo ao calculo diferencial Il

Topico Central: Segunda derivada e aceleracao. Segunda derivada e concavidade. Pontos de
inflexao.

Sumario: Funcéo derivada de segunda ordem ou segunda derivada. Interpretacéo fisica. Ace-
leracdo. Interpretacdo geométrica. Concavidade. Pontos de inflexao.

Aula 7

Data: 15.05.2014

Turma: 12° A

Unidade Didatica: Il - Trigonometria e Nimeros Complexos

Topico Central: Representacao geométrica e vetorial dos nUmeros complexos. Adicdo e multi-
plicacdo de nimeros complexos.

Sumario: Representacdo geométrica e vetorial dos numeros complexos. Coordenadas cartesia-
nas. Adicao e multiplicacdo de nimeros complexos. Interpretacao vetorial.

Aula 8

Data: 21.05.2014

Turma: 9°B

Unidade Didatica: IV - Trigonometria no Triangulo Retangulo

Topico Central: Relacoes entre razdes trigonométricas.

Sumario: Relacdes entre o seno, cosseno e tangente da amplitude de um angulo agudo. Relacao
fundamental da Trigonometria. Resolucdo de exercicios de aplicacao.

Aula 9

Data: 30.05.2014

Turma: 10° G

Curso: Técnico de Organizacao de Eventos

Moédulo: Programacao linear

Topico Central: Problemas de otimizacao

Sumario: Resolucao de um problema de otimizacao.
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3.5 Observacodes gerais sobre a PES

O trabalho de planificacao de cada aula foi acompanhado pela Orientadora Cooperante que
orientou para a melhor forma de apresentar e estruturar os conteldos a lecionar, corrigindo os
planos de aula, sempre que necessario, até estarem prontos para serem aplicados.

A Orientadora Cientifica assistiu as aulas 2, 5, 6 e 7, e validou os planos relativos a estas aulas.
Os restantes planos de aula foram também enviados para a mesma.

Todas as sugestoes dadas, quer pela Orientadora Cooperante quer pela Orientadora Cientifica,
foram tidas em conta e constituiram uma mais-valia na minha aprendizagem em termos de
planificacao.

A experiéncia da pratica letiva foi de um valor inestimavel para o progresso na minha aprendiza-
gem como futura professora de Matematica. A minha maior expectativa era a nivel da gestao da
sala de aula, mas, tomando as atitudes certas no momento oportuno, a gestao da turma acaba
por decorrer de uma forma natural. A maior dificuldade tem a ver com a gestao do tempo, pois
houve aulas em que o plano de aula nao foi cumprido na totalidade.

Criei diversos materiais para as aulas utilizando o software de Geometria Dinamica Geogebra,
o que facilitou a visualizacdo dos conceitos matematicos em estudo, fomentando o desenvol-
vimento do pensamento geométrico. Sempre que possivel fiz um enquadramento historico dos
temas apresentados. Quando apropriado, falei das relacdes entre os conceitos matematicos em
estudo e os contelidos estudados noutras disciplinas.

0 que de mais importante fica desta experiéncia: o plano é fundamental, ainda que por vezes
seja necessario tomar algumas opcoes estratégicas durante a aula; ha que dar atencao a todos os
alunos na turma, verificando se estao a acompanhar os contelidos apresentados e estimulando
a sua participacao na resolucdo de exercicios no quadro; é fundamental encontrar formas de
motivar os alunos para a aprendizagem, pequenos videos sobre o tema em questao e a utilizacao
de materiais de Geometria Dinamica sdo boas escolhas. A nivel dos contetdos ha que ter um
dominio sobre o curriculo dos varios anos letivos, para uma maior seguranca e determinacao
na apresentacao dos mesmos e no esclarecimento de duvidas que podem surgir. Ha que ter em
atencdo os documentos orientadores: programas, critérios de avaliacdo, metas curriculares,
exames, para que o ensino-aprendizagem va ao encontro do que é expectavel pelo Ministério da
Educacdo, em cada ano letivo. E importante o confronto entre varios manuais disponiveis para
o ano letivo a lecionar, tendo em conta que nem sempre 0s manuais estao em sintonia com a
linguagem utilizada nos documentos oficiais do programa.

Durante o ano letivo assisti a praticamente todas as aulas das trés turmas, 9°B, 10°G e 12°A.
Resolvi todas as fichas de trabalho e testes que foram dados aos alunos. Esclareci duvidas aos
alunos, em sala de aula, sempre que solicitado pela Orientadora Cooperante. Estabeleceu-se
uma boa empatia com todos os alunos.

Colaborei na correcao dos testes diagndsticos do 9°B. Vigiei o primeiro Teste Intermédio de 12°
ano, na turma 12°A, no dia 29.11.2013.
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O Nucleo de Estagio esteve empenhado nas seguintes atividades:

- elaboracao da planificacao anual do 9° ano;

- elaboracao da planificacao anual do 12° ano;

- participacao na planificacao anual do 10°G;

- participacao na planificacao de curto prazo do 9°, 12° e 10°G;

- participacdo na elaboracdo das matrizes dos testes, dos testes e dos respetivos critérios de
avaliacao;

- elaboracédo da matriz do teste do 12°ano, de 27 de marco, do respetivo teste, dos critérios de
avaliacao e da correcao.

O facto de acompanhar trés turmas, duas em anos de exames nacionais e uma do ensino pro-
fissional, proporcionou uma abrangéncia do "saber fazer" e "saber estar” em sala de aula. Cada
turma tem as suas especificidades e em cada uma delas houve que aplicar as metodologias que
permitissem uma melhor eficacia do ensino-aprendizagem. O acompanhamento, fora e den-
tro da sala de aula, da Orientadora Cooperante foi extremamente enriquecedor para a minha
formacao profissional.
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3.6 Planificacées

Planificar é tracar um caminho de forma a garantir o rumo da viagem em que embarcam pro-
fessor e alunos em cada aula. Se um marinheiro ndo deixa a terra sem um mapa, um professor
tem também de ter o seu mapa para agarrar o leme da aula com seguranca e poder alterar
sabiamente a rota se assim for necessdrio. A tripulacdo, os nossos alunos, esperam do seu
comandante sabedoria, seguranca, firmeza, flexibilidade e um bom plano é de facto impres-
cindivel para satisfazer estes requisitos.

Regina Guimardes

Apresento de seguida seis planificacoes, selecionadas de entre as aulas que lecionei, por serem
as que estao mais relacionadas com os contelidos matematicos abordados nos Seminarios | e ll,
e com o tema do presente Relatorio de Estagio.

Equacgdes, angulos, bissetriz, triangulos, circunferéncia, incentro, circuncentro, relagées
entre razées trigonométricas, relacao fundamental da trigonometria, derivadas, extremos,
concavidade, pontos de inflexado, estudo de funcées cubicas, coordenadas cartesianas, re-
presentacdao geométrica e vetorial de niumeros complexos, sao conceitos matematicos que
foram apresentados nas aulas cujas planificacdes aqui incluo.

Algebra e Geometria, lado a lado, tornam a Matematica um caminho de aprendizagem e des-
coberta. Por tras da Geometria ha um mundo algébrico de conceitos que nos revela niUmeros,
equacdes, funcdes que até um dia eram sé figuras. Com a Algebra ganha-se o suporte que ali-
cerca o que a Geometria confia aos olhos de quem a vé. E inegavel a simbiose entre estas duas
areas tao importantes do saber matematico que se entrelacam e complementam.

Indo ao encontro do que foi apresentado no Capitulo 1, o professor deve procurar incluir nas suas
planificacdes: exercicios ou tarefas que promovam o desenvolvimento do pensamento algébrico
e do pensamento geométrico. Tendo em conta a abrangéncia da Geometria, quer em termos dos
conceitos que lhe sdo prdprios, quer como suporte da representacao geométrica de conceitos
algébricos, € muito importante avaliar o nivel de desenvolvimento do pensamento geométrico
dos alunos. A aplicacao da Teoria do Desenvolvimento do Pensamento Geométrico dos van
Hiele é uma forma de fazer esta avaliacdo. Tomando atencao a desajustes nos niveis de desen-
volvimento do pensamento geométrico, o professor pode implementar acées adequadas e que
permitam aos alunos em causa atingir o nivel requerido para as situagdes de aprendizagem do
momento. Deste modo garantimos maiores possibilidades de sucesso no ensino-aprendizagem
do curriculo de Geometria em cada ano letivo.
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3.6.1 Planificacao Aula 3 < Equacoes - 9° ano

Unidade Didatica Il - Equacoes

Topico Central - Equacoes (completas) do 2° grau a uma incognita

Aulas n°: 57 e 58 Ano/Turma: 9°B
Duragéo: 90 min. Data: 11/12/2013
Sumario

Correcao do TPC. Inicio do estudo de equacdes (completas) do 2° grau a uma incognita.
Resolucao de exercicios de aplicagao.

Pré-Requisitos

- Resolver equacoes do 2° grau incompletas utilizando: a nocao de raiz quadrada, a decomposicao em
fatores e a lei do anulamento do produto.

- Recordar os casos notaveis da multiplicacao de binémios.

Materiais e Recursos
- Manual adotado: Novo Espaco Parte 1 - Matematica A 9° ano [8]
- Quadro
- Marcador
- Quadro interativo
- Computador para o professor
- Videoprojetor

- Apresentacao para projetar (Apresentacdo_Aula_3.pdf)

Objetivos

No final da aula os alunos devem saber:
- Identificar se uma equacao do 2° grau é completa ou incompleta.
- Representar uma equacdo na forma canonica.

- Resolver equacoes completas do 2° grau utilizando a nocao de raiz quadrada, a decomposicao em
fatores e a lei do anulamento do produto.

Competéncias transversais
- Desenvolver nos alunos a linguagem e pensamento algébricos.
- Compreender o conceito de funcao e ser capaz de o usar em diversas situacoes.

- Desenvolver a capacidade de resolver problemas, comunicar, raciocinar e modelar situacoes recor-
rendo a procedimentos algébricos.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

0 professor utiliza o ficheiro Apresentacdo_Aula_3.pdf para projetar informacao para os alunos.
Os exercicios foram retirados do manual adotado [8, p. 71,72,73].
Os exercicios resolvidos na aula serao corrigidos no quadro.

As indicacoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informacao que o aluno deve copiar para o caderno.

Quadro
Aulas n° 57 e 58 Data:11/12/2013

Sumario:
Correccao do TPC. Inicio do estudo de equacdes (completas) do 2° grau a uma incognita.
Resolucao de exercicios de aplicacao.

O professor inicia a aula com a correcao do TPC pelos alunos (exercicio 8. da ficha Equacées do 2° grau -

atividades diagnosticas).

Quadro

Resolugao do exercicio 8 da ficha de trabalho:

8.1
52=2?+42 <= 2B=2’4+16=25—-16=2’<=9=2’<zx=+/9<z=43,comoz >0, z=3.

8.2
2xV5)? =32+ edx5=3+1r"=20-3=0’=1T=2> <2’ =17 <z = +/17, como z > 0,
xr = 17.

8.3
52:x2+x2©25:2x2©m2:§©x:4_r §©:c:ii,com0x>0,x:
2 V 2 V2

Ehs
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0 professor faz uma breve abordagem historica referindo que:
A resolucao de equagdes tem a sua origem associada a necessidade de resolver problemas. Na Grécia

antiga recorria-se a técnicas geométricas para resolver equacoes do 2° grau.

Videoprojetor

« Da-se o nome de equacao do 2° grau a toda a equacao que se pode representar na forma:

az? + bz + ¢ = 0, forma candnica, em que a,b,c € R, com a # 0.

« Uma equacao é do 2° grau quando o termo de maior grau é do 2° grau (apds reduzir os termos

semelhantes).

EXEMPLO: Na equacdo 42> + 12z + 9 = 0, 4z € o termo de 2° grau, 12z éotermodegraule9éo
termo de grau zero. Esta equacao de 2° grau diz-se completa, tem termo de grau 2, grau 1 e grau
zero.

« Uma equacao do 2° grau do tipo az® + bz + ¢ = 0, com a # 0, diz-se completase b # 0 e ¢ # 0.

+ Uma equacéo do 2° grau do tipo az® + bz + ¢ = 0, com a # 0, diz-se incompleta se b = 0 ou ¢ = 0.

Videoprojetor

Representacao de equacoes incompletas do 2° grau:

esea#0;b=0ec=0

ax? =0

esea#0;b=0ec#0

az? +c=0

esea#0;b#0ec=0

az? + bz =0
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O professor propde a resolucao do seguinte exercicio do manual adotado [8, p. 71].

1. Representa cada uma das seguintes equacdes na forma canonica e indica se é completa ou incompleta.

1122z +3)=3z+1

1.2 z(“’: D_3
1.3 ”‘”3‘ %) 9y

Quadro
Resolucdo:

1.1

z(2x4+3) =3z +1
=202 +3x-3x—-1=0
=222 -1=0

Equacao do 2° grau incompleta, a # 0, b=0e c # 0.

1.2
z(z+1)
4
sl tr=12

=3

s’ +zr—-12=0

Equacao do 2° grau completa, a # 0, b # 0 e ¢ # 0.

1.3

z(z —5)
3

< 22 — 5r = 6z

=2z

22 —b5r—6x=0
<z —1lz=0

Equacao do 2° grau incompleta, a # 0, b# 0ec=0.
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[8, p. 71]
Quadro

Equacdes do tipo az® + ¢ = 0, com a,c # 0

Exemplo 1
Resolver a equacao:
322 —27 =0

Resolucdo:

322 -27=0

32 =2Mer?=9< =149
sr=13er=-3vr=3

C.S.= {-3,3}

Exemplo 2

A medida da area de um retangulo é 50. Qual é a medida do perimetro desse retangulo, sabendo que a

medida de um dos lados é o dobro da medida do outro lado?

Resolugao:

Se = = largura do retdngulo,

entdo 2z = comprimento do retangulo.
Sabe-se que = x 2z = 50, ou seja, 2z% = 50 .

Resolvendo a equacao tem-se:

202 =502’ =2 r=4VB o r=45<2r=-5vz=>5 comoz>0entdo, z = 5.

A largura do retangulo é 5cm e o comprimento € 2 x 5 = 10 cm.
Resposta: O perimetro do retangulo é 2 x 5 + 2 x 10 = 30 cm.

Videoprojetor

Uma equacao do tipo az® + ¢ = 0, como a, ¢ # 0 pode ter:
« duas solucoes simétricas;
« uma Unica solucdo (zero), se for do tipo =2 = 0;
« nenhuma solucao se a e ¢ tiverem o mesmo sinal.

[8, p- 72]
Quadro

Equacées do tipo az® + bz = 0, com a,b # 0

Exemplo 3
Resolve a equacdo 5% — 2z = 0

Resolugao:

522 — 2z = 0 vamos fatorizar (transformar num produto de fatores) o primeiro membro da equacao

< z(52 — 2) = 0 pela Lei do anulamento do produto
czrz=0vdr—2=0

scr=0vzr=—-

9 5
C.S-= {0, g}
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Exemplo 4
Resolve a equacéo (z + 1)? — 16 = 0.

Resolucdo:
Por decomposicdo em fatores: (z + 1) — 16 = 0

< (2 +1)% — 42 = 0 pelos casos notaveis de multiplicacio de binémios
s +1+4)(z+1-4)=0

< (z + 5)(z — 3) = 0 pela Lei do anulamento do produto
sz+5=0ve—-3=0

szr=-5vze=3

C.S.={-5,3}

Utilizando a nocao de raiz quadrada:

(z+1)2-16=0< (z+1)? =16
o (x+1)=+/16
sr+1=+4
scr+l=—4dvaex+1=4
oc=—4—-1vex=4—-1
sr=-5vaxr=3

C.S.={-5,3}

E de notar que a resolucdo utilizando a nocéo de raiz quadrada é mais simples e mais rapida.

Quadro

Uma equacao do tipo az® + bz = 0, com a,b # 0, tem duas solucdes sendo uma delas o zero.

Quadro

Resolve os exercicios 2.1, 2.2, 2.3 do manual p. 72

2. Considera a equacao (z + 3)? = 25.
Copia para o teu caderno e completa as seguintes resolucdes:

2.1

(z+3)% =25

= (z+3)2—...=0

< (z+3+..)(z+3—-...)=0
ST =..vE=..

2.2

(xr+3)%=25

e @+3)=/-v(@+3) =—/"
< ((x+3)=..v(@+3)=—.
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Quadro
Resolugao:

2.1

(x+3)%=25

= (x+3)2-52=0

< (x+3+5)(x+3-5)=0

sr=-8vr=2
C.S={-8,2}

2.2

(xr+3)%=25

< (+3)=v25v (z+3)=—25
s (z+3)=5v(x+3)=-5
sr=2vzr=-8

C.5= {—8,2}

Obs: A mesma equacao e duas formas diferentes de resolucao, 2.1 por decomposicao em fatores e 2.2
utilizando a nocao de raiz quadrada.

Quadro

Resolve os exercicios
4.2, 4.3, 4.5, 4.7 do manual p. 73

4. Resolve, se possivel, as equacoes incompletas do 2° grau.

4.2 * =13¢
4.3 -a’>+36=0
45322 +7=0

4.79—(z+2)*=0

Quadro

Resolugao:

4.2
A=18cec?-13¢=0c(c-13)=0ec=0vc—13=0sc=0vc=13

C.5={0,13}

4.3
-’ +36=0e —a’=-36<a’=36sa=+V36<a=16<a=-6va=6
C.S.={-6,6}

4.5
32 +7=0< 32° = 72" = 5 eq. impossivel em R.
C.5.=0

4.7
9— (242 =0e —(2+2)°’=-"9e z+2)°?=9ecz+2=4+/9ec2+2=43x+2=-3ve+2=3
sr=-3—-2ver=3—-2<zcz=-5Hvr=1

C.S.={-5,1}

97



Quadro
Resolve os exercicios
6.1, 6.3 do manual p. 73

6. Resolve as equacoes:
6.1. (z —3)°> +3=3(7 - 22)
6.3. (22 +3)(2z — 3) = 16

Quadro
Resolugao:

6.1.
(=32 +3=307T-22)=22>-624+9+3=21-6z<2>—-62+9+3—-21+6x=0<2+12-21=0
- 9=0er’=9cz=4+V9ez=43cx=-3vzr=3

C.S.={-3,3}

6.3.
(2x+3)(2x—3)=16@4x2—9=16©4m2=16+9©4az2=25©x2=4/24—5©x=ig
5

ST =—=VI= 5
575
CS.={-2, o}

Avaliacao

A availagao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula.

- Participacao durante a exposicao do tema.

- Colaboragao com o professor e com os colegas na resolucao dos exercicios propostos.
- Comportamento na sala de aula.

Referéncias
[7] [8] [26] [34]
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3.6.2 Planificacao Aula 4 < Circunferéncia - 9°ano

Unidade Didatica IV - Circunferéncia

Topico Central - Bissetriz de um angulo

Aula n°: 100 Ano/Turma: 9°B
Duracdo: 45 min. Data: 20/02/2014
Sumario

Bissetriz de um angulo.
Resolucao de exercicios de aplicagao.

Pré-Requisitos

- Nocao de distdncia de um ponto a uma reta.

Materiais e Recursos
- Manual adotado: Novo Espaco Parte 2 - Matematica A 9° ano [9]
- Quadro
- Marcadores
- Quadro interativo
- Computador para o professor
- Videoprojetor
- Geogebra
- Applets Geogebra: Aula4_dist_pont_reta.html, Aula4_bissetriz_1.html, Aula4_Ex31.html

Objetivos
No final da aula os alunos devem saber:

- Tracar a bissetriz de um angulo.

Competéncias transversais
- Desenvolver a visualizacao e o raciocinio geométrico e ser capaz de os usar.
- Compreender e ser capaz de utilizar propriedades e relacdes relativas a figuras geométricas no plano.

- Desenvolver a capacidade de resolver problemas, comunicar e raciocinar matematicamente em con-
textos geométricos.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

As indicacoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informacao que o aluno deve copiar para o caderno.

Quadro

Aula n° 100 Data: 20/02/2014

Sumario:
Bissetriz de um angulo.
Resolucdo de exercicios de aplicacao.

O professor pergunta aos alunos o que é a distdncia de um ponto a uma reta e recorda o conceito.

Videoprojetor

Distancia de um ponto a uma reta
€ o comprimento do segmento de reta perpendicular do ponto para a reta.

P
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O professor propoe a resolucao da seguinte tarefa.

Tarefa 8 - Exercicio 1 [, p. 26]

1. Na figura esta representado um angulo cujos lados sao duas se-
mirretas com origem no ponto V.

//

Reproduz a figura no teu caderno.

1.1. Traca uma circunferéncia de centro V. Designapor A e B os
pontos de intersecao dessa circunferéncia com os lades do
angulo.

1.2. Determina um ponte P, diferente de V', que pertenca ao
angulo e que esteja a igual distanciade A ede B

1.3. Traca a semirreta de origem em V e que passaem P.
Acabaste de tracar a bissetriz do angulo dado.

O professor acompanha a resolucao através do apllet Aula4_bissetriz_1.html.

Resolugao:
Videoprojetor

VP é a bissetriz de AVB
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Videoprojetor

Bissetriz de um dngulo é a semirreta que o divide em dois angulos congruentes, ou seja, € o lugar geo-

métrico dos pontos do angulo que estao a mesma distancia dos seus lados.

O professor propde a resolucio da seguinte tarefa. Tarefa 8 - Exercicio 2 [, p. 26]

2. Na figura est representado o angulo AVB, a bissetriz desse an-
gulo e um ponto P da bissetriz.

B
Ia) __‘/
=
’~/ I"
V ‘W‘H ;
“MHH‘H --:f
T
C ‘zh““
2.1. Justifica gue os tridngulos VCP e VPL sao congruentes.

2.2. Que relacdo existe entre as distdncias do ponto P a cada um
dos lados do angulo?

Resolucao:

Videoprojetor

2.1

Os triangulos [VCP] e [V PD] séo congruentes porque tém dois angulos congruentes /VCP = /VDP e
/CVP=/PVD, eolado [VP] é comum.

2.2

Dado que os triangulos [VCP] e [V PD] sao congruentes, os comprimentos dos lados [CP] e [DP] sao

iguais; logo, as distancias do ponto P a cada um dos lados do angulo sao iguais.
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O professor propde a resolucao do seguinte exercicio do manual adotado, [9, p. 28].

Exercicio 31

Constréi um angulo com 70° de amplitude e, com régua e compasso, traca a bissetriz desse angulo.

O professor mostra o apllet Aula4_Ex31.html explicando os varios passos da resolucao do exercicio.

Videoprojetor

Resolucéo:

31.

>

Avaliacao
A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula.

- Participacao durante a exposicao do tema.

- Colaboracao com o professor e com os colegas na resolucao dos exercicios propostos.
- Comportamento na sala de aula.

- Controlo do trabalho de casa na aula seguinte.

Referéncias
[9] [30]
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3.6.3 Planificacao Aula 5 ¢ Circunferéncia - 9° ano

Unidade Didatica IV - Circunferéncia

Topico Central - Circunferéncia circunscrita a um triangulo.

Circunferéncia inscrita num triangulo.

Aulas n°: 101 e 102 Ano/Turma: 9°B
Duracdo: 90 min. Data: 24/02/2014
Sumario

Circunferéncia circunscrita a um triangulo. Circuncentro.
Circunferéncia inscrita num triangulo. Incentro.
Resolucao de exercicios de aplicacao.

Pré-Requisitos

- Construcao e identificacdo dos lugares geométricos: circunferéncia, bissetriz de um dngulo e medi-
atriz de um segmento de reta.

Materiais e Recursos
- Manual adotado: Novo Espaco Parte 2 - Matematica A 9° ano [9]
- Quadro, marcadores, quadro interativo, computador para o professor, videoprojetor,

- Geogebra e Applets Geogebra:Aula5_mediatriz.html, Aula5_Circunferencia_Circunscrita.html, Aula5_Ex30.html,
Aula5_Circunferencia_Inscrita.html, Aula5_Ex33.html

- Ficha de trabalho: Ficha_Trabalho_Circunferencia_Triangulo.pdf

Objetivos

No final da aula os alunos devem saber:
- Desenhar a circunferéncia circunscrita a um triangulo.
- Identificar o circuncentro como o ponto de intersecao das mediatrizes dos lados de um triangulo.
- Desenhar a circunferéncia inscrita num triangulo.

- Identificar o incentro como o ponto de intersecao das bissetrizes dos angulos internos de um trian-
gulo.

Competéncias transversais

- Desenvolver a visualizacao e o raciocinio geométrico e ser capaz de os usar.
- Compreender e ser capaz de utilizar propriedades e relacoes relativas a figuras geométricas no plano.

- Desenvolver a capacidade de resolver problemas, comunicar e raciocinar matematicamente em con-
textos geométricos.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

As indicacoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informacao que o aluno deve copiar para o caderno.

Videoprojetor
Aulas n°: 101 e 102 Data: 24/02/2014

Sumario:

Circunferéncia circunscrita a um triangulo. Circuncentro.
Circunferéncia inscrita num triangulo. Incentro.
Resolucao de exercicios de aplicagao.

O professor pergunta aos alunos como se desenha a mediatriz de um segmento de reta e recorda o conceito.

Videoprojetor
- - A reta r € Mediatriz de [AB].
SO pr -7
)Ir\\
4 . . . . .
,/ N Mediatriz de um segmento de reta AB é o lugar geométrico
/; \ dos pontos do plano que estdo & mesma distancia de A e de B.
II \\
1 \
1 \
1
A : T B
\ 1
\ 1
\ 1
\ /
\ /
\ /7
\ /7
N 7
N 4
\R7
s - R\ ~

O professor propde a resolucao da Tarefa 1 da ficha de trabalho "Circunferéncias e Triangulos".

Tarefa 1:

1.1 Desenha um triangulo [ABC].

1.2 Traca as mediatrizes dos seus trés lados. Elas intersetam-se num ponto O, marca esse ponto.

1.3 Desenha a circunferéncia de centro em O e que passa por A.

1.4 Observa que esta circunferéncia passa pelos trés vértices do tridngulo. Explica porqué.

1.5 Se tivesses tracado somente duas mediatrizes, terias conseguido desenhar a circunferéncia anterior?

Explica a tua resposta.
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Resolugao:

O professor mostra o applet Aula5_Circunferencia_Circunscrita.html explicando os varios passos da reso-
lucao da tarefa.

Videoprojetor

A reta d é a Mediatriz de [AB].
A reta e é a Mediatriz de [BC].
A reta f & a Mediatriz de [AC].

O € o ponto de intersegdo das Mediatrizes dos lados do tridngulo [ABC

¢ é a Circunferéncia Circunscrita ao tridngulo [ABC].

¥ Mostrar mediatriz [AB]
¥ Mostrar mediatriz [BC]

W Mostrar Legenda I Mostrar 1.4 [~ Mgtrar texto dos conceitos I~ Mostrar 1.5

¥ Mostrar mediatriz de [AC]

O professor escreve a resolucao da alinea 1.4.

Quadro
1.4 A circunferéncia passa pelos trés vértices do tridngulo [ABC] porque o centro O é o ponto de inter-
secao das mediatrizes dos trés lados do triangulo (O é equidistante aos pontos A, B, C, por definicao de

Mediatriz).

O professor apresenta os seguintes conceitos.

Videoprojetor

A circunferéncia que passa pelos trés vértices de um triangulo
diz-se Circunferéncia Circunscrita ao triangulo
e o seu centro é o Circuncentro do triangulo.
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O professor escreve a resolucdo da alinea 1.5 e utiliza o applet Aula5_Circunferencia_Circunscrita.html
para mostrar, através da construcao, que para definir o centro da circunferéncia circunscrita basta tracar
as mediatrizes de dois lados do triangulo.

Quadro

1.5 Sim. Basta tracar as mediatrizes de dois lados do tridangulo [ABC] porque as mediatrizes dos trés lados

de um tridngulo intersetam-se no mesmo ponto chamado circuncentro do triangulo.

0 professor propoe a resolucao do seguinte exercicio [9, p. 25].

Exercicio 30:

Considera o triangulo [ABC] tal que:

e AB = 6cm
o /BAC = 40°
o« /COBA =T70°

30.1 Constroi o triangulo [ABC].
30.2 Constroi a circunferéncia circunscrita ao triangulo.

30.3 Determina a medida da amplitude do arco AB da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

Resolugao:
O professor mostra o apllet Aula5_Ex30.html explicando os varios passos da resolucao do exercicio.

Videoprojetor

O professor escreve a resolucao da alinea 30.3.
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Quadro

30.3 LACB = 180°—(40°+70)°= 180°—110°= 70°, logo, AB = 2 x 70°= 140°

O professor propde a resolucao da Tarefa 2 da ficha de trabalho "Circunferéncias e Triangulos".

Tarefa 2:

2.1 Desenha um triangulo [ABC].

2.2 Traca as bissetrizes dos angulos internos do triangulo [ABC]. Elas intersetam-se num ponto O, marca
esse ponto.

2.3 Desenha a circunferéncia que é tangente a um dos lados do tridngulo e cujo centro é o ponto O.

2.4 Esta circunferéncia é tangente aos trés lados do tridngulo. Explica porqué.

2.5 Se tivesses tracado apenas duas bissetrizes, terias conseguido tracar a circunferéncia anterior?

Explica a tua resposta.

Resolucéo:

O professor mostra o applet Aula5_Circunferencia_Inscrita.html, explicando os varios passos da resolucao
da tarefa.

Videoprojetor

AD é abissetrizde BAC

BE é abissetrizde ABC

CF é a bissetriz de ACB

O € o ponto de intersegdo das bissetrizes dos
angulos internos do tridngulo [ABC].

c é a Circunferéncia Inscrita ao triangulo [ABC].

¥ Mostrar bissetriz de #BAC

¥ Mostrar bissetriz de x ABC

™ Mostrar 2.4 ™ Mostrar texto dos consgitos ™ Mostar 2.5

¥ Mostrar bissetriz de ¥ACB ¥/ Ylostrar Legenda
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O professor escreve a resolucao da alinea 2.4.

Quadro

2.4 A circunferéncia é tangente aos lados do tridngulo [ABC] porque o centro O € o ponto de intersecao
das bissetrizes dos trés angulos internos do triangulo [ABC]. Assim, esse ponto esta a igual distancia dos

lados de cada um dos angulos do triangulo.

O professor apresenta os seguintes conceitos.

Videoprojetor

A circunferéncia que é tangente aos trés lados
de um triangulo diz-se Circunferéncia Inscrita num triangulo
e o seu centro tem o nome de Incentro do triangulo.

O professor escreve a resolucao das alinea 2.5 e utiliza o applet Aula5_Circunferencia_Inscrita.html para
mostrar, através da construcao, que para definir o centro da circunferéncia inscrita basta tracar a bissetriz

de dois angulos internos do triangulo.

Quadro

2.5 Sim. Basta tracar a bissetriz de dois angulos internos do triangulo [ABC] porque as bissetrizes dos

trés angulos internos do triangulo intersetam-se num ponto chamado incentro do triangulo.

O professor propde a resolucao do seguinte exercicio [9, p.28].

Exercicio 33:

33. Constréi um triangulo equilatero

33.1 Determina o circuncentro e o incentro do triangulo.
33.2 Repete a construcao para outros triangulos equilateros.

33.3 Atendendo aos resultados obtidos, estabelece uma conjetura para os triangulos equilateros.
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Resolugao:

O professor mostra o apllet Aula5_Ex33.html explicando os varios passos da resolucao do exercicio.

Videoprojetor

0O é o cincuncentro da circunferéncia c
circunscrita ao triangulo equilatero [ABC].

0, e o incentro da circunferéncia cy
inscrita no triangulo equilatero [ABC].

Num triangulo equilatero o circuncentro
incentro coincidem.

W Mostrar Circuncentro

W Mostrar Incentro W Mostrar conclus&o

™ Mostar objetos auxiliares na construgao

Avaliacao
A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula.

- Participacao durante a exposicao do tema.

- Colaboracéao com o professor e com os colegas na resolucao dos exercicios propostos.
- Comportamento na sala de aula.

Referéncias
[51 [91 [B0]
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3.6.4 Planificacao Aula 6 < Introducao ao calculo diferencial Il - 12° ano

Unidade Didatica IV - Introducao ao calculo diferencial Il

Topico Central - Segunda derivada e aceleracao.
Segunda derivada e concavidade.
Pontos de inflexao.

Aulas n°: 141 e 142 Ano/Turma: 12°A
Duracao: 90 min. Data: 31/03/2014
Sumario

Funcao derivada de segunda ordem ou segunda derivada.
Interpretacao fisica. Aceleracao.

Interpretacao geométrica. Concavidade.

Pontos de inflexao.

Pré-Requisitos
- Calcular o valor da derivada de uma funcao num ponto ou reconhecer que a funcdo nao é derivavel
nesse ponto.
- Interpretar o conceito de derivada do ponto de vista fisico e do ponto de vista geométrico.
- Caraterizar a funcao derivada usando, ou nao, as regras de derivacao.

Materiais e Recursos
- Manual adotado [37].

- Quadro ; marcadores; quadro interativo; computador para o professor; videoprojetor.

- Geogebra e applet Aula6_Funcao_1.html; ficheiro Apresentacao_Aula_6.pdf.

Objetivos
No final da aula os alunos devem saber:
- Calcular a segunda derivada de uma funcao usando, ou nao, as regras de derivacao.
- Interpretar a segunda derivada num ponto como a aceleracdo instantanea nesse ponto.

- Determinar o sentido da concavidade do grafico de uma funcao através do estudo da segunda deri-
vada.

- Identificar os pontos de inflexdao de uma funcao, onde o grafico muda o sentido da concavidade,
como os pontos onde a segunda derivada é zero e muda de sinal.

- Determinar os extremos de uma funcao através do estudo da segunda derivada.

Competéncias transversais

- Analisar situacoes da vida real, identificando modelos matematicos que permitam a sua interpreta-
cao e resolucao.

- Desenvolver a capacidade de encontrar estratégias adequadas para a resolucao de problemas e de
comunicar e raciocinar matematicamente.

- Desenvolver a visualizacao, o raciocinio geométrico e a capacidade de o usar.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

As indicacoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informacao que o aluno deve copiar para o caderno.

Videoprojetor
Aulas n°: 141 e 142 Data: 31/03/2014

Sumario:

Funcao derivada de segunda ordem ou segunda derivada.
Interpretacao fisica. Aceleracao.

Interpretacao geométrica. Concavidade.

Pontos de inflexao.

O professor comeca a aula apresentando a definicao de segunda derivada de uma funcao.

Videoprojetor
Funcédo derivada de 2* ordem ou segunda derivada.

Seja f uma funcao real de variavel real e seja f’(a) a sua derivada no ponto de abcissa a.

Definicao:
A derivada de f’ no ponto a chama-se segunda derivada ou derivada de segunda ordem de f no ponto a
e representa-se por f”(a):

Llath) - ['()

ou

desde que o limite exista.

Definigcao:
Se f’ é derivavel em todos os pontos de um conjunto C, (ou seja se f”(z) € R, Vz € C) pode definir-se em
C uma funcao que se chama segunda derivada ou derivada de segunda ordem de f e que associa a cada

ponto de C o valor da derivada de f’ nesse ponto.

f":C >R
x = f"(x)
, ) ) . 0,  d2f
Também se usam para representar a segunda derivada as seguintes notacoes D*f e el
XL
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O professor propde a resolucao do exercicio 399 do manual adotado, [37], alineas a) e c).

Exercicio 399 - pag. 187

Define a segunda derivada de:

a) f(z) = (22— 1)°

T
Quadro
Resolugao:
a)

f(z) = (22 —1)3) =322 —1)*(22 — 1) =32z — 1)> x 2 = 6(2z — 1)?

(ku)' = ku'’

() = (6(2z —1)%) =6 x 2(2x —1)(2z — 1)’ = 12(2x — 1) x 2 = 24(2x — 1) = 48z — 24

<)
(E)/ _ u'v—u.
v/ v2
(inx) = =
Inx ml
’ 4 _ ! -4 —

W(z) (i) _ @'lnz z(Inz) _ gz _ Inz—1

Inz (Inx)? (Inx)? (inx)?

" Inz -1\ (Inz—1)(nz)? — (Inz — 1)((inz)?)’
W) = ( (Inx)? ) - (Inx)*

1, 1
(Inz)'(Inz)? — (Inz — 1)(2lnz)(Inx)’ ;(lm) = (inz — 1)(2““”;)
(Inx)* B (Inx)*

Inz
T (inz —2(Inz — 1)) _nzx(lnz —2Inx +2) 2 —inx
(Inx)* N z(Inz)* -~ x(lnx)3

0 professor recorda que dada uma funcao f e a sua derivada f':

a velocidade instantdnea num ponto é o valor de f' nesse ponto.
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Interpretacao fisica.

Aceleracéo.

O professor apresenta a interpretacao fisica de segunda derivada.

Videoprojetor
Dada uma funcéo f e a sua derivada f’, quando a variavel independente é o tempo, a expressao:

f'(a+h) — f'(a)
h

representa a taxa média de variacdo da velocidade no intervalo [a,a + h] e chama-se aceleracdo média

no intervalo [a,a + h].

O seu limite quando h — 0, se existir, chama-se acelera¢do instantanea no ponto a.
Ou seja,

fl/(a) _ lsz/(a + h) _ f/(a)

X 3 = aceleragao (instantanea) no ponto a.
—0

O professor propde a resolucao do exercicio 415 do manual adotado, [37].

Exercicio 415 - pag. 200
A distancia percorrida por um paraquedista ¢ segundos depois de ter aberto o paraquedas é dada em metros,

aproximadamente, por:

d(t) = 25 + 6t — 25e 17"

Determina a aceleracao na queda, 3 segundos depois de se abrir o paraquedas (arredondada as centésimas

do metro).
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Quadro
Resolugao:

d(t) = 25 + 6t — 25 -7"

v(t) = d'(t) = (25 + 6t — 25~ 27 = 0+ (6t) — (25e™ 17 = 6 — 25(e~ 1T = 6 — 25e 717t x (—1,7Tt) =

6 — 25e 1T (=1,7) = 6 4 42,57

Ou seja, | v(t) = 6 + 42,5171 |,

a(t) = d'(t) = V' (t) = (6 + 42,5757 = 0+ 42,5(e™ ") = 0+ 42,5e7 7 x (—1,7t) = 42,5757 x
(=1,7) = =72,25 x ™17t

Ou seja, | a(t) = —72,25 x e” 17|,

Vem entdo, | a(3) = —72,25 x e~ 273 = —0, 44m/s>

Interpretacéo geométrica.

Concavidade.

0 professor propde a resolucao do seguinte exercicio.

Quadro

Exercicio 1:

Considera a funcéo f(z) = —z> + 32 + 9z + 5, de dominio R.
Calcula:

a) f(x)

b) f'(x)

Resolugao:
a) f'(z) = =32 + 6z + 9
b) f/(x) = —6x + 6

O professor refere que o exercicio 1 serve de ponto de partida para o estudo da concavidade do grafico de

uma funcado f a partir da segunda derivada f”.
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O professor mostra o applet Aulaé_Funcao_1.html com: a funcdo clbica f(z) = —a° + 32% + 92 + 5;
fl(x) = =322 + 62 +9; f"(x) = —6x + 6; a reta  tangente a f no ponto P e a reta s tangente a f' no

ponto D’ (f, f’, r e s podem ser “mostradas/ocultadas”).

O professor apresenta a interpretacdo geométrica de segunda derivada.

r:y=-17.44x\ 28.

s:y =18.8x + 22.64

Declive, = —17.44
f'(x(P)) = f'(—2.13) = —17.44

Declive; = 18.8
f"(x(P)) = f"(—2.13) = 18.8

Videoprojetor

Geometricamente, a segunda derivada de uma funcdo f no ponto de abcissa a € numericamente igual ao

declive da reta tangente ao grafico da funcao f’ no ponto de abcissa a.
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O professor apresenta o caso em que o grafico da funcao esta sempre acima de qualquer reta tangente.

ry=6.23x+4.44

Declive, = 6.23

£'(x(P)) = f"(—0.39) = 8.32

£0.39, 8.32)

Videoprojetor

Se num intervalo ]a, c[, do dominio de uma funcéo f, a curva do grafico da funcéo esta sempre acima de

qualquer reta tangente, diz-se que, em ]a, c[, o grafico tem a concavidade voltada para cima.

0 "estar acima de qualquer reta tangente" significa que a medida que = aumenta, a reta tangente a curva
vai rodando de tal forma que o seu declive vai sempre aumentando, assim f’ é crescente e a 22 derivada

f" é positiva em ]a, c[.
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O professor apresenta o caso em que curva do grafico da funcdo esta sempre abaixo de qualquer reta

tangente.

Declive, = 9.17

£/(x(P)) = f"(1.97) = —5.82

r:y=9.17x + 8.66
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40-

351

304

254

—2® +32% 1

s:y =-17xX 53.08

r: y\=-12.08x + 73.57
9 2\+ 5

P = (3.83, 27.26)

Declive, = —12.08
f'(x(P)) = f'(3.83) = —12.08

Declive; = —17
f’(x(P)) = f"(3.83) = —17

-5

-104

-154

-204

-254

-304

l+62+9

Videoprojetor

D' =|(3.83, -1408)

D"N(3.83, 47)

Se num intervalo ]c, d[, do dominio de uma funcéo f, a curva do grafico da funcao esta sempre abaixo

de qualquer reta tangente, diz-se que, em ]c, d[, o grafico tem a concavidade voltada para baixo.

0 "estar abaixo de qualquer reta tangente" significa que a medida que = aumenta , a reta tangente a curva

vai rodando de tal forma que o seu declive vai sempre diminuindo, assim f’ é decrescente e a 2° derivada

f" é negativa em ]c, d|.
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O professor apresenta o seguinte Teorema.

Videoprojetor

Teorema:
Dada uma funcao f duas vezes derivavel num intervalo Ja,b[, o grafico de f tem a concavidade virada

para cima, em Ja, b[, se

Vz €la, b, f'(z) = 0,
e tem a concavidade virada para baixo, em ]a, b[, se

Vz €a, b, f"(z) < 0.

Ou seja, a concavidade do grafico de f esta virada para cima ou para baixo, num dado intervalo, conforme

f' seja crescente ou decrescente nesse intervalo.

Pontos de inflexao.

Através do applet Aulaé_Funcao_1.html o professor apresenta o conceito de ponto de inflexdao de uma

funcao.
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Ny ry=12x+4
22 +9z2+5
Declive, = 12
f'(x(P)) =f(1) =12
Declive; = 0
,I_ — 4 Ponto de inflexao f'(x(P)) =f"(1) =0
IP=(1,16) siy=12
: D1, 12)
|
l
! X
s 7 % -5 -4 3 2 f o 1 2 4 8 9 10 11 12 13
D" =¥, 0)
_5_
_10_
_15_
_20_
_25_
_30_
_35_
fl(x) = =32 +62+9
Videoprojetor
Definigcao:

Se f € uma funcao continua num intervalo aberto I e derivavel em I (ou em I\{c}), dizemos que f tem

um ponto de inflexdo em c se o grafico de f muda o sentido da concavidade no ponto (c, f(c)).-

Teorema:

Videoprojetor

Seja f uma funcao com segunda derivada em todos os pontos de um intervalo aberto I. Seja c € I. Se

(c, f(c)) € um ponto de inflexdo do grafico de f, entdo f”(c) = 0.
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Videoprojetor

Notas:

i) Sendo f uma funcado continua num intervalo aberto, os pontos de inflexao sao:

« 0s zeros da 2° derivada onde ha mudanca de sinal, que correspondem as abcissas dos extremos de
15

« 0s pontos onde nao ha 22 derivada, mas existe 2* derivada numa vizinhanca a esquerda e noutra a
direita do ponto, com sinais diferentes (ou nula num deles).

ii) No ponto onde o grafico da funcdo muda o sentido da concavidade, ou seja, no ponto de inflexao, o
grafico da funcao é "atravessado" pela reta tangente.

n F
s !

' i .
I

iii) O anulamento da 2° derivada nao é condicéo suficiente para a existéncia de ponto de inflexao; tem de
haver mudanca de sinal.

iv) Pode ser ponto de inflexao um ponto onde nao ha segunda derivada. No exemplo da funcao g, na figura
abaixo, tem-se g'(c) = +o0 0 que quer dizer que ndo existe g”(c) e no caso da funcdo h nem sequer existe
a primeira derivada no ponto c.

yn yl h

%
3
> o
\o
\
m
—1
=¥
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O professor propoe a resolucao do exercicio 417 do manual, [37, p. 201].

Considera a representacio
grafica da funcao f.

Resolve as condigdes:
afl)=0
b) fC)- <0

Videoprojetor

Resolugao:
a)

Vamos elaborar uma tabela para estudar o sinal de f'.

x —0o0 -2 0 1 2 3 +00
sinal de f - 0 + + + 0 — — — 0 +
variacdo de f S 0 e madx. AW 0 N min. S 0 S
sinal de f’ + + + 0 — — — 0 + 4 4

fi(x)=0em]—o0,0] U [2, +oof

b)

"

Vamos elaborar uma tabela para estudar o sinal de f”.

T —0 -2 0 1 2 3 400
sinal de f - 0 + + + 0 - - — 0 +
concavidades  do —~ P.I. —
grafico de f
sinal de f” - 0 4
sinalde f(z).f" (z) + 0 - - — 0 - — — 0 +

f(@).f"(x) <0em[-2,3]
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O professor utiliza o applet Aulaé_Funcao_1.html para mostrar como a partir do estudo da segunda de-

rivada de uma funcao f se podem determinar os extremos de f.

Caso em que f é derivavel num intervalo ]a, b[ contendo ¢, com f'(c) =0e f’(c) < 0:

f tem um maximo relativo em (¢, f(c)).

N

y
Jy =-12x + 36

22+9x+5

\

Maximo de f = 32
P=(3, 32) sty =32

Declive, = 0
f(x(P))=f(38)=0

Declives = —12
f"(x(P)) = f"(3) = —12
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Caso em que f é derivavel num intervalo |a, b[ contendo ¢, com f'(c) =0e f"(c) > 0:

f tem um minimo relativo em (¢, f(c)).

siy=12x+12

f'(z)

Declive, = 0
F(x(P) =F(~1) =0

Declives = 12
f'(x(P)) = f"(-1) =12

Videoprojetor

Teste da segunda derivada:

Supondo que f é derivavel num intervalo ]a, b[ contendo c e f'(c) = 0:

« se f’(c) <0, entdo f tem um maximo relativo em (c, f(c));

e se f’(c) > 0, entdo f tem um minimo relativo em (c, f(c)).
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O professor propde a resolucao do seguinte exercicio.

Videoprojetor

Exercicio 2

Seja f uma funcdo de dominio R, definida por f(z) = z* — 1222 + 1.

a) Estude a concavidade do grafico de f e determine se existirem os pontos de inflexao.

b) Use o teste da segunda derivada para determinar os extremos relativos de f.

Quadro

Resolugao:

a) f(z) =ax* — 1222 + 1

Dy =R e f é continua porque é uma funcao polinomial.

fl(x) = (z* — 1227 + 1)’ = 42° — 242

f(x) = (4a® — 242) = 122% — 24

A funcao f tem segunda derivada finita em R, logo os pontos de inflexao, se existirem, serao zeros de f”.

fflz) =012z’ —24=0e2’=2o2=—2c2=1+2

z —© -2 V2 +
sinal de f” + 0 — 0 +
concavidades do grafico de f — P.1. —~ P.1. —

0 grafico da funcdo tem a concavidade voltada para cima em | — o0, —v/2] e [v/2, —/2].

0 grafico da funcdo tem a concavidade voltada para baixo em [—+/2, v/2].

Vamos calcular o valor da funcao f nos pontos onde ha mudanca no sentido da concavidade.
F(—V2) = —19e f(v2) = —19
Os pontos (—/2, —19) e (v/2, —19) sdo pontos de inflexdo do grafico de f.
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b)

A funcao f é derivavel em R, logo os pontos onde podem existir extremos de f (pontos criticos) sdo os

zeros de f'.
fl@)=0

<423 — 242 =0
sa(x?—-24)=0
sr=0va®=24

sr=0vaer=— 6vx=\@.

Vamos estudar o sinal da segunda derivada.

f(0)=1

FE) = 35

f(W6) = =35

ponto critico de f f'(c) " (c) sinal de f”(z) f(e) conclusdo
-6 0 48 + —35 | —35 é um minimo relativo de f
0 0 —24 — 1 1 é um maximo relativo de f

NG 0 48 + —35 | —35 é um minimo relativo de f

A funcao tem um maximo relativo para = = 0, que é 1.

A funcéo tem um minimo relativo para z = —v/6 e = = v/6, que é —35.

Avaliacao

A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula.
- Participacao durante a exposicao do tema.

- Colaboracao com o professor e com os colegas na resolucao dos exercicios propostos.

- Comportamento na sala de aula.

Referéncias
[13] [15] [27] [37]
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3.6.5 Planificacao Aula 7 < Trigonometria e NUmeros Complexos - 12° ano

Tema lll - Trigonometria e NUmeros Complexos

Topico Central - Representacao geométrica e vetorial dos niUmeros complexos.
Adicao e multiplicacao de nimeros complexos.
Interpretacao Vetorial.

Aulas n°: 165 e 166 Ano/Turma: 12* A
Duragao: 90 min. Data: 15/05/2014
Sumario

Representacdo geométrica e vetorial dos nimeros complexos. Coordenadas cartesianas.
Adicao e multiplicacdo de nimeros complexos. Interpretacao vetorial.

Pré-Requisitos
- ldentificar e assinalar pares ordenados no plano cartesiano.
- Efetuar operacdes com vetores.

Materiais e Recursos
- Manual adotado [38].

- Quadro ; marcadores; quadro interativo; computador para o professor; videoprojetor.
- Ficheiro Apresentacao_Aula_7.pdf.

Objetivos

No final da aula os alunos devem saber:
- Representar geometricamente os nimeros complexos no plano, num referencial cartesiano.
- Reconhecer que o referencial cartesiano é também chamado de plano complexo.
- Efetuar a adicao de nimeros complexos e representar a imagem vetorial da mesma.

- Efetuar a multiplicacdo de nimeros complexos e representar a imagem vetorial da mesma.

Competéncias transversais

- Analisar situacoes da vida real, identificando modelos matematicos que permitam a sua interpreta-
cao e resolucao.

- Desenvolver a capacidade de encontrar estratégias adequadas para a resolucao de problemas e de
comunicar e raciocinar matematicamente.

- Desenvolver a visualizacao, o raciocinio geométrico e a capacidade de o usar.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

As indicacoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informacao que o aluno deve copiar para o caderno.

Videoprojetor

Aulas n°: 165 e 166 Data: 15/05/2014

Sumario:
Representacao geométrica e vetorial dos nimeros complexos. Coordenadas cartesianas.
Adicao e multiplicacao de nimeros complexos. Interpretacao vetorial.

O professor comeca a aula com a apresentacao de informacéao historica sobre a representacao geométrica

dos numeros complexos.

Videoprojetor

« O primeiro passo para a representacao geométrica dos niUmeros complexos foi dado por Gaspar

Wessel, um topografo noruegués, em finais do século XVIII.

« Passados alguns anos, o francés Jean Robert Argand tem a mesma ideia e é a ele que é frequente-
mente atribuida a gléria da "realizacao visual" dos nimeros complexos, ou seja, da representacdo

geométrica dos mesmos.

« Em 1811, Carl Gauss explica que assim como se podem representar todos os nimeros reais sobre
uma linha reta, do mesmo modo se podem representar os nimeros complexos (0s reais mais os

imaginarios) sobre um plano.

Manual p. 76

O professor inicia a apresentacao de contelidos sobre a representacao geométrica e vetorial dos niumeros

complexos.
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Videoprojetor

Representacdo geométrica e vetorial dos nimeros complexos.

Sabemos que se pode estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os pares (z,y) € R? e o conjunto

dos pontos do plano onde se fixa um referencial ortonormado. Ou seja,
(z,y) € R? = P(z,y)

Como um nimero complexo se escreve na forma z = x + yi, com z,y € R podemos fazer corresponder ao

nUmero complexo z = z + yi 0 ponto P de coordenadas (z,y).

Considera-se, no plano, um referencial cartesiano tradicional Oxy para representar geometricamente os
nimeros complexos designado por plano complexo, também conhecido como plano de Argand ou Argand-

Gauss.

eixo imaginario
(e.i.)
P(ab) z=a+bi
b d e o ¢ )\__;,
r S r r r r t r r . —
1 a eixo real
(er)

No eixo Ox (designado de eixo real, e.r. ou Re(z)) representa-se a parte real do nUmero complexo e no

eixo Oy (designado de eixo imaginario, e.i. ou Im(z)) representa-se o coeficiente da parte imaginaria.
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Quadro

—

Consideremos um referencial o.n. (0,€, f), num plano 7.

A cada nimero complexo z = a + bi corresponde um e um s6 ponto P de abcissa a e ordenada b e um e

um so6 vetor OP de coordenadas a e b.

eixo imaginario .
(e.i.)
P(a,b =a+bi
3 g (20) _ z=asbi
y P(a,b) e 7
z=a+bie C
Nop (@b e Vs .
- OP
7
o =
€ a eixo real
(er.)
Videoprojetor

Se z = a + bi € C, entao:
e 0 ponto P(a,b) é a sua representacdo geométrica, imagem geométrica, ou afixo de z.

e 0 vetor OP (a,b) € a sua representacao vetorial, imagem vetorial ou afixo vetorial de z.

No plano complexo, as imagens geométricas dos nUmeros reais ficam representadas no eixo das abcissas
(eixo real). As imagens geométricas dos imaginarios puros ficam representadas no eixo das ordenadas

(eixo imaginario).

Esquematicamente tem-se:

Reais (imagens geométricas sobre Ox - )

Complexos Puros (imagens geométricas sobre Oy - )

Imaginarios
Nao puros (imagens geométricas sobre o 1°, 2°, 3° ou 4° quadrantes)

O professor propde a resolucao dos exercicios 187 e 188 do manual adotado, [38, p. 77].
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Exercicio 187

Identifica a representacao algébrica dos nimeros complexos cuja imagem geométrica € cada um dos se-

guintes pontos:
a) P
b) @
c) R(0,2)

d) S(—v/2,0)

(727 5)
(57 _1)

Quadro

Resolugéo:
a) —2 + 5i b)5—i
c) 2 d) —v/2

Exercicio 188

Representa no plano complexo as imagens geométricas de:

€) 23 = —3i < P3(0, —3)

a)z1 = —-3+2i b) zo = —4 C) z3 = —3i
Quadro
Resolugao:
a) 21 = =3+ 21— P1(73,2) b) 29 = —4 = P2(74, O)
e.d. °]
44
3
Pi 42
................... 24
1-
EZ“"'ZZE 0
-4 3 2 1 0 1
,1.
-2
—30P3_,,23
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Adicéo de numeros complexos.

Interpretacao vetorial.

O professor propoe a resolucao da atividade 12 do manual adotado, [38, p. 77]

Atividade 12 - Numeros complexos no plano

1. Representa no plano complexo as imagens geométricas de z = 5 + 2i (P), do seu conjugado (Q) e do

seu simétrico (R).

Indica quais as transformacoes geométricas que permitem obter Q e R a partir de P.

2. Considera dois nUmeros complexos quaisquer e calcula a sua soma. Representa vetorialmente cada um
dos nimeros e a soma dos dois. Consegues estabelecer alguma relacao entre os vetores? Qual?

3. Recorda que concluiste, por via algébrica, que a soma de dois complexos conjugados € um nimero real.
Interpreta esse facto em termos de representacao vetorial. Qual a carateristica do vetor soma que traduz

que ele é imagem de um nimero real?

Quadro
Resolucdo:
1.
e.i.
3
=]
A,
T z=5+2i P(5,2)
. ~
1
0
-6 -5 -4 -3 -2 -1 oo 1 2 3 4 o 6 7
. . er.
4 :
L s 0
simétrico de z: conjugado de z:
—z=-5-2I _R(5-2) Z=5-2i Q@52
L |
-3
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Videoprojetor

Atividade 12 - p. 77

1.
0 conjugado de z, Q, é obtido através de uma simetria de reflexao de P em relacdo ao eixo real.

0 simétrico de z, R, é obtido através de uma simetria de reflexao de P em relacao ao eixo real, de onde
se obtem @, seguida de uma simetria de reflexdo de Q em relacao ao eixo imaginario.

« NUmeros complexos conjugados tém imagens geométricas simétricas em relagdo ao eixo real.

« NUumeros complexos simétricos tém imagens geométricas simétricas em relacdo a origem do refe-
rencial.

Quadro

2. Consideremos: z; = a + bi ~= Pi(a,b) € zp = ¢+ di ~= Ps(c,d).
Temos, z1 + 22 =a+bi +c+di = (a+b) + (c+ d)i.
Vamos fazer a representacao vetorial de z1, z2 € z1 + 22.

Adigao de niumeros complexos.
Interpretagao vetorial.

g S . zit+z=(atc)+ (b+d)i

¢ o zi=a+tbi

No plano complexo, o afixo vetorial da soma de dois nimeros complexos é igual a soma dos afixos vetoriais
desses complexos.
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Videoprojetor

3. Consideremos z =a + bi,entaoz=a—-biez+zZ=a+bi+a—bi = 2a.
Vamos fazer a representacao geométricade z,ze z + z.

e..
P _ .
R .1 z=a+ bi
Y
Y
1 \
— \
u \
\
J \
\
— — \
U+ v \S.. 5 2z+Z=2a
T 5 T v T » T T T —
a /2a
/ e.r
4
1 Vs
= : /
v ; ,
] : /
: /
4
v
b4 g P 7 =3
b 2, 2=2 bi

A soma de dois nimeros complexos conjugados é um numero real, em termos de representacao ve-
torial isto significa que o vetor soma esta sobre o eixo real, isto é, tem origem na origem do referen-
cial e extremidade num ponto situado sobre o eixo real, € um vetor do tipo @ = (z,0), onde = € R.
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O professor propoe a resolucao do exercicio 191 do manual adotado, [38, p. 78].

Exercicio 191

Considera um nimero complexo qualquer z = a + bi coma # 0 e b # 0.
Soma vetorialmente z e —z e interpreta o resultado obtido.

Quadro

Resolugao:

Seja z = a + bi ~= Pi(a,b), entdo z = a — bi ~ Pz(a,—b) € —=Z = —a + bi ~= P3(—a,b).

e..

waz=a+hi

e 2+(—2) é umimaginario puro, a sua imagem vetorial & um vetor com origem na origem do referencial

e extremidade num ponto sobre o eixo imaginario.
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Multiplicacdo de nimeros complexos.

Interpretacao vetorial.

O professor propoe a resolucao da atividade 13, alinea 1., do manual adotado, [38, p. 78].
Esta questao tem como objetivo a aprendizagem da multiplicacdo, por via vetorial, de um niUmero complexo

por: um numero real qualquer, i e —i.
Atividade 13 - Complexos e vetores

1. Representa a imagem vetorial de z = 5 + 2i (OP) e também as imagens vetoriais de 2z (0Q), —3z
(OR), iz (O%) e —iz (OT).
Relaciona os vetores OQ, OR, OS5 e OT com OP e interpreta geometricamente as operacdes efetuadas

sobre o nimero z.

Quadro

Resolucdo:

1.

z="5+2i 0P = (5,2)

2z = 2(5 + 2i) = 10 + 4i <= OQ = (10, 4)

—3z = —3(5 4 2i) = —15 — 6i = OR = (—15, —6)

iz =i(5+ 2) = 5i + 2i% = =2 + 5i = 08 = (—2,5)
—iz = —i(5 + 2) = —5i — 2i> = 2 — 5i ~ OT = (2, —5)
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Videoprojetor

Atividade 13.1 - p. 78

Multiplicagao de niumeros complexos. .94
Interpretagao vetorial. N

.............

Q 2z =10 + 4i

PPN JR—

90°:

I ., —iz=2-5i

Quadro

10| = |2| x ||OP||; OQ tem a mesma direcéo e o mesmo sentido de OP
||OR|| = | — 3| x ||OP||; OR tem a mesma direcdo de OP e sentido oposto a OP

||OS|| = ||OP||; OS corresponde a rotacéo, de centro na origem do referencial, do vetor OP, segundo um

angulo de 90° no sentido positivo.

||OT|| = ||OP||; OT corresponde a rotacao, de centro na origem do referencial, do vetor OP, segundo

um angulo de 90° no sentido negativo.
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Videoprojetor

Sejaz=a+1ibeC, keReia,b) aimagem vetorial de z.

« A multiplicagdo de um nimero complexo z por k, corresponde ao produto do vetor que é a sua
imagem vetorial por k; kz = ka + kbi e ki = (ka, kb).

« A multiplicacdao de um nimero complexo = por i, corresponde a rotacdo, de centro na origem do
referencial, do vetor #, segundo um angulo de 90° no sentido positivo; iz = —b + ai € it = (=b,a).

e.i.
Py o12= —b + ai
-, a1
P .
L 1 =
a b Lz=a + bi
U
] -
4.+90°
+ r r 5 g r T + T r r >
b R a er.
. —id
P _ _
A e 8 —iz=b—ai
~

o A multiplicagdo de um niimero complexo z por —i, corresponde a rotacao, de centro na origem do
referencial, do vetor «, segundo um angulo de 90° no sentido negativo; —iz = b—ia e —id = (b, —a)
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O professor mostra como efetuar, por via vetorial, a multiplicacao de z; = a + bi por 22 = ¢ + di.

Quadro

Multiplicacdo de 21 = a + bi por z3 = c + di

Sejam @ = (a,b) e ¥ = (¢, d) as imagens vetoriais de z; e z2. Entdo,

|22 X 21 = (c+ di) x (a+bi) = ¢ (a+bi) + di (a+ bi) |

O vetor 7 correspondente a 22 x z1 € m = c 4 + di @, que é a soma de um vetor com a direcao de % (c @)

com outro que lhe é perpendicular (di @).

Vamos exemplificar com z; = 1+ 2i € 2o = 2 — 2i.

Temos z2 x z1 = (2—2i) x (1 +2i), d=(1,2) em =24 — 2 4.

Fazendo a representacao geométrica temos:

Videoprojetor

Vamos representar @ = (1,2) e m = 2 4 — 2i 4.

7

e.i.

z=06+42i
e

2

~
oo
©-
-
o

e.r.

m € a representacao vetorial do nUmero complexo z2 x z1 = 6 + 2i.
Efetuando a operacao de forma algébrica temos,
Zoxz1 =21 X 20 = (1+2) x (2—2i) =2—2i +4i — 4% =24 2i —4(—1) = 2+ 2i + 4 = 6 + 2i, coincide

com o calculo efetuado por via vetorial.

O professor propde a resolucao do exercicio 193 do manual adotado, [38, p. 79].
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Exercicio 193

Considera os nimeros complexos z; = —2 + 3i € 22 = 3 — 4.
Efetua por via vetorial:

a) z1 + 22

b) 21 x 23

Confirma algebricamente os resultados.

Videoprojetor

Resolugao:

a)
21 = =2+ 3i il = (—2,3)
22=3—’L\417=(3,—1)

Calculo de z; + 22 por via vetorial:

~

sy

ﬁ+6:(1,2) z1+z=1+2i

2 2

Calculo de z; + 22 por via algébrica:

21+ 22 =—2+3i+3—i=1+ 2i, coincide com o calculo efetuado por via vetorial.
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b)
Calculo de z; x z2 por via vetorial:
21 X 22 =22 X 21 = (3 —1) X (=2 + 3i) ~ m = 34 — ¥, onde ¥ = (—2,3).
e.i.
_— ZzXZl=—3+11i 12 4

v

o
o4
o

Calculo de z; x 22 por via algébrica:
21 X 2o = (=24 3i) x (3—14) = —6+2i+9i — 3i> = =6 + 115 — 3(—1) = —6 + 11i + 3 = —3 + 114, coincide

com o calculo efetuado por via vetorial.

Avaliacdo

A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:
- Interesse demonstrado durante a aula.
- Participacao durante a exposicao do tema.
- Colaboracdo com o professor e com os colegas na resolucdo dos exercicios propostos.
- Comportamento na sala de aula.

Referéncias
[13] [15] [38]
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3.6.6 Planificacao Aula 8 < Trigonometria no triangulo retangulo - 9° ano

Unidade Didatica VI- Trigonometria no triangulo retangulo

Topico Central - Relacoes entre razoes trigonométricas do mesmo angulo agido

Aulas n°: 144 e 145 Ano/Turma: 9°B
Duracdo: 90 min. Data: 21/05/2014
Sumario

Relagdes entre o seno, cosseno e tangente da amplitude de um angulo agudo.
Relacao fundamental da Trigonometria.
Resolucao de exercicios de aplicacao.

Pré-Requisitos

- Razoes trigonométricas de angulos agudos.

Materiais e Recursos

- Manual adotado: Novo Espaco. Parte 2 - Matematica A 9° ano [9]
- Quadro

- Marcadores

- Quadro interativo

- Computador para o professor

- Videoprojetor

Objetivos

No final da aula os alunos devem saber:
- Reconhecer e aplicar as relagoes entre o seno, cosseno e tangente da amplitude de um angulo agudo.
- Reconhecer e aplicar a relacao fundamental da Trigonometria.

Competéncias transversais

- Desenvolver a visualizacao e o raciocinio geométrico e ser capaz de os usar.
- Compreender e ser capaz de utilizar propriedades e relacdes relativas a figuras geométricas no plano.

- Desenvolver a capacidade de resolver problemas, comunicar e raciocinar matematicamente em con-
textos geométricos.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

As indicacoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informacao que o aluno deve copiar para o caderno.

Quadro
Aulas n°: 144 e 145 Data: 21/05/2014

Sumario:

Relagdes entre o seno, cosseno e tangente da amplitude de um angulo agudo.
Relacado fundamental da Trigonometria.

Resolucao de exercicios de aplicagao.

Relacées entre razées trigonométricas

O professor desenha um tridngulo [ABC], retangulo em C, cujas medidas de comprimento de cada um dos

lados estdo identificadas com as letras a, b € ¢, no qual assinala um dos angulos agudos.

Videoprojector

Considere-se um triangulo retangulo [ABC] em que as medidas dos lados sao representadas por a, b € c,

conforme é indicado na figura, sendo o a amplitude do angulo de vértice A

Fig. 1

O professor escreve no quadro:

Quadro

a) sina =

b) cosa =
sina
c) =

cosa
d) tana =
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Os alunos terao de completar as igualdades, atendendo as letras da figura. Depois de escritas as igualdades,
o professor pede aos alunos para estabelecerem uma relacao entre o seno, o cosseno e a tangente de o e

regista no quadro a relacao pedida.

Quadro

. a b sin v
a)sina = — b) cosa = - c) =
c c cosa

a
d) tana = 3

SHESISWES
e

O professor propoe a resolucao do exercicio 18 do manual adotado, [9, p. 100].

Exercicio 18.

Na figura esta representado um triangulo [ABC].

90° — «

A partir dos dados apresentados na figura, completa as igualdades no teu caderno.
18.1sina = ...
18.2 cos(90° — a) = ...
18.3 sin(90°—a) = ...
18.4 cosa = ...
18.5 tanav = ...
Sin &

18.6 -

COos « 2

Quadro

Resolucdo:

18.1.

sina = —
c

18.2. a
cos(90° — ) = —
c

A~ . . a
O professor faz referéncia ao facto de | sin a=cos(90°—a) = —
C
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18.3. .
sin(90° — ) = -

18.4.

b
cosa = —
c

A . b
O professor faz referéncia ao facto de | cos a=sin(90°—a) = -
C

18.5.
tanoz=g
b
18.6.
a
sina_ ¢ =2 —tana
cosa b T b
c

O professor propde a resolucao dos exercicios 19 e 20 do manual adotado, [9, p. 100].
Exercicio 19

Em relacdo a um angulo agudo de amplitude 0, sabe-se que:

5

L] 49=7
Sin 13
12

e cosf = =
COS 13

Determina o valor de tan@.

Exercicio 20

Em relacdo a um angulo agudo de amplitude «, sabe-se que:

15

® COSx = -
17

o t: -
an 15

Determina o valor de sin a.

Quadro
Resolugao:
19.
ind = 5
sin 13
tanf = < tanf = 75 < tanf = —
cosf 12 12
13
20.
¢ _ sina ot o~ & % 15 .8
ana = —— < sina = ana X cosa < sina = ¢ 17 ©sina= 1%
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Relacdo fundamental da Trigonometria
O professor volta a projetar o triangulo da Fig. 1.

Quadro

Por aplicacao do Teorema de Pitagoras:
a® +b% =2 (1)

Pelas razoes trigonométricas temos:

. a

SN = — € cosx = —.
C C

Como,

. a . b

sihao = — < a=csinaecosa=-<b= CCOS (v,
(& C

substituindo em (1), vem:

a’? + % = < (csina)? + (ccosa)? = 2

< ?(sina)? + 2(cosa)?® = ¢

Dividindo ambos os membros da igualdade por ¢* (¢ # 0), obtemos:

(sina)?® + (cosa)? =1 (2)

Notacdes:
(sina)(sina) = (sina)? = sin’a.
0 mesmo se aplica as outras razoes trigonométricas:

(cos a)(cos ) = (cos a)? = cos®a e

(tan a)(tan a) = (tana)? = tan’a.

O professor refere que a equacao (2) pode ser escrita como a seguir se indica e que esta igualdade é

denominada de Relacdo fundamental da Trigonometria.

Videoprojector

Relacao fundamental da Trigonometria

2

sin?a + cos?a =1
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O professor propoe a resolucao do exercicio 21 do manual adotado, [9, p. 101].

Exercicio 21
Em relacdo a um angulo agudo de amplitude /3, sabe-se que sin 3 = 0, 3.
Determina o valor exato de:

21.1. cos B

21.2 tan 3

Quadro

Resolugao:

21.1

Pela relacao fundamental da Trigonometria,
sin?B + cos’B =1 < cos?f =1 —sin?f.
Sabemos que sin 8 = 0, 3, logo:

cos?B=1-(0,3)? & cos? B =1-0,09 < cos® § = 0,91; como cos § > 0, cos 3 = 4/0,91

21.2

tan 8 =

sinf 0,3 0,00
t = t =
cosp = tanA = Tasp < tanB = 150y

O professor mostra como a partir da relacao fundamental da Trigonometria se estabelece a relacao entre

a tangente de um angulo agudo e o cosseno do mesmo.

Quadro

A partir da relacao fundamental da Trigonometria ,
sin®o + cos’f =1,

dividindo ambos os membros da igualdade por cos?«, obtem-se:

2 2 1
sin“a  cos"o 1 1
= stanfa+l=—— <|1+tan’a =
cos?a  cosa  cos?a cos? a cos? v
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O professor propoe a resolucao dos exercicios 23, 24 e 25 do manual adotado,[9, p. 102].

Exercicio 23
Sabe-se que tan 3 = g, sendo 3 a amplitude de um angulo agudo.

Determina:

23.1 cos 8
23.2sinf3

Exercicio 24

Para um angulo agudo de amplitude « indica, justificando, se é possivel ter:

24.1sina =

N | W

24.2 cosa = 0,25 esina = %

24.3 sina = ? ecosa = é

24.4 cosa = % etana = /8

Exercicio 25

Seja o a amplitude de um angulo agudo tal que:
tana = /8

Mostra que:

V8

sina X cosa =

Quadro
Resolugao:
23.1

Sabemos que tan 3 = g e

1+tan?8 = , logo,
+ tan® g o g
2o 1
4 cos? 8
29 1
4 cos?p
< cos? 8 = %, como cos 3 > 0, entdo,
2
COS = —
g V29
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23.2

Pela relacdo fundamental da Trigonometria: sin? 8 + cos® 8 = 1.

2
Como cos 3 = ——, temos:
g V29
sinQﬁJri —lc»sinQﬁ—lfi@sinQ/B— 2 como sin 5 > 0, vem:
29 N 29 - 29’ ’ )
. 5
simmp = ——
b V29
24.1

medida do cateto oposto

Sabemos que sina = — i T2 da hipotenusa

medida do cateto oposto

Como medida da hipotenusa>medida do cateto, entdo sina = - -
medida da hipotenusa

. ~ , . 3
Assim, nao é possivel ter sina = 3

24.2
Pela relacdo fundamental da Trigonometria: sin® o 4 cos® o = 1.

V1
Secosa=0,25esina = TE) temos:

2
0,25% + (—”f’) =0,0625 40,9375 = 1
E verificada a relacao fundamental da Trigonometria,
=~ s , V1
entao € possivel ter cosa = 0,25 e sina = TE)

24.3
Pela relacdo fundamental da Trigonometria: sin® o 4 cos® o = 1.

. 5
Sesina = — € cosa = — temos:

1
NSRS 13 6
<= ) =S4 =-#1.
< 3 > * (3) 9t9=97
Nao é satisfeita a relacdo fundamental da Trigonometria,

~ , 1
logo, nao € possivel ter sina = ? ecosa = 3

24.4
1

Sabemos que 1 + tan® a = ——.
Cos“x

Se cosoz=%etana=\/§, entao:
1+ (V8)? = 11 ;< 1+8=—<9=9PV.
(5)

Logo, € possivel ter cosa = é e tana = /8.

O | =
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25.
1

Sabemos que 1 + tan® a = ——.
Ccos“xx

Se tan o = /8, temos:

1+ (V8)? = L < 9= L <:>COS2:1,C0mOCOSCl>0, entao: cosazl.
cos?a cos?a 9 3

sin

Sabemos que tan a = ,
cos

de onde sin o = tan a cos «, logo,

sina = /8 x l<:>sincz: \/—g

3 3
Assim temos:
. VB8 1 B
sinacosar = == X 3= 9 c.q.d
Avaliacao

A avaliagao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula.
- Participacao durante a exposicao do tema.
- Colaboragao com o professor e com os colegas na resolucao dos exercicios propostos.

- Comportamento na sala de aula.

Referéncias
[9] [34]
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3.7 Atividades extraletivas

Desde o inicio do ano letivo que me envolvi na vida ativa da escola, tendo sugerido atividades
para o PAA. Trabalhei com os meus colegas de estagio, com afinco e motivacao, para os eventos
atras descritos. Criei materiais para os alunos e para controlo das proprias atividades, elaborei
certificados e outra documentacao necessaria, dinamizei as atividades. A resposta dos alunos,
da Orientadora Cooperante, bem como da Direcao da escola, foi gratificante. O ano letivo
nao é so feito de aulas, deve ser complementado por atividades que criem nos alunos atitudes
positivas em relacdo a escola e onde também possam aplicar e desenvolver os conhecimentos

adquiridos.

Durante o EP o Nlcleo de Estagio organizou e dinamizou as seguintes atividades:

(realizado no ambito das co-
memoragoes do 130° aniver-
sario da ESCM)

tiam obter partes das coordenadas
GPS do prdoximo local do jogo.

e Documentacao para registo dos
resultados das equipas participan-
tes e respetivos tempos.

e Certificados para os organizado-
res e dinamizadores, vencedores de
1°, 2°, 3° lugares do Ensino Basico e
Secundario e para os restantes par-
ticipantes.

Data Atividade Materiais elaborados Participantes
10 de janeiro de 2014 | ESCMdesafios e Fichas com varios desafios ma- | 300 alunos
tematicos, cujos resultados permi- | inscritos.

14 de marco de 2014

Dia do Pi

Frases alusivas ao Pi. Videos com a
Historia do Pi. Faixa com a aproxi-
macao do nimero Pi (os alunos fo-
ram desafiados a acrescentar mais
casas decimais).

Para todos os
alunos.

24 de abril de 2014

Dia dos Departamentos

Jogos interativos. Elaboracao de
painel com quadrilateros feitos com
areia colorida.

Para todos os
alunos e pais.

10° Campeonato Nacional de Jogos Matematicos

No dia 14 de marco, acompanhei quatro alunos da ESCM para participarem no 10° Campeonato

de Jogos Matematicos, que teve lugar no Fundao.

0 Ncleo de Estagio colaborou na preparacao e selecao dos alunos para o Campeonato.
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3.8 Seminarios e Formacao

Durante o presente ano letivo participei nos seguintes eventos de Matematica:

Data Nome Local
14.12.2013 | Dia de Conferéncias Matemadtica do Planeta Terra 2013 Covilha: UBI
10.01.2014 | ESCMdesafios Covilha: ESCM, Praca do
Municipio
Organizado e dinamizado pelo
NUcleo de Estagio de Matematica
14.03.2014 | 10° Campeonato de Jogos Matematicos Fundao
30.04.2014 | Formacgao Escola Virtual em contexto de ensino- | Covilha: Escola Péro da
aprendizagem Covilha
08.05.2014 | M@UBI - De Ms Katharine O'Brien ao Haiku Covilha: UBI
F. Craveiro de Carvalho. Departamento de Matematica da
Universidade de Coimbra.
31.05.2014 | IV Dia Geogebra Portugal: Para além de Euclides Porto: Escola Superior
de Educacao do Instituto
Politécnico do Porto
26.06.2014 | M@UBI - Geometria: o seu papel no Ensino Basico e no Ensino | Covilha: UBI
Secundario
Carlos Farias. Escola Secundaria Quinta das Palmeiras.
26.06.2014 | M@UBI - Melhor par aproximante de duas variedades lineares | Covilha: UBI
José Vitoria. Universidade de Coimbra.

Ensinar é também estar continuamente a aprender e requer uma formacao continua de quali-
dade. Procurei e participei em eventos que acrescentaram valor aos meus conhecimentos e que
me proporcionaram momentos de reflexao sobre a Matematica e a pratica letiva.
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3.9 Conclusoes

O Estdgio Pedagogico, nas suas variadas vertentes, ja descritas neste relatoério, proporcionou um
ano de intensa atividade e aprendizagem. Apliquei conceitos tedricos de Didatica da Matematica
e desenvolvi, com a Prdtica de Ensino Supervisionada, a experiéncia em sala de aula que me
permite avancar para a minha futura atividade como professora com confianca e motivacao.

Ciente de que "ser professor” se constroi em cada dia, em cada aula, que cada turma tem as suas
especificidades, que cada aluno tem uma personalidade propria e necessidades diferenciadas,
espero que o meu caminho seja preenchido com muitas aulas, muitos alunos, plenas de ensino
e aprendizagem mutuos.

O professor tem nas suas méos a linda tarefa de ensinar e ensinar ndo é s6 mostrar o caminho é
também ajudar os alunos a descobri-lo, para que a aprendizagem seja uma motivante sensacéo
de descoberta e criatividade.

Regina Guimaraes
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Anexos

A.1 Ficha de Trabalho - Aula 5
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- GOVERNO DE
PORTUGAL

MINISTERIO DA EDUCACRD
ECIENCIA
e

o o
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Matematica ¢ 9° ano - 2013/ 14

Ficha de Trabalho - Circunferéncias e Tridngulos

Tarefa 1:

1.1 Desenha um triangulo [ABC].

1.2 Traca as mediatrizes dos seus trés lados. Elas intersetam-se num ponto O, marca esse
ponto.

1.3 Desenha a circunferéncia de centro em O e que passa por A.

1.4 Observa que esta circunferéncia passa pelos trés vértices do triangulo. Explica porqué.
1.5 Se tivesses tracado somente duas mediatrizes, terias conseguido desenhar a circunferéncia
anterior?

Explica a tua resposta.

Tarefa 2:

2.1 Desenha um triangulo [ABC].

2.2 Traca as bissetrizes dos angulos internos do triangulo [ABC]. Elas intersetam-se num
ponto O, marca esse ponto.

2.3 Desenha a circunferéncia que é tangente a um dos lados do triangulo e cujo centro é o
ponto O.

2.4 Esta circunferéncia € tangente aos trés lados do triangulo. Explica porqué.

2.5 Se tivesses tracado apenas duas bissetrizes, terias conseguido tracar a circunferéncia
anterior?

Explica a tua resposta.
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