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Resumo

O objectivo desta dissertacao € descrever, analisar e aplicar alguns métodos numéricos para

resolver a equacao classica de Lyapunov.

Estudamos condicdes que garantem a solubilidade das equacdes e estabelecemos relacoes

entre a formula continua

AX+XA +Q=0
e a formula discreta

AXA -X+Q=0.

0 produto de Kronecker é usado de modo a permitir representacoes de equacbes matriciais e

o desenvolvimento de alguns métodos numéricos

Analisamos algumas decomposicoes matriciais que vao ser utilizadas no desenvolvimento de

alguns métodos numéricos directos nomeadamente Bartels-Stewart e Hessenberg-Schur.

Por fim, os subespaco de Krylov e alguns processos de ortogonalizacdo permitem desenvolver

os métodos iterativos de Arnoldi e GMRES e os métodos directos de Ward e Kirrinnis.

Palavras-chave

Lyapunov, Krylov, Bartels-Stewart, Hessenberg-Schur, Matrizes, Equacdes Matriciais.
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Abstract

The aim of this dissertassion is to describe, analyze and apply some numerical methods for

solving the classical equation of Lyapunov.

We study the conditions to ensure the equations solubility and establish relationships between

the continuous formula

AX+XA +Q=0
and the discrete formula

AXA -X+Q=0.

The Kronecker product is used to allow representations of matrix equations and the

development of some numerical methods

We examine some matrix decompositions that will be used to develop some direct numerical

methods namely the Bartels-Stewart and Hessenberg-Schur methods.

Finally, Krylov subspace and some processes of orthogonalization make possible to develop

iterative methods of Arnoldi and GMRES and direct methods of Ward and Kirrinnis.

Keywords

Lyapunov, Krylov, Bartels-Stewart, Hessenberg-Schur, Matrix, Matrix Equations.






indice

0. Introducao
1. Nocoes Preparatérias
1.1 Conceitos Basico e Matrizes Especiais
1.2 Decomposicdes Matriciais
1.2.1 - Decomposicao de Schur
1.2.2 - Decomposicao de Jordan
1.2.3 - Factorizacdo com uma Matriz Companheira
1.3 Critérios de Solubilidade da Equacao de Lyapunov
1.3.1 - Teoremas de Existéncia e Unicidade
1.3.2 - Equivaléncia de duas classes de equacdes de Lyapunov
1.3.3 - Forma da Solucao
1.3.4 - A estrutura das solucdes
2. Métodos Iterativos usando o produto de Kronecker
2.1 O produto de Kronecker de duas matrizes
2.2 Formulacao usando o produto de Kronecker
2.3 Método iterativo para o produto de Kronecker - KPIM
2.3.1 - Introducao
2.3.2 - O KPIM para a equacao matricial discreta de Lyapunov
2.3.3 - O KPIM para a equacao matricial continua de Lyapunov
3. Métodos para Problemas Pouco Densos
3.1 Método de Bartels-Stewart
3.2 Método de Hessenberg-Schur
4. Resolucao da Equacao de Lyapunov usando subespacos de Krylov
4.1 Introducao
4.2 Métodos Standard de Subespacos de Krylov para equacoes Lineares
4.2.1 - Introducao
4.2.2 - Subespacos de Krylov
4.2.3 - O Algoritmo de Arnoldi
4.2.4 - Métodos Standard de Subespacos de Krylov
4.2.4.1 GMRES
4.2.4.2 CG
4.2.4.3 CGNR
4.2.4.4 BCG
4.2.5 - Métodos para problemas com matrizes esparsas
4.2.5.1Algoritmo do Bloco de Arnoldi
4.2.5.2 Método de Arnoldi
4.2.5.3 Método GMRES
4.3 Métodos de Ward e Kirrinnis
4.3.1 - Método de Ward
4.3.2 - Método de Kirrinnis
5. Conclusodes
Bibliografia

w =

11
20
27
30
30
31
34
36
41
41
44
49
49
50
60
63
63
68
71
71
71
71
72
74
75
75
81
82
83
84
84
87
93
95
95
99

105

107

Xi



Xii



0. Introducéo

Esta dissertagdo incide, e tem como objectivo descrever, analisar e aplicar
eficientemente métodos numéricos para resolucao de equacgdes matriciais de Lyapunov,

continuas (0.1) e discretas (0.2)
AX+XA +0=0; (0.1)
AXA - X +0=0; 0.2)
A equagdo de Lyapunov AX+XA +C=0, assim como a equagio Sylvestre
AX — XB = C, mais genérica devido ao factor que se usar para qualquer matriz B, surge

com alguma frequéncia em teoria de matrizes, ao nivel, por exemplo, da diagonalizag¢ao
por blocos de uma matriz triangular [48] e na teoria dos controlos lineares, onde sdo
aplicadas por exemplo na andlise e desenho de sistemas fisicos dindmicos de tempo
continuo, modelados por um sistema de equagdes diferenciais lineares [6]. Outras
aplicagcdes destas equagdes em varias areas da matemadtica aplicada podem ser
encontradas em [12, 13, 30] e referenciados noutros estudos de possiveis aplicabilidades

da equagdo.

Vérios sdao os problemas de diferentes ramos da Matematica que podem ser
solucionados a custa da resolucdo deste tipo de equagdes, assim como a sua utilizagdo
no estudo das propriedades de estabilidade ou de controlabilidade de um sistema fisico
dinamico modelado por um sistema de equagdes diferenciais ordinarias.

A formulagdao matricial de um sistema de equagdes lineares equivalente a este tipo de
equacdes e definida através do produto de Kronecker como ¢ possivel observar na
equacao

(A®I” +1, ®A)vec(XT)+vec(CT):O,

pode apresentar um elevado grau de esparsidade e que reproduz uma determinada
estrutura particular presente na matriz coeficiente 4. Estas duas caracteristicas, bem
como a dimensdo do sistema devem ser tidas em conta na escolha do método mais
adequado para o problema que se pretende resolver.

A abordagem desenvolvida por Bartels e Stewart ¢ dos métodos gerais mais citado na
literatura. Este algoritmo bem como a modificagdo, igualmente apresentado nesta

dissertagdo, o método de Hessenberg-Schur, utilizam uma decomposi¢do de Schur de



. * ~
pelo menos uma das matrizes 4 ¢ —4 ¢ sao recomendados para resolver problemas

cujas matrizes coeficientes sao cheias e com dimensao reduzida.

A dissertagao apresentada encontra-se organizada da seguinte forma:

Capitulo 1 — contém referéncias a conceitos relativamente ao calculo matricial
genérico. Serdo abordadas decomposi¢des matriciais mais usuais (Schur, Jordan
e Matriz Companheira). Por fim serdo apresentados Critérios de Solubilidade
das Equagdes de Lyapunov.

Capitulo 2 — sera apresentado o conceito de produto de Kronecker, e exposto um
método iterativo, denominado por Método Iterativo do Produto de Kronecker —
KPIM, onde serdo apresentados algoritmos para a sua resolucao.

Capitulo 3 — sdo abordados métodos para problemas pouco densos, onde se
incluem os métodos de Bartels-Stewart e de Hessenberg-Schur.

Capitulo 4 — serdo abordados os métodos de resolugdo para as equacodes de
Lyapunov onde se usam os Subespacos de Krylov, bem como sdo analisados os
métodos de Ward e Kirrinnis para as equagdes matriciais de Lyapunov;

Capitulo 5 — serdo apresentadas algumas conclusdes.



1. No¢cbes Preparatorias

1.1 Alguns conceitos basicos e matrizes especiais

Seja M 0 espaco vectorial das matrizes de dimensdo mxn sobre C (Corpo dos

m,n
Complexos), ou M, no caso particular de m=n. A notagdo M, , (R) sera adoptada

no caso de se pretender trabalhar apenas com matrizes reais.

O conjunto de todas as matrizes de dimensdo mXn sobre um corpo € um espago
vectorial para a soma usual de matrizes e produto usual de um escalar (elemento do
corpo) por uma matriz. Este espago tem dimensdo mn, sendo o conjunto de matrizes
com um elemento igual a 1 e os restantes nulos a base natural.

Qualquer matriz 4 € M,,, determina uma transformacdo linear (ou homomorfismo de

espagos vectoriais) @ C" —C"™ definida por ¢(x)=Ax, xeC". A matriz 4 é a

representagdo matricial de ¢ em relagio as bases canodnicas de C" e C".
Inversamente, seja f uma aplicagdo linear entre dois espagos vectoriais £ e F, de
dimensdo finita, e definidas as bases de £ e F entdo f tem uma Unica representacdo
matricial 4 que ¢ determinada pelas imagens obtidas por f'dos vectores da base de E.

O nicleo e a imagem de uma matriz 4€ M, , sdo, respectivamente, subespagos

vectoriais de C" e C™ | cujas dimensdes se relacionam através de

dimKerA+dimImA=dimC" =n (1.1)
Pode ser tutil fragmentar uma matriz em submatrizes chamadas blocos. A titulo de
exemplo, o produto AB pode ser calculado com recurso a fragmentacdo de B por
colunas, ou seja, AB:(Abl,Abz,...,Abn), com B= (bl,bz,...,bn). Uma matriz dada
possa ser dividida em blocos de diferentes maneiras (por linhas, por colunas,
considerando submatrizes nulas, ...).
O resultado de operagdes com matrizes por blocos pode ser obtido efectuando o célculo
com os blocos como se fossem simplesmente elementos das matrizes, isto é, para

efectuar o produto 4B podemos fragmentar 4 ¢ B em blocos 4; ¢ B;; (com o nimero
de linhas de By; igual ao nimero de colunas de 4y, e ficando 4 com tantas colunas de

submatrizes quantas as linhas de submatrizes de B) e calcular a submatriz C;; do

produto (fragmentado) pela regra C;; = ZAik By, .
k
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Dentro da familia das matrizes quadradas ha sub-familias que possuem determinadas
propriedades que as tornam atractivas do ponto de vista do calculo numérico. A titulo de
exemplo temos que, os valores proprios de uma matriz triangular sdo os seus elementos
principais e o produto de duas matrizes triangulares superiores (inferiores) ¢ ainda uma

matriz triangular superior (inferior).

Definicao 1.1. Uma matriz quadrada 4= (ai j ) e M, diz-se
* *
Normal se A A=AA |
Unitéria se A A=AA =1,
Ortogonal se AT A=44" = 1,

As matrizes unitarias e as matrizes complexas ortogonais sdo geralmente diferentes
(exemplo 1.2), embora matrizes unitarias e matrizes reais ortogonais sdo exactamente as

mesmas.

V2o
-i 2

As matrizes unitarias desempenham, no célculo numérico matricial, um papel muito

Exemplo 1.2. 4= ¢ ortogonal, mas ndo é unitéaria porque A" A # I, .

importante, devido as seguintes propriedades:
1. A inversa de uma matriz unitéria € a transposta da sua conjugada;
2. O produto de duas matrizes unitarias ¢ ainda uma matriz unitéria;
3. As colunas (ou as linhas) de uma matriz unitaria constituem um conjunto
de vectores ortonormados.
Defini¢iio 1.2. O polinémio p 4(1)=det(1I, — A) ¢ denomina-se polinémio
caracteristico da matriz 4 e as suas n raizes (os valores proprios), ndo necessariamente

distintas, constituem o espectro de A, cuja notagdo sera o(4). Cada vector v, nio nulo,

que satisfaga a equagdo Av=Av é um vector préprio associado ao valor proprio A .



Exemplo 1.3. 4=

—_— O =
O = =

0
0| tem um dunico valor proprio A=1 (raiz tripla de
1

D4 (/1) = (/1—1)3). Os vectores proprios associados a A sdo da forma ae; + fez, sendo
a,peC.

Definicido 1.3. A multiplicidade algébrica de um valor proprio A, representado
por m, (A) , € a multiplicidade de raiz de p 4 ()u) e ao numero de vectores proprios
linearmente independentes que lhe estdo associados denomina-se multiplicidade
geométrica de A . Se esta Ultima mg(/%) for inferior a m, (ﬂ) entdo A diz-se
defeituoso e, consequentemente, 4 ¢ uma matriz defeituosa.

A matriz do exemplo anterior ¢ defeituosa porque m, (/1):3 e mg(/I):Z_ Qualquer

matriz diagonal ¢ ndo defeituosa.

Definiciio 1.4. Duas matrizes quadradas 4 e B da mesma ordem dizem-se

semelhantes se existe uma matriz invertivel P tal que P lar=8B.

A matriz P ¢ designada por transformagdo de semelhanga. Matrizes semelhantes tém os

mesmos valores proprios, no entanto o inverso pode ndo ser verdadeiro (exemplo 1.4).
1 2 N . <~
Exemplo 1.4. 01 e I, tém os mesmos valores proprios mas nao sao semelhantes.

Dada a simplicidade de célculo de inversas de matrizes, ¢ preferivel usar as matrizes

com transformagdo ortogonais, recorrendo a transformagodes de semelhanca.

Definicéo 1.5. Uma matriz de Householder ¢ uma matriz da forma

H=H, 6 =1]— ww*,com w#=0. (1.2)

Il

A matriz H define-se completamente pelo vector w e ¢, simultaneamente, unitaria e
hermitica, sendo ainda uma classe de matrizes ortogonais bastante utilizada como

transformag¢oes de semelhanca.



1 0 0 -1 0
. . 0l |0 1 0 0

Exemplo 1.5. A matriz de Householder determinada por w= : ¢ Lo o ol
0 0 0 0 1

As matrizes de Householder revelam-se importantes pelo facto de se poderem usar para
criar zeros num vector real, ou seja, se for seleccionada uma matriz adequada ¢é possivel

induzir num dado vector real a direc¢do pretendida.

Teorema 1.1. Para cada vector real ndo nulo x # e;, existe uma matriz de Householder
Htal que Hx = fey.

Demonstracdo:

Seja w=x— fe;, com B =—sinal (xl )HXH No caso de xj, a primeira coordenada do

vector x, ser nula entdo o seu sinal pode ser escolhido positivo ou negativo.

Seja H a matriz de Householder determinada por w.

Tem-se, Iw|* = wl (x=Bey) =wlx—pwle; = wlx —ﬂ(xT —,BelT)el =wlx

—,Bxl + ,82.
Mas, w! x = (xT —ﬂelT)x = ||x||2 - Bx = B% - Bx1. Logo ||w||2 =2wlx.
Resulta que

2
2WT X

Hx:x——(wa)x:x— w(wa)zx—wz,Bel. Q

2
[
Utilizando matrizes de Householder ¢ possivel obter uma factorizagdo QR de uma

matriz AeM, (SR), onde Q ¢ ortogonal e R triangular superior.
De acordo com o algoritmo descrito por Datta em [17], na j-ésima etapa j =12,....,n—1

¢ suficiente construir uma matriz de Householder /1 J eM, (ER) tal que a coluna j da
matriz H jA i = A i seja nula abaixo da diagonal principal, deixando inalteradas as j-1
primeiras colunas de 4 i—1. No fim das n-1 etapas de aplicagdo do algoritmo, obtém-se
uma matriz triangular superior 4,,_| =H,_1H,_5...H] Ay. Desta igualdade resulta que

OR=A4y=A, fazendo R=4,_; e QT =H, H, >..H;. O proximo exemplo

ilustra isto mesmo.



2 0 2
Exemplo 1.6. Pretende-se obter a factorizagio QR da matriz 4=1 1 -1},
0o 1 2

recorrendo para tal a matrizes de Householder. Constroi-se | de forma a que Hja;
seja multiplo de e|. Para isso, ¢ bastante definir //| de acordo com a demonstrag¢do do

teorema 1.1. Assim /A ¢ a matriz de Householder determinada pelo vector

w =aq —(— l)el = (I,I,O)T . Tem-se,

0 -1 0 -1 -1 1
HA=-1 0 0|4d4=|-2 0 -2|=4,.
0 0 1 0o 1 2

De seguida define-se uma matriz de Householder //, de forma obter um vector com

terceira coordenada nula, quando multiplicada pela segunda coluna de 4. Para atingir

este objectivo, basta determinar H € M,(R) tal que HA4;(2:32) seja multiplo de ¢; e

1 0| ~ 0 1
fazer H, = {O FI} . H ¢ a matriz de Householder definida por w, = L}—(—l)e] = L} .
Logo,
1 0 O -1 0 1
H,A=0 0 -1|4=l0 -1 —2|=4,.
0 -1 0 0o 0 2

Esta tltima ¢ a matriz triangular superior R da factorizacdo QR de A. A matriz ortogonal

0 0 1
Q¢éQ=HHy =|-1 0 0]|etem-se OR=A4.
0 -1 0
Definicio 1.6. Uma matriz quadrada Ae M, ¢é de Hessenberg superior se

@ =0 para i > j +1 e diz-se ainda irredutivel caso G 20121

De modo analogo, uma matriz de Hessenberg inferior € a transposta de uma matriz de
Hessenberg superior. Uma matriz quadrada simultaneamente de Hessenberg superior e
inferior ¢ denominada tridiagonal.

Podemos usar as matrizes de Householder para reduzir uma matriz real 4 a forma de

Hessenberg superior (ou para a tridiagonalizar se 4 for simétrica), aplicando uma

transformacdo de Householder a uma matriz 4e M, (ER), transforma-a noutra



semelhante de forma a que uma coluna de A4 serd orientada na direc¢cdo de um vector
desejado.
Esta particularidade das matrizes de Householder estd patente no exemplo seguinte.

Para o concretizar sera usado o algoritmo:

Dada 4, eM,(R), para k =1,2,..,n—2 transforma-se a k-ésima coluna de A;_; nou-

tro vector com as ultimas »n—k—1 coordenadas nulas, mantendo inalteradas as

primeiras £ —1 colunas de A;_ através de:
1. Iguala-se x a k-ésima coluna de A;_; ja alterada através da substitui¢do das pri-

meiras k componentes para zero;

2. Calcula-se B =—sinal (xk+1)“x ,onde xj .1 ¢ acoordenada k+1 de x
(se x;,1 =0 pode ser escolhido um dos sinais + ou -);
3. Seja Hj amatriz de Householder determinada pelo vector w=x— fej 1,
4. Define-se Ay = Hy Aj_1Hy, .
Ao fim das n-2 etapas obtemos a matriz na forma de Hessenberg superior

A4, »=H TAOH , sendo a transformacdo de semelhanca (de Householder)

H=H{Hy..H, .

Exemplo 1.7. Seja  , _ . Aplicando o algoritmo descrito tem-se x=ey,

—_ O O N
S O N =
SN = O
N = O O

2 0 0 -1

0
1 " 12 0 0| .« : y
p=—1¢e w= . Entdo, 4 =H,,AH,, _ , € ¢ uma matriz que ja
0 0 -1 2 0
1

estd na forma de Hessenberg. A matriz de Householder /1, definida pelo vector w ¢é

1 00 0
0 0 -1/
0 10
0 -1 0 0

Segundo Datta [17] os produtos de uma matriz de Householder H por um vector ou por

outra matriz podem ser calculados sem que H seja completamente explicitada.



A esparsidade de uma matriz ¢ uma propriedade importante no calculo numérico matri-
cial, existindo algoritmos especificos que exploram esta caracteristica. Uma matriz
companheira possui um elevado grau de esparsidade.

Definicao 1.7. Uma matriz companheira (superior) ou de Frobenius € uma

matriz de Hessenberg superior irredutivel da forma

00 0
i0 . 04
0 1 d

n—1
E possivel determinar facilmente o polindmio caracteristico de uma matriz

companheira, de facto
piA)=2"—d AT —d, - —diA—d,. (1.4)

De referir ainda que a matriz com primeira linha igual a (d,_; d,, --- d| d,)e

ultima coluna nula abaixo do elemento d,, diferindo de K exclusivamente nos
elementos indicados, tem o polindmio caracteristico definido igualmente por (1.4).

Defini¢do 1.8. Uma matriz 4 € M, diz-se semidefinida positiva se

x*AxZO,para cada x e C". (1.5)

Se a desigualdade estrita for satisfeita para cada x = 0 entdo 4 diz-se ainda definida
positiva.

Exemplo 1.8. Sejam A:F 1}, B:{ ! 1} e xz{xl}ei}%? A é semidefinida positiva
11 1 X,

porque x! dx = (xl + X9 )2 >0, mas ndo ¢ definida positiva xI Ax=0, com Xy =—X].

Por outro lado, visto que xIBx= ||x||2 entdo B ¢ definida positiva.

Existem propriedades que podem facilitar a afericdo de uma matriz no que respeita a
defini¢do ou ndo de positividade da mesma, tais como:
e 0 determinante e os elementos principais de uma matriz definida positiva sdo
positivos;
e o0 clemento com maior valor absoluto de uma matriz definida positiva ¢

principal;



e uma matriz hermitica ¢ definida positiva se e sO se os seus valores proprios sao
todos positivos;
Por vezes, no estudo de equagdes com matrizes ¢ conveniente considerar os elementos
de uma matriz ordenados de modo apropriado como vectores.
Para finalizar esta seccao define-se a forma de organizar convenientemente os
elementos de uma matriz num vector.

Defini¢ao 1.9. A cada matriz C = (cl,---,cn) de dimensdo mXn vamos associar

um vector coluna vec(C)e M, ; definido por

€1
. €9
vee(C) = L (1.6)
C}”l
2 0 3
Exemplo 1.9. Se C=|5 -1 2| entdo vec(C)=(2,51,0,-1,7,3,2,4) .
1 7 4

Podem surgir dois casos particulares quando C ¢ uma matriz com uma Unica linha ou
coluna:

o vec(C)=C se C¢éum vector (coluna);

o vec(C) =CT se C & uma matriz linha.

1.2 Decomposicoes matriciais

De modo geral, transformar uma matriz no produto de duas ou mais matrizes facilita a
resolucao do problema inicial. Com a decomposi¢do de uma matriz por transformagdes
de semelhanga obtemos outras matrizes com as quais ¢ mais facil de operar e que sdo
semelhantes a inicial. Serd apresentada uma breve revisao de trés das vérias factoriza-
¢oes de matrizes: a decomposi¢do de Schur, a forma canonica de Jordan e a factorizagdo

com uma matriz companheira.

10



1.2.1 - Decomposicdo de Schur’

Das diversas formas de factorizar uma matriz, a decomposi¢ao de Schur ¢ uma das mais
uteis no calculo numérico visto que, qualquer matriz 4 € M, , incluindo as matrizes
defeituosas, pode ser factorizada desta forma [78], podendo ser obtida usando matrizes
de transformacao de semelhanca bem condicionadas, como o sdo as matrizes ortogonais
(ou unitarias). Por esta razdo, na pratica a decomposi¢do de Schur ¢ frequentemente
utilizada [20, 30, 78].

Teorema 1.2. (Decomposicio de Schur)

Sejam Ay,4,,...,4,,, os valores proprios da matriz 4 € M, . Existe uma matriz unitaria

UeM, talque U" AU =T é uma matriz triangular superior. Como 4 e T s3o matrizes

semelhantes os valores proprios de 4 dispdem-se ao longo da diagonal principal de 7,

isto €,
_/21 X X X |
A x X
U AU = i - x| 7 (i
0 . .
L /1”_
Demonstracdo:

Provemos o teorema usando a indugdo matematica na ordem » de A.
O teorema ¢ trivialmente verdadeiro para n =1, usando U = 1[;.

Suponhamos agora que o resultado ¢ valido para qualquer matriz de ordem menor do

que n e mostremos que também ¢€ valido para matrizes de ordem .
Seja u um vector proprio de 4 € M, associado ao valor proprio 4 = Au=Au, u#0.
Suponhamos que u € um vector unitario, caso contrario normaliza-se o vector dividindo

pela sua norma. E sempre possivel seleccionar uma matriz V' de dimensdo 7 X (n —1) tal

ve Uy =\u V) =(u,v, -, v,_1) seja matriz unitaria. Neste sentido escolhemos n —1
q 1 1 n—1 )

vectores da base canodnica de C" que, conjuntamente com u, formem um conjunto de
vectores linearmente independentes.
De seguida utiliza-se o processo de Gram-Schmidt para os ortonormalizar. As colunas

de V' sdo constituidas por estes ultimos » —1 vectores.

! Friedrich Heinrich Schur (1856-01-27 a 1932-03-18) — Matematico Alemio, nascido em Krotoszyn,
Polonia
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Visto que AU = A(u V) :(Au AV) :(/Iu AV) entdo
Uy AU, {”*}[w AV] {”*’1” “*AV}. (1.8)
V V iu VAV

Atendendo a que as colunas de U formam um conjunto de vectores ortonormados tem-

se

v v u 0
* * * * . . .

u Au =/1(u u)=/1eV /1u=/1(V u)=/1 Clu=Al ¢ =],
v:_l v:_lu 0

Assim, de (1.8) resulta

X eee X
1 1 E B - O B ) .

0
onde B=V"AV € M,,_;. Exceptuando 4 , os valores proprios de A e B sdo iguais.

Assim, por hipotese de indugdo existe uma matriz unitaria V] tal que ¥V, BV, =T, é
uma matriz triangular superior.

0

1

1 0 1
Seja U :U{O V] Como {0 } ¢ uma matriz unitaria porque V] o é, entdo U,
1

produto de duas matrizes unitarias, € unitaria. Tem-se ainda que
1oy [t o] [t o] . [1o0
U" AU =|U, AU, = U, AU, : 1.10
[‘{0 VD ‘[0 VJ {0 Vj ! ‘{0 VJ (o
e atendendo a (1.9) obtemos
\ 1 0][a war[t o] [t 0[4 wavv]| [4 u'4vv
U AU = = . - ‘
0 ¥||lo B [|0 %] |0 ¥|l0o BY, o vBy | (L1

AV
“ 1}:T é

* . o . . * A
Mas ¥, BV, ¢ a matriz triangular superior 7}, assim U AU = 7

1

uma matriz triangular superior. U

12



Deste teorema resulta que qualquer matriz quadrada ¢ unitariamente semelhante a uma

matriz triangular. Além disso, se 4 M, (‘R) e todos os seus valores proprios sao reais

entdo os correspondentes vectores proprios podem ser escolhidos reais. Neste caso a

matriz U do teorema ¢ real e ortogonal, conforme se constata no proximo exemplo.

-1 -1 0
Exemplo 1.10. Para a matriz 4=| 0 1 1| que tem valores proprios
1 0 -2
1674 929 745 ) s ) . )
- , — - , as matrizes unitaria U e triangular superior T referidas no
745 1674 929

teorema sao (por exemplo):

864 238 514 1674 1197 441
3761 249 2803 745 1537 803
273 629 849 929 1873

U= - e T= —— .
953 2552 917 1674 1295
719 439 645 0 745

L 773 2741 1952 i 929 |

Este teorema permanece valido se a matriz 7 for considerada triangular inferior e

embora apenas demonstrado para o caso de ser triangular superior, apenas se torna

necessario uma redefinicdo da matriz unitaria Uj: o vector proprio u constituiria a

tltima coluna de U}, em vez da primeira.

Exemplo 1.11.

da matriz 4 usando uma matriz 7 triangular inferior &

514 238 se4 |[ 745 0 0
2803 249 3761|| 929
S| 849 629 273|| 1873 929 0
917 2552 953 || 1295 1674
645 439 719 441 1197 1674
1952 2741 773 803 1537 745
514 238 864 |
2803 249 3761
849 629 273
917 2552 953
645 439 719
| 1952 2741 773

Relativamente ao exemplo anterior, uma possivel decomposi¢ao

13



A factorizagdo de Schur de uma matriz, usando uma matriz 7 triangular superior (ou
inferior) ndo € Unica. As colunas da matriz unitaria U, conhecidas pela designacdo de
vectores de Schur, podem ser escolhidas de modo a que os valores proprios de 4 se
disponham, numa ordem predefinida, ao longo da diagonal principal de 7.

Na demonstracdo do teorema de Schur seleccionamos para a primeira coluna da matriz

de transformagdo U um vector proprio associado a 4. Este primeiro vector de Schur é

sempre um vector proprio associado a algum A € O'(A) mas, Como veremos a seguir, os

restantes vectores de Schur nem sempre o sdo, dependendo dos elementos ndo diagonais

da matriz T.

Consideremos agora uma decomposi¢do de Schur U "AU=T da matriz AeM n-

Multiplicando-a a esquerda por U = (ul,u2,...,un ), resulta 4U = U T e comparando as

colunas j de ambos os membros da tltima igualdade obtemos

j—1
Auj=Aju;+ Y tijt,  j=l..n. (1.12)
i=1

Conclui-se assim que o vector de Schur «; ¢ também vector proprio associado ao valor

proprio A de 4 se a j-ésima coluna da matriz 7 for A4 jej-
Retomando o exemplo 1.10. podemos afirmar que as duas primeiras colunas de U sao

vectores proprios associados a 4; =1 ¢ Ap =3, mas u3 ndo é um vector proprio

correspondente a A3 =—1. De facto o vector de Schur u3 foi obtido por ortonormali-

zagdo de Gram-Schmidt do conjunto de vectores {ul,uz,(l,—Z, I)T }, sendo este ultimo
um vector proprio associado a A3 =—1.

Com base no teorema de Schur € possivel deduzir conclusdes de suma importancia para
matrizes hermiticas. Apresentam-se de seguida algumas particularidades desta familia

de matrizes.

Corolario 1.1. Qualquer matriz hermitica 4 ¢ diagonalizavel por intermédio de
transformagdes unitdrias, isto ¢, existe uma matriz unitaria U tal que U AU ¢é uma

matriz diagonal.
Os valores proprios de A sdo reais e os vectores proprios podem ser escolhidos

ortonormados.

14



Demonstracdo:

Considere-se 4 uma matriz hermitica, A =4.
Pelo teorema de Schur existe U :(ul,uz,...,un) unitaria tal que U AU =T ¢ uma
matriz triangular. E

T" = (U*AU)* —U'AU=UAU =T,
0 que mostra que 7' ¢ hermitica. Mas uma matriz triangular e hermitica é diagonal.
Os valores proprios de 4 dispdem-se ao longo da diagonal principal de 7, visto 4 e T
serem matrizes semelhantes. Mas como os elementos principais de uma matriz
hermitica t€ém que ser reais, os valores proprios de 4 sdo niimeros reais.
Falta provar que os vectores proprios de 4 podem ser escolhidos ortonormados. Sendo 7'

uma matriz diagonal, e atendendo ao dito anteriormente, podemos concluir que cada u;
€ um vector proprio associado ao valor proprio 4;€ O'(A), i=1,..,n.Como U ¢ uma

matriz unitaria as suas colunas sao vectores ortonormados. (|

. ~ * ~ r ° r . I4 .
Seja AeM, (iR) entdo se 4 = A entdo ¢ simétrica, logo os valores proprios de uma

matriz real simétrica sdo também reais. Podemos seleccionar vectores proprios
correspondentes também reais, logo a matriz U referida no corolario, sendo ortogonal, é

ainda real.

Por outro lado que, se 4 ndo € simétrica, e dado que p 4 (/1) tem coeficientes reais,

entdo pode ter valores proprios complexos que ocorrem aos pares de valores
conjugados. Logo, na decomposi¢cdo de Schur de uma matriz real as matrizes U e T

podemos ter elementos complexos. No entanto € possivel obter uma factorizacao real de

uma matriz 4eM, (ER) com valores proprios complexos a custa de uma matriz

ortogonal e outra quase triangular ou (na forma) de Hessenberg, a qual ¢ conhecida por

forma real de Schur de A.

15



Teorema 1.3. (Decomposicio real de Schur)

Se Ae M, (R), entio existe uma matriz ortogonal Q € M ,(R) tal que

L L, - 1
o0 1 = | (1.13)
g0 0

onde 7' ¢ uma matriz triangular por blocos e cada 7;; ou ¢ um valor proprio real de 4 ou

¢ uma matriz de dimensdo 2 x 2 com um par de valores proprios complexos de A4.
Demonstracdo:

Prove-se o teorema usando a indugdo matematica no niimero g de pares de valores
proprios complexos da matriz 4.

Para 4 = 0, o teorema ¢ verdadeiro uma vez que neste caso podemos seleccionar uma

matriz de transformacao U real e ortogonal para a decomposi¢do de Schur de 4.
Admitamos valido o teorema para qualquer matriz real de ordem n, com menos de ¢

pares de valores proprios complexos e provemos que também ¢ valido para uma matriz

AeM, (SR) com g pares de valores proprios complexos.

Seja 1=a+ip €0 (A), com g = 0. Visto que os vectores proprios associados a A nao

podem ser reais entio existem x,y € R, com y = 0, tais que A(x+iy) = /1(x+iy).
Daqui resulta que

Ax=ax-pBy , Ay=ay+ fBx. (1.14)
€ u =x —iy €um vector proprio associadoa 1 € O'(A).
Assim, {x, y} geram um subespaco real de dimensao dois que, atendendo a (1.14), ¢

invariante para A. A independéncia linear dos vectores x e y pode ser deduzida a partir
das igualdades (1.14).

Se y=xx,com x # 0, entdo
_ _ _ _ 2
(ax+Bx=Ay = A(xx)= xdx = (a/(—ﬂlc )x
resultando x2 =1 , impossivel em R. Através do método de Gram-Schmidt para
ortonormalizar os vectores x e y, obtemos {X, 7 }.

E sempre possivel construir-se uma matriz ortogonal Q; € M n (‘R) cujas duas primeiras

colunas sejam os vectores X e 7, respectivamente. Entdo, atendendo a que o
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subespago de R" gerado por {)7)7} também ¢ invariante para 4 provar-se (de forma

andloga a que usada na demonstrac¢do do teorema de Schur) que
I, T, —
of a0y 2], com orin)- 1.7}

Existe O € M, _,(R) ortogonal, por hipétese, tal que QTBQ ¢ uma matriz triangular

0

I
por blocos. Definindo O = Ql[ Q} asseguramos que QT AQ é triangular por blocos.

2

0
a

Podemos sempre reordenar e colocar de acordo com uma ordem pré-definida, os blocos

diagonais da matriz 7, correspondentes a cada valor proprio real ou a cada par de

valores proprios complexos de 4.

0 0 2
Exemplo 1.12. Para a matriz 4=|1 0 -1| que tem valores proprios —i, i € 2,
0 1 2

as matrizes unitaria U e triangular superior 7T referidas no teorema 1.3 sdo (por

exemplo):
(1 —05-i 2+i ] L, S -l
2o 75 15 Jis V30
D40 142 - N2(-4.5-6i)
U=| 0 L T=l0 i 2~
J15 0 15 15

05+i —2-i 0 0 =i

1
RPN N T

Vamos agora usar a estratégia sugerida na demonstracdo do teorema 1.5,

baseada no conhecimento dos valores e vectores proprios de A4, para obter uma

factorizagdo real desta matriz. Aos valores proprios 2 e i estdo associados,
. - _ T , - T
respectivamente, 0s vectores proprios v-(l,(),l) € u=x+iy, com x—(O,—Z,l) e

y=(— 2,1,0)T. Ortonormalizando o conjunto {x, y,v} através do processo de Gram-

Schmidt obtemos {ql,qz,q3 } , que definem as colunas da matriz de transformacao

o 210 1
105 21

I e S
2B Tios T
1 2 4
5 Vs 21
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Assim,

o2 29 16 ]

T 5 521 ios| | Ty T,
QAQ__@ 23 _[0 2
5 5 5

o 0 2

¢ uma forma real de Schur de A, onde G(Tll) = {— i,i}.

Na pratica recorre-se ao método iterativo QR para obter a forma real de Schur de uma
matriz A, depois de se reduzir a matriz dada a forma de Hessenberg por transformacao
de semelhanga ortogonal.

Este ¢ um processo iterativo baseado em repetidas factorizagdes QR de matrizes

ortogonais semelhantes a 4, onde na k-ésima etapa de aplicagcdo do método, determina-

se a factorizacdo QR da matriz Ay _y: Aj_1 = Or_1R)_1, € define-se a “nova” matriz a
factorizar Ay = Rj _10)_1-
Sob certas condigdes a sucessdo de matrizes A (matriz na forma de Hessenberg), 4,

A, , ..., converge para uma matriz quase-triangular ou triangular, que é uma forma real

de Schur de A. Estudos detalhados sobre a convergéncia, a aplicacdo e formas de
melhorar a eficiéncia do método QR podem ser encontradas em [17, 30].

O resultado apresentado de seguida, e que sera utilizado na demonstracdo da forma
canonica de Jordan ndo € mais que uma extensdo do teorema de Schur que nos mostra

que qualquer matriz quadrada ¢ sempre semelhante a uma matriz diagonal por blocos

[42].

Teorema 1.4. Se A € M, tem valores proprios distintos 4; com multiplicidade #;,
i=1,.,k,entdo 4 é semelhante a uma matriz diagonal por blocos

T 0

onde 7; e M " ¢ triangular superior com todos os elementos diagonais iguais a ;.
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Demonstracdo:
O teorema de Schur garante a existéncia de U tal que U~ AU = T ¢ triangular superior.
Considere-se que os n valores proprios A; de A aparecem na diagonal principal da

matriz 7 ordenados segundo o indice, de 1 a .

Construa-se uma sequéncia de transformag¢des de semelhanga P, ¢ (7 <s) de forma a
anular os elementos desejados de 7 sem alterar a estrutura triangular desta matriz nem a
sua diagonal principal.

Para tal defina-se P, ( =/, +a E, ¢, onde @ € C\ {O} e E, ; ¢ amatriz que difere da

r,s> r,s

matriz nula na posicao (r,s), onde tem o elemento 1.

Ser#s, P;; =1, —aE, ¢ paracada escalar «.

Assim, a matriz T = P;; TP, para r<s, difere de T apenas nos elementos das

posigdes (1,s), (2,5), ..., (r,9), (r,s+1), (r,s+2), ..., (r,n).
Obtemos assim
Lo =tig+aty, i=1..r-1,
by =t +alty —t) e Ty=1,-aty,
Se t,,. # ty, 0 elemento da posic¢ao (r,s) da matriz T pode ser transformado em zero sem

se alterar a estrutura relevante da matriz, escolhendo o =, / (trr —lg )

Anulando sequencialmente os elementos das posigdes (n-1,n),
(n-2,n-1), (n-2,n),
(n-3,n-2), (n-3,n-1), (n-3,n),

(1,2), (L,3), ..., (1,n)
da matriz 7, através de transformagdes de semelhanga P, .
Quando ¢,, # ¢, os zeros criados até uma determinada etapa ndo sdo alterados com as

posteriores transformacdes e a matriz resultante, semelhante a 4, e que tem a forma

pretendida.Ud

No caso em que os valores proprios de A€M, (‘R) sdo todos reais, a matriz de

semelhanca, que permite transformar 4 para uma matriz diagonal por blocos, pode ser

escolhida real.

19



1.2.2. Decomposicao de Jordan2

J& anteriormente vimos que uma matriz quadrada hermitica (simétrica se for real), ou
uma matriz com valores proprios distintos, ¢ semelhante a uma matriz diagonal. No
entanto nem todas as matrizes complexas sdao semelhantes a matrizes diagonais. A
matriz triangular superior, mais préxima de uma matriz diagonal, em que podemos
transformar por semelhanga qualquer matriz ¢ a forma candnica de Jordan. Esta
decomposicao ¢ classificada de funcdo descontinua da

matriz 4 por Demmel [20] e Golub [30], em oposicdo a factorizacdo de Schur,
argumentando que pequenas perturbacdes numa matriz defeituosa podem alterar

completamente a sua forma de Jordan.

Defini¢do 1.10. Um bloco de Jordan ¢ uma matriz quadrada da forma
A 1 0
A
J )= . eM. ¢ (115
0 A

Esta matriz tem um tUnico valor proprio 4 com multiplicidade algébrica igual a sua
ordem.
Para a demonstracdo da existéncia de uma decomposi¢do de Jordan de qualquer matriz

quadrada complexa apresenta-se o seguinte teorema que vira a ser de extrema utilidade.

Teorema 1.5. Dada A4 € M,, estritamente triangular superior existem uma matriz inver-

r ’ . m .
tivel S e nimeros naturais ny,ny,...,1,, com ny 2ny 2..2n, =21 e Zi—lni =n tais

que

J (0) 0

. J (0
Slas= »(0) , . (1.16)

0 J,.(0)

Demonstracdo:
Mais uma vez serd utilizada a inducdo matemdtica em n para a demonstragdo do
presente teorema.

Para n =1, A4 =0 e o resultado ¢ trivial.

? Marie Ennemond Camille Jordan (1838-01-05 a 1922-01-22) — Matematico Francés, nascido em Lyon,
Franca
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Suponhamos agora que o teorema ¢ valido para qualquer matriz nas condigdes do

teorema com ordem inferior que 7.

Considere-se a matriz 4 € M,, estritamente triangular superior, fragmentada em blocos

0 4o T
A= ,com a =\a a e Qayy ).
o (@ @y o a)

Entéo por hipotese de indugdo, existe S e M ,,_; invertivel tal que

7, (0) 0
~ ~ J, (0) O
S_IBS — sz (O) — ky ( ) ,
0 J
0 J., (0)
com ky 2ky 2.2k, 21, Zf:]ki =n—1le JeMy g -
Daqui resulta que
1 0] 1 o0 r “a @
g =0 25 120 s (0) 0 |=4.
0 S 0 S 0 S'BS 1
0 0 J

onde a § = (alT azT)e My ,_1.

\ ~ T . . .
Procederemos agora a anulagdo dos elementos de aj , recorrendo para isso a matriz de

semelhanca

z=|0 I, 0 |, (1.17)
0 0 I

n—1-k

de modo a que permanegam inalterados os restantes elementos da matriz 4;.

Assim,
0 PBe a
z4z=[0 J, (0) 0|=4,,0nde f=a]¢.
0o 0 J
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Podemos ter duas possibilidades:

1. A primeira coordenada de alT é¢ndonula (g =0).

T . \
Neste caso transformamos fej num vector normalizado a custa de

g 0 0 0 ¢ a
N=[0 I 0 |, obtendo-se 4,=0 J,(0) 0
0 0 ﬂ]n—l—k1 O O J

1., —le,al)J"
Definindo ®, = o ( . 2)

1

1., (e, a)J™
], i=1,2,..., tem-se R, ={ il ( : 2) ] e

In—l—kl O ]n—l—kl
q{i_l S (0) (eiazT)JH R, = S (0) (ei+|azT)Ji .
0 J 0 J
[y (0) ea | . <
Como 4, = , aplicando-lhe sucessivamente as transformagdes de
0

semelhanga ®;, com k| passos no maximo obtém-se que 4 ¢é semelhante & matriz

{JW (0) 0

0 } a qual tem a forma desejada.

2. Sep=0.
A (0) 0 0
Assim Ap ¢é semelhante por permutagdo a matriz 0 0 al |. Mas por
0 0 J
., . - . = . , z 0 azT = -
hipotese de indugdo existe § € M,,_, invertivel tal que S 0 S=J.

. 0) 0 .
Daqui resulta que A4 ¢ semelhante a {]kl( ) }, podendo ser necessario
0 J

reordenar os blocos de Jordan para que esta Gltima matriz tenha a forma pretendida.
a

De notar que se 4eM, (ER) tiver a estrutura requerida no teorema entdo todas as

matrizes de semelhanca usadas na demonstragdo podem ser seleccionadas reais.
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0 x x 0
Exemplo 1.13. Seja A:[O 0] x# 0. A matriz S:{O J ¢ regular com

1/x 0
inversa S~ =[ {)x J e S_lASsz(O).

Tendo este resultado valido poder-se-4 agora enunciar e demonstrar o teorema de

Jordan.

Teorema 1.6. (Forma canodnica ou decomposicao de Jordan)

Para cada 4 € M,, existe uma matriz invertivel P tal que

(A1) 0
Plap= (%) . ; (118)
L0 I, (%))
onde p<m, m+my+..+m,=me J, (1), J,(42); - I, (ﬂ[,) s30 os blocos

de Jordan da matriz 4 que tém os valores proprios desta na diagonal principal.

Demonstracdo:
Pelo teorema de Schur, temos que qualquer matriz 4 € M,, ¢ semelhante a uma matriz
triangular superior 7' que tem os valores proprios daquela na sua diagonal principal

dispostos numa ordenacao predefinida. Seja U a matriz de semelhanca.

O teorema 1.6. garante-nos a transformacao por semelhanca da matriz 7, denominemo-
la por ¥, numa matriz diagonal por blocos D, onde cada bloco diagonal D;;, com
i=12,.,k<m, ¢ triangular superior com os elementos diagonais todos iguais
(analogia com um bloco de Jordan).

Seja A o tnico valor proprio do bloco D;;. Entdo a matriz 4; = D;; — Al ¢ estritamente
triangular superior. Logo, pelo teorema anterior, ¢ possivel determinar uma matriz

invertivel §; tal que
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Assim,

J, (4) 0
STID. S, =871 4,8, + Al =
0 J, (4)
S, 0
Definindo P=UV assegura-se que P71 AP ¢ uma forma canénica de
0 S,

Jordan da matriz 4. Q4

De notar que no teorema anterior os valores proprios A;,4,,---,4 » da matriz 4 ndo sao

necessariamente distintos (veja-se o exemplo 1.16), bem como as ordens dos blocos de
Jordan. Por outro lado, temos que o nimero de blocos de Jordan correspondentes a um
A € G(A) ¢ a multiplicidade geométrica desse valor proprio, e ainda que a
multiplicidade algébrica de A; ¢ igual a soma das ordens de todos os blocos de Jordan

que lhe estdo associados.

No proximo exemplo ilustra-se o facto da redugdo a forma candnica de Jordan de uma
matriz Ae M, (9%) que tem apenas valores proprios reais, pode ser obtida a custa de

matrizes de semelhanca também reais.

-1 -1 3
Exemplo 1.14. Uma decomposi¢do de Jordan da matriz 4= 0 1 1| ¢
0 0 -2
110y
2 31 10 0
obtida a custa das matrizes P=| 1 —5 OleJ=|0 -2 0 |.Defacto,
0 10 0 0 -l
_ . _ .
0o 1 — 0 1 -
3 3 1 0 O
Pl'4P=(0 0 1{AP=| 0 0 =2|P=|0 -2 0 |=J.
L7 o L7 0 0 -1
2 2] 2 2

Em analogia ao que se passa na factorizacdo de Schur, a decomposi¢cdo de Jordan de

uma matriz também nao ¢ Uinica, no entanto o nimero ¢ a ordem dos blocos de Jordan
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associados a cada valor proprio ¢ fixo para cada matriz, o que varia ¢ a ordenagdo dos
referidos blocos na diagonal da matriz do segundo membro de (1.18).
A estrutura por blocos da forma de Jordan de uma dada matriz 4 (mas ndo a matriz de

transformagdao de semelhanca) ¢ determinada pelos seus valores proprios e pelas

caracteristicas das matrizes (A—ﬂil )k, com e k=1,...,m [42]. A titulo de exemplo, o

menor inteiro k para o qual car(A—A4;1 )k =car(d— ;1 )k *1 ¢ a ordem do bloco com
maior dimensdo correspondente ao valor proprio 4;. Pretendendo obter uma

decomposicdo de Jordan de A usa-se o algoritmo fornecido pela demonstragdo do
teorema de Jordan, o qual seré aplicado para a constru¢ao da matriz de semelhanca que
por sua vez permite a obtencdo de uma forma candnica de Jordan de uma matriz

triangular superior de ordem 6, no seguinte exemplo.

123 00 0
01040 0
, 00105 0 o
Exemplo 1.15. Seja 4= . Principiemos por transforma-la
000 I 6 7
00001 O
00 0 0 0 —1]

numa matriz diagonal por blocos: Anula-se o elemento da posicao (4,6) através de

P =lg+akEyg, com a=—ays /(a44 - ‘166) =—7/2. Os restantes elementos que

sofrem alteracdo sdo definidos por a;q +@a;4, i =12,3. Assim, a Gltima coluna de
PI_IAPI =4 ¢é (O,—14,O,0,0,—1)T. A matriz P, = [g +7E, ¢ permite agora anular o
elemento da posi¢do (2,6) de 4. Tem-se que a Gltima coluna de Ay =P 1A1P2 ¢

(14,0,0,0,0,—1)T. Para finalizar esta primeira etapa, usa-se a transformacdo

Py =15 —7E) 4. Ento, definindo V' = A P, P;, tem-se

V—IAV:V—l An Alz V= An 0 .
0o -1 0 -1

Vamos agora transformar a matriz estritamente triangular superior

By = Ay —1/5 para a forma (1.16): Inicia-se esta etapa com a submatriz B (4 :54: 5),
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6 0 I, 0
normalizando o seu elemento 6 a custa de N, :[0 J. Definindo T, :{ 03 }, a
1

partir de By obtém-se

023 0 0

0 0 24 0

B =T 'ByT, = 0 0 5/
0 0 1

L O_

Continua-se com B (3 :53: 5). E necessario anular o elemento 5. De acordo com (1.19)

50

. 1
a matriz de semelhanga ¢ Z, :{
2

} . Como neste caso se tem g = 0 € necessario

reordenar por permutagdo S =(ez e3 el) os blocos de Jordan. Assim, com

I, 0
T, = resulta que

0 z5§,
[0 2 15 0 3]

0 24 0 0
By=Ty'B T, = 0 1 0l

0 0 0

L O_

Passemos de seguida & normalizagdo do elemento 24 da submatriz B, (2:5,2:5). A

matriz de semelhanga 9V, difere da matriz identidade porque tem na posicao (1,1) o 24.

I, 0 )
Entdo, usando 7, ={ 1 } , amatriz By ¢ transformada em
2

0 a 3
T _
By=|0 J,(0) 0 |,onde aj =(48 15 0).
0 0 J(0)
1 15 0 0 0
Agora € necessario anular o 15 a custa de z,=|0 I, 0 | e posteriormente
0 0 I,
48 0 0
normalizar o 48 através de &, =| 0 [, 0 |. Daqui resulta Bj = Ji(0) 3¢
0 0 48 0 /1(0)
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sendo Ty = Zp,N3 . Para concluir esta segunda etapa falta anular o vector 3e; que, de

acordo com o caso 1 da demonstragio do teorema 1.5, ¢ conseguido com a

I, -3
transformagido ® :{ (;‘ [ez } . Logo, para S=T,T,T,T,R. tem-se
1

S‘1A11S:S‘IBOS+11={J4(EO) Jl(()o)}”{h(fl) J](zl)]

S 0 _
Em  conclusio, definindo P= V{O s } assegura-se  que Plap
1
J, (1) 0
= J, (1) ¢ uma forma canonica de Jordan da matriz 4.
0 Ji (_ 1)

Sejam A;,4,,--+,4,, os m valores proprios reais, ndo necessariamente distintos, de uma
matriz hermitica 4 € M,, . Pelo corolario 1.4, existe uma matriz unitaria U tal que

0
UTAU = .
0 l}ﬂ
Como U'=U *, fazendo P =U concluimos que uma factorizagio de Schur de uma
matriz hermitica ¢ igualmente uma decomposi¢do de Jordan da mesma matriz.

No entanto a implicacdo inversa pode ser falsa se a matriz invertivel P da féormula

(1.18) nao for unitaria.

1 00
Exemplo 1.18. A forma canoénica de Jordan J=|0 2 0| da matriz
0 0 4]
210 13 1/2 1/6]
A=|1 3 1| ¢é obtida recorrendo a matriz P=|-1/3 0 1/3| que ndo ¢
01 2 /3 -1/2 1/3]
ortogonal.

1.2.3 - Factoriza¢do com uma matriz companheira
A factoriza¢ao de uma matriz através da matriz companheira ¢ uma decomposicao nao

unitaria que ¢ “analoga” a decomposicao de Hessenberg, assim como a factorizacdo de

27



Schur tem uma decomposi¢@o “analoga” ndo unitaria na factoriza¢do de Jordan (Golub

[30]).
O teorema seguinte diz-nos como construir a matriz de transformagdo de semelhanga de

modo a reduzir uma matriz a forma de matriz companheira.

Teorema 1.7. Sejam A€ M,, ¢ ve M, | um vector ndo nulo. Se a matriz (de Krylov)

P=P, = (V,AV,A2V, . e V) for regular entdo P~' 4 P é uma matriz companheira.

Demonstracdo:
Seja A€ M,,, suponhamos que P = (v,Av,sz,m,A’"_lv) ¢ uma matriz regular para
um dado vector ndo nulo v. Entdo o sistema de equagdes lineares

Pd=-A"y (1.19)

. . < T
¢ possivel com solugdo tnica d = (do,dl,- . -,dm_l) . Provemos que 4 P = Pk sendo a

matriz companheira K definida da seguinte forma

[0 0 -+ 0 -d, |
1 0 - 0 -4
K=| 1 . 1 -d, (1.20)
o0
0 1 —d, |

Se por um lado temos AP:A(v,Av,sz,---,A’"*lv):(Av,sz,A%,---,A’"v), por

outro, e como Pe; ¢igual aj-ésima coluna da matriz P temos que
PK=P(e2,e3,--~,em,—a’):(Pez,Pe3,--~,Pem,—Pd):(Av,sz,---,Am_lv,—Pd).

Visto que d ¢ o vector solugio do sistema (1.21) obtemos

PK =(AV,A2v,---,Am_lv,Am v).

Ouseja, AP=PK < P '4P=K. Q
-1 -1 3
Exemplo 1.16. Uma decomposi¢do de 4=| 0 1 1| acusta de uma matriz
0 0 -2

-1

8 5 -62][0 0 21|8 S5 62
companheira ¢, por exemplo, | 8 15 1 1 0 11(/8 15 1
7 —-14 28 (|0 1 =2||7 -14 28
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E importante referir que nem todas as matrizes quadradas sdo semelhantes a uma matriz

companheira. Golub demonstra em [30] que a multiplicidade geométrica de cada valor

proprio de uma matriz de Hessenberg superior H € M,, com os elementos da
subdiagonal ndo nulos (isto é, A;;_; # 0 para cada i), ¢ igual a um. Podemos concluir

daqui que uma matriz quadrada s6 ¢ semelhante a uma matriz companheira do seu
polindmio caracteristico se a multiplicidade geométrica de cada um dos seus valores
proprios for igual a um. Contudo, o teorema seguinte estabelece que toda a matriz
quadrada ¢ semelhante a uma matriz diagonal por blocos sendo os blocos diagonais
matrizes companheiras.

Teorema 1.9. Para cada matriz 4 € M, existe uma matriz invertivel J tal que
vlay = - . (1.21)

onde p<m, m+my+.+m,=meK;, i=1.., p,¢uma matrizcompanheira a qual
corresponde ao bloco de Jordan J,, (4;) da matriz A.
l

Demonstracgdo:

Pelo teorema que estabelece a forma candénica de Jordan, dada A4 e M,, existe uma

matriz invertivel P tal que

Note-se que, para cada bloco de Jordan J,, (4,), com ;=1,.-, p, existe um vector nio

nulo ve M, ;| tal que a matriz
i)

0 =(V, T (A )V, (Jm,- (ﬂi))zv, (Jm,- (/1,.))”’1"1 v). (1.22)
¢ ndo singular (Zhang [83]). Assim, pelo teorema anterior, temos que Q,-_1 I, (/11- )Q,- ¢

uma matriz companheira que designaremos por K;.
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o 0

A matriz quadrada fraccionada por blocos ¢ = 0, _ , € regular com inversa
0 0,
0" 0

Q'= . . Logo,

0 0,

_Jml (/11 ) 0 | Kl 0

Q_l I, (/12) 0= K,

0 J, (4,) 0 K,

Assim, fazendo v = pQ , obtemos o pretendido. U

1 3
Exemplo 1.17. Seja A= S(2) 0 . Como P=(v,J,(2)v)= é
0 J(2) 12
4

0 P 0
invertivel entio P‘J2(2)P={1 }zK ¢ uma matriz companheira e {O }

4 1

K ol[p o] , ,
o 2llo 1 ¢ uma factorizacao de 4 do tipo (1.21).

1.3 Critérios de Solubilidade da Equacdo de Lyapunov?

Uma equacdo matricial ¢ uma equacdo envolvendo varias matrizes, havendo pelo menos
uma desconhecida. Nesta sec¢do iremos observar as diversas formas de representagdo

das equagdes de Lyapunov, comparando-as.

1.3.1 Teoremas de Existéncia e Unicidade

Seja AeM,, eseja o(A4)c C o conjunto de valores proprios de 4.

Teorema 1.10 A equagio continua de Lyapunov 4X + X4 +Q=0tem uma
unica solucdo X para qualquer termo ndo homogéneo Q se e so se
A+u#0, (1.23)

para qualquer A, ueo(4).

3 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-06-06 a 1918-11-03) — Matematico Russo, nascido em
Yaroslavl, Russia. Aluno de Pafnuty Lvovich Chebyshev e Professor de Aleksandr Nikolaevich Korkin e
Yegor Ivanovich Zolotarev
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Demonstracgdo

A equacio matricial de Lyapunov ¢ equivalente sistema de equagdes A%+ G =0, onde
A=I1®A+A®I, G=vec(Q) e X=vec(X)

Assim ¢ suficiente mostrar que a matriz

A=I®A+A®I,
E nio singular se e s6 se
A+u=0,
para qualquer 1, e o (4)
Pelo lema de Schur existe uma matrix unitaria de n por n U tal que
R=U AU,
¢ uma matriz triangular superior e a diagonal principal estd preenchida com os valores

proprios de 4.

Como a matriz

(UBU) (1®A4+4®I)(URU)=(IQU AU+U AU ®1)=(I®R+R®I)

E claramente similara 4 =/ ® A+ A®1 , ¢ é triangular superior.
Podemos ver igualmente que a é valor proprio de 4 se e s6 se A+ #0, onde A e u sdo
valores proprios de 4, e que 4 é ndo singular se e s6 se A+ #0, para qualquer
Aueo(4).d
Teorema 1.11 A Equacao discreta de Lyapunov AXA - X+ 0O=0 tem uma solugdo
unica X para qualquer termo ndo homogéneo Q se ¢ sé se

Al -] (1.24)
para qualquer A,y e o (A)

Demonstracgdo

Demonstracdo similar a demonstra¢do do teorema anterior. U

1.3.2 Equivaléncia de duas classes de equacées de Lyapunov

Sejam AeM,, o(A)cC o conjunto de valores proprios de 4, € o conjunto de

matrizes dadas por 4e S < 1¢o(4).
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Seja Ae(S), entdo a transformada de Cayley C(4) de 4 ¢ dada por
C(A)=(4+1)(4-1)".

A transformada de Cayley pode ser vista como uma extensdo de fun¢do complexa

z+1
¢(Z) = ; >

que transforma C — {1} em C—{1}, com ¢(4(z))=z paratodo z e C—{1}.

Teorema 1.12 Sao validas as seguintes afirmacoes:

I. A transformada de Cayley transforma Sem S, e C(C(4))=4,paratodo A€ S .
2. Se AeS,entio Aeo(4)seesose g(i)eo(C(4)).

3. Aéestavel se e 80 se C(4) € convergente.

4. A ¢ definida negative se e s6 se ”C(A)”2 <1,

Demonstragao

1. Seja 4€S . Entdo C(4)estd bem definida. Pretende-se mostrar que C(A4)e S,
ou seja pretende-se mostrar que 1 nio é valor proprio de C(4).
Seja (u,w) o par de valores proprios para C(4). Entao
(A+1)(A=1)" w=pwe (A+1)w=pu(A-)we (1- ) Aw=—(1+ u)w,
Se p#=1, entdo w =0, o que é impossivel porque w ¢ valor préprio de C(4).
Donde se conclui que C(4)e S .
Falta provar que C(C(4))=4.
Por definigio
C(A)=(A+1)(A-1)" =(A=1+20)(A-1)" =1+21(A-1)",
logo,
c(c(a))=(c(a)+1)(c(4)-1)" = 2(1+(A—1)’1)(2(A—1)’1)_1
=(r+(a-1)")(a-1)=(a-1)+1=4
2. Sejam Ae S, e (4,v) um par de valores proprios de A.

Por definigao

Av=x1v<:>(AiI)v=()til)v,e

C(A)v=(4+1)(4-1) v=g(1)v.
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Ou seja, (¢ (xI),v) ¢ um par de valores proprios de C(A4).
3. A ¢ uma matriz estivel se e so se o raio espectral de C(4)<1, i.e. C(4) ¢

convergente, pelo enunciado anteriormente.

4. Por definigdo

C(A) C(A)~1=(A=1)" (A+1) (A+1)(A-1)" ~1=

:((A—I)_T(A+I)T(A+I)—(A—I)T(A—I))(A—I)_l :(A—I)T(2(A+AT))(A—1)‘1

Ou seja,
1-C(A) C(A)=(4=1)"(-2(4+47))(4-1)"
Se HC (A)H <1, entdo é simétrica e definida positiva e admite a factorizagdo de Cholesky

T

I-C(A4) C(4)=LL".
Assim,
T T T -1
—2(4+4")=(4-1) LL' (4-1)
¢ igualmente simétrica e definida positiva. De igual modo se 4 ¢ definida negativa, tem-

seque [ —-C (A)T C (A) tem de ser necessariamente simétrica e definida positive.

Como tal C(4)' C(A)<I<|C(4)|, <

A transformada de Cayley estabelece uma conexdo entre as equagdes continuas e

discretas de Lyapunov.

Teorema 1.13 Seja A€ S, entdo X ¢ solugdo de equacdo continua de Lyapunov
AX+XA +0=0, (125
se e s0 se X € solugdo de equacao discreta de Lyapunov
C(A)XC(A)™-X+0,=0, 0, =2(4-1) 0(4-1)", (1.26)
Demonstracgdo
Trivial.
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1.3.3 Forma da Solucao

Sejam Ae M, (R),e o(A4) o conjunto dos valores proprios de 4 .
A ¢ estavel se e sO se
Re(1)<0, Vieo(4), (1.27)
e € convergente se € SO se
A =0, j—>oo, (1.28)
ou
|A]<1, VAieo(4). (1.29)
Se 4 € estavel, entdo A+ u#0, VA, ueo(4),
e a equacdo continua de Lyapunov tem uma solucdo Unica para qualquer que seja a

escolha do termo ndo homogéneo.

De igual forma se A € uma matriz real convergente, entdo Ay #1, VA, ueo(A4) € a

equacdo discreta de Lyapunov tem uma solug@o Unica para qualquer que seja a escolha
do termo ndo homogéneo.
Teorema 1.14 Se 4 ¢ uma matriz estavel real, entdo a solucdo da equagdo continua de

Lyapunov (0.1) pode ser escrita da seguinte forma
X L ;”e’f‘Qe“Tdt . (1.30)

Demonstracgdo

Dado a estabilidade da matriz 4, entdo o integral existe, € se X (z) € dado por
X(7)= IO Qe dt |
entao
X(t)»> X, 15w,
Por continuidade temos,
AX(7)+X(7)A"+Q > AX +XA" + Q.
Temos também que
AX (7)+ X (r) 4" +0= jo’(Ae’AQe’AT + e’AQe’ATAT)a’t +0

= ’i(e“Qe’A’)dt+Q=e“Qe“’ —0, 7>
0 di

ouseja, AX+X4A"+0=0. Q

34



Teorema 1.15 Se 4 ¢ uma matriz real convergente, entdo a solug¢do da equagdo discreta

de Lyapunov (0.2) pode ser reescrita da seguinte forma

X:ioAjQ(AT)j. (131)
g
Demonstracgdo
Seja
X, = SAJQ(AT )
j=0
Temos que

AX A" =X, +0=4'0(4") >0, >0,

. ~ M © r
falta verificar que a sequéncia {X , }n: , € convergente.

Para tal ¢ suficiente provar que a série

¢ absolutamente convergente, i.e.

<00,

Se ||4| <1 seria imediato, mas apenas sabemos que 4 é convergente, ou seja p(A4)<1.

De modo geral,
1
HA’HE — p(4), joo,
Ou seja existe N inteiro tal que

1—p< 4

1
"< p
, <SP

p— 1_2p<1,n2N

Este resultado deriva da teoria spectral da algebra de Banach.

AV

Sejam ¢ =||4,[, <1 e C:max{ , :rzO,l,Z,...,N—l} <0,

Assim € possivel estimar

S|l <lok 3]

o(4")

o N-I Nor P o N-1 2% 2
=lol, XX 4], <lol, > e 4
q=0 r=0 q=0 r=0
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1
1-¢°

<0

<C'N|gl, 2 s =C*N|o],
q=0

Podemos assim concluir

esta bem definida e satisfaz 4AX4A" - X+0=0. Q

1.3.4 A estrutura das solucdes

Teorema 1.16 Seja A uma matriz quadrada real tal que A+ u#0, para 1,y e p(4), ¢

seja X a solucdo da equacdo continua de Lyapunov (0.1). Entdo as afirmagdes seguintes
sdo verdadeiras:

* Se QO ¢é simétrica, entdo X ¢é simétrica.

* Se 4 ¢ estavel, e se O é simétrica e (semi)definida positiva, entdo X € simétrica e
(semi)definida positiva.

Demonstracgdo

Através de transposicdo, temos que X e X' satisfazem a mesma equagdo. Pelo teorema
da unicidade Teorema 1.10 temos X = X"

A segunda afirmacao decorre da aplicacao de (1.30). d

Teorema 1.17 Seja 4 uma matriz quadrada tal que Au #1, para A, ue p(4), e seja X a

solucdo da equagdo discreta de Lyapunov (0.2). Entdo as afirmagdes seguintes sdo
verdadeiras:

* Se QO ¢ simétrica, entdo X ¢ simétrica.

* Se A ¢ estavel, e se QO ¢ simétrica e (semi)definida positiva, entdo X ¢ simétrica e
(semi)definida positiva.

Demonstracgdo

Através de transposi¢do, temos que X e X' satisfazem a mesma equagao. Pelo teorema
da unicidade Teorema 1.11 temos X = X"

A segunda afirmacdo decorre da aplicagao de (1.31). a

Neste trabalho incidiremos quase exclusivamente no caso especial de quando 4 ¢ uma

matriz real estavel (convergente) e O=BB", onde B é uma matriz real. Se 4 é uma
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qualquer matriz quadrada real tal que AB estd definida, entdo o subespaco de Krylov
K,(4,B) ¢ dado por

K,(A.B)=Ran|B AB A'B .. A”B|cR", I=12,.., (1.32)
E claro que K, (4,B)c K,,,(4,B) para [ =1,2,..., e existe um inteiro m tal que
K,(4,B)=K,(4,B),paratodoo [ >m.
A m chamamos o grau de B sobre A.

O subespaco de Krylov

K(4,B)=K,(4,B), (1.33)
E o invariante mais pequeno de 4 que contém Ran B .
Teorema 1.18 Seja A uma matriz quadrada real tal que A+u#0, para
A,pep(4), eseja B uma matriz real tal que 4B estd definida, e seja X a solugdo da

equacdo continua de Lyapunov
AX+X4" +BB" =0. (1.34)

Seja V' a matriz com colunas ortonormais, tal que Ran V = K (4, B) . Entdo

X=ryw’, {1 35)
onde Y ¢ a Unica solugdo de equacdo reduzida
HY+YH" +V'BB'V =0, (1.36)
com H-V AV
Demonstragdo

Por defini¢do Ran V = K (A4, B) ¢ invariante de 4, ou seja AV =VH ,com H = VTAY .
Sabemos que o (H )< o (4), que por sua vez implica que a equagdo (1.36) tem uma
solugdo unica Y . Seja (o, x) um par de valores proprios de /. Entdo ax = aH , e assim
aVx =VHx = AVx, donde (a,Vx) € um par de valores proprios de 4.

Seja Y a solugdo unica de (1.36). Entdo VYV" ¢ a solugdo unica de equacao original de

Lyapunov (1.34).

Assim, temos
AV + vV A"+ BB =VHTV" +VV' BB VV"
=V(HY+YH +V'BB'V)V" =0,

porque Ran BC RanV , e Y ¢ a solucdo da equagdo (1.36).
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Pelo teorema da unicidade, Teorema 1.10, temos X =VYV" . a
Teorema 1.19 Sejam 4 uma matriz real estavel e B uma matriz real tal que 4B esta
definida, e X a solugdo de

AX+XA" +BB" =0.
Entdo temos Ran X = K (A.B).
Demonstragdo
Pelo Teorema 1.18 temos que

Ran X ¢ K (4,B),
porque A+u#0, para A, e p(4).Contudo como A ¢ estavel ¢ possivel aplicar o
Teorema 1.14,e temos

X=| e'BB'e" dr.
Ou seja Ran X o K (4,B), ouainda Ker X K(A,B)L.
Se Xv =0, entdo

0=v'Xv= J.: Vvie"BB e v dt,
Ou seja, vVie”B=0, t>0.
Derivando sucessivamente em ordem a ¢, temos que,
VA B=0, t>0, j=0,1,2,...,

e fazendot = 0, temos v/ 4/B=0, j=0,1,2,...0useja v= K(A,B)L. Q

Estes dois teoremas e técnicas usadas na sua demonstra¢do sdo igualmente usados para
o caso discreto.

Especificamente temos os seguintes teoremas.
Teorema 1.20 Seja 4 uma matriz quadrada tal que A4 #1, para A, ue p(4), e seja B
uma matriz real tal que AB estd definida, e seja X a solu¢do da equacdo continua de
Lyapunov

AXA - X+BB" =0.
Seja V' a matriz com colunas ortonormais, tal que Ran V = K (4, B) . Entdo

e

onde Y ¢ a tinica solugdo de equagao reduzida

HYH' -Y+V'BB'V =0,
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com H=V"AV .

Teorema 1.21 Sejam 4 uma matriz real estdvel e B uma matriz real tal que 4B esta

definida, e X a solugdo de
AXA" -X+BB =0.

Entdo temos Ran X =K (4,B).
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2. Método Iterativo usando o produto de Kronecker

2.1 O produto de Kronecker” de duas matrizes

O produto de Kronecker, depois do produto usual, ¢ uma das mais importantes formas
de multiplicar duas matrizes, tornando-se assim bastante util no estudo de equacdes
matriciais.

Defini¢ao 2.1. O produto de Kronecker, também designado por produto
tensorial ou produto directo, de duas matrizes 4 e B de dimensdes mxn e sxf,

respectivamente, ¢ definido como sendo a matriz

aB aB .. aB
a,B a,B ... a,B

i®8 a8 1 @.1)
a.B a b .. a4 B

de dimensdo (ms)x(n t).

1
2 1
Exemplo 2.1. Sejam A=| 0 ,Bz{o 4}eC=[l 3 -1 l],

1C 1 3 -1 1
Tem-se AQC=| 0C |=|0 0 0 O0f,
-1C -1 -3 1 1

216 3 2 -1 21
C®B=[1B 3B -1B 1B]= e

04012 0 4 0 4

2C 1IC 26 -1 21 3 -11
B®C= = .
0C 4C 00 0 0 412 4 4

O produto de Kronecker ¢ usado de modo a permitir representacdoes de equacdes

matriciais mais convenientes a sua resolucao.

* Leopold Kronecker (1823-12-07 a 1891-12-29) - Matematico Aleméo, nascido em Liegnitz, Prussia
(actual Legnica, Poldnia). Aluno de Peter Gustav Diriclet e Professor de Georg Cantor
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Consideramos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Sejam A€ M,,, Be M, ¢ C.D e M,,,. Entdo
ved AC)=(I,, ® A)vedC)
vedCB)=(B" ®1, JvedC)
ved C = D) =ved C)%ved D)

Demonstracdo:

1. Atendendo as defini¢des da funcdo vec e do produto de Kronecker temos

40 - 0]¢] [4e
0 4 - 0 A

(1, ®A)vec(C)=| . . . | 6:2 = :cz =ved(Acy, Acy...., Ac, ) = ved AC).
0 0 - 4jlc, Ac,

2. Com base nas apresentadas anteriormente, podemos reescrever a segunda

igualdade da seguinte forma

bl b, - bl |lc Z/ 1b/1[mcf 2,1 €

117 m 21 m nl*m

(BT®1m)veC(C)= blz.]m bzz]m b,,z.f > Z”l 2l | _ zjl 72

b1, byl, - bI |c
2,

1n"m 2n"m nn=m n

n
j=1 b/n I m C/ L z Jj=1 bjn ¢ i

No primeiro membro da igualdade 2 temos que a coluna k£ da matriz produto CB, que

resulta da multiplicagdo de cada uma das linhas de C pela coluna & da matriz B, ¢ dada

por
Chby+epby+.4¢, by S Cin
¢, b, +c, b, +...+¢c, b c c
210 TCp Oy T 76y, O 21 2

. = - b1k+“'+ : bnk:clb1k+"'+cnbnk- (18)
| Cot b T Cop by +o 40, Dy || G C

Assim, vec(CB): vec(Zj cibj,- Zj Cibjp. ijlcj by )

3. Considerem-se C e D fraccionadas por colunas,
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vec(C+D)=vec(c, £dy,--c, xd,))=|  |=|:|£]: =vec(C)*vec(D)
¢, td, c, d,

a

Lema 2.1 No Produto de Kronecker sdo validas as seguintes relacoes:

1. Sejam A-C e B- D produtos bem definidos, entio
(4®B)-(C®D)=(4-C)®(B-D)
2. Se 4 e B sio invertiveis, entdo (A®B)' =4 ® B';

3 (U8B} -4 OB

Lema 2.2 Selami A1) o ulBl o epeiros de  ACR e BogiT

respectivamente. Entdo

)L(A ® B): {ii,uj /I /”L(A),,u]. € ,U(B),i =12. . mi=12.., m}

De seguida dar-se-a alguns resultados acerca de métodos iterativos.

Seja A=M—N, entiio os pares de matrizes (M ,N ) de A4 sdo denominados parti¢ao de
A se det(A) #(0 uma parti¢do ¢ convergente se p(M N ) <1, onde ,O(C ) denota o
espectro radial da matriz C. A parti¢io descrita detém o seguinte método iterativo:
Ax=M>x—Nx=b, ou seja x=M 'Nx+M'b=Rx+c.

Assim ¢ possivel definir x,,, = Rx,, + ¢ como o método iterativo.

|Rx]

x#0 .
I~

)

Lema 2.3 Seja ‘} H o operador norma (||| = max

Se “R” <1, entdo x,,, = Rx,, +c converge para qualquer x,, .

Lema 2.4 Para todos os operadores norma p(R)S”R” Para todo R e para todo

£>0 existe um operador norma ”R . Sp(R)—i—g, A norma H “* depende de Ree.
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Teorema 2.2.

A iteragdo x,,,

para todos os x, e para todos os D se e 56 se p(R) <1

2.2 Formula¢ao usando o produto de Kronecker

= Rx, +c converge para a solugdo de Ax=b

A forma mais rudimentar de solucionar a equacao matricial de Lyapunov (0.1) consiste

em transforma-la num sistema de equagdes lineares e posteriormente seleccionar um

método (numérico ou ndo) para resolver o sistema de equacdes lineares obtido.

Pormenorizando, considere-se a equagdo (0.1) onde A= (aij ) eM,,,6 0= (qy) eM,

sdo dadase X = ( ) e M, ¢ desconhecida. Entdo, efectuando os produtos de matrizes,

de

m
> a
L &= /j=1

mj

xj]

xj]

. -

ZI/:1 A Xjm
m

Z %2 Xim

2

m

J=1

a

mj

xjm

>
|z

m

J=1

Xy @y

., .
Z j=1 X1j Ay

m
Z Jj=1 x2j .y

xzja]j

X, Z, s @

qn
+ .
qml
9 9im
4> Dom
qml qmm

qlm

qmm

. . 2 ~ :
Somando as matrizes coluna a coluna, obtemos o sistema com m~ equagdes lineares e

igual nimero de incdgnitas seguinte
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-

3

~.

j=

m
J=1

m
DAY

M=

m
X414, = 0
=

a,; X, +szj a; +q, = 0
Jj=1

amj x_/l +me_/ al/ +qml O
Jj=1

a; X, +2x,/a +q,=0

Jj=1

m
amj xjm + Z xmj amj + qmm = 0
J=1



que € equivalente a

m m
Zaij X +le.j a;+q, =0, i=12,...m
J=1 J=1

m m

Za[/ X, + Zx!./. a, +9q,, = 0,i=12,...m
Jj=1 j=1

e, mais simplesmente, pode ser escrito por

m
Z Qi Xji
=

+le.j a,+9; =0
. J=1
i=12,..mek=12,..,n

(2.2)

Exemplo 2.2
9 27 1] 9 19 1]
4 88 8 466 44| g0 4
A equagio matricial % —133—52 é X+X % —133—52 —8—38 “[1 4 4| ¢
131 T N B
7T 8§ 12 8
equivalente ao sistema, cuja matriz dos coeficientes ¢
Y s Kk Ths O o ko0 0|
Wee ~Vee M2 0 kg 0 o -k o
Vo “Hs ks O 0 g 0 o -k
%6 O 0 Vs The K M 0 0
0 Y 0 W Ve Moo 0 My 0
0 0 1% Y s e O o
FZA 0 N O 0 T ks h
0 Yy 0 0 K% 0 e e Mo
0 0 Y 0 0 ~Hs Y T il

se considerarmos o vector das incognitas

¥ T
—[xn Xy Xy X Xp Xy X3 Xy x33]-
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Obtemos assim a solugao,

[ 6626 5629 1187 ]
135 126 70
| 25796 3755 2066
329 5179
2311 12387 2107
44 190 50 |

De reparar que, para definirmos a matriz dos coeficientes no sistema do exemplo ante-
rior foi necessario considerar os elementos da matriz X (e também os de Q) ordenados
de modo apropriado como vectores. Uma possivel ordenacao ¢ a definida em (1.7) pelo
operador (ou fun¢do) vec, que arruma os elementos de uma matriz, coluna a coluna,
num vector. Usando esta ordenacdo os vectores dos termos independentes e das

incognitas do sistema (2.2) sdo
T
vec Q :(qu,...,qml,qlz,...,qmz,...,qlm,...,qmm) e

T
vech(x”,...,x .,xlm,...,xmm) ,

m

15X 5ee0s X,

2
respectivamente e, deste modo, a matriz dos coeficientes que tem ordem m’, pode ser
definida recorrendo ao produto de Kronecker como veremos de seguida.
Considere-se a equagdo matricial de Lyapunov AX +X A" +Q=0. Aplicando a ambos
os membros a fun¢ao vec ¢ atendendo ao teorema 2.1 tem-se

0= vec(AX+XAT +Q) = vec(AX)+vec(XAT)+vec(Q)
=(1, ®A)vec(X)+((AT )T ®lm)vec(X)+vec(Q)

=(1,®A+A® 1, )vec(X)+vec(Q).

Entdo o sistema de m’ equacdes lineares (2.2), que ¢ equivalente a equagdo de

Lyapunov (0.1), pode ser definido, na forma matricial, por

[(7,®4)+(4A®1,)] vec(X)+vec(Q)=0 (2.3)
A matriz dos coeficientes do sistema anterior pode ser, naturalmente, fraccionada por
blocos do seguinte modo
A+a,l, a, 1, a,l,
alz.]m A+c.122]m amz.lm 2.4)
a1, a, I, - A+a,l,
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Nesta matriz os blocos diagonais podem ser matrizes densas, dependendo dos elementos

de 4, no entanto os restantes blocos sdo matrizes diagonais ou nulas. O numero de ele-
. r rooe 2 2 . r r
mentos nulos nesta matriz ¢, no minimo, m (m —2m+1). Assim ¢ provavel que a

matriz (2.4) seja esparsa, podendo mesmo ter um grau de esparsidade elevado para
valores de m relativamente pequenos.
De facto, para m = 4, tem-se pelo menos 50% dos elementos nulos na matriz anterior.

O exemplo seguinte ilustra esta situacgao.

1 2 3
Exemplo 2.3 Dadaamatriz 4=|2 3 4] e, tem-se
3 45
2 2 3 2 3 ]
2 4 4 2 3
3 46 2 3
2 4 3 4
L,®A+ AR, = 2 2 6 4 4
2 3 48 4
3 4 6 3
3 4 2 8 4
i 3 4 3 10 |

Note-se que os elementos nulos ndo foram assinalados propositadamente de forma a
realcar a estrutura da matriz, que tem um grau de esparsidade de 44%.
A tabela seguinte mostra a percentagem minima de zeros da referida matriz (2.4) para

alguns valores da ordem da matriz 4:

m

2 25

3 33 44

4 37.5 | 50 56
5

40 53 60 64
10 45 60 67.5 |72 81
20 475 | 63 71 76 85.5 190
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Se a matriz coeficiente 4 da equacdo de Lyapunov ndo apresentar uma estrutura
especifica (em banda, triangular, simétrica, ...), entdo a matriz (2.4) também ndo
apresentara estas caracteristicas particulares, como podemos observar no exemplo 2.2.
No entanto, no exemplo 2.3, a matriz (2.4) ¢ simétrica em consequéncia de ambas as
matrizes 4 e B o serem. Mais, se forem ambas triangulares entdo a matriz do sistema
(2.3) também o podera ser se para isso efectuarmos as trocas convenientes de linhas e
colunas. Assim, se 4 possuir uma determinada estrutura esta pode ser transferida para a
matriz (2.4).
Vamos agora supor que pretendemos determinar as solu¢des da equagdo de Lyapunov
(0.1) transformando-a no sistema (2.3) e, posteriormente, usando uma estratégia
eficiente de resolucdo de sistemas de equacgdes lineares. A escolha do método a utilizar
requer um conhecimento aprofundado das varias opgdes disponiveis € uma ponderacao
cuidadosa das vantagens e desvantagens face as caracteristicas do problema concreto
que se pretende resolver. Em particular temos que ter em atencado trés das caracteristicas
da matriz coeficiente 4, e que sdo:

1. A ordem,

2. O nimero de zeros que contém,

3. A possibilidade de possuirem uma determinada estrutura que possa transferir-se

para a matriz (2.4).

No caso da matriz 4 ser densa, com dimensdo menor ou igual a 5 e ndo possuir uma
determinada estrutura, ¢ possivel optar pelo método de eliminacdo de Gauss, usando
uma estratégia de escolha do pivot, para evitar os problemas de instabilidade que se
podem manifestar durante a aplicagdo do método. Se A4 tiver ordem razodvel (maior que
6), mesmo que seja matriz densa, a matriz do sistema (2.3) ja apresenta um grau de
esparsidade superior a 64%, como podemos observar na tabela atras. Neste caso ¢ de
todo conveniente o uso de um método iterativo (de Jacobi ou Gauss-Seidel, por
exemplo), tendo em atengdo as condigdes que garantem a convergéncia do método a
utilizar.
Acerca deste assunto Datta [17] e Golub [30], apresentam de forma exaustiva de
métodos para a resolu¢do de sistemas com equagdes lineares, dedicando Golub um
capitulo inteiro ao estudo pormenorizado dos sistemas com matrizes especiais
(definidas positivas, em banda, simétricas e tridiagonais por blocos).
Brandts menciona um estudo sobre a aplicagdo do método iterativo SOR a resolucdo da

equacdo (2.3) [12]. Este método que ¢ apresentado detalhadamente por Starke em [6],
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analisando ainda a determinagdo do valor Optimo do pardmetro @ do método, ¢
segundo este autor, especialmente util para resolver problemas em que apenas uma das
matrizes coeficientes 4 tem determinante muito proximo de zero. Starke propde um

método hibrido ADSOR que compara com outras técnicas iterativas.

2.3 Método Iterativo para o Produto de Kronecker - KPIM

2.3.1. Introducao
Na analise de estabilidade de sistemas de controlo [14], temos necessidade de resolver

as seguintes equacdes matriciais de Lyapunov:

AXA - X +0=0;
(2.5)
AX+XA +0=0;

com Ae R™e Qe R"™ matrizes dadas, X € R™ a incognita.

De notar que Q, X sdo Hermitianas (or symmetric real) e matrizes definidas positivas.

Sdo equagdes deveras importantes em Teoria de Controlo, Comunicagdes e Sistemas de
Energia (power systems) [14], bem como as Equacdes Matriciais de Sylvester.

Existem varios métodos para resolu¢do das Equacdes Matriciais de Lyapunov. Por
exemplo, para grandes (large) equagdes de Lyapunov € proposto usar o algoritmo
GMRES [45]. Muitos dos métodos directos de resolugdo baseiam-se em transformacdes
de matrizes, de forma a obter outras cuja solucdo seja facilmente calculada. A titulo de
exemplo temos a forma candnica de Jordan [35.], a matriz companheira [11, 10] e a
matriz de Hessenberg—Schur [3, 29].

Em 4reas como Algebra Matricial [30] os métodos iterativos sdo os mais populares, por
exemplo, Starke and Niethammer apresentam um método iterativo para resolucdo da
Equagdo de CT de Sylvester usando a técnica SOR (successive overrelaxation) [74], e
Mukaidani et al. discutiram um algoritmo iterativo para as equagdes algébricas de
Lyapunov generalizadas [53]. Para equagdes matriciais, solugdes exactas sdao muito
importantes, mas por vezes, para analise de estabilidade em teoria de controlo, ndo ¢é
necessario encontrar solugdes exactas bastando para tal solugdes aproximadas.
Igualmente se no sistema de matrizes tivermos parametros incertos, pode ndo ser
possivel obter solugdes exactas [22, 21, 25].

O uso do produto de Kronecker para expandir a equagdo matricial num sistema de

equagoes da forma 4x = b é o método mais convencional de obter as solugdes.
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Quando n ¢ grande, aparecem dificuldades computacionais devido & memoria

computacional necessaria para a computacdo e inversdo de grandes matrizes de
dimensao (n2 )x (nz) ou ainda de (2n2 )x (2n2 )

Sera evitado este problema, construindo algoritmos iterativos eficazes para o sistema
linear Ax = b que € obtido através do produto de Kronecker. Nestes algoritmos apenas
¢ preciso guardar as matrizes 4,X e Q na equagdo matricial (2.4), neste processo ndo

sera desfeita a esparsidade de 4 e apenas € necessdaria a utilizagdo de matrizes simples.

No subcapitulo 2.2.3 sera apresentado o KPIM para equacdes matriciais discretas de
Lyapunov 4XA" —X +Q=0 apresentando os algoritmos. No subcapitulo 2.2.7
mostrar-se-4 a aplicacdo do KPIM as Equagdes Matriciais continuas de Lyapunov

AX+XA +0=0.

2.3.2. O KPIM para a equacido matricial discreta de Lyapunov
Seja

AXA -X+0=0 (2.6)
a equac@o matricial discreta de Lyapunov onde 4e R™ ¢ Qe R"™ sdo matrizes dadas
e XeR"™ a matriz pretendida. De referir ainda que O,X s3o Hermitianas (or
symmetric real) e definidas positivas.

Primeiro reescrevemos esta equagdo através do operador vec(-) da seguinte forma:
vec(AXAT )— vec(X) + vec(Q) =0

Do Teorema 1.2 e do lema 1.1, € equivalente a

(A ® A)vec(X ) - vec(X )+ vec(Q) =0

Seja vec (X )=x e vec(Q)=0b, assim pode ser reescrita da forma (A® A)x—x+b=0
(2.7)

Onde x ¢ um vector de tem dimensdo n° formado pelas colunas de X, ou seja,
x = (xlr,x;,..., xf) e x; éacoluna i de X

Similarmente 4 = (blT,sz,...,bnT) e b, éai-ésimacolunade Q.

De (2.7) obtemos a seguinte iteragdo

Xy =(A® A)x, +b (2.8)

a qual é denominada de KPIM da equagao matricial (2.6).
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Teorema 2.3. Se p(A)<1, entdo a sequéncia iterativo (2.8) obtida de (2.6) ¢

convergente.

Demonstracdo:

A matriz iterativa de (2.8) ¢ 4 ® 4. Como p(A)<1, entdo existe 0 <r <1 tal que

pld)<r<l.

Do Lema 2.2, temos p(4® A)= p*(4)<r* <1, assim é possivel encontrar uma norma
matricial consistente tal que HA®A“* <r? [75]. Subtraindo x=(4® A)x+b a
x, =(4® A)xk_l +b obtemos x, —x=(4® A)(xk_l - x) .

Assim para alguns £ e um vector inicial x, obtemos

O I . I R VLY P s R

Logo a sequéncia iterativa (2.8) é convergente. U
Proposicio 2.1. Do Lema 2.2 sabemos que, se ,o(A)<1, entio p(4® 4)=p*(4) ¢

inferior.

Exemplo 2.4. Se p(4)=0,5, entdio p(A® 4)=p*(4)=0,25.

ALGORITMO 1

l: Obter a sequéncia iterativa de (2.7):
2: | (A®A)x—x+b=0

3: Dados x, € k :

4: for m=12,....k do

5: for i=1,2,...,n do

6: X' =(A4® 4)x" +b,
7: end for

8: end for

9:

Dado & >0, seja X, = (xf,xk,..,x"), se HXk —X,HH <&, entdo para, e X = X,

¢ a solu¢do aproximada de (2.6); sendo seja k =k +1 e goto 3
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Exemplo 2.4

Sejam
oz
44 88
4=l 2 3
66 132
13
| 44 88

1

8 9 9 1
Llezl1 4 4
12

| 9 8 9
8 |

e X,=[0 00000000

Aplicando o algoritmo exposto a equagao de Lyapunov

temos que

AXA - X +0=0

K =(A®A) ¢ a matriz obtida através do produto de Kronecker

_5%68 :
_%936
_5%68

1%904
_%936
1%904
Joss

2%872

sr2

2501

0%936 _%76

_452 2%872

36%356 _39%201 19792 _39%201

_3%808
s
‘1% 936
_%872

1%936 1%28
_%52
3%808 %28
%872 %52

1250 3369

1* Iteragdao X =

(6247 9049 2913

276 1193 377 26

225 843
196

_8%936 _24%872 %52 _24%872 44%759 ‘2%04 %52
17%936 _31%872
_8%744
17%936 _1%28 10%936 _31%872 3%056
7%081
3%872 _3%056
_8%744
3%872
%744

5027 701

_1%28
V552
%76

19

Y5
Yroa -
_3%584 792
Jsas
_%52
Ve
%52

%04
_%52
‘%04

1529 3283

2417 2308 2305 794 93615 4442

615

T
714 383 360}

5 Iteracdo X =

10* Iteracao X =

15% Iteracao X =

52

| 685

9230 326 281

(12613 442 4298 4808

529

1261

T
282 815 23404 487}

2869 642 365839 4743

| 1383 451 481 559

(12385 1817 4298 1617

289

1261

351 659 91460 520

2869 642 367523 4743

3%056 _%6

T

2% 04 %4 _

% 04 _%4
%52 _%6
3% 584 % 44
_%52 %6

2% 04 _%4
3% 056 %6

B % 04 %4 J

| 1358 1854 481 188

289

351 659 91881 520

T



(12385 1817 4298 1617 1261 2869 642 367527 4743 ]

16" Iteragdo X =
| 1358 1854 481 188 289 351 659 91882 520

12385 1817 4298 1617 1261 2869 642 367527 4743 ]

17% Iteragdo X =
| 1358 1854 481 188 289 351 659 91882 520

De notar que a 16" iteracdo ¢ igual a 17*. Por este motivo o processo ¢ terminado,
obtendo assim a solucao

(12385 1617 642

1358 188 659

1817 1261 367527 .
X = apos 16 iteragoes.
1854 289 91882

4298 2869 4743
| 481 351 520

O Algoritmo 1 ¢ possivel de ser alterado, reduzindo o tempo de computacdo usando

para isso a de composicao de Hessenberg.

Seja A=V"HV a decomposicdo de Hessenberg de 4, onde ¥ ¢é matriz ortogonal e

H ¢ a matriz superior de Hessenberg. Assim (2.6) ¢ transformada num sistema
equivalente usando A=V HV  ouseja HVXV H™ —VXVT +VOV" =0

Sejam, ainda VXV = X,e vov T = Q. Obtemos assim

HXH" - X +0 =0 (2.9)

Consequentemente podemos resolver (2.9) usando KPIM.

ALGORITMO 2

l: Obter (2.9) e determinar a sequéncia iterativa similar a (2.7):
2: (H®H)y—y+f:0 com vec()?)zy evec(Q):f

3: Dados y, e k ,seja hjy,=0¢e y, =0

4: for m=1,2,....k do

5: for i=12,...,n do

6: yr=a( by ),
7: end for

8: end for

9:

Dado £>0 e ¥, = (yf,y,... yt), se HYk —Y,€_1H<6‘, entdo para, e X =V'Y,V €

a solugdo aproximada de (2.6); Caso contrario seja k = k +1 ¢ goto 3
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Exemplo 2.5

Sejam 4, C e X as matrizes apresentadas no exemplo 2.4

Este algoritmo usa a matriz H obtida usando a decomposicao de Hessenber da matriz A,

eonde H = PAPT.

Assim, obtemos as seguintes matrizes

10
ol 964
967
296
3761
1

H=PAP" =

0
296
-——| ¢
3761
964
967
119
0 0 44
964 296 | | 19
967 3761 66
296 964 || 1
3761 967 | | 44
9 8 1739
44 277 11690
337 445 989
1167 1719 8703
o 11 34
2906 2906 |

27

88
_ 35
132

88

gl |1 0

1 0 964
12 967
1 0 _ 296
8 | L 3761

3761

967

296

964

K =(H QH ) ¢ a matriz obtida através do produto de Kronecker da matriz H

8y 134/ 317 134/ 659 185 317 185
1936 213 10418 213 7520 4201 10418 4201
413 514 47 3y, 529 84/ 140/ 154/
6992~ /10217 2022 3872 6903 2497 3259 3999
50 31 152 39
0 A 624 2059 0 27665 Yass 0 69260
140 541 529 154 47
Yeorr e “oso *Moorr eoos Yoo Than o
K= 12/ 31 203 321 167/ 141 203 141
1451 4294 6186 4294 2492 4793 6186 4793
37 160 37 _3 _75
0 e 4667 0 Y7750 Hass 0 14356
9 31 39 _50 152
0 0 0 / (1624 — V37665 69260 2059 2has
_75 160 o3
0 0 0 Visgao — V7750 ~ A74356 4667 Hase
| 79 79
|0 0 0 0 Yeorn  "Aas70s 0 75795
T
a R 1216 1430 6771 3529 942 16921 278 5818 1991
1? Iteracao Y = - - - -
107 1827 377 531 125 1880 5431 1261 244
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120076

-! 1%455

12%276
23% 8275

_23%7567

_114

6455

_23%7567

48%4127 J




2164 1747 3806 3378 3672 2550 268 4414 2026T

5% Iteracao Y =
237 1047 431 391 685 301 911 1027 249

. . (7825 4004 2243 6073 1337 6430 630 202 2026
10* Iteragdo Y = - - - -

| 858 2383 254 702 250 759 2141 47 249

(12157 2391 2243 2033 2321 6430 251 202 2026T

14* Iteragdo Y =
| 1333 1423 254 235 434 759 853 47 249

~

(12385 1855 2243 2033 2321 6430 251 202 2026
(1358 1104 254 235 434 759 853 47 249

15% Iteragdo Y =

~

(12385 1855 2243 2033 2321 6430 251 202 2026
(1358 1104 254 235 434 759 853 47 249

16" Iteragao Y =

De notar que a 15 iteragdo ¢ igual a 16*. Por este motivo o processo ¢ terminado,
obtendo assim a solugao

(12385 2033 251 |

1358 235 853
1855 2321 202

1104 434 47
2243 6430 2026

254 759 249 |

apos 15 iteragdes.

Para obter a solucao final apenas ¢ necessario fazer

i 71 [12385 2033 251 ] [ T
10 0 1358 235 853 | |1 O 0
Yopryp_|o 964 296 | | 1855 2321 202 | 964 296
967 3761 1104 434 47 967 3761
296 964 2243 6430 2026 | |, 296 964
i 3761 967 | | 254 759 249 | | 3761 967

12385 1617 642

1358 188 659
1817 1261 367527

1854 289 91882
4298 2869 4743

481 351 520

Comparemos os tempos de computacdo necessarios a cada um dos algoritmos expostos

anteriormente.
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~ o) . r 3 2 . ~
O tempo de computagido necessario no Algoritmo 1 é de 4n” —n~ em cada iteragdo,
. . ~ / Jon) 3 2 ~ oo o
assim, para k iteragdes sera necessario fazer 4kn” —kn~ operagdes. E ainda necessario
. . 2
guardar as matrizes 4,0, X, e X, ,, gastando para isso 4n° .

Quanto ao Algoritmo 2, temos:

1. Reduzir a matriz 4 a uma matriz de Hessenberg superior:
H=VAV" —> §n3
2. Determinar y, em cada itera¢do, onde i =12,...,n
v, > 3n’ +2ni+6n-2:
Este processo de k£ iteracdes despende
k(Z; (3712 —2ni+6n— 2))= 2kn® +5kn* = 2kn .
3. Obter a aproximagao da solucgdo de (2.3):
X=V'yV - 4n’
4. Calculando o tempo necessaria para guardar as matrizes:

H,V,Y,Y |, Q—)%n2+%n—l:

Assim o tempo necessario ao Algoritmo 2 ¢ de
£+2k "+ 5k+2 n - 2k—é n-1.
3 2 2

Nota 2.1. Da andlise anterior ¢ possivel verificar que o tempo dispendido pelo
Algoritmo 2 ¢é quase metade do tempo utilizado pelo Algoritmo 1 quando o niimero de

iteracdo ¢ grande, i.e., £ ¢ grande.

No Algoritmo 1 obtivemos x/",x;,..., x/", quando se procedeu a determinagdo de x/",

assim € possivel obter a sequéncia iterativa que ¢ similar ao método de Gauss—Seidel:

Pegando no Algoritmo 1 e com a sequéncia anterior, ¢ possivel reescrevé-lo a partir do

passo 3 da seguinte forma:
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ALGORITMO 1

l: Obter a sequéncia iterativa de (2.7):
2: | (A®A)x—x+b=0

3: Dados x, € & :

4: for m=1,2,....k do

5: for i=12,...n do
i—1 n

6: x; = A(Zay.x;" +Zaisxs'"_]j+bl.
j=1 s=i

7 end for

8: end for

9:

Dado £ >0, seja X, = (xl",xﬁ',..., x"), se HXk _XHH <&, entdo para, e X =X,

n

¢ a solucdo aproximada de (2.6); sendo seja k =k +1 e goto 3

Analisemos a convergéncia, ap0s esta alteragao.
Seja A=L+U onde L ¢ a parte triangular inferior de 4 e U a parte triangular
superior de A4 .

Pela sequéncia iterativa apresentada temos que
(I-L®AN" =([U® A" +b (2.10)

com a matriz iterativo dadapor G = (I - L ® A)' (U ® 4)

Lema 2.5 [20]. Seja ]| E} a norma que satisfaz ”AB” SHAHHB” Entio HXH <1l implica

que /—X ¢ invertivel.

s, (1-X)' =7, e 0= s

Teorema 2.4 Se (ma#llii‘)p(/l)<1 para i=12,..,n, onde a, sdo os elementos da

diagonal de 4, entdo (2.10) € convergente.
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Demonstracgdo

Do Lema 2.2 sabemos que p(L ® A) =0<1 uma vez que A, =0. Pelo Lema 2.4 para

todo 0 &> 0 existe um operador norma definido por |L® 4

L <plL®A)re=¢,

assim [ — L ® A ¢ invertivel para 0 < ¢ <1 pelo Lema 2.5.

Como ,O(U ®A) :(ma#aii‘)p(A)<r <1, entdo pelo Lema 1.4 para todo ¢ >0 existe

um operador norma definido por [U ® 4|, < p(U ® 4)+e<r+¢.

Como todas as normas num espago de dimensdo finita sdo equivalentes, ¢ possivel

determinar a constante ¢ tal que ||M|,, < @|M||, para todas as matrizes M , assim

IL® 4|, <0L® 4|, <0 <1 para & < —
0+

<1.

Obtemos assim

G].. = -Leay wea), <|u-Leay| |vea.
1 r+e¢
< Jvea) <
<1‘“(1—L®A)“ i el <=
1-r o , 1-r 1
Se ¢ < ,entdo |G|,, <1, logo (3.6) é convergente, onde < <1.4
1+6 1+6 6 +1

Podemos ainda reorganizar o passo 3 do Algoritmo 1 de outra forma:

ALGORITMO 17!

~

AN (- S

Obter a sequéncia iterativa de (2.7):
(A® A)x—x+b=0
Dados x, e k :
for m=12,....k do
for i=1,2,...,n do

i—1 n

m m -1

X; :A(E a;x7 + E ax. J+bi
j=1

s=i+1

end for
end for

Dado ¢ >0, seja X, = (x,",xé‘,..., x¥ ), se HXk —X,HH <&, entdo para, e X = X,
¢ a solu¢do aproximada de (2.6); sendo seja k =k +1 e goto 3

A sequéncia iterativa obtida com esta alteracao ¢

(1-i®@ah" =[0®al"" +b @.11)
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~ A

A —1( A~
com a matriz iterativo G = (] —L ®A) (U ®A>, onde L ¢ a parte triangular inferior

de AeU a parte triangular superior 4.

Teorema 2.5. Se (ma)%aﬁ])p(A)<1 para i=12,...,n, onde a, sdo os elementos da

diagonal de A, entdo (2.11) é convergente.
Demonstracgdo

Do Lema 2.2, temos p(U ® A): 0 <1 porque A, =0. Pelo Lema 2.4 para todo o

& > 0 existe um operador norma HU ® AH < p(U ® A)+ E=¢.

Como p(i ® A) = (maxtaﬁD A) <r<1,entio [ —L®A ¢é invertivel pelo Lema 8.

Pelo Lema 1.4 para todo ¢ > 0 existe um operador norma

“£®A“** Sp(ﬁ@A)+g<r+g<1 para ¢ <1-r.

Como todas as normas, num espaco de dimensdo finita, sdo equivalentes, ¢ possivel

encontrar uma constante ¢ tal que |

<0|M|. para todas as matrizes M , entdo

ok

‘W@A

%sﬂW®Ams%.

Temos assim que

| **=H(1—LA®A)71(U®A) <|(r-Loa)’| [oea)
1 A [
e
1-r ~ . 1-r
Se ¢ < , entdo ||G||., <1, e (2.11) é convergente, com <1-r.Q
1+6 1+6

No Algoritmo 2, também ¢ possivel reescrever o passo 3:

ALGORITMO 2!

1: | Obter (2.9) e determinar a sequéncia iterativa similar a (2.7):
2: (H®H)y—y+f=0 com vec()?): y e vec(Q)z f

3: | Dados y, e k

59




4: for m=12,....k do

5: for i=1,2,...,n do

6: y'=H (hi,i_ly;”_l +Zj:,»hiiy7_l)+ﬂ

7: end for

8: | end for

9 | Dado £>0 e Yo = (0F ph o vh), se HY,( —YHH <&, entdo para, e X = V'Y,V ¢é
a solucgdo aproximada de (2.6); Caso contrario seja k =k +1 e goto 3

ALGORITMO 21

1: | Obter (2.9) e determinar a sequéncia iterativa similar a (2.7):
2: (H@H)y—y+f=0 com vec()?)zy evec(Q)zf
3: | Dados y, e k

4:| for m=12,..k do

5: for i=12,...n do
m n m-1 n m
6: Yi :H(Zj:i—l hijyj +Zs:[+l hisys )+ft
7: end for
8: | end for
9:

Dado £>0 e Y, = (yf,yf,..., yr’f), se HYk —Y,€_1H<8, entdo para, e X =V'Y,V ¢é

a solucao aproximada de (2.6); Caso contrario seja k =k +1 e goto 3

Relativamente a estes algoritmos e dado que sdo apenas variacdes dos algoritmos 1 e 2
com vista a uma melhor optimizagdo do tempo gasto na sua execu¢do ndo se vé€ a

necessidade de apresentagdo de exemplos.

2.3.3 O KPIM para a equa¢ao matricial continua de Lyapunov

Como 4 e A" ndo tém nenhum valor proprio comum a equagdo tem uma Unica
solucao.

Seja I a matriz identidade nX#n, e g um numero real ndo nulo, assim a equagao (2.5)
pode ser reescrita de forma equivalente

(qf—4)X (gl — A" )~ (gl + 4)X (gl + A" )=240 (2.12)
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Escolhamos g de forma a que ambas as matrizes (ql —A) e (q] 4" ) sejam nao
singulares. Multiplicando a esquerda por (¢/ —4)"' e a direita por (q] A" )71,
obtemos

X-EXE" =F (2.13)
com

E=(ql-4)" (gl +4),

F= 2q(q] —A )_1 Q(q] A" )71 :

No termos do produto de Kronecker e do operador vec(-), podemos transformar a

equacdo (2.13) da seguinte forma vec(EXE ! )— vec(X)+vec(F)=0(2.14)

Usando as propriedades do produto de Kronecker do subcapitulo 2.1, a equacdo (2.14) ¢

equivalente a
(E®E)vec(X)—vec(X)+vec(F) =0.
Sejam vec(X ) =X e vec(F ) =f, entdo a equagdo pode ser expressa como

(EQEx-x+f=0.

Assim, obtemos a seguinte sequéncia iterativa:
Xy = (EQE)x, + f.(2.15)

Assim a equagdo (2.15) € a sequéncia iterativa de KPIM para a equagdo (2.5).

Lema 2.6. Se 4 ¢estavele ¢ >0, entdo p(E) <1,

Demonstracgdo
Como A é estavel, entdo Re(/il.)< 0, i=12,...,n onde A, é uma valor proprio de 4.

Os valores proprios de E sio A, =(q+1,)/(g—2,). Como Re(4,)<0 e ¢>0,

entdo p(E) <1.Q

Teorema 2.6. Se A ¢é estavel e ¢ >0, entdo a sequéncia iterativa (2.15) derivada da

equacdo (2.5) é convergente.
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Demonstracgdo

A demonstragdo ¢ similar a do Teorema 2.5. U

Com vista a uma convergéncia mais rapida, ¢ necessario escolher ¢ de forma
apropriada.

E sabido que quanto mais pequeno é p(E), mais rapida se torna a convergéncia de

KPIM. Assim € necessario encontrar g que satisfaca a seguinte relagao:

. |q + /11{|
min max ——

,(2.16
q<0 A |q_ﬂ’k ( )

onde A, (k = 1,2,..11) sdo os valores proprios de 4.

Corolario 2.1. Seja a matriz 4 de (2.5) estavel e simétrica, e sejam ¥, € ¥, OS

valores proprios minimo e maximo da matriz A4, respectivamente, e seja ainda ¢ uma

constante positiva. Entao

(} = arg mln{ max [q _ )Lki} = 4 Vvin Vrox

9 | Vi Sk Ve |G — Zk{

que satisfaz (2.16).
Demonstracao.

Torna-se 6bvio que

7+ 7
, |q — Y max

p(E) _ max{|q + 7/min
|q ~ 7 min

|

Se ¢ ¢ o tal ponto minimo, entdo satisfaz ¢+, >0, g+, <0,¢

|qA+7/min :|qA+7/max
|é_7/min |‘?_7/max
Assim,

4 =V minVmax - 9

Dado que para a resolugdo de equagdes continuas o primeiro objectivo ¢ transforma-las
em equacdes discretas, e dado que os algoritmos apresentados no subcapitulo 2.3.2, ndo

se v€ necessidade de apresentacao de exemplos.
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3 - Métodos para Problemas Pouco Densos

3.1 - Método de Bartels-Stewart

Bartels e Stewart [30] propuseram conjuntamente, um método para resolver a equagao

matricial de Sylvester AX —XB=C,onde AeM,,(R), Be M,(R)e CeM,, ,(R)

Este método usa uma decomposicdo de Schur da matriz B (se esta ndo for triangular por
blocos) para reduzir o problema inicial a outro equivalente, mas mais simples, cuja
solucdo pode ser determinada através da resolucao sequencial de n sistemas, no
maximo, com m equagdes lineares (ou 2m equacdes, por cada par de valores proprios

complexos conjugados de B) e igual nlimero de incognitas.

. T .
Para se analisar o nosso caso, basta que B=—-A4" . Seja

I T, - Ty
T T
T= 22 241 1<g<m
0 Ty

a matriz fragmentada de ordem m de uma forma real de Schur de 4", Q" 4"Q=T,
onde as submatrizes diagonais 7};, i =1,...,q tém espectros disjuntos.

Multiplicando a direita por O, a equagio AX+XA ' =C < AX+X0TQ" =C ¢
reduzida ao problema equivalente

AY+YT=F,

onde Y=XQ ¢ F=CQ. Consideremos estas duas tltimas matrizes fraccionadas por
colunas, ou seja, Yz(yl,yz,...,yn) e Fz(fl,fz,...,fn). Por um lado tem-se AY
= (Ayl,Ayz,...,Ayn), e por outro temos que a coluna k da matriz produto Y7, que
resulta da multiplicacio de cada uma das linhas de Y pela coluna £ de 7, ¢
Vbg T Ynlnk.

Comparando as colunas k& de ambos os membros de (3.2), obtemos 4y, + Z Yity=fi>

i=1

que € equivalente a

k+1

Ay, +Zyitik:fk=
i=1
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porque 7' ¢ uma matriz quase triangular.
Se o elemento #; .1, =0 € as k-1 primeiras colunas y, ..., y;_; da matriz das inco-
gnitas Y forem conhecidas, de (3.3) obtém-se o sistema equivalente
k=1 k=1
Ay +yitu= 1y _zyitik Nt (A+tkk1m)yk: S _ztikyi
i=1 i=1

que nos permite determinar a coluna y, da referida matriz.

Suponha-se que #; 1 ; # 0. Neste caso y; ndo pode ser determinado directamente da
igualdade das colunas k de ambos os membros da equagao (3.2). Assim, para calcular-
mos o vector coluna y; da matriz das incognitas Y é necessario resolver o sistema
resultante da comparacdo das k-ésima e (k+1)-ésima colunas de (3.2), que permite
determinar em simultaneo y;.;. Tendo em atengdo que 7 ¢ uma matriz quase triangular
(3.1), t;x =0 para i>k+1, da igualdade de matrizes obtemos o sistema de duas

equagoes seguinte

k-1
Ay + Vily + Vialoas = Ji _zyitik
i=1

k-1
Ay, + 2 L TV bign = Jin— Z Viliga

i=1

que escrito na forma matricial vem,

[A"‘tkklm tk+1,k1m ] ( Vi j :( Sx j _kz_i[ LV J
tk,k+llm A+tk+1,k+]]m Yi+1 fk+1 i \ i Vi

No caso particular da matriz 4 ser quase triangular superior e ordenando as equagdes
deste sistema de acordo com a permutagio (1,7 +1,2,m+2,---,m,2m), obtemos um
sistema com uma matriz em banda que ¢ a mais proxima possivel de uma matriz

triangular superior, podendo ser resolvido com um nimero de operagdes de ponto

flutuante da ordem de m? [30].

1 -1 0
Exemplo 3.1 Sejam 4={0 2 1|, e C=1I3. A resolucdo da equagdo matricial
0 0 3

AX +X A" =C reduz-se a resolucdo sequencial de trés sistemas de equacdes lineares.
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Assim, para determinar x;, a primeira coluna da matriz das incognitas, ¢ necessario
solucionar (A+a,, 1) x =¢, < (A+(1) 1) x, =(1,0,0) . Entdo x, =(1/2,0,0)".

Calculemos x, , temos

0] [13 1/12
(A+a,l)x,=c, +ayx < (A+20)x, =1 |+0| 0 | x, = 1/4
0 0 0

Por fim resolve-se (A—ay, 1, )x; = ¢, +ay X, +ay,x,, ie.

o] [1/3] [112] [o
(A+31)x,=|0{+0] 0 |+0] 1/4 |=|0
1 0 0 1

T
~ (1 1 1 5 ~ NSRS
e tem solugdo x, —( % 20 A 0 % ) . Entdo a solugdo da equagao inicial &

1/3 1/12 -1/120
X=(x,x,x)= 0 1/4 -1/30
0 0 1/6

Golub [30] refere que o niumero de operacdes de ponto flutuante requeridas por este

. , 3
algoritmo é da ordem de 2m”, naturalmente calculados para o nosso caso.

. , o : T
No exemplo que se apresenta de seguida serd necessario factorizar 4~ usando uma

decomposic¢do de Schur, que serd obtida recorrendo a fungdo schur do Matlab.

-2 1 -1 -2
Exemplo 3.2 Consideremos agora 4=| 0 4 -3|, logo 4"=| 1 4 0| ¢
1 0 1 -1 -3 1
2 =2 1
C=|1 3 0. Uma factorizagdo de Schur possivel para A" obtém-se a custa das
0 -1 1
matrizes
[ 1413 220 ol [ 2174 2378 101 |
1454 933 1189 1121 4993
0= 408 905 985 e T 0 4552 863 '
2447 1317 1393 1189 280
408 905 985 0 0 1
L 2447 1317 1393 ] L ]
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| 1283 504 985

525 317 1393
440 13538 2378

933 5893 1121
815 1810

| 2444 1317

Assim, a matriz ' =CQ do problema AY +YT=F ¢ | —

Determinemos Y = (y1 , V2, V3 ):

641 1651 781Y
907 1088 622

N (A+t“[3)y1=f1<:>y1=(

(2273 349 991jr

: A+t,1 =Ly oy, = B
Y2 ( 2 3))/2 Sty =, 1440 1436 2131

1456 2667 _1020]T

: A+t 1 =Jfi— iyt =Y = -
V3 ( 33 3)y3 fi =ty — sy, <y (209 1906 367

Dagqui resulta que a solugio da equagio AX +X A" =C é

319 429 2640 |

1014 70 709
506 685 5697

357 1203 4042 |
641 3163 1395
482 1524 752

X=Y0" =| -

. . ~ ’ \ ~ ~ . T
Por fim vamos ilustrar a aplicagdo do método a resolugdo de uma equagdo a matriz 4

tem valores proprios complexos.

1 4 -1 1 -2 0 2 2 1
Exemplo 3.3 Sejam 4=|-2 -1 -3|,logo 4" =| 4 -1 % eC=|1 3 0
7 -1 -3 1 0 -1 1

. Uma decomposigao real de Schur da matriz 4" obtém-se usando as matrizes

285 303 532] [ 633 477 3973
2501 608 619 12301 217 1205

0| 1629 759 3% | . | I516 633 1294
1778 1960 3163 387 12301 1307
1909 1563 695 0 o 718

| 4969 2015 1388 i 651 |
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Entdo o problema 4 X + X A" =C reduz-se a resolu¢do da equagdo AY+YT=F  onde
6451 476 1769 ]

2639 477 1242

Y=XOQe F=CO_|_ 2084 1094 219}
791 659 398

342 430 983
263 1107 2472

Como 751 #0 entdo y; e y, sdo determinados simultaneamente resolvendo o sistema

|:A+t11[3 1, } {J’l} ={fli| 3.7)
thly A+ty1 ||y, S ’

633 1516
+——1, oo 13

12301 387

—ﬂl3 A+—633 I,
217 12301

cuja matriz fragmentada, ¢

Assim, a solucdo do sistema €

(1108 3631 667), (1576 9382 2923),
1 31 150 148 27795 501 1754)

Falta obter y3, que se obtém resolvemos (A+1,,1,) v, = fi =1, 5, — 13 Vs,

5899 4632 4343JT

Assim, y, =
Vs ( 146 913 825

Concluindo, efectuamos o produto Y QT para obtermos a solu¢do desejada

3577 2317 121
76 76 19
xoyo = -2 213 90
76 76 19
223 153 59
38 38 152

Para finalizar apresentam-se trés apontamentos sobre o método de Bartels e Stewart.

1. No caso damatriz 4" ser triangular inferior ou redutivel a uma matriz triangular
inferior por blocos através da decomposi¢do de Schur, este algoritmo serd
aplicado analogamente. Neste caso a determinacdo da k-ésima coluna da matriz
solugdo obriga a que se conhegam previamente as ultimas n — k colunas desta

matriz e, naturalmente, que seja a tltima coluna a primeira a ser determinada.
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2. Se A e B forem reais, cheias e transformadas ambas para a forma real de Schur
entdo o método apresentado permite solucionar a equagdo através da resolugdo
de sistemas de equagdes lineares cujas matrizes sao quase triangulares e/ou em

banda.

3. Se a equacdao for soluvel com infinitas solucdes este algoritmo permite
igualmente a determinagao de todas elas. Neste caso um ou mais dos sistemas de
equacdes lineares (3.4) ou (3.6) sdo possiveis e indeterminados, sendo algumas

das coordenadas do vector coluna correspondente parametros da matriz solugao.

3.2 - Método de Hessenberg-Schur

Golub, Nash e Van Loan, sugeriram, alguns anos mais tarde, uma modificagdo no
algoritmo de Bartels e Stewart, propondo que a matriz 4 fosse reduzida a forma de
Hessenberg [30]. Este algoritmo, que na bibliografia ¢ frequentemente referido como
método Hessenberg-Schur, evita a determinacao da decomposi¢ao de Schur da matriz
que supostamente tem maior ordem, a custa da resolucdo de n sistemas de equacdes

lineares diferentes com matrizes de Hessenberg superior.

Através do exemplo apresentado de seguida, € possivel mostrar a aplicagdo do método

Hessenberg-Schur.

1 0 3 1 3 1
Exemplo 3.4 Seja 4=|3 5 0| entdo 4" =|0 5 0. Os valores proprios de 4
1 0 1 3 01
. 2131 571
sa0: 5, —— e ———.
780 780

1 0 0
Usando a fungdo hess do Matlab obtivemos P=|0 684 228 , matriz de
721 721
28 684
721 721
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transformagdo, ¢ H =

A=pPHPT,

1 -

71
228

684 2089

721 734
? g , matriz de Hessenberg superior tais que

s 7

5 5

Uma forma real de Schur de 4", Q" 47 Q =T, pode ser obtida com as matrizes,

1

2

0= 0
1170
1351

1170

1351

0 1

L0
2

e T=

S71 > 3
780 2
2131 1351

780 520 |
0 0 -5

Recorrendo as factorizagdes obtidas podemos transformar AX + X A'=C na equagio

PHP" X +XQTQ" =C queéequivalentea H(P' XQ)+(P"XQ)T=P"CQ.

Fazendo F=P"CQ=

temos:

1 2 -1
Determinemos a solugdo Y = Pl x Q daequagdoquando C=7 -1 0.
4 -5 1
780 780 )]
571 2131
1593 1506 721
433 215 285
144 566 456
4643 307 103 |
592 791 93
571 3929 295} ’

(H-t1113)y1 = fi & », =(

e como f3p #0 entdo ), e y3 sdo determinados simultaneamente resolvendo-se o

sistema

|

H-t,1,

_t23 13

_t32]3
H-t,1,

4]
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N . , 968 864 557) 9 787  883Y
A solugdo deste sistema ¢ y, = - eV, =|— — ——|.

2131 631 559

8 650 632
1 9 9]
8 8 8
Donde X =PyoT = 79 311 109
88 440 264
mw 4 3
8§ 24 8

Numericamente, uma factorizacdo de Schur é usualmente obtida transformando-se a
matriz para a forma de Hessenberg superior e, numa segunda fase, aplicando-se um
método iterativo para gerar uma sequéncia de matrizes de Hessenberg que converge

para a forma triangular ou triangular por blocos [17, 78].

Golub e seus colaboradores mostraram que o método por eles apresentado pode ser mais

eficiente que o algoritmo de Bartels e Stewart, dependendo das dimensdes do problema
[30].

A resolugdo da equagdo de Lyapunov através da funcdo /yap do Matlab ¢ baseada nos

dois algoritmos apresentados anteriormente.
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4. Resolucao da Equacao de Lyapunov usando

subespacos de Krylov

4.1. Introducao

A resolugdo de equagdes ¢ um dos principais problemas matematicos que surge, com
elevada frequéncia, em muitas areas da ciéncia e da engenharia [17], onde o papel
relevante da equagdo de Lyapunov na teoria do controlo, ¢ particularmente mencionado
na literatura [6, 13, 57].

Temos uma grande variedade de algoritmos numéricos para a resolucao das equagdes de
Lyapunov, uns sdo recomendaveis a determinados casos particulares (a titulo de
exemplo, quando a matriz 4 possui a estrutura de matriz companheira), outros sdo mais
gerais (¢ possivel determinar a solugdo desta equacdo recorrendo a um método
numérico de resolucao de sistemas de equagdes algébricas lineares).

Sem se pretender uma abordagem exaustiva deste tema, serdo apresentadas algumas das
metodologias que surgem na bibliografia para obter a solu¢do das equagdes (0.1) e
(0.2), pressupondo sempre a solubilidade das mesmas.

Assim, no presente capitulo apresentar-se-do formulagdes das equagdes de Lyapunov,
fazendo uma breve referéncia a alguns dos algoritmos numéricos que surgem na

bibliografia e sdo aplicaveis a resolugdo deste problema.

4.2 Métodos Standard de Subespacos de Krylov’ para Equacées

Lineares

4.2.1 Introducao
Faremos neste subcapitulo uma breve abordagem aos Métodos de Subespacos de

Krylov para a resolucdo de sistemas de equagdes lineares do tipo Ax=f', onde 4 uma

matriz quadrada real e ndo singular e fum vector em R".
Descrever-se-ao ideias e defini¢cdes basicas e revistos alguns algoritmos. Serdo dadas
referéncias quando forem aplicados os resultados deste subcapitulo as equagdes de

Lyapunov na forma de produto de Kronecker.

> Alexei Nikolaevich Krylov — Engenheiro Naval, Matematico e memorialista — Nascido em Simbirsk
Gubernia (Russia) a 15 de Agosto de 1863 — 26 de Outubro de 1945
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4.2.2 Subespacos de Krylov
Seja A uma matriz quadrada ndo singular, e seja f'um vector em R".
Considere-se Ax=f, para x e R"
Lema 4.1 Existe p um polindmio ménico tnico, tal que
p(A)f:O,e q(A)f¢0,
Para todos os polindmios q ndo nulos e com grau inferior ao de p.
Demonstracgdo
Pelo teorema de Cayley’s existe p um polinémio real de graun, tal que p(4)=0.
Assim o conjunto D={keN:3peP,:p#0,p(4)f =0} é nio vazio e tem um
elemento pequeno meD.
Seja g qualquer polinémio ndo nulo com grau inferior a m. Assim, g(A4)f #0.

Sejam p, € p, polindmios moénicos reais de grau m tal que p,(4)f =0.Como p, €

D, sdo monicos o grau de p —p, estritamente inferior a m, e como

[(p,—p.)(4)]f=0,temos p,—p,=0. O

Definicio 4.1 O polindmio minimo para f sobre A ¢ o polindbmio ménico p de
grau minimo, tal que p(4)f=0.
Seja p o polindmio minimo de f'sobre 4 e seja m o grau de p.

Temos entdo que
p(t)= iajrf, teR,
j=0

onde ¢, eR, j=0,1,2,...,m,¢e a, =1.

m

De notar que «, # 0, caso contrario,
p(t)=1q(t), teR
onde ¢ tem grau m—1, e como A ¢é ndo singular, temos que g(4)f =0, 0 que viola o
m—1

m ser minimo. Assim, @, #0, ¢ a solugdo de Ax=f" ¢ dada por x=) B A’ f, onde
7=0

B =—— j=012,..,m—1.
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Defini¢ao 4.2 Seja j um inteiro positivo. O subespago de Krylov K .(4,/) €

dado por
K, (4.)) :Spﬂgn{f, o
Lema 4.2 Seja m o grau de f'sobre 4, entdo
k(L ik (47} [ om
e
Kj(A,f)sz(A,f), j=m.
Demonstracgdo

E claro pela defini¢do que o subespaco de Krylov formam uma sequéncia crescente,

K, (4, 1) K;..(4.1)
Seja p o polindbmio minimo de f sobre A. Seja j=m. Podemos afirmar que
K (A4, f)=K,(4,1)-
Assim, ¢ suficiente mostrar que K (4, /)= K, (4, f)-
Seja y e K, (4, f) dado, entdo y = w(4)f onde w € um polinomio de grau inferior a ;.
Factorizando w,

w(x)=g(x)p(x)+r(x),
onde o grau de r € estritamente inferior a m, temos
y=w(4)f=g(4)p(4)f+r(4)f=r(4)f,

E efectivamente elemento de X, (4, /). Concluimos assim que K (A, f)=K,(4.f)
Sejaagora j<m,temos que K (4, f)c K, (4, 1).
Por definigdo, 4’ f € K ,, (4, /), mas admitamos que 4’/ ¢ K (4, f).
Suponhamos que 4’f e K, (4, f), entdo temos A’f =g (4)f para um polindmio de
grau inferior a j—1. Mas, assim ( A’ —q (A)) f =0, contradizendo a defini¢do de m.
Concluimos assim que K, (4, f)c K,,,(4,/). U
Corolario 4.1 Seja m o grau de f sobre 4, entdo K (4, f) € o mais pequeno

espaco vectorial invariante.
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4.2.3 O Algoritmo de Arnoldi
O algoritmo de Arnoldi usa o processo de Gram-Schmidt para calcular uma base

ortonormada para K, (4,f). Como o algoritmo classico de Gram-Schmidt ¢

numericamente instavel, ¢ possivel usar o processo modificado de Gram-Schmidt e/ou
reortogonalizando para resolver parcialmente este problema.

Matematicamente, os quatro algoritmos possiveis sao equivalentes. Todavia o processo
modificado de Gram-Schmidt ¢ mais fidvel to que o processo classico de Gram-
Schmidt.

Reortogonalizacdo melhora a qualidade da base em ambos os casos e se a
reortogonalizacdo for aplicada, ndo temos, virtualmente, nenhuma diferenga entre o
método classico e o método modificado. A diferenca entre as quatro variantes foi

investigada por Giroud, Langlou e Rozlosnik.

ALGORITMO DE ARNOLDI COM O PROCESSO MODIFICADO DE GRAM-SCHMIDT (MSG)

(ALGORITMO 7)

L ve= 1/,
2: | for j=12,...k do
3: w, = Avj

4: for i=1,2,....,7 do

5 hy =viw,
6: Wy = w; = vhy
7: end for

8: hy = HWJ Hz

9: if 4, ,,, =0 then
10: v_/+1 =0
11: k=j
12: Exit
13: Else
14: Vi = w/};j,j+1
15: end if
16: | end for
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Seja m o grau de f sobre A4, e seja k>m, entdo o algoritmo de Arnoldi termina

exactamente apds m iteragdes, e devolve a factorizagdo da forma
A I/m = VmH m?

onde

h]l hl2 h]m
h21 h22 Cee e h2m
H, = hy, : ,
L hm,m—l hmm |

¢ uma matriz superior quadrada de Hessenberg.
Se k<m o algoritmo de Arnoldi termina apds exactamente k iteragdes, e devolve a
factorizagao da forma
AV, = Vk+1[:[ ko
onde
Ve= [v1 vV, .. vk],

¢ constituida pelas primeiras k colunas de V,,, que expande K, (4, ), €

B hn hlz cee s hlk
hy hy, o hy,
I:Ik _ 32 .
hk+1,k hk,k
L hk+1,k B

4.2.4 Métodos Standard de Subespacos de Krylov

Serdo abordados agora quarto métodos standard de subespago de Krylov: GMRES, CG,
CGNR, e BCG.

4.2.4.1 GMRES
O método GMRES foi trabalhado por Saad e Schultz [62]. Pode ser usado para

resolucdo do sistema linear Ax = f .
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Dado x,, o algoritmo GMRES cria o residuo 7, = f — 4x,

E constréi o subespaco de Krylov

K, (A4,r,)=span {rO,ArO,Aer,..., Aj"lro} .
Para cada j o algoritmo devolve uma solugdo aproximada x; € x, + K, (4,r,), tal que a
norma do residuo correspondente r = f- Ax, ¢ minimo, i.e.,

Hrjuz :min{”f—Ax”2 xex, +K, (A,ro)} :

O procedimento basico ¢ dado pelo seguinte algoritmo onde ¢ usado o processo

modificado de ortogonalizacdo Gram-Schmidt.

ALGORITMO GMRES COM O PROCESSO DE GRAM-SCHMIDT MODIFICADO (MSG)

(ALGORITMO 8)

L | =S —dxp, Be=|nl,, vi=n/8

2: | for j=12,...k do

3] w=dy,

4: for i=1,2,....,j do

5 hy = v w,

6: w,=w, —vh,

7 end for

8| =l

9 if 2, ,,, =0 then
10: k=j
11: Goto 16
12: Else
13: Vi = W/ By
14: end if
15: | end for
16: | Resolver o problema H,y, = fe, para y, € R
17: | Define-se x, =x,+V,y,
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Seja m o grau de 7, sobre 4. Na aritmética exacta, os residuos devolvidos pelo GMRES

satisfazem
Iill, 2 [ll, 2 -2 [ |, = 0
porque
K (A,n)cK,(4,n)c...cK,(4,1),
e

x-x,=A"r ek, (4,1).

Encontra-se em falta uma teoria geral de convergéncia de GMRES sendo um topico

que se encontra actualmente em investigagao.

Lema 4.3 Os residuos devolvidos pelo algoritmo GMRES satisfaz

”rj“z =min{]]p(A)r0|]2 el p(O)zl} 0.

onde P, ¢ o conjunto dos polinomios de grau inferior a /.

Demonstracgdo

A demonstragdo segue directamente de defini¢do de GMRES.

Considere-se uma familia especifica de polindmios. Seja 4 uma matriz quadrada, tal

que |7 -4||, <1

Entdo 4 € ndo singular e

donde

Seja w, o polindmio dado por

Assim, o, € B, ¢ w, (0)=1.

Temos também

que implica

(4.1)
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A
o (), <12y g

1-fr-4],
Definindo p =||7 - 4]|,, e estimando || 4|, < 7|, + |7 - 4]|, , entdo
1+
A)|. <—=pf.
| (A, <1200 (4.2)
Como consequéncia temos os seguintes teorema.
Teorema 4.1 Se A ¢ uma matriz tal que p=|/- 4|, <1, e se 7, é o residuo
apos k iteragdes do algoritmo GMRES, entdo
I+p
Irll. <= 2" Il
Teorema 4.2 Sejam 4 uma matriz diagonalizavel, e AC=CA onde C é nio
singular € A-dige{d A . A} = diag{il, )2, . . | Jn} ¢ diagonal Se

£ = max ‘1 - ij] <1,ese 7, €oresiduo apos k iteragdes do algoritmo GMRES, entdo

1
Il < (=22 s

2 3

onde x,(C)=||c], HC""

Demonstracdo
Seja p um polinémio, entdo p(A4)=Cp(1)C”
donde

lp(a)l, il [ e[, == ()] (A)].

Conjugando este resultado com o Lema 4.3 temos

”rk ”2 = ”a)k (A)r()”z = ”a)k (A)”z ”1’0“2 < K (C)“a)k (A)Hz ”rO

e usando o resultado (4.2), completamos a demonstragdo. U

2)

Lema 4.4 Sejam 4 uma matriz quadrada qualquer e f € R". Se /— A4 tem caracteristica

k, entdo o grau de f'sobre 4 é no maximok+1.

Demonstracgdo

Se A ¢ matriz quadrada e f € R" entdo
Kj(A,f)sz(I—A,f)gspan{f}+Ran(I—A),
R
paratodoo j=12,... .

Seja m o grau de f'sobre 4, entdo
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Kj(A,f)gspugm{f}+Ran(]—A)

que implica que a dimensdo de K, (4, f) ¢ no maximo k+1. Como

{47f:j=012,.,m-1}

¢abasede K, (4, f) conclui-se que m<k+1.

Corolario 4.2 Se A ¢ uma matriz ndo singular com k perturbacdes da matriz

identidade, entdo o GMRES converge em no maximo £ iteragdes.

Demonstracgdo

Seja f € R". Pelo lema anterior, o grau m de f sobre 4 é no maximo k+1.

Assim, o algoritmo GMRES constr6i uma base de K, (4, /) € converge apés no

maximo k aplicagoes de 4. U

Existe outro caso onde os residuos podem ser estimados. E o caso em que p=1le que

foi estudado por Gamti e Philippe [26]. O teorema que agora se apresenta ¢ uma

generalizacdo do resultado obtido.

Teorema 4.3 Seja A uma matriz ndo singular e diagonalizavel com AC =CA , onde C

¢ ndo singular e A =diag {4,,2,,..., 4, } € diagonal.
Suponhamos que existe um inteiro k e que p <1, tal que

‘l —ﬂjI z2p, j=L2,...k

1 Aleo -k 1k 2
J

Se 7, € oresiduo apos m=k iteragdes do algoritmo GMRES, entdo

bl < ()l (W) 7220

23

onde p, ¢ o polinébmio de grau k dado por

pfi ) 0 10 kpkOD-0-12 &k

e pk(())zl.

Demonstracgdo

De notar que p; esta bem definido, porque A ¢ néo singular, ou seja 4, # 0, para todo

j. Temos entao que
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Seja m>k e considere-se o polindmio
9, (x) = pi(¥) o, (x),

onde @, , ¢ definido pela equagio (1.36). Claramente ¢, (0)=1 ¢

Irll, <[l (4)r, < 2 ()l (A )], I

donde se obtém uma estimativa de |q,, (A)”2 . Temos

2 b

Aeo|

00 (), = . (2]
Embora por defini¢ao,

a0, (4)=1(4)o,,(4,)=0, j=12,..k,

que implica

q, (A)H2 <max

J>k

D (’11) :

Assim temos

)

Ja. (M), = (max| (4, ) ) max|,.. (2

Como ‘1—/1].‘< p para j >k, temos

—_—

Sip’""k, j>k.

1-p

Do (ﬂ“/ )

Podemos entdo concluir que

w0, <l (12 )

l-p

€ como consequéncia

1 —
b= Ol 122

Estes teoremas ndo implicam que GMRES convirja rapidamente, devido a x, poder tdo

ql,- @

grande que os limites se tornam desadequados.

No entanto, se |/ - A||2 <1 ou se 4 é ndo singular e / — A tem caracteristica baixa, entdo

0o GMRES converge rapidamente para a solugao.
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4.2.4.2 CG

Tanto Lanczos [50], como Hestenes e Stiefel [36] foram os impulsionadores do

algoritmo que serd agora exposto. Este algoritmo, algoritmo do gradiente conjugado
(Conjugate gradient), é aplicado a Ax=f, onde A é uma matriz simétrica definida

positiva. A formulagdo enunciada de seguida ¢ a formulacdo standard do referido

algoritmo.

ALGORITMO STANDART CG PARA Ax = f* (ALGORITMO 9)

1| iy=f =A%, py=1,
2: | for j=0,12,..., até convergir do
3 = (I”j,rj)/(Apj,pj)

4: X=X+ ajApj

500 B= (rj+1’rf+1)/(rf’rf)
6: P =T +ﬂjpj
7: | end for

De modo a estudar a convergéncia do CG ¢ conveniente introduzir a Norma-A, que ¢

dada por ||x||A = J(x, Ax) .

Se A é simétrica e definida positive, entdo || ||A énorma, e A

x|, < ], < 2

x”z’

Os lemas seguintes caracterizam as aproximagoes obtidas através do algoritmo CG.

‘min max

Lema 4.5 (Saad [63]) Seja x; a aproximagao obtida apos j iteragdes do algoritmo CG, e

seja x a solugdo exacta, entdo x; ¢ da forma
X, =X,+4, (A)rO ,

onde ¢, ¢ um polinémio de grau j—1 tal que

v=], =(7 - g, (4))(x=x,)], = min (1~ 49 (4))(x-,)],

Se A4 tiver k valores proprios distintos, entdo o algoritmo CG converge usando no

maximo k iteragdes.

O Lema seguinte pode ser usado para estimar a Norma-A do erro.
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Lema 4.6 (Saad [63]) Seja 4 simétrica e definida positive e considere o sistema linear

Ax=f . Se x éasolucio, ¢ x; j-ésima aproximagdo obtida pelo algoritmo CG, entdo

x*—x.‘} <2 \/;;—1 j
4

\/;H

Xa _x0]]4'

Vemos assim que se A ¢ matriz simétrica definida positive, entdo o algoritmo CG

converge rapidamente.

4.2.4.3 CGNR
O algoritmo CGNR pode ser usado para resolver a solugdo do sistema linear Ax=f,

onde A4 ¢ uma matriz ndo singular em ordem a x.

ALGORITMO STANDART CGNR PARA AX = f* (ALGORITMO 10)

1:| r,=f—-A4x,, z,=A"r,, p, =z,

2: | for j=0,12,..., até convergir do

3: w,=Ap,

2 2
4| a =[]
S0 X=X tap,;

. T
6: Z; = Ar

J+l

/
.
2 J 2

8: pj+1=Zj+1+Iijj

7 ﬂ; = sz+|

9: | end for

A aproximacgdo x; ¢ tal que o residuo correspondente
=S A,
satisfaz
: . T T
HVJHZ = mln{”f—Ax”2 ixex,+K, (A A, A VO)} .
A diferenca entre esta expressdo e a expressdo do algoritmo GMRES, ¢ o subespago

onde o residuo é minimizado.

Este ¢ algoritmo ¢ basicamente o algoritmo CG aplicado a equagdes normais,

A dx=A"F,

82




onde a diferenga mais importante reside no calculo dos residuos reais 7;, bem como nos
residuos z, das equagdes normais.

Este algoritmo mantém as propriedades de convergéncia do algoritmo CG.

4.2.4.4 BCG
O algoritmo do gradiente biconjugado (biconjugate gradient), pode ser usado para

resolucao de um sistema de equacdes (pair of adjoint equations),

Ax=f (4.3)

A'x=g (4.4)

ALGORITMO BCG PARA RESOLUCAO DE UM SISTEMA DE EQUACOES (ALGORITMO 11)

1: | ry,=f-Ax,, 1, =g—A"x,

2: | for j=0,12,..., até convergir do

3: a; :z(rj,r;)/(Apj,p;)

4| X=X tap,

S| v e

6: | Tm=1,-a,4p,

7| ra=r-adp

8: | B=(rr )/(rf’r;)
90| P =t thip;

10: | pra =1+ B,p;

11: | end for

O algoritmo BCG ¢ reduzido ao algoritmo CG no caso especial em que 4= A" é uma

matriz simétrica definida positivee f=g.

Este algoritmo termina prematuramente se (rj,r/f) =0 para qualquer valor de j. Existe

\

pouca informagdo relativamente a sua convergéncia. O algoritmo ndo converge
necessariamente, e registo dos residuos pode ser enganador e ¢ necessario encontrar um

précondicionante bom.
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Este algoritmo ¢ exposto, embora com todas as suas limitagdes, dados pretendermos
resolver as equacdes de Lyapunov
AX +XA" +BB" =0,
AY+Y4+C"'C=0,
as quais sdo matematicamente equivalentes as equagoes lineares standard
;lvec(X)+ vec(BBT ) =0,
;ITvec(Y)+vec(CTC) =0,

onde A=I®A+ARI .

4.2.5 - Métodos para problemas com matrizes esprsas

Nesta sec¢ao serdo apresentados meétodos iterativos standards para as equacdes de
Lyapunov, onde 4 ¢ uma matriz grande.

Comecaremos por rever os métodos standards de Subespacos de Krylov para resolugao
de equacdes de Lyapunov. E ainda necessario fazer uma breve introdugdo ao algoritmo
do bloco de Arnoldi que ¢ uma extensao do algoritmo basico de Arnoldi discutido no

subcapitulo 4.2.3.

4.2.5.1 - Algoritmo do Bloco de Arnoldi

Definicdo 4.3 Sejam 4 uma matriz quadrada de dimensdo n, B uma matriz de
dimensdo nx p, € sejaj um inteiro positivo. O bloco do subespaco de Krylov K, (A,B)
¢ definido por

K18 BB 1B iB L HICR

i.e. K;(A4,B) éarepresentagdo da transformagdo linear ¢:R” — R" dada por

X

e

glx) 12 1B 18 1B -

xjp

Fica claro que o bloco dos subespacos de Krylov forma uma sequéncia crescente

K,(4,B)cK,, (4,B), jeN,

j+1
e existe m tal que

K. (4,B)=K, (4,B), paratodos j=m.
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Esta observagao justifica a seguinte definicao.

Definicio 4.4 O m mais pequeno tal que K].(A,B)sz(A,B), para todos j=zmé
chamado de grau de B sobre A4 .

O algoritmo do bloco de Arnoldi pode ser usado para determinar uma base ortonormal
para os subespagos de Krylov K, (A, f ) Uma versdo do algoritmo do bloco de Arnoldi
¢ dada pelo seguinte Algoritmo. Se forem corridos k <m iteragdes do algoritmo,

obtemos a matriz ¥ definida por

Vk :[Ql Qz Qk],
com colunas ortonormadas geradas por Kk(A,B). Se definirmos H, como os bloco

superior da matriz de Hessenberg dada por

]—]11 le Hlk
Hzl sz
H, = 0 H32 H33

Hk,kfl Hk,k
entao

AV, =V, H, +Qk+1Hk+1,kEkT’ k<m,
onde E, ¢ constituida pelas ultimas p, colunas da matriz identidade de dimensdo
nxn, edAV, =V H ,k=m.

Os nimeros p, e n, sdo criados pelo algoritmo de forma a ndo se perder rasto da
parti¢do das matrizes V, e H, . Especificamente, V, € uma matriz de dimensdo nxn, e
H,; uma matriz de dimensé@o p, x p;.

O algoritmo termina apos k = m iteragdes.

Os blocos da subdiagonal H,,,, ndo sdo necessariamente triangulares superiores, mas

sdao permutacdes de matrizes triangulares superiores.

E importante notar que qualquer caracteristica de B, bem como os blocos de vectores

intermédios W, reflecte-se no bloco de V, e H,, , especificamente temos

p = rank(B) ,
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ALGORITMO DOS BLOCOS DE ARNOLDI COM PIVOTACAO DE COLUNAS (ALGORITMO 12)

1: | Determinar

A A Rn R12
BP:[QI Qz]{ 0 0 },(4.5)

using a caracteristica revealing OR algoritmo with column pivoting
2: | for j=12,...k do

3: Vj:z[Ql,Qz,...,QjJ, n=p+p,+tp;

4| W;=40,

5: for i=1,2,....,7 do

6: H, = QiTWj
7: W, =W,-OH,
8: end for

9: if W, =0 then

1o Qin=0,n,,=n;, p;,;=0
11: k=
12: return
13: else
14: Determinar
j+1 j+1

using a caracteristica revealing OR algoritmo with column pivoting

15: py=rank(W,), 0., =0"", H , =[R{" R§™ P
16: end if
17: | end for

e

Pin :mnk(W/)
para j=12,...m.
Podemos ainda indicar que as matrizes H ; satisfazem

H, :V/.TAV_/. ambas para j<mepara j=m.
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Se A ¢ uma matriz esparsa, entdo a parte mais dispendiosa do algoritmo do bloco de

Arnoldi € o processo modificado de Gram-Schmidt.

4.2.5.2 - Método de Arnoldi

O método de Arnoldi para equagdes de Lyapunov foi mostrado por [65] que considerou

o caso de p =1, e Jaimoukha e Kasenally [44] que estenderam o método para o caso
geral de p>1. A convergéncia deste método foi estudada por Simoncini e Druskin
[68].

Serdo feitos comentérios ao longo da apresentacdo deste algoritmo tendo em vista a
estabilidade e limitacdes deste método.

Sejam V,, e H, as matrizes geradas aplicando o algoritmo dos blocos de Arnoldi as
matrizes 4 e B, i.e.

AV, =V.H +Q, H, E, j<m,e AV, =V H,.

JHLjTg e

Considerem-se as aproximacoes da forma

X, =Vyy),
onde Y; ¢ uma matriz quadrada com dimensédo #;.
Pelo Teorema 1.18 obtemos uma solugdo verdadeira para j=m.
O residuo correspondente a X ; ¢ dado por

R(X,)= AV Y¥] +VYy 4 +BB".
O método de Arnoldi devolve Y, tal que a condigdo de Galerkin
VkTR (X k ) V=0,

¢ satisfeita.

O Teorema seguinte foi provado por Jaimoukha e Kasenally.

Teorema 4.4 Suponhamos que &k <m iteracdes do algoritmo dos blocos de Arnoldi

foram feitos, entdo uma aproximagdo da forma X, = V/Yij satisfaz a condicdo de
Galerkin V/R(X, )V, =0,seesose ¥, ésolugdode H,Y, +Y,H] +V/BB"V, =0,
onde a norma de Frobenius do residuo R (X . ) € dado por

R, =V2[ AT
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Se foram feitos k =m iteragdes do Algoritmo dos Blocos de Arnoldi, entdo o residuo
correspondente € zero e a solugdo exacta ¢ obtida.
Demonstragdo:
A demonstragdo € elementar e pode ser encontrada em [44].
O problema fundamental ¢ assegurar que cada uma das equacdes de ordem reduzida
The fundamental problem is to ensure that each of the reduced order equations
HY +Y.H +V!BB"V, =0,
tem uma solugdo Unica Y, . Se H ¢ uma matriz real, entdo a equagdo de Lyapunov
HY+YH" +0=0
tem uma solugdo Unica Y para cada escolha de O se e s6 se 4+ u # 0 para cada par de
valores proprios 4 e u para H.
No nosso caso a matriz original A ¢ estavel, o que nos garante que a equagdo original

tem uma solug¢do unica. Todavia, tal como se pode ver no exemplo, pode ndo ser

suficiente para assegurar que as equagdes de ordem reduzida tém solucao unica.

Exemplo 4.1:

Seja A uma matriz quadrada de ordem n dada por

A=T-ee',(4.6)

onde 7 ¢ uma matriz diagonal-constante de Toeplitz dada por
0 1
-1 0 1

0 1
-1 0]

e e, ¢ a ultima coluna da matriz identidade de ordem n.
A matriz 4 € estavel, mas se B=¢_, entdo as equagdes de ordem reduzida
T T Ty, _
H,Y, +Y,H] +V/BB'V, =0
sdo singulares para todo o k, excepto se k =m .
Note-se que 4 esta na forma de Hessenberg superior € como B =e¢,, as matrizes H,

sao dadas por

H,=A(l:k,1:k)para k=1,2,...,m.
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Para k<m A(1:k,1:k)=T(1:k,1:k) ¢ diagonal-constante, € ¢ claro que as equagdes

correspondentes de ordem reduzida de Lyapunov sao todas singulares. No entanto, se A4

¢ definida negativa, i.e.

A+ 4" <0,
entdo V'AV ¢& estavel para qualquer matriz ¥ de dimensio nx p com colunas
ortonormais e p<n.

A matriz A dada por (4.6) ¢ definida ndo negativa.

E possivel indicar o método de Arnoldi como Algoritmo 12. Resolvendo as primeiras &

equagoes de Lyapunov usando o método de Bartels-Stewart serdo necessarias 0(k4 p3)

~ . . . . . , ~ o 3.3
operagdes aritméticas e para avaliar os primeiros k residuos serfo necessarias O(k p )

operagdes aritméticas.

Quando # ¢ grande, estes valores sdo insignificantes comparados com os valores depois
de decorridas k iteragdes do algoritmo dos blocos de Arnoldi, que ¢ O(npzkz) .

Input: As matrizes ¥, e H, geradas apds a execucdo do algoritmo dos blocos de
Arnoldi, para uma matriz 4 definida negativa e uma matriz B de dimensdo nx p.

Output: Uma solugio aproximada da forma X, = V]Y]VJT

ALGORITMO PARA O METODO BASICO DE ARNOLDI PARA EQUACOES CONTINUAS DE

LYAPUNOV (ALGORITMO 13)

1: | for j=1,2,..., até convergir do

2: Resolver a equagdo de ordem reduzida H Y, +Y,H +V/BB'V, =0

3: Calcular a norma de Frobenius HR (Xj )HF = \/EHH,M,(E,(TY,( HF onde £,

consiste nas tltimas p, colunas da matriz identidade de dimensao 7,

4: | end for

A convergéncia deste método foi estudada por Simoncini e Druskin [68], os quais

consideraram as equagdes de Lyapunov da forma

AX+XA" =BB", A=4">0.
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Teorema 4.5 (Simoncini e Druskin [68]) Sejam 4 uma matriz simétrica definida

positive, e A o menor valor proprio de 4. Sejam A4, e A_. os valores proprios de

A+l 1o /A.Entéo

min ‘max

(4.7)

Consideraram ainda o caso de ser ndo simétrica € provaram um conjunto de teoremas,

sendo o enunciado de seguida o mais simples.

Teorema 4.6 (Simoncini e Druskin [68]) Assuma-se que os campo de valores da matriz

real 4 est4 contido numa elipse de centro (¢,0), ¢ >0, foco (c£d,0) e semi-eixos a, €

a,,com a, >a,,tal que d =+/a’ —d’ . Entdo

8 7 1
XX, | 2 | 4.8
” k}|<\/(amm+c)2—d2 rz_l(’ﬂzJ j ( )
onde
" _C+amin 1 . 2__ 2 :a1+0{2
7 = 5 +_2r \/(chamm) d er .

Serd mostrado agora que o método de Arnoldi pode ter um historial de residuos

arbitrarios:

n—1
_, € possivel construir

Dado um inteiro positive n e a sequéncia de niumeros reais {rj}
J

uma matriz definida negativa 4 ¢ um vector coluna BeR", tal que o método de
Arnoldi devolve uma sequéncia de residuos R(X /.) , para os quais

HR(XJ.) =r, j=12,n-1.

F

O lema seguinte constréi uma familia de matrizes definidas negativas que nao sdo

afectadas pelo algoritmo basico de Arnoldi, Algoritmo 7.

90



Lema 4.7 Seja A uma matriz quadrada real de dimensao n, dada por

—& —
o & 0,
A= e = : (4.9)
~8n—] -an—l
(04 =&

onde ¢ >0, i=L2,..,ne >0, i=12,..,n—1. Desta forma 4 ¢ definida negativa.

Se B ¢ o primeiro vector coluna da matriz identidade de dimenséao #, entdo o grau de B

sobre A4 € n, e o algoritmo basico de Arnoldi, Algoritmo 6, devolve a factorizacao trivial
4l ~ 1 4

quando aplicada ao par (4, B).

Demonstracgdo

A ¢ definida negative, devido ao facto dos elementos da subdiagonal foram escolhidos

de forma a cancelarem os elementos da subdiagonal correspondente, i.e.
1 T .
5(A+A ): diag {-&,,—€,,...,—€,} <0.

Como A ¢ uma matriz superior de Hessenberg, e cada «; # 0 para i =1,2,...,n—1, entdo
0S n vectores

A’B, j=0,1,..,n—1
formam um conjunto independente, consequentemente o grau de B sobre 4 ¢ n.

O Algoritmo de Arnoldi aplicado ao par (A,B) retornard uma base ortonormal V' de
K(A4,B)=R" bem como H, uma matriz Hessenberg superior, tal que AV =VH .
Todavia, temos a factorizagdo trivial 4/, =1 A, e como A ¢ uma matriz Hessenberg
superior com a subdiagonal positiva, e /, tem colunas ortonormais, temos que V' =1 e
A=H.

Sejam ¢, >0, i=1,2,...,ne a;>0, i=12,..,n-1.

Sejam A dada por (4.8) e B o primeiro vector coluna da matriz identidade de dimensao

n. Considere-se a Equagdo de Lyapunov 4X + XA" + BB =0.

E possivel aplicar o método de Arnoldi porque 4 é definida negativa. A norma de

Frobenius do residuo R(X ) ¢ dada por

J
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; =\/§HH .ETY].HF, j=12,..,n-1,

HR (X/) JHLjT
onde E; ¢ a ultima coluna de matriz identidade de dimensdo j e Y, € a solugdo da
equacdo de ordem reduzida
HY +YH;+V/BB'V,=0.
Como, por constru¢do a matriz 4 ndo ¢ afectada pelo processo de Arnoldi, temos que as
equagoes de ordem reduzida sao
A a7 : AT .
A(1: j,1: j)Y, +Y A(1: j,1: j) +B(1:j)B(1:j) =0, j=12,..,n (4.9)
e que a norma de Frobenius dos residuos ¢ dada por

= (x))

O numero real «; ¢ o valor da entrada ( J+1 j) da matriz A, portanto nao esta

) =2, ¥, (1: 4. 5)|, =~2e, ¥, (1: . 5)|,» F=120in =1,

envolvida no calculo de Y, . Se a j" linha de Y, ¢ ndo nula, entdo a, € possivel

escolher HR (Xj)

de forma a obtermos qualquer valor desejado.
F

Como Y, ¢ simétrica, basta mostrar que a j" coluna de Y, ¢ ndo negativa.

E claro que Y, #0, por causa dos termos ndo homogéneos BJ.BJT sdo nao nulos.
Todavia, apenas a entrada (1,1) desta matriz ¢ ndo nula, e ¢ possivel usar esta estrutura
para mostrar que se Y, (:,/) =0, entdo ¥, =0, que é uma contradigo.

Seja j>1, colocando as ;"

A j 1 )Y ()Y, ())e, +Y, (L j-Da,, =0,

colunas de ambos os lados de (4.9) temos que

porque A4 tem apenas uma subdiagonal. Se as ;" colunas de Y, desaparecessem, entdo
esta expressdo reduzia para Y, (3, j—1)a,, =0

e como a;,>0 temos que Y, (:,j—l) =0. Suponhamos que 1<i<; e temos
estabelecido que Y, (5,i)=Y,(5,i+1)=..=Y,(:,j)=0, entdo podemos afirmar que
Y. (:i-1)=0.

h

Colocando as i" colunas de ambos os lados de (4.9) temos que

A1 )Y, () =Y, (it e, =Y, (i), + Y, (i-1)a,, =0.
Assumindo que cada coluna Yj(:,i+1) e Yj(:,i) sdo nulas ficamos com

Y,(i-1)a,, =0 donde Y, (:,i-1)=0.
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Conclui-se assim que se a ultima coluna de Y, € nula, entdo Y, ¢ nula, o que ¢ uma
contradigdo logo a ultima coluna de Y, ¢ sempre néo nula.

Input: Inteiro n >0, &> 0, j=12,...,n, r > 0, j=12,...,n—1.

Output: A4eR™ definida negativa, BeR", tal que os residuos devolvidos pela

método de Arnoldi, Algoritmo 13, satisfazem HR (X ; )

=r, j=12,..,n—1.

ro

ALGORITMO PARA CONSTRUCAO DE UMA EQUACAO ESPECIAL DE LYAPUNOV

(ALGORITMO 14)

1| Definir A(i,i) =—¢ parai=12,.,ne B=1 (:,1).
I: | for j=1,2,...,n—1 do
2: Resolver A(llj,lij)Yj +Y],A(1:j,1:j)r+B(1:j)B(l:j)T:O

r

V2| ),

41 Definir A(j+1,j)=a,, A(j.j+1)=-a,

3 Definir a; =

5: | end for

O Algoritmo 12 constr6i uma equacdo de Lyapunov definida negativa para a qual o
método de Arnoldi tem um historico de residuos dados.

O método de Arnoldi ndo explora os fendémenos de caracteristica baixa.

4.2.5.3 - Método GMRES

O método GMRES ¢ devido a Jaimoukha e Kasenally [44], devolve uma aproximagao

da forma X, = V]Y]V]T, onde as matrizes V; sdo determinadas aplicando o algoritmo dos

blocos de Arnoldi as matrizes 4 e B. A matriz Y, € escolhida de forma a que a norma de

Frobenius do residuo R(X j)=AX j+X jAT+BBT ¢ minimizado sobre todas as

matrizes simétricas Y., 1.€.

|r(x,)

O problema de trabalhar o minimizante de ¥, ¢ um problema linear dos minimos

v _ T T
AR, X =vyvTy =v7
quadrados com nl2 desconhecidos, onde n; € o numero de colunas de V :
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[R(x))], =llav, vy +vypyats | =|a(v,)vec(v,)+ ] .
onde
AV,) =V, @4V, + 4V, @V, .
¢ uma matriz de dimensédo n° x nj2 , € b= vec(BBT) )
Vejamos agora o quando € que este problema tem solugdo unica.

Se 4 ¢ definida positive, entdo A(Vj) tem caracteristicagrande, porque

T T 4T T T Ty, _
AV, )vec(Y,)=0=AVY V] +V YV A" =0=V AV Y, +YV AV, =0

J J >

. . T , , . . ~
que implica ¥, =0, porque V; AV, ¢ estavel. De um modo geral, n; < jp e n, = jp sdo

possiveis.

, . . ~ , , . .6_6 ~
Se A ¢ definida negativa, entdo ¢ possivel determinar Y, usando 0( Jp ) operagoes
aritméticas, resolvendo as equacdes

A, ) A(y, )vee(v,)+ 4(v,) b=0.

Jaimoukha e Kasenally [44] deduziram um algoritmo, que tira partido da estrutura

especial do problema com vista a criar uma sequéncia de problemas mais pequenos que
podem ser resolver independentemente. Este algoritmo também requer O( J° p6)

operagdes aritméticas.
Esta abordagem tem, todavia, as seguintes limitacoes:
e Para que sja possivel pivotamento de colunas, ¢ fundamental que os blocos

subdiagonais do bloco superior da matriz de Hessenberg H; produzido pelo

algoritmo do dos blocos de Arnoldi sejam triangulares superiores. Se o
algoritmo dos blocos de Arnoldi usa o pivotamento de colunas para tratar
degradacao da caracteristica, entdo esta estrutura perde-se.

e (ada aproximacao ¢ construida como uma combinacgdo linear de solugdes de
uma equacdo de Lyapunov especializada. A combinagdo linear a usar ¢ dada
como solugdo de um sistema linear muito especifico. Mas, infelizmente o
numero de condigdes deste sistema linear tem a tendéncia para crescer
exponencialmente com o nimero de iteragdes até ao ponto de ser totalmente

impossivel determinar que combinagao linear utilizar.
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Pelas suas experimentacdes, Jaimoukha e Kasenally [44] observaram que o numero de
iteracdes utilizadas no método de Arnoldi ¢ ligeiramente maior do que o niumero de

iteragdes no método GMRES.

4.3 - Métodos de Ward e de Kirrinnis

Serdo apresentadas duas estratégias mais recentes para resolver a equagdo de Lyapunov.

Ambas usam factorizacdes matriciais de uma das matrizes coeficientes da equagao
(0.1), enquanto Ward emprega a decomposi¢do de Jordan de uma matriz no algoritmo
por si proposto enquanto Kirrinnis usa a decomposicdo a custa de uma matriz

companheira com um propdsito semelhante.

4.3.1 - Método de Ward
Ward [80] apresentou uma técnica para determinar a solugdo X € M, , da equagdo de
Sylvester AX—-XB=C, onde AeM,, BeM, e¢ CeM,, sio matrizes

conhecidas, que consistia em reduzir apenas uma das matrizes coeficientes 4 ou B a

forma de Jordan.

Inicialmente esta abordagem foi proposta para resolver equagdes no caso de terem
solucdo Unica, tendo sido desenvolvida para o caso mais geral da equagdo

AX—XB=C poder ter multiplas solugdes. Tal como nos métodos apresentados no
capitulo anterior sera feita a adaptagio ao caso em estudo sendo B=—A4" .

Seja PlAP=J uma decomposi¢do de Jordan da matriz 4. Multiplicando a esquerda a
equagio AX+XA =C por P! obtemos P"A(PP*l )X+P*1XAT =P'C, ou
equivalentemente

JY+YA" =D, (4.10)

onde Y=P'X e D=P7IC.
Transpondo ambos os membros de (4.10) e utilizando as propriedades da matriz

transposta, obtemos
D' =(JY+YA") =(JY) +(v4") =¥"J +4Y".

Aplicando a fungdo vec a ambos os membros da equagdo anterior e tendo em atencao o

teorema 2.1 resulta
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»@CQ)T):lec(Y?]T+u4YT)zxec(YTJT)+x@c(A)”)
~((77) @1, Jec(r) +(1, ® ) vec(1")
=(J®L,+1,®4)vec(Y").
Como tal, a equagio matricial (4.10) é equivalente ao sistema de equagdes lineares
(J®I,+1,® ) vec(¥") = vedD” ). (4.11)

Ward [80] realgou o facto da matriz dos coeficientes deste sistema, designada por

nivelador da equagdo, ter uma estrutura por blocos que se assemelha a estrutura da
forma candnica de Jordan da matriz 4. Ou seja, por cada bloco de Jordan J, (/1) contido

em J, a matriz do sistema anterior contém uma submatriz por blocos (de ordem rm) da

forma
Al + 4 I, 0
AL +4 .
S, (4)= . s (4.12)
0 Al +A4

que tem uma estrutura semelhante & de J, (4).

Suponhamos que a matriz 4 € M, tem uma forma canonica de Jordan diagonal, i.e.,

y) 0
Plap= .
0 A

para alguma matriz invertivel P e M,,. Assim, o sistema de equagdes lineares (4.11) ¢

equivalente a

=, (4.13)

onde L=-A-A1,; i=l..m, ¢ Y' =(y,,y5,--.y,,), D' =(d,.d,--.d,). A
solugdo Y da equacdo (4.10) (se existir) obtém-se linha a linha, resolvendo

independentemente cada um dos m sistemas lineares —L; y; =d;, cada um com m

equagoes.
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Consideremos agora o caso mais geral em que A4 tem uma forma canoénica de Jordan

contendo p blocos de Jordan de ordens my,m,,---,m, com valores proprios

p

/11,/12,---,/1p, respectivamente. Neste caso, tendo em atengdo a formula (4.12), o

sistema de equagdes lineares (4.11) pode ser rescrito como

S (A) 0 Y d,
B =L, (4.14)
0 S, (4,) (L] Ld.
onde YT = (yl,yz,---,ym) e DT = (dl,dz,---,dm).
Este sistema pode ser dividido em p equagdes matriciais
Ve || e
Sml,(/”ti) : =] ¢ |,comi=Ll-p, (4.15)
Viem || diim
onde k=my+my+...+m;_ para i>1 e k=0 se i=1, correspondendo aos p blocos
de Jordan da forma candnica da matriz A4.
Cada uma das equagdes (4.15) € independente das outras p—1 equacdes e a equacio
matricial (4.10) tem solucdo se e so se cada uma das equagdes (4.15) a tiver.
Mostraremos agora como ¢ obtida a solugdo da primeira equacgdo (4.15). A forma de
determinar cada uma das outras equagdes ¢ analoga.
Consideremos a equacao
wl[a] |7F _]L ] Ta
SwM)| 1 ]=] ¢ | ‘ ; A ET (4.16)
Y | |9 0 _21 Y | |4,

sendo L, =—A—-A 1, . Multiplicando os dois membros a esquerda pela matriz triangular

inferior
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1 -
L I, 0
L Lo, (4.17)
Lo LoL '
U
reduzimos o sistema (4.16) a forma
-, I, 0 0 | _ ,
2 dl
-L 0 I Ld+d
. . +
—L§001m-.:y_' ,
S Dol = Ld+Ld,+d, (4.18)
1 Y :
' o o L'd +L"d, +-+Ld, _ +d,
= L;"l 0 0 e 0 | L 1 1
que € equivalente a
—Liy+y, =d
2
—Liyi+ys =Lid, +d,
3 2
—Liyy+yq =Lidy +Lidy +d; “.19)
-1 -2 -3
Ly Ay =LA A L T dy 4w d,
— ’lnlyl :L;nl_ldl‘FL’]nl_zdz +"'+L1dm1_1+dml
Consideremos agora a ultima equagao do sistema anterior da qual conhecemos o segun-
do membro, porque tanto a matriz [; como os vectores dy,d,,-,d,, ficam
completamente determinados no momento em que ¢ conhecida uma decomposicao de
Jordan da matriz 4. Logo a existéncia de solucdo Unica para esta ultima equacgdo
depende apenas do determinante de L, .
Como det(L )=det(—4—A41,) #0 porque A4 ndo é um valor proprio de —A4" (uma
matriz quadrada e a sua transposta t€ém o mesmo espectro).
Nestas condi¢des da tltima equagdo de (4.19) obtém-se
my -1 my—1 my—2 J —i
y=—L") Ly + L dy e+ Lydy o +dy, )= =D L d, (4.20)
i=1
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e substituindo y; nas restantes equagdes podemos determinar completamente a solugao
do sistema (4.19).
Em conclusao, ¢ um método para resolver a equagdao de Sylvester (no caso analisado

nesta dissertagio B=-A4") que requer a determinacio de um conjunto de sistemas de
equacdes lineares em numero igual ao de blocos de Jordan, da matriz transformada para

esta forma canonica.

, . . ~ ~ ~ T
De modo anélogo se determinaria a solucdo da equagdo com a transformagdo de 4" .

No exemplo seguinte sera aplicado o método quando A4 ¢ uma matriz que j& se encontra

na forma canonica de Jordan.

4.3.2 - Método de Kirrinnis

A ideia geral deste algoritmo consiste em transformar as matrizes 4 e B para uma forma
particular (de matrizes companheiras) de forma a tornar possivel uma resolu¢do mais
célere.

Inicialmente, e para introduzir a descri¢do deste método, considerou-se o caso particular

T . . . .
de —A4" ser uma matriz de Hessenberg inferior com os elementos da sobrediagonal

iguais a um, i.e.,

a, 1 0
r a4, A4y
4 = ,
1
alm a2m amm

a, ap a,
1 a a
» 2
onde 4= "
-1
0

mm

Como foi visto, a equagio 4X +X A" =C é equivalente ao sistema de m” equagdes

lineares (7, ® A+ A® 1, ) vec(X)=vec(C). Atendendo a especificidade da matriz

T . . . . .
—A" , amatriz dos coeficientes do sistema anterior pode ser rescrita como
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4 0 0 ayl, ayl, 1L m
0 4 0 -1 a,l a
+ m 2.2 m m2 m
0 0 A 0 I a I
A+a111m alem aml m
_Im A+a221m amZ m
0 -1, A+a,,l,

Suponhamos que a tltima coluna x, da matriz das incognitas X ¢ conhecida. Entdo do

. . . . T . Y
produto da Gltima linha da matriz anterior por vec(X )= (x]T e ,me) e igualando-a a
7140 113 ER) T T r ~
Gltima “coordenada” ¢, de vec(C)= (c1 G ) obtemos a equagdo

—Imxm_1+(A+ammIm)xm=cm ox,  =(A+a,,l )xm—cm.

mm-—m

Por sua vez esta permite determinar directamente a penultima coluna da matriz solucdo

X. Da igualdade do produto da penultima linha da matriz por blocos anterior por

vec( X ) com c,,_,, resulta

m—1 2

m
ox,,=A4x,,+ > a

i=m—1

-1 x +(A+a I )Xm_1+b X =c

m " m-2 m—1,m-1"m m,m—1 ""m m—1

X~ Cm—l 4

i,m—1""i

sendo obtida a antepenultima coluna x,, , da solugdo.

Deste modo, as primeiras n—1 colunas da matriz X sdo obtidas recursivamente através

de

xk_I:Axk+Zal.kxl.—ck ,comn>k>2. (4.22)
i=k
A principal questdo prende-se no calculo prévio de x, para se possivel a aplicacdo

desta formula.

Kirrinnis mostrou em [48] que a ultima coluna da matriz X ¢ a solucdo da equagdo
m—1
D_ (A)xm =-4 +ZP_A,T (A)-C/+1 5 (423)
=1

onde —4 ¢é a submatriz de —4" quadrada de ordem /, contida nas primeiras / linhas e /

colunas, onde pjp (/1) e Pp (ﬁ) representam, respectivamente os polindmios

;e . T
caracteristicos das matrizes —4' e —4/ .
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Se —A" for uma matriz de Hessenberg com uma estrutura dada por (4.21), o algoritmo
de Kirrinnis permite reduzir a determinagdo da solugdo da equacao matricial a resolugdo
de um unico sistema de m equagdes lineares (4.23) para se conhecer a ultima coluna da
solugdo, e posterior determinacdo directa das restantes colunas por substituicdo

regressiva.

Este algoritmo ¢ igualmente vélido para o caso em que —A’ ¢ uma matriz de
Hessenberg superior com os elementos da subdiagonal iguais a um. Neste caso temos
uma resolu¢do analoga, devendo-se determinar inicialmente a primeira coluna da matriz

X.

Considere-se agora o caso mais geral de ser necessario reduzir 4 e —A4" a forma de

matrizes companheiras usando transformagdes de semelhanca.

Sejam A=PK , Pl e —4= QK _,0" decomposigdes das matrizes 4 ¢ —A,
respectivamente, usando matrizes companheiras do tipo (1.3).

Entdo a equagio AX + X A" =C é transformada na equacio
K, Y+Y(K ) =F
onde X=PYQO" ¢ F=pP'C (Q’I)T. A solucdo Y pode ser calculada através das

formulas (A'" +d

m—1

Am_1+---+dlA+d0]m) x, =c +Ac,+ Ac;+-+ A" e, e

. T . .
x,_,=Ax, +a,x, —c, ,com m>k=>2, visto (Ki A) ser uma matriz companheira do

tipo
0 0
0 0 1

B :
0 0 0 1
—dy —dy —dy - —d,,

Para terminar X = PYQT.
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Exemplo 4.2

2 1 -1 -2 -1 1

Os espectros de 4=|-2 -3 5 ,[_2053 1657 2003] ede —4"=| 2 3 -5,

0 |8 680 1057 237 0 -1 -8

(2053 1657 2003

, , ndo tém nenhum valor proprio em comum.
680 1057 237

Entdo a a equagdo 4 X +X A" =C tem uma solugio unica.

5 2 -1
Seja C=|-10 4 5].
1 1 -7

Determinemos as factorizagdes de A ¢ —A4 usando matrizes companheiras.

1 2 2
Seja v=(1 0 O)T. A matriz P, , :(v,Av,sz) que ¢ iguala P=|0 -2 2| ¢
0 0 -2
1 1 2
< . " 1 1
ndo singular com inversa P~ =| 0 5 3|
0 0 L
L 2]

. T ~ .
Calculemos agora K , . Considere-se v:(l 0 0) , temos entdo que a matriz

| -2 2 I 1 2
0,_, :(v,—Av,(—A)2 v) =|0 2 2 |éregular cominversa Q' =|0 % % .
0 0 -2 1
0 0 ——
L 2]

Assim,
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0 0 40

K, =0"'B"0=

1 0 17].

0 1 -7

Como (4.24) ¢é equivalente a equagio AX+XA" =C depois de aplicadas estas

transformacdes temos

0 0 —40 0o 0 40] |7 1 3
1017Y+Y1017=4_%_%
01 7 0 1 -7 .
6 > _L
i 2 4]

Assim, a ultima coluna da matriz solu¢do da equacdo reduzida ¢ obtida resolvendo o

sistema
-15 -l
3 2 3 2
(K +7K7-17K,-40L) y,=| 4|+K, - K
N
L 2]
435
~80 -560 —3920 3
S| 0 158 1106 |y =| === <y, =
14 98 844 303
L 4]

Uma vez conhecido y;, as restantes duas colunas de Y obtém-se directamente.

Temos assim que

907
1264
577

1264
27

| 1264 |

Vo =

Como tal

ey3: -

4451 |

1264
2441
675
725
1264 |

,com X=PYQl.
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4451 997 251 ]
1264 1264 1264
2441 577 293

675 1264 1264
725 271 17T

1264 1264 1264

é a solugdo da equagdo A X +X A" =C.
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1 -2 2
0 2 2
0 0 -2

T

[ 915 529 19 |
1264 158 632
787 67 235
158 158 158
317 75 17T

632 158 316




5. Conclusodes

Visando uma sintese de métodos que actualmente sdo usados com vista a obter solugdes
de um ponto de vista analitico de equagdes matriciais de Lyapunov, foi elaborada esta

dissertacdao onde sdo apresentados exemplos de solubilidade da mesma.

As equagdes referidas sdo da forma AX +XA +Q=0 para as equagdes do tipo

continuas A XA" — X + Q=0 e para equagdes do tipo discretas, onde 4, Qe M, sio

matrizes conhecidas.

* ~ .« . r It

Como os espectros de 4 e —A4 sdo disjuntos ¢ possivel afirmar que tem sempre
~ ;. 2 r ’ r

solugdo unica. No caso de m” ser pequeno ou moderado ¢ possivel usar um método

directo para solucionar o sistema de equacdes lineares que resulta da reformulacdo da
~ r . . 2 r

equacdo através do produto matricial de Kronecker. Sempre que m” for grande ¢

preferivel seleccionar um método iterativo para o mesmo fim.

Apesar das diversas potencialidades evidenciadas por cada método, ¢ sempre possivel
desenvolver melhoramentos. Usando todas as vantagens apresentadas por cada método,
varios investigadores tém investigado no sentido de criar algoritmos hibridos de forma a
obter algoritmos mais céleres e eficazes. Dado que os sistemas de controlo exigirem um
numero bastante grande de equacdes pelo facto de dos processos modernos se tornarem
cada vez mais complexos com muitas entradas e saidas, este tipo de equacdes
continuam a ser um tema de grande relevo tendo varias aplicagdes em diferentes

dominios.

Embora seja uma era em que os computadores tém a tendéncia de evolugao célere ao
nivel da velocidade, existe a necessidade de obter algoritmos igualmente rapidos pelo
simples facto de se pretender analisar problemas cada vez mais complexos. Assim, o
tempo despendido pelo computador ou o custo da simulacao, bem como a qualidade dos
resultados obtidos sdo aspectos essenciais a ter em conta em termos de eficiéncia do
método numérico utilizado. Com este objectivo tém surgido nos Gltimos anos métodos
cada vez mais eficazes na rapida e eficaz resolu¢do de problemas que a simulagdo
numérica origina, permitindo assim recorrer a modelos matematicos mais complexos e

fidveis e originando tempos de processamento realistas.
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Por norma, a complexidade matematica dos modelos torna inexequivel o
desenvolvimento de solucdes analiticas. Como tal, a simulagdo numérica constitui um
desafio e praticamente a Unica resposta de resolu¢dao deste tipo de problemas. Estes
algoritmos numéricos que originem resultados precisos com um consumo de tempo de
computador razoavel, sdo ferramentas essenciais para a sua abordagem, especialmente

em sistemas de grande dimensdo.
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