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Resumo

Este trabalho encontra-se dividido em duas partes: Trabalho Cientifico e Estagio Pedagagico.
No Trabalho Cientifico, o estudo é dedicado ao problema de existéncia de solucdo da Equacao
Algébrica de Riccati (EAR). Numa primeira fase, apresentamos alguns critérios de solubilidade
para este tipo de equacao, com recurso ao conceito de caracteristica de uma matriz quadrada.
Numa segunda fase, os critérios apresentados recorrem ao conceito de vetor préprio e sao esta-
belecidos consoante a invertibilidade ou nao-invertibilidade da matriz Hamiltoniana associada
a EAR.

No Estagio Pedagdgico, apresentamos a planificacdo da unidade: "Funcdo Quadrdtica”, en-
quadrada no programa de Matematica A do 10° ano. Para cada planificacdo de aula serao
descritos os conteldos programaticos, pré-requisitos, objetivos a atingir pelo aluno, materiais
e recursos, sumario, estratégias a usar, com vista ao desenvolvimento de capacidades, com-
peténcias e a aquisicao e aplicacao de conhecimentos. A planificacdo da unidade teve sempre
por base, o nimero de aulas previstas na planificacao global.

Palavras-chave

Equacao Algébrica de Riccati; Equacao Matricial Quadratica; Teoria de Controlo; Planificacao;
Funcao Quadratica.
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Abstract

This dissertation is divided in two parts: Scientific Work and Pedagogical Training. In the Sci-
entific Work, the study focuses on the problem of the existence of a solution to the Algebraic
Riccati Equation. Firstly, we reveal some solubility criteria for this type of equation using the
concept of rank of a square matrix and, secondly, the referred criteria fall back on the eigen-
vector concept and are established accordingly to the invertibility or non-invertibility of the
Hamiltonian matrix associated to the Algebraic Riccati Equation.

In the Pedagogical Training, we present the planning of the unit "Quadratic Function"as part of
the 10th grade A-level Maths syllabus. For each class planning, we will depict the syllabus, the
prerequisites, the goals to be achieved by the student, materials and resources, summary and
strategies to adopt in order to reach a development of skills and competences, as well as an
acquisition and application of knowledge. The planning of the unit was always based on the
number of expected classes in the global planning.

Keywords

Algebraic Riccati Equation; Quadratic Equation Matrix; Control Theory; Planning; Quadratic
Functions.
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Parte | - Trabalho Cientifico




Introducao

Os modelos matematicos surgem em diversas areas, na Engenharia, Fisica, Economia
e permitem uma melhor compreensao dos fendmenos em estudo. Através destes modelos,
podemos representar de forma simplificada um determinado sistema real, permitindo assim
analisar o seu comportamento, que por vezes € bastante complexo de observar na realidade.

Nas Ultimas décadas, diversas técnicas e métodos, enquadrados na Teoria de Controlo
tém sido desenvolvidos para dar resposta a problemas do quotidiano e tém contribuido para o
progresso tecnologico. O controlo automatico tem um papel de extrema importancia nos pro-
cessos industriais, equipamentos tecnologicos, sistemas de pilotagem de avides, regulador de
temperatura de um determinado eletrodoméstico, entre outros. A Teoria de Controlo tem como
objetivo principal encontrar solucdes 6timas para um determinado sistema segundo critérios de
otimizacdo, garantindo assim que o mesmo permaneca em funcionamento, ou seja estavel.

Em 1960, Kalman deu um contributo bastante significativo nessa area, procurando deter-
minar quando é que um sistema de controlo linear era considerado 6timo [6]. Kalman estudou
o problema do regulador linear quadratico (LQR - Linear Quadratic Regulator), com o objetivo
de alcancar um determinado desempenho com o menor gasto de energia possivel. Para resolver
este tipo de problemas, surgiram as Equacdes Algébricas de Riccati. Estas equagdes surgiram
nos anos 80, e foram introduzidas pelo matematico Italiano Jacopo Francesco Riccati.

Com o avanco tecnoldgico, cada vez mais a Equacao Algébrica de Riccati tem um papel
de extrema importancia na Teoria de controlo, na medida em que o controlo de um sistema
dinamico é baseado na solucdo deste tipo de equacbes. A solucdao das mesmas desempenha
um papel fundamental na Teoria do Controlo Moderno e no processamento de sinais [10], pois
consiste numa ferramenta importante para problemas de dupla condicao de contorno como, por
exemplo, o problema do Regulador Linear Quadratico (LQR -Linear Quadratic Regulator), o con-
trole robusto, o filtro de Kalman, estimacao de estado e de parametros de sistemas, modelagem
de séries temporais multivariaveis e em muitos outros ramos da matematica aplicada [10], [16].

O trabalho cientifico tem como objetivo principal analisar o problema de existéncia de
solucao da Equacao Algébrica de Riccati representada na forma geral:

XAX +XB+CX+D =0,

onde A, B, C' e D sao matrizes quadradas complexas e X € a matriz solucdo. Um caso particular
deste tipo de equacao € o caso simétrico, onde a equacdo tem a seguinte representacao:

XAX + XB+ A*X + D =0,

onde A e D sdo matrizes hermitianas e X a matriz solucdo. O problema de existéncia de
solucao para este tipo de equacéo é largamente estudada na literatura [4], [5].

Este trabalho encontra-se dividido em dois capitulos. No primeiro capitulo apresenta-
mos uma breve revisao de alguns conceitos da Algebra Matricial, valores e vetores proprios.
No segundo capitulo estabelecemos alguns critérios de existéncia de solucao de uma Equacao
Algébrica de Riccati. Por fim, apresentamos as conclusdes do trabalho.




Capitulo 1

Preliminares

1.1 Preliminares

No presente capitulo, apresentamos uma breve revisdo de alguns conceitos da Algebra Linear
Matricial usados neste trabalho.

Designa-se por matriz de nimeros reais um quadro do tipo:

ai1 a2 ... QGlp-—1 Q1n

a21 az2 ... Q(2n—1 A2n
Amxn =

Am1 Am?2 oo Omn—1 Amn

Podemos representar a matriz anterior de uma forma mais simplificada, ou seja, por

Ayxn = (a;;) onde i é o indice da linha (i = 1,2,...,m) e j é o indice da coluna (j = 1,2,...,n).
A matriz A,,,, € uma matriz do tipo m x n (lé-se m por n) se tiver m linhas e n colunas. Cada
entrada da matriz A4,,, € designada por coeficiente ou elemento da matriz.

De um modo geral, as areas que recorrem a Algebra Linear, nomeadamente a Teoria de Con-
trolo, utiliza conceitos relacionados com a definicao e propriedades das matrizes particionadas
por blocos.

Definicdo 1.1.1. (Submatriz de uma matriz particionada por blocos)

Seja A uma matriz € R™*", Uma submatriz de A é uma matriz obtida de A, excluindo-se
algumas linhas ou colunas.

Uma particdo de A é uma divisGo de A em submatrizes A;; € R™*", para i =1,2,...,p e j=
1,2,...,q, organizadas em linhas e colunas, com mi+ma+...+m, =m € ni+ne+...+ng =n.
Neste caso, a matriz A diz-se particionada por blocos e representa-se por A = [A;;].

Exemplo 1.1.2. A matriz A é uma matriz particionada por blocos:

All A12
A21 A22

O = | O =
(=)

= O~ N

W WIN =

Definicdo 1.1.3. (Matriz diagonal particionada por blocos)
Seja A = [A;;] uma matriz quadrada particionada por blocos, tal que, os blocos ndo perten-
centes a diagonal principal sdo matrizes nulas, isto é, A;; = 0 se i # j. Entdo A diz-se uma
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matriz diagonal por blocos e define-se por:

A= diag(Alla A227 ) ATT‘)’

Além disso, A é invertivel se, e so se A;; é invertivel e, neste caso, A~! é uma matriz diagonal
por blocos definida por:
-1 . -1 4-1 -1
A7 =diag(A;7 , Asy s ALY

Exemplo 1.1.4. A matriz

é uma matriz diagonal por blocos.

1.2 Operacdes com matrizes particionadas por blocos

Nesta seccao vamos apresentar como se efetuam a adicao e o produto de matrizes particionadas
por blocos. A vantagem da utilizacdo deste tipo de matriz prende-se com o facto de podermos
realizar calculos em termos dos blocos das matrizes, ou seja, como se cada bloco fosse um ele-
mento da matriz. Para realizar a operacao adicao ou subtracao de duas matrizes particionadas
por blocos, € necessario que ambos os blocos tenham o mesmo tamanho e ter em conta as
regras da adicao ou subtracao de matrizes. Nestas condices, somam-se ou subtraem-se os
elementos homologos dos respetivos blocos.

Exemplo 1.2.1.

1 20 2 3 1 4
0 11 1 1 41
A+ B= + =
10 0 3 104 1
0 0 1 2 02 1
1 2|0 2 3 21 4 2 0 |-1 -2
0 11 1 1 2[4 1 1 —1/-3 0
A-B= — -
1 10 3 104 1 2 —1|-3 -1
0 0 1 2 02 1 2 0 |l-2 o0

Definicdo 1.2.2. (Produto de matrizes particionadas por blocos)
S6 é possivel efetuar o produto ou a multiplicacdo de duas matrizes particionadas por blocos
se satisfazerem as seguintes condicées:

e A e R™*"™ e B e R" 4, ou seja o numero de colunas da matriz que multiplica a es-
querda tem que ser igual ao numero de linhas da matriz que multiplica d direita.

e O numero de colunas do bloco A deverd ser igual ao numero de linhas do bloco B;

e O numero de linhas de cada bloco tem de ser igual ao nimero de colunas dos blocos a
multiplicar.




Nota: Caso as duas matrizes satisfacam as condicoes anteriores, a multiplicacao por blocos
realiza-se de forma semelhante a multiplicacao usual de matrizes.

Exemplo 1.2.3. Se

entdo
51 0
AB — A11Bi1 + A12Boy ‘ A11Bia + A12Boo _ 2 | -1
A91B11 + Ag2Bay ‘ A1 Bia + AgaBao -2 | -1
-3 4

1.3 Inversa e determinante de algumas matrizes particionadas

por blocos

Definicdo 1.3.1. (Inversa de algumas matrizes particionadas por blocos)
Sejam A e C matrizes quadradas de ordem n e M a matriz particionada por blocos definida

por:
A|B
0|C

A matriz M é invertivel se e s se, A e C sGo matrizes invertiveis. Logo,

A A BC!

M= o | o

Seja M a matriz particionada por blocos definida por

A0
B

entdo M é uma matriz invertivel se e s6 se, A e C' sGo matrizes invertiveis. Logo,

)

-1 — A7 o
—Cc'BAT [ Ot
Exemplo 1.3.2. Seja
1 21 1
1 3|1 1 A\B
M= —
0 0/2 1 0|cC
0 0|5 3
entdo
3 22 1
el | L 3]0 o
0 0|3 -1
0 0|5 2




Definicdo 1.3.3. (Determinante de algumas matrizes particionadas por blocos)
Sejam A e C matrizes quadradas de ordem n, e seja M a matriz particionada por blocos

definida por:
A| B
0|D

det(M) = det(A)det(D).

)

entdo,

Seja agora a matriz quadrada M, de ordem n definida por:
AlO
5 .

det(M) = det(A)det(D).

Assim

Exemplo 1.3.4. Seja

entdo

det<M>:detq2 1Ddet<[3 1D:1x1:1.
11 2 1

1.4 Valores e vetores proprios

Definicdo 1.4.1. Seja A, «, = [a;j]. Seja A\ um numero real, entdo diz-se que X\ é um valor
proprio da matriz A se existir uma matriz coluna néo nula X, tal que

AX = \X. (1.4.1)

A matriz coluna X chamamos de vetor préprio da matriz A associado ao valor préprio \.

[]
MBI

Logo podemos concluir que X = [1,1]T é o vetor préprio associado ao valor préprio \ = 3.

Exemplo 1.4.2. Seja

entdo

Lema 1.4.3. A cada vetor proprio estd associado um unico valor proprio, ou seja, a valores
proprios distintos estdo associados vetores proprios distintos.




Determinacao dos valores préprios de uma matriz.
Para determinar um A € R para o qual existe um X # 0,,»; tal que AX = A\ X, tem-se que:

AX = )\X &
S AX —AX = 0pp1 &
S AX — M, X =0,y <
& (AX = AL)X = Opys

Os valores proprios da matriz A sao solugdes da equagao
det(A — A,) = 0p 1,
ou seja, as raizes do polinémio caracteristico de A, det(A — \I,,).

Quando um valor proprio tem multiplicidade ¥ como raiz do polindomio caracteristico, diz-se
que tem multiplicidade algébrica k.

Exemplo 1.4.4. Seja A = . A matriz caracteristica de A é

1— 2
A— N, = A
2 1-2A

pelo que, o polinémio caracteristico de A é

I
det =\2—2)\-3,
2 1-2)

cujas raizes s@o —1 e 3. Logo os valores proprios de A sdo \y = —1 e Ay = 3, ambos com
multiplicidade algébrica 1.

Determinacao dos vetores proprios de uma matriz.

Para determinarnos os vetores proprios associados a um determinado valor proprio ), basta
resolver o sistema homogéneo indeterminado (A — A\I,,)X = 0. As solucdes nao nulas deste
sistema sao os vetores proprios da matriz A associados a ).

Exemplo 1.4.5. Voltando a matriz do exemplo anterior, a matriz A tem os valores préprios —1
e 3. Vamos agora calcular os vetores proprios associados a cada valor proprio.

Caso A\ = —1:

-1
e tem como solucdo, X =y [ . 1 , yEeR.




o . i - -1
Logo os vetores proprios associados ao valor proprio —1 sé@o da forma y [ ) ] , yEeR.

Caso A = 3:

<A—<3>12>=[123 133]{; _22]

1
etemcomosolugdoXy[1 ], y € R.

. . . . 1
Logo os vetores proprios associados ao valor proprio 3 sdo da forma y l ) 1 , yEeR.

Valores proprios e invertibilidade

Se uma matriz A admite o valor proprio 0, entao 0 € a raiz do polinomio caracteristico de A,
isto é,
det(A—0I,) =0
logo a matriz tem determinante nulo, pelo que a matriz A é nao-invertivel.
Por outro lado se a matriz A é nao-invertivel, o sistema AX = 0,1 tem solucdes nao nulas, ou

seja, existe um
X #£0 talque AX = 0,41

e, portanto, 0 € o valor proprio de A.

Isto prova o seguinte resultado:

Teorema 1.4.6. Uma matriz A é ndo-invertivel se, e s6 se tem 0 como valor proprio.




Capitulo 2

Solubilidade da Equacao Algébrica de Riccati

Neste capitulo analisamos o problema de existéncia de uma matriz X € R"*" que satisfaz a

equacao algébrica de Riccati (EAR) do tipo

XAX +XB+CX +D =0,

(2.0.1)

onde A, B, C, D € R"*" e (,, € a matriz nula de ordem n. Caso exista, a equacao diz-se soltvel
e X diz-se a matriz solu¢do da equacdo. Essa analise € efetuada segundo duas abordagens.
Enquanto na primeira, os critérios estabelecidos baseiam-se na caracteristica de uma matriz,

na segunda baseiam-se nos vetores proprios.

2.1 Abordagem baseada na caracteristica

Comecemos por estabelecer em que condi¢cées a equacao (2.0.1) pode ser representada na

forma:
(XF1 + F»)(G1X 4+ Ga) =0y,

onde F;,G; e R"*" i =1,2.

Lema 2.1.1. A EAR (2.0.1) pode ser representada como

(XF1 + F2)(G1 X + G3) =0y,
se e sO se existirem matrizes Y;, Z; € R™"*™, i = 1,2, tais que:

YiZi=A, YiZe =B, Y221 =C e YoZy=D.

Demonstracdo: Consideremos a EAR

XAX +XB+CX +D =0,.
(=) Suponhamos que a EAR (2.1.3) pode ser representada como

(XF1 + F5)(G1X + Gg) = 0y,
isto &,

X G X + X Gy + FoG1 X 4+ FoGy =0,

Entao, de (2.1.3) e (2.1.4), obtemos

F]Gl :A, F1G2 :.B7 F2G1 =C e F2G2 =D.

(2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)




Tomemos
Yi=F, Zi=G1, Zo=Gy e Yy=1I%.

(«=) Suponhamos que existem matrizes Y1, Ys, Z; e Z, de ordem n tais que:

Y124 :A7 YiZy =B, Y27, =C e YyZ,=D.

Logo a equacao (2.1.3) pode ser reescrita como
XY1Z:X + XY1Z5 + Yo Z0h X + YoZo = 0,
isto é,

(XY1 + Vo) (Z1X + Z2) = 0,,. (2.1.6)

Do lema anterior obtém-se facilmente o seguinte resultado.

Teorema 2.1.2. A EAR
RX)=XAX+XB+CX+D=0,

é soluvel se forem satisfeitas as seguintes condicées:
1. Existem Fi, F5, Gl, Gy € R™*™ tais que R(X) = (XF1 +F2)(G1X + Gg);

2. Pelo menos uma das equacées X F, + F» = 0,, ou G1 X + G2 = 0,, é soluvel.

Desta forma, a analise da solubilidade da EAR (2.0.1) pode passar pela analise da representa-
tividade desta equacao na forma (2.1.1), isto &, de acordo com o Lema 2.1.1, da solubilidade
do sistema (2.1.2). Trata-se igualmente de um problema dificil de tratar, no entanto impondo
determinadas condicdes adicionais, é possivel obter solucdes para o problema inicial. Procu-
raremos assim, analisar o problema de existéncia de solucdes Y; e Z;, i = 1,2, do sistema
(2.1.2) admitindo que pelo menos uma das solucdes Y; ou Z; é invertivel. Caso Y; = F) seja
invertivel temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3. Considere-se a EAR
XAX+XB+CX+D=0,

tal que
A

Cc D

car :car[A B}.

Entdo, existem matrizes Fy, Fy, G1 e G2 € R™*™ com F; invertivel, tal que —F>F” 1 ¢ solucdo
da equacdo dada e

FiGq ZA, F1G2 ZB7 F2G1 =C e F2G2 =D.
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Demonstracao: Consideremos a EAR
R(X)=XAX+XB+CX+D=0,. (2.1.7)

Suponhamos que

A
car = car{ A B }
C
Entdo, as equacoes
YA=C e YB=D (2.1.8)

tem uma solucao comum, digamos F', [11]. Logo,
FA=C e FB=D, (2.1.9)
pelo que, (2.1.7) é equivalente a
XAX +XB+ FAX + FB =0,.
Mas, o primeiro membro da equacao anterior pode ser escrito como
XAX +XB+FAX+FB=(X+F)AX+(X+F)B

= (X + F)(AX + B).

Logo, a EAR (2.1.7) pode ser escrita como:
(X + F)(AX + B) =0y, (2.1.10)
onde F é a solucao das equacdes (2.1.8), ou seja, da equacao
via B|=[c D]
Se F) é invertivel, tem-se que (2.1.10) é equivalente a
(X + F)F F7 Y (AX + B) = 0,,,

isto é,
(XF, + FF)(FT'AX +F7'B) =0,.

Tomando

FF,=F, F/'A=G, e F;'B=Gy, (2.1.11)
e tendo em conta (2.1.10), concluimos que —F, isto é, —F,F; ', é solucdo da EAR (2.1.7).
Mais, de (2.1.11) e (2.1.8) tem-se

F1G1:A, F1G2:B, F2G1:C e FQGQZD.

11



Exemplo 2.1.4. A equacdo de Riccati

R(X)=XAX+XB+CX+ D=0,

S PR

é soluvel, sendo

com

uma sua solucao.

De facto,
A:FlGl, B:FlGQ, C:FQGl e D:FQGQ,
com )
1 2 0 2 1 1 1 0
Fl: ) F2: ’ Glz e GQ_
0 1 0 O 0 1 2 1
Como _
A B
car :car{A B}:Q,
C D

entdo pelo Teorema 2.1.3 temos que
_ 0 -2
P = [ 0 ] 7

é solucdo da equacéo dada.

Observacgao 2.1.5. No exemplo 2.1.4, a matriz A é invertivel e

A B
c D

car

é igual a ordem de A. Donde, tendo em conta o Coroldrio 2.1.7,

0 2| _
0 0

é de facto solucdo da EAR dada, mas néo é unica. A matriz

1
-2 -1

é outra solucdo.

De forma analoga a demonstracao do Teorema 2.1.3, mas para o caso de G; ser invertivel, se
estabelece o seguinte resultado.

12



Teorema 2.1.6. Considere-se a EAR

XAX+XB+CX+D=0, (2.1.12)
tal que
A B
car = car
C D C

Entdo, existem matrizes I, Iy, G1, G, € R™*"™, com G, invertivel, tal que —G;lGQ é solucédo
da equacdo dada e

F1G1:A, FlGQ:B, F2G1=O e FQGQZD.

Corolario 2.1.7. Suponhamos que detA # 0. Se

A B
C D

car =n (2.1.13)

entdo, a EAR
XAX+XB+CX+D=0,,

pode ser representada na seguinte forma:
R(X)=(X+F)AX +G) =0,,

onde F = CA~' e G = A"'B e, portanto, é soluvel.

Demonstracdo: Consideremos a EAR

R(X)=XAX+XB+CX+D=0,. (2.1.14)
Suponhamos que
A B
car =
C D

Entdo as equacdes
YA=C e YB=D

tem uma solucao comum, digamos F, [11], e o mesmo sucede com as equacoes
AZ=B e CZ=D.
Seja G a solucdo comum para as Ultimas duas equacoes anteriores. Entao,
AG=B e CG=D. (2.1.15)
Como detA # 0, entdo atendendo a prova do Teorema 2.1.3, mais concretamente a (2.1.10),

isto é,
R(X)=(X+F)(AX + B),

e a que
R(X) = (XA+C)(X +G),
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ja que a prova do Teorema 2.1.6 é similar a do Teorema 2.1.3, tem-se
R(X) = (X + F)(AX + B)
= (X+F)A(X + A7'B)
=(X+F)AX+G), por (2.1.15).

Logo
R(X)=(X+F)AX +G) =0,,

com G = A"'B. [ |

2.2 Abordagem baseada nos vetores proprios

Nesta seccao, o problema de solubilidade da EAR
XAX +XB+CX + D =0,, (2.2.1)

¢é analisado com base nos vetores préoprios das matrizes obtidas a partir dos coeficientes A, B,
C, D e R™™",
Notemos, em primeiro lugar, que (2.2.1) pode ser escrita como

B A I
|: -X I, :| = O2p,
-D -C X
0 que é equivalente a
0n  On B A I, 0,
— Ogy. (2.2.2)
-X I, -D —-C X 0,

Mas,

pelo que, tomando

In OTL B A
P:= e H:= ;
X 0, -D -C
temos que (2.2.2) é equivalente a seguinte equacao:
(Iz, — P)YHP = 0g,,. (2.2.3)

Assim, o problema de existéncia de uma matrix X € R™*" que satisfaz (2.2.1) pode ser refor-
mulado como se segue.

Problema: Estabelecer condicoes de existéncia de uma matriz P tal que

(I, — P)HP = 0g,,
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com
B A

-D -C

P =

ITL On
e H:=
X 0, ]

A matriz H é designada por matriz Hamiltoniana associada a equacéo (2.2.1).

No que se segue distinguimos dois casos: det H = 0 e det H # 0.

2.2.1 Caso |: matriz Hamiltoniana invertivel

Nesta seccao formulamos alguns teoremas que estabelecem condicdes necessarias e suficientes
de solvabilidade para a equacéo (2.2.1) quando a matriz Hamiltoniana associada é invertivel.

Teorema 2.2.1. Seja det H # 0. A EAR (2.2.1) é soluvel se, e so se, existirem duas solucées Y;
e Y, da equacdo matricial quadradtica

Y2 — HY =0, (2.2.4)
tais que:
(1) Yie; =0 para todo o j > n;
(2) elY, =€ H para todo 0 j < n;
(3) HY; =Y1H,
sendo e;, a j-ésima coluna da matriz identidade de ordem 2n.

Demonstracao: (=) Suponhamos que a EAR (2.2.1) é soluvel. Entdo, atendendo a que (2.2.1)
é equivalente a (2.2.3), concluimos que (2.2.3) também é sollvel, isto é, existe uma matriz P

tal que
(IQn - P)HP = O2p, (2.2.5)
onde
PZ: e H;: .

Sendo ¢;, a j-ésima coluna da matriz identidade de ordem 2n, assim, facilmente se conclui que

Pe; = 02,,x1, para qualquer j > n (2.2.6)

e; P =e], para qualquer j < n. (2.2.7)
Mas, se P é solucao da equacao (2.2.5) entdo, P é solucdo da equacédo
H(Iy, — P)HP = 0q,,

isto €, P é solucado da equacao
H(HP) — (HP)? = 0gy,
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ou da equacao
(HP)? — H(HP) = 03,.

SejaY; := HP. Entdo, Y; € solucdo da equacdo Y? — HY = 0,, e, atendendo a (2.2.6), tem-se
Yie; = 0, para qualquer j > n,

isto €, Y; satisfaz a Condicao (1).

Por outro lado a equacao (2.2.5) é também equivalente a
(I, — PYHPH = 0g,,

isto é,
(H — PH)PH = 0a,,,

ou seja,
(PH)? — H(PH) = 0q,,.

Seja Y, = PH. Entdo Y, é solucao da equacao Y2 — HY = 0, e, atendendo a (2.2.7), tem-se
e; Yo =c] H paratodooj<n,

isto €, Y, satisfaz a Condicao (2).

Como
Y, = HP,
multiplicando a direita por H, obtemos
Y1H = HPH,
pelo que, como Y, = PH, tem-se
YiH = HY5,

isto &, HY; = Y1 H, ou seja, a Condicao (3) também se verifica.

(<) Suponhamos que Y; e Y5 sao duas solucdes da equacao
Y2 - HY =0y, (2.2.8)

para as quais as Condicoes (1)-(3) sao validas.
Seja P = H~'Y; = YoH~!. Entao,
Y, = HP e Y, = PH. (2.2.9)

Logo, pelas Condicoes (1) e (2), obtemos que:

HPe; = 09,1, para qualquer j > n
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e PH = e] H, para qualquer j < n.

Donde,
Pe; = 02,,x1, para qualquer j > n

e; P=e], para qualquer j < n.

Logo, podemos afirmar que P tem a estrutura pretendida.

Como Y; € uma solucdo de (2.2.8) e Y; = HP (por 2.2.9) temos que
(HP)? — H(HP) = 0,
isto é,
(HP — H)HP = 0y,,.

Multiplicando a esquerda por H~!, tem-se
(P —I3,)HP = 0g,

ou seja
(IQH - P)HP = O2p-

Logo P é solucdo da equacao (2.2.5). |

Teorema 2.2.2. Seja det H # 0. A EAR (2.2.1) é soluvel, se e so se, existir uma solucdo Y, da
equacdao
Y2 - HY =0,

tais que:

(1) Yie; = 02,51 para todo 0 j > n;

(2) el H 'Y =e] para todoo j <n,

sendo ¢;, a j-ésima coluna da matriz identidade de ordem 2n.

Demonstracdo: Seja
Y, := H 'YiH. (2.2.10)
Entdo, facilmente se conclui que, Y5 € solucao da equacdo Y2 — HY = 0g,.

(=) Suponhamos que a EAR (2.2.1) é soluvel. Entao, pelo Teorema 2.2.1, existem duas solucoes
Y1 e Y, da equacao matricial quadratica

Y2~ HY =0y,
tais que as Condicoes (1)-(3) do teorema mencionado sao satisfeitas.
Se a Condicao (1) anterior se verifica entao, de (2.2.10), resulta

HYQH_le]- = 02n><1~
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Logo, multiplicando a esquerda por H~! tem-se:
YoH e = O2px1,
0 que, atendendo a (2.2.10), é equivalente a
H™'Yie; = 021,

isto é,

Yie; = 02px1.

Logo a Condicao (1) deste teorema é verificada.

Se a Condicao (2) do teorema 2.2.1 é satisfeita entdo, de (2.2.10), resulta:
ey H'Y\H = ej H
o que, multiplicando por H~! a direita, se obtém a Condicao (2) deste teorema.
(«) Suponhamos que existe uma solucao Y; da equacao
Y2 - HY =0y, (2.2.11)
tais que as Condicoes (1) e (2) sao satisfeitas.
Seja Y, = H~'Y, H. Entao, Y, também é solucao da equacao (2.2.11). De facto, tem-se
(H-'v1H)? - HH 'V1{H) = (H"'Y1H - H)H 'Y, H
=(H 'Y, - I,,)HH 'V1H
=(H 'Y — L,2)/V1H
=(H 'Y, - H 'H)\Y,\H
=H 'Yy - HY1H.
Mas H? — HY; = 0a,, isto é, H(H —Y;) = 0,. Logo,
H™ (Y, — HYY1H = 0y,,.
Se a Condicéo (2) é satisfeita, isto &, se e] H~'Y; =e] entdo, como Y, = H 'Y} H,

T _ T
erQfejH.

Mais, novamente atendendo ao facto de Y, = H~'Y; H, tem-se

oy, =Y, H.
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Finalizamos esta seccdo, com o seguinte exemplo numeérico.

Exemplo 2.2.3. A equacdo de Riccati

R(X)=XAX + XB+CX +D =0,

0 O - 0 0 e D— 1 0
0 1 0 1 0 0
é soluvel.

Notemos em primeiro lugar que a matriz Hamiltoniana associada a equacdo dada é definida
por:

com

aB:

0 -1

0 0|-1 0
B A 0 1|0 -1
H = =
-D -C -1 0|0 O
0 0| 0 -1
Ora,
-1 0 00
—1
v, — 0 00
-1 0 0 0
0O -2 0 0
é uma solucdo da equacéo
Y2 - HY =04

que satisfaz as Condigbes (1) e (2) do Teorema (2.2.2), isto é,
Yiej = Onx1 paratodoo j e {3,4} e e H 'Yy =¢] paratodoo j € {1,2}.

Logo, tendo em conta os argumentos usados na primeira parte da prova do teorema men-
cionado, concluimos que P = H~'Y}, isto é,

10 0 0
1
P:O 0 0
1 0 00
0 2 00

é uma solugdo da EAR dada.

2.2.2 Caso ll: matriz Hamiltoniana nao-invertivel

Seja V, um espaco vetorial constituido por todos os vetores proprios e por todos os vetores
associados ao valor proprio nulo da matriz H. Seja l := dim V, < n.
Como foi visto no inicio deste capitulo, o problema de solubilidade da EAR

XAX+XB+CX+D=0,
pode reduzir-se ao problema de solubilidade da equacao

(Ioy — PYHP = 0y, (2.2.12)
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onde
B A

-D -C

€ uma matriz ndo-invertivel.

Comecemos por realcar que, segundo [9], é possivel determinar uma matriz Q definida por

Q= [ @u On ] com Qi € R™™ (2.2.13)
0, I
tal que
QHQ ! =RM = MR, (2.2.14)
onde

N le(n—l) Ol><n
R:= O(nfl)xl In—y O(nfl)xn ) (2'2'15)
Opxi 0n><(n—l) In

sendo IV; uma matriz quadrada nilpotente de ordem [, e M é uma matriz invertivel definida por
Il le(nfl) 0l><n

M = O(n—l)Xl ]\/[22 M23 (2.2.16)
Onxt —M3zy  —Ms3

caso M tenha a mesma estrutura em blocos da matriz R.

Mais, Rv = Q~'HQu, para qualquer vetor v € V, € Rw = w, para qualquer vetor w € Vj-

P = Iﬂ,_l 071,
XQll On

(Ion — P)YQHQ™'P = 0ay,. (2.2.17)

Lema 2.2.4. A matriz

é uma solucgdo da equacdo

Demonstracdo: Consideremos a equacao matricial
(Iy, — P)HP =09,

onde P é a matriz solucao dada por

P =

I, 0,
X 0, |

Q[(I2n - P)HP]Q_l = 02na

Entao,

'V5- é o conjunto de todos os vetores ortogonais a V;. Este conjunto é designado por Complemento
Ortogonal de V.
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isto &
(Q—QP)HPQ™" = 0,
0 que € equivalente a

(@ - QP)Q™'QHQ™'QPQ™" = Oz

Seja
P:=QPQ 1.

Entao a equacao (2.2.18) é equivalente a

(I2n = PYQHQ™'P = 03y,

s_ | Qu 0w ][ L ou | @i 0| _
0n In X 0, U

tal que

In OTL
XQyi 0, |

(2.2.18)

0 resultado que se segue, estabelece um critério para reduzir o problema da existéncia de

solucdo da equacao

(I2, — P)HP = 0g,,

(2.2.19)

qguando a matriz Hamiltoniana H é nao-invertivel, a um problema do tipo considerado na seccao
(2.2.1) em que a matriz Hamiltoniana associada é invertivel. Antes, consideremos a matriz

P =
X 0,

I, 0, ]

solucao da equacao (2.2.19) particionada da seguinte forma:

I O1x (n-1) O1x (n-1)
P:=10p-tyxi  In-t Om—iyx(n-t) |-
JIES) 1IED) Onx (n—1)

donde, tendo em conta o Lema (2.2.4), a matriz P tem a mesma estrutura, isto €,
I Oix(n—ty  Oix(n-p

P:=1 Oyt Int Om—iyx(n-1)
H31 H32 0n>< (n—1)

Teorema 2.2.5. A equacdo

é soluvel se, e so se, a equaca@o

é soluvel, com

(2.2.20)

sendo Moo, Msz, M3 e Mss submatrizes da matriz M definida de acordo com (2.2.16).
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Demonstracdo: Consideremos a equacao
(Is, — P)HP = 0qy, (2.2.21)
e representemos a matriz H de acordo com (2.2.14), ou seja,
H=Q 'RMQ (2.2.22)

onde Q, R, e M sao matrizes definidas de acordo com (2.2.13), (2.2.15) e (2.2.16), respetiva-
mente.
Entao, a equacao (2.2.21) é equivalente a

(Inpn — P)YQ 'RMQP = 0s,.
Multiplicando a esquerda por Q e a direita por Q! vem
Q[(I2n - P)Q_lRMQP]Q_l = O2p,

ou seja

(Q = QPQ™)RMQPQ™" = 0z,

Tomando P := QPQ~!, a equacao anterior é equivalente a
(Ion, — ?)RM? = 03y,

ou seja, tendo em conta o modo como P, R e M estao definidas em (2.2.20), (2.2.15) e (2.2.16),

I O1x (n-1) Orxn I Orx (-1 O1x (n—1)
Om—tyxi In—t Om-pxn | = | Om—)x(n=t)  In—t  Om-t)yx(n-0)
Onxt Onx(n-n I, s, M, Onx(n-1)
N 01 (n—1) Orxn I Oin-ty  Oixn |
Om—yxt In—1 Om—i)xn Onxi Moo Ma3
Onxt Onx(n—n I, Onxi  —Mszz  —Mss |
I; Oix(n—)  Oix(n—0)
Omnxt  Tnt On_ixuety | = O2n (2.2.23)
s s, O x (n—1)

0 que, apos o calculo das operacdes matriciais envolvidas no primeiro membro de (2.2.23) é
equivalente a

Onxi Onx(nfl) On
On><l On><(nfl) On = 027’L'
—1I31 Ny — 32 Mo31l31 — M33ll31  —Il39Mag — M3y — 30 Mosllza — M33llze 0,

Donde se obtém as seguintes equagdes:

31 N + 30 MosIlgy — M3sllsy = Ogp, (2.2.24)
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T30 Mo3II39 + Ms3llzo + 3o Moo — Mz = 0ay,. (2.2.25)
A equacéo (2.2.24) é soluvel (IT3; = 0 € solucdo) e a equacéo (2.2.25) é uma equacao do tipo
XAX+XB+CX+ D=0,

associada a uma matriz Hamiltoniana invertivel. [ |

Exemplo 2.2.6. A equacdo
(Io — P)HP = 09, (2.2.26)

onde H é uma matriz ndo-invertivel e definida por:

é soluvel.

De facto, existe uma matriz invertivel Q definida por

o-[31]

tal que para

3 4
-2 -3’

QHQ '=RM = MR.

se tem

Mais, Rv = QHQ'v, para qualquer v € V; e Rw = w, para qualquer w € V;-. Note-se que 0 e
—1 sdo os valores préprios de H e V;, é o conjunto dos vetores proprios associados:

Ve 985 985 1292 2584
0~ 1393 1393 )° 28897 2889 '

H[i*]

Notemos que H é invertivel. Como a equacdo (2.2.26) associada a H é soluvel,

<p:

entdo, pelo teorema anterior, a mesma equac@o associada a H é soluvel.

Seja H=QHQ™, isto é,

1 0 , ~
_g o | é uma solucéo
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Conclusoes

Neste trabalho estudamos o problema da solubilidade da Equacao Algébrica de Riccati (EAR) na
forma
R(X)=XAX+XB+CX+ D =0,,

onde A, B,C e D sao matrizes reais de ordem n e 0,, € a matriz nula de ordem n. A abordagem
usada na analise de existéncia de solucao deste tipo de equagdes matriciais traduziu-se, numa
primeira fase, em estabelecer condicdes de existéncia de matrizes F;, G;, i = 1,2, sob as quais
a equacao R(X) = 0,, é equivalente a uma equacao matricial na forma

(XF1 4+ F2)(G1 X + X3) =0,.

Assim, sob essas condicoes, concluimos que o problema inicial podia reduzir-se a um problema
de representatividade de R(X'), uma vez que a existéncia de solucdes da EAR podia depender da
solubilidade de um dos factores do produto anterior. Porém, excluindo alguns casos particulares
onde pelo menos uma das matrizes F;, G; € invertivel, este Gltimo problema assumiu também
alguma complexidade. Para esses casos de excecao, foram estabelecidas algumas condicoes
suficientes com base no conceito de caracteristica de uma matriz, mais concretamente, se

oo [ 2]) e o[22 - 1)

C
car( >=n7 se det A # 0,

vejam-se os Teoremas 2.1.3, 2.1.6 e Corolario 2.1.7, respetivamente.

Face as limitacdes dos critérios de solubilidade até aqui estabelecidos, a analise posteriormente
efetuada foi conduzida de forma diferente. Mais concretamente, essa analise incidiu ndo dire-
tamente no problema inicial mas, noutro problema decorrente deste, isto €, no problema de
solubilidade da equacao

A B
Cc D

A B
C D

(1271, - P)HP = O2n7

onde H é a matriz Hamiltoniana associada a EAR, definida por

B A
-D -C

H =

Na analise da solubilidade desta nova equacao distinguimos quando a matriz Hamiltoniana H era
invertivel ou nao-invertivel. Enquanto que, no caso em que a matriz H é invertivel, o problema
reduziu-se ao estudo da existéncia de solucdes da equacao matricial quadratica Y2 - HY = 0g,,
com determinadas propriedades, Teoremas 2.2.1 e 2.2.2, no caso contrario estabelecemos uma
forma de aplicar os critérios obtidos para o primeiro caso a este ultimo, Teorema 2.2.5.
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Parte Il - Estagio Pedagégico
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Capitulo 3
Estagio Pedagogico

3.1 Introducao

O Estagio Pedagogico esta inserido no 2° Ciclo do Ensino de Matematica no 3° Ciclo do Ensino
Basico e no Ensino Secundario da Universidade da Beira Interior (UBI), que decorreu na Escola
Secundaria com 3° Ciclo do Fundao, de Setembro de 2010 a Junho de 2011. Este, foi supervi-
sionado pelos seguintes orientadores: a Dr2 Dulce Nascimento, docente da Escola Secundaria do
Fundao que acompanhou diariamente o meu trabalho e o Prof. Dr. Henrique Cruz, orientador
da Universidade da Beira Interior que assistiu a algumas aulas e em simultaneo acompanhou o
trabalho realizado ao longo do Estagio Pedagogico.

0 nicleo de estagio foi constituido pelas estagiarias: Angela Martins e Madalena Simao e exer-
ceram pratica pedagodgica supervisionada nas turmas 8° e 10° anos de escolaridade na Escola
Secundaria do Fundao.

Ao longo da Pratica de Ensino Supervisionada lecionei no 1° Periodo, quatro aulas da Unidade
Il -Teorema de Pitagoras. Decomposicdo de Figuras e areas. Semelhanca de Tridngulos:
Teorema de Pitagoras, Decomposicao de figuras e areas na turma do 8° ano. No 2° Periodo,
ministrei seis aulas da Unidade Il - Fungdes e Graficos - Generalidades Fun¢ées Polinomiais e
Funcao Médulo: Familia de funcdes quadraticas, Funcdo Mddulo e Transformacdes simples de
funcdes do 10° ano no ambito do programa de Matematica A. E, no 3° Periodo, lecionei duas
aulas da Unidade Il - Estatistica: Medidas de dispersao do 10° ano no ambito do programa de
Matematica A.

Este relatério de estagio contempla a planificacao da unidade didatica: "Funcao Quadratica”,
enquadrada no programa de Matematica A do 10° ano. Ao longo da planificacdo, preocu-
pei-me em apresentar algumas tarefas relacionadas com o quotidiano, estimular o interesse
pela matematica e desenvolver o raciocinio matematico, recorrendo a diversas estratégias
metodologicas e recursos pedagogicos.

A planificacdo da unidade didatica: "Funcao Quadratica“é composta por cinco aulas.

Na aula n°® 1, abordamos a definicdo da funcao quadratica, a aplicacdao da funcao quadratica
para resolver problemas da vida real, o estudo do comportamento da familia de funcdes do tipo
y = ax?,a # 0, e do comportamento da familia de funcées do tipo y = az? + k,a # 0.

Na aula n° 2, apresentamos o estudo do comportamento da familia de funcées do tipo

y = a(x —h)?, a # 0 e do comportamento da familia de funcées do tipo y = a(x — h)? + k,a # 0.
Na aula n° 3, realizaram-se exercicios de consolidacao de conhecimentos, relacionados com a
funcao quadratica, nomeadamente, Familias de Funcdes Quadraticas.

Na aula n° 4, sera abordado, como determinar o vértice de uma parabola e escrever a equacao
do eixo de simetria de uma funcédo do tipo y = az? + bx + c,a # 0. Por fim serdo resolvidas
inequacoes do 2° grau.
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Por fim, a aula n° 5 consistira na realizacdo de exercicios de consolidacdo de conhecimentos.

Na planificacdo de cada aula serdo descritos os conteludos programaticos, pré-requisitos, ob-
jetivos a atingir pelo aluno, materiais e recursos, sumario, estratégias a usar, com vista ao
desenvolvimento de capacidades, competéncias e a aquisicdo e aplicacao de conhecimentos.
A planificacao da unidade teve sempre por base, o nimero de aulas previstas na planificacao
global.
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3.2 Aula1

Planificacdo da Aula N° 1
Escola Secundaria

Com 3° Ciclo do Ano: 10° Turma: CT1 Data: 15 de Fevereiro de 2011

Fundao

Funcao modulo.

Tema Il - Fungoes e graficos - generalidades. Funcdes polinomiais.

- Familia de fungdes quadraticas

Professora estagiaria: Angela Martins
2010/2011

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

- Funcéo quadratica;

- Familias de funcdes quadraticas.

PRE-REQUISITOS:

- Definir uma funcao;

- Identificar, através da representacao grafica de uma funcéo: dominio, contradominio, zeros,

sinal, monotonia, extremos (relativos e absolutos), continuidade, injectividade e paridade.

OBJETIVOS

- Identificar funcdes quadraticas;
- Aplicar a funcao quadratica para resolver problemas da vida real;

- Usar a calculadora grafica para representar funcées quadraticas;

- Identificar o comportamento da familia de funcdes do tipo y = ax*;a #0 :

- Identificar o comportamento da familia de funcdes do tipo y = ax’ +k;a#0.

MATERIAIS E RECURSOS:

- Quadro Interativo;

- Datashow;

- Computador;

- Calculadora grafica;

- Software de matematica dinamica - Geogebra;
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- Manual Adotado: Costa, B. & Rodrigues, E. (2010). Novo Espaco 10 - Matematica A. Porto
Editora.

SUMARIO:

- A funcdo quadratica;
- Estudo da familia de funcoes do tipo y =ax’; a#0 e y=ax’ +k;a#0;

- Resolucao dos exercicios 33, 39 e 40 das paginas 42 e 45;

- Resolucao da tarefa 21 da pagina 114.

ESTRATEGIAS:

0 tema: “Func¢des Quadraticas” sera introduzido através da analise de um problema da
vida real: maximizacado da area de um retangulo inscrito num triangulo retangulo.

A partir deste problema, os alunos irdao deduzir a expressao analitica que permitira
obter a area maxima do retangulo. Os alunos irdo recorrer a calculadora grafica para
representarem graficamente a funcdo quadratica e assim visualizarem o valor maximo da
funcdo. Em simultaneo com a calculadora grafica e com o software Geogebra, os alunos
poderdo observar o problema de uma forma mais dindmica e assim confirmarem o valor
maximo obtido anteriormente.

Este exemplo servira de base para definir o conceito de funcao quadratica e assim iniciar-se o
e ~ s 2
estudo da familia de funcbes quadraticas: y = axz; a#z0ey=ax"+k;a#0.

Para o estudo destas familias de funcdes, os alunos irdo recorrer a calculadora grafica, onde
através desta, irdao investigar o comportamento das funcdées com a alteracdo do parametro a,

na familia de funcées:
y=ax’; a+#0 ekna familia de funcbes y = ax’ + k;a # 0.

Para complementar o estudo da familia de funcbes, serdo mostrados varios applets
construidos no geogebra.
Sera proposta a realizacdo de exercicios para os alunos consolidarem os conhecimentos

adquiridos.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

= No inicio da aula, a professora verificara se algum aluno estd a faltar e comunicara

oralmente o sumario da aula.

Para introduzir o tema sera apresentado o seguinte problema:
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O Joao tem um terreno triangular e pretende reservar

um espaco retangular para um canteiro de flores

ficando o resto para relva.

Sabe-se que o triangulo [ABC] é retangulo, sendo F D

AB=4 me BC=8 m.

a)

C
B o F

Escreva uma expressao que dé a medida da altura y em funcao de x.

Resolucao:

Os triangulos [ABC] e [AED] sao semelhantes porque tem dois angulos iguais: o angulo
A é comum aos dois triangulos e o angulo de vértice E é igual ao angulo de vértice B,
ou seja um angulo de 90°.

Estabelecendo entre os lados correspondentes [ED] e [AE] com [BC] e [AB],

respetivamente vem:

Defina analiticamente a funcédo A(x), em que A é a area do retangulo.

Resolucao:

A area é o produto do comprimento x pela largura y ou seja

1 1
Ax)=x(——x+4)=——x* +4x.
(x)=x( > ) 2

Recorrendo a calculadora grafica obtenha a representacdo da funcdo. Para este

problema, indique os valores que x pode admitir.

Resolucgéao:
Recorrendo a calculadora, obtemos o seguinte grafico

da figura ao lado.

Observando o grafico, x €]0,8] .
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= Através do Geogebra, sera mostrado a seguinte figura que representa o problema acima:

Area EDFB=8

d) Qual é a area maxima do canteiro?

Resposta: A area maxima do canteiro é de 8 m?.

= Para a resolucao do problema anterior recorremos ao estudo de uma fun¢do quadratica.

0 que é uma funcao quadratica?

Definicdo de funcao quadratica
Uma funcao quadratica é uma funcao real de variavel real definida por um polindmio de 2°
grau, ou seja, definida por uma expressao do tipo:

y=ax’+bx+c; a#0

0 grafico da funcao quadratica € uma parabola.

= Vamos estudar o comportamento da familia de funcdes quadraticas:

Familia de fung¢ées do tipo y = ax*;a#0.




Sera pedido aos alunos para usarem a calculadora grafica e representarem as seguintes

funcdes quadraticas: y =x>, y=3x" e y=0,5x".

Sera mostrado no Geogebra a analise do comportamento da familia de fungcdes do tipo

2 . ~
y =ax"; a # 0 para diversos valores do parametro a .

Sea>1
fx) = ape
Py = B-
i) =%
5_
4_
a=3
 ——
3_
o Vértice: (0,0);
Concavidade: voltada para cima;
iy Eixo de simetria: x = 0.
4 2 o 2 2 B

A seguir sera pedido aos alunos que representem na calculadora grafica a seguinte funcao

y=x"e y=-02x";
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Os alunos deverao concluir que:

- quando o parametro a < 0, a concavidade da parabola é voltada para baixo;

- quando o parametro g >0, a concavidade da parabola é voltada para cima;

- o valor absoluto de a influencia a abertura da parabola. Quanto maior é o valor absoluto

de a, menor é a abertura da parabola.

Se a<l1

alx) =%

a=-02
—,—

3 Vértice: (0,0);
Concavidade: voltada para baixo;

Eixo de simetria: x =0.

o) =-0.2%

Como sintese, sera mostrado e analisado o seguinte quadro resumo:

y =ax’ y=x" y=-0,2x"
Concavidade U N
Vértice (0, 0) (0,0)
Dominio R R
Contradominio R, R,
Zeros 0 0
Sinal Positiva em R\ {0} Negativa em R\ {0}
. Decrescente em ]-0,0] | Crescente em ]-o0, 0]
Monotonia
Crescente em [0, +00[ Decrescente em [0, +o0[
Minimo: 0 Maximo: 0
Extremos
Minimizante: 0 Maximizante: 0
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Resolucdo do exercicio 33 da pagina 42;

Familia de fungées do tipo y = ax” +k;a # 0

Sera pedido aos alunos para usarem a calculadora grafica e representarem as seguintes

funcdes quadraticas: y=x"e y=x"—2.

Nva

Os alunos deverdo concluir que na funcao y = x* —2, obtém-se a partir do grafico y= x%,

deslocando-o de 2 unidades para baixo (as ordenadas sofrem um decréscimo de 2 unidades).

E se a funcao for y = x* +1? 0 que é que acontece?

Fazendo a representacao grafica, obtemos:

Os alunos deverao concluir que para a funcéo y=x2 +1, obtém-se a partir do grafico

y=x2, deslocando-o 1 unidade para cima (as ordenadas sofrem um acréscimo de 1

unidade).

Em simultaneo com a calculadora sera mostrado no Geogebra a analise do comportamento da

familia de fungdes do tipo y = ax’ + k;a # 0 para diversos valores do parametro & .
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Como sintese, sera mostrado e analisado o seguinte quadro resumo:

y=ax’+k y=x"+1 y=-x>-1
Concavidade U N
Vértice (0, 1) o, -1)
Dominio R R
Contradominio [1, +oo] J-oo, 1]
Zeros Nao tem Nao tem
Sinal Positiva em ‘R Negativa em R
Decrescente em ]-00,0] | Decrescente em [0, +oo
Monotonia
Crescente em [0, +o0[ Crescente em ]-o0 (]
Minimo: 1 Maximo: -1
Extremos

Minimizante: 0

Maximizante: 0

Resolucao do exercicio 39 e 40 da pagina 45.
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SINTESE

Definicao de funcao quadratica
Uma funcao quadratica € uma funcao real de variavel real definida por um polindmio de 2°
grau, ou seja, definida por uma expressao do tipo:

y=ax’ +bx+c,a#0

0 grafico da funcao quadratica é uma parabola.

Familia de fungdes do tipo y = ax*;a#0
- quando o parametro a < 0, a concavidade da parabola é voltada para baixo.

- quando o parametro a > 0, a concavidade da parabola é voltada para cima.

Familia de fungées do tipo y = ax” +k;a # 0

O grafico de cada uma destas funcdes pode obter-se do grafico da funcao definida por y = x?

por uma translacao associada ao vetor de coordenadas (0, k).

QUESTOES A RESOLVER NA AULA

Exercicio 33 da pagina 42. Y k
Considere as funcoes definidas por:

l: y=2x%;

n: y= —-0,5x%;

: y =~/3x%; D

IV: y= -x’;

V: y=0,2x" p. P,

No referencial ao lado estdao as representacdes graficas das funcoes dadas,
correspondendo cada uma delas a uma parabola.

Faz corresponder a cada funcao a respetiva parabola que a representa graficamente.

Resolucdo
I-P1; 1l- P4; 1ll- P2; IV- P5; V-P3.
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Exercicio 39 da pagina 45

No referencial da figura estdao representacoes

graficas das funcdes f, ge hdefinidas por:

f(x)=-05x"+3
g(x)=2x" -1
h(x)=3x" +1

1

C

Indica as coordenadas dos pontos 4, B, C, D e B Q 0 =
FE assinalados na figura. / C \

Resolucéo:

Os pontos A e B sao pontos da funcao f .
O ponto A é o vértice da parabola entédo as coordenadas sao A(0,3)

O ponto B ¢ um zero da funcdo f, entdo para calcular os zeros de uma funcao

temos que calcular:

fx)=0&

o -05x*+3=0<

sxl=—"¢o
-0,5

& x=6vx=-6.

Como a abcissa do ponto tem que ser negativa entao x = —\/g , logo o ponto

B(—/6,0).

0 ponto C é o vértice da parabola da funcdo g entao as coordenadas sao C(0,—1)

O ponto D é um zero da funcdo g, entdo para calcular os zeros de uma funcao
temos que calcular:
1 1 1 2 2
fX)=0=2x*-1=0x° :—(:)x:\/ivx:—\/i@xzivx:—i.
2 2 2 2 2

2
Como a abcissa do ponto tem que ser positiva entao x =

D(%,O) .

, logo o ponto

S
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O ponto E é o vértice da parabola da funcdo /4 entao as coordenadas sao E(0, 1).

Exercicio 40 da pagina 45

Escreva na forma y = ax® + k as expressdes das funcdes que tém Y

as seguintes representacoes graficas:

40.1)

Na representacao grafica ao lado, verificamos que as ordenadas

sofreram um acréscimo de duas unidades, a partir do grafico da 0 7 X
funcao y = axz, ou seja k =2. Relativamente ao parametro a
sabe-se que o ponto (2,4) pertence a parabola. Substituindo na expressdao analitica

y=ax>+k ,vem

4=q (2 +2a=

Ao
N | —

. i ) - 1
Assim a representacao grafica tem a seguinte expressao: y = Exz +2.

Proposta 21 da pagina 114

Observa a figura onde esta representada graficamente a
funcdo afim f . Sabe-se que os pontos A (-1,7) e B (0,5)

pertencem ao grafico de f, C é o seu ponto de intersecao

com Oxe Pe[BC].
1. Mostre que f(x)=-2x+5

Como fé uma funcdo afim entdo é do tipo

p
f(x)=mx+b. Como A e B pertencem ao grafico f
podemos calcular o seu declive, seja m . Assim,
5-7 _ : c
m=——=-2 e b=>5(ordenada na origem) logo :

_0+1 -1 0 X \

f(x)=-2x+5.

2. Determine as coordenadas do ponto C.
f(x)=0<
& 2x+5=0&
oS -2x=-5<
5

S x==
2
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Logo o ponto C = (% ,0).

Seja x a abcissa do ponto P . Considera um retangulo em que dois dos seus lados

estdo contidos nos eixos coordenados e o ponto P é um dos vértices, tal como a

figura sugere.

3.1.

3.2,

3.3.

Determine uma expressdao A(x)que permita obter a area do retangulo em

funcao da abcissa x do ponto P.
5
s hdl
S o2
5-y «x

S10x=25-5y <
&S y=-2x+5

A(x) = x(—2x+5) < —2x +5x .

Calcule a abcissa do ponto P de modo que o retangulo tenha trés unidades
de area.

Ax)=3 o 2x" +5x=3< 2x" +5x-3=0
Usando a formula resolvente:
—5457 —4x(-2)x(-3) —5+41 —5+1
—4 -4 -4

~5+1 ~5-1
= VX = =
—4 —4

X =

<X

3
Sx=1lvx=—.
2

. . 3
Logo existem duas solucdes: x =1v x =—.

Determine as coordenadas que o ponto P deve admitir para que a area do

retangulo seja maxima.

Usando a calculadora grafica e representando a funcao A(x)o maximo que

, 5
y équando x = Z , entao substituindo na funcao:
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S a3y sy (), 25,50 _25
A(Z)——2(Z) +5(Z)_ (16)+(4) 68"

Logo o ponto P tem as coordenadas:

525
P22,
(4 8)

Nota: Os alunos que tém mais dificuldades deverao fazer o exercicio 40.2 da pagina 45. Os
alunos que tem menos dificuldades e que queiram praticar poderao fazer a tarefa 32 da

pagina 119.
Nota: Caso ndo consiga terminar este exercicio, ficara para trabalho de casa.

TRABALHOS DE CASA:

Leitura atenta e cuidada das paginas 41, 42, 43 e 44.

AVALIAGAO DOS ALUNOS:

A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspectos:

- Interesse demonstrado durante a aula;

- Participacao na exposicao do tema;

- Colaboracdo com a professora e com os colegas na resolucdo dos exercicios/problemas
propostos;

- Aplicacédo de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente.
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3.3 Aula2

Planificacdo da Aula N° 2
Escola Secundaria

Com 3° Ciclo do Ano: 10° Turma: CT1 Data: 16 de Fevereiro de 2011

Fundao

Funcao modulo.

Tema Il - Fungoes e graficos - generalidades. Funcdes polinomiais.

- Familia de fungdes quadraticas

Professora estagiaria: Angela Martins
2010/2011

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

- Familias de funcdes quadraticas.

PRE-REQUISITOS:

- Identificar funcdes quadraticas;
- Aplicar a funcao quadratica para resolver problemas da vida real;

- Usar a calculadora grafica para representar funcdes quadraticas;

- ldentificar o comportamento da familia de funcdes do tipo: y = axz;a #0 :

- ldentificar o comportamento da familia de funcées do tipo: y = ax® + k;a+0.

OBJETIVOS

- Identificar o comportamento da familia de funcées do tipo: y = a(x —h)*;a # 0,

- Identificar o comportamento da familia de funcées do tipo: y = a(x —h)* + k;a # 0.

MATERIAIS E RECURSOS:

- Quadro Interativo;

- Datashow;

- Computador;

- Calculadora grafica;

- Software de matematica dinamica - Geogebra.
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- Manual Adotado: Costa, B. & Rodrigues, E. (2010). Novo Espaco 10 - Matematica A. Porto
Editora.

SUMARIO:

- Estudo da familia de funcées do tipo y =a(x—h)’;a#0 e y=a(x—h)* +k;a #0;
- Resolucao dos exercicios: 43, 44 das paginas 47 e 48, proposta 15 e 16 das paginas 111 e
112.

ESTRATEGIAS:

Esta aula tem como objetivo a analise do comportamento da familia de fungdes quadraticas:
y=a(x—h);az0e y=a(x—h)’ +k;a=0 .

Para tal, os alunos irdo recorrer a calculadora grafica e investigar o comportamento das
funcdes, quando os parametros a, h e k sao modificados. A partir desta investigacao, espera-
se que os alunos consigam tirar as conclusbes acerca dos parametros a, h e k. Para
complementar o estudo da familia de funcbes, serao mostrados applet’s construidos no
geogebra.

Durante a aula, serdo propostos exercicios para os alunos consolidarem os conhecimentos
adquiridos. Os alunos irdo ser frequentemente solicitados a participarem na resolucao dos
exercicios.

Serdo propostos aos alunos com maior dificuldade de aprendizagem, os exercicios 42 e 43 das
paginas 46 e 47. Para os alunos que tém menos dificuldades sera proposta a tarefa 33 da

pagina 119.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

= No inicio da aula, a professora verificara se algum aluno esta a faltar.

= De seguida sera feita a correcao dos trabalhos de casa: proposta 21, alineas 3.2 e 3.3 da
pagina 114.

= Sera feita uma breve sintese oralmente dos contelidos lecionados na aula anterior;

= Analise do comportamento de mais dois tipos da familia de funcées quadraticas:

y=a(x—h)’;az0e y=a(x—h)’ +k;a=0.

Familia de fungées do tipo y = a(x—h)*;a #0

Sera pedido aos alunos para usarem a calculadora grafica e representarem as seguintes

funcoes quadraticas: y=x", y=(x—4)".
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A representacdo grafica obtida das duas funcdes acima é a seguinte:

; . . ~ 7. 2
Sera pedido aos alunos para representarem as seguintes funcdées quadraticas: y =x~,

y=(x+4)>.

Sera visualizado em simultaneo no Geogebra a analise do comportamento da familia de

fungées do tipo y = a(x —4)*;a # 0 para diversos valores do parametro a e .

e Casoemque a=1e h=4
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Casoemque a=1e h=-2

a=1

— »

h=-2
e
I B B
e Casoemque a=-le h=-5
a=-1
.—
h=-5
-
1o 5 3 5

i) =-(x + 57

45



De seguida, sera mostrado e analisado o quadro resumo seguinte:

y=a(x—h)’ y=(x-2)’ y=—(x+5)
Dominio R R
Contradominio R, R,
Zeros 2 -5
Sinal Positiva em R\ {2} Negativa em R\ {—5}
N Decrescente em ]-0,2] Crescente em ]- o0, -5]

Crescente em [2, +oo[ Decrescente em [-5, +0 |

Minimo: 0 Maximo: 0
Extremos
Minimizante: 2 Maximizante: -5
Vértice V= (2,0) V= (-5,0)
Eixo de simetria x=2 x=-5

Sintese:

Da analise feita ao comportamento do grafico de uma funcéo do tipo y = a(x—h)*;a # 0
podemos concluir que:

e Concavidade voltada para cima se a > (0 e voltada para baixo se a <0.

e Vértice no ponto de coordenadas (h, 0);

e Eixo de simetria é a reta de equacdo x = /.

Familia de fungées do tipo y = a(x—h)”> +k;a #0

Sera pedido aos alunos para usarem a calculadora grafica e representarem as seguintes

funcbes quadraticas: y=x" e y=(x+4)" +1.
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Em simultaneo sera apresentado no Geogebra a analise do comportamento da familia de
fungdes do tipo y = a(x—h)’ +k;a # Opara os diversos valores dos parametros a, h e

k.
o Casoemque a=1,h=-4ek=1

T_

=+ 47 +1 a=1
i — »

h=-4
54 -
k=1
44 — -
3_
V=1(-41)
2_
B 5 a 2 o 2 a B 8

Os alunos deverao concluir que por aplicacao de uma translacao horizontal aplicada a um
vetor i = (—4,0), obtém-se a parabola correspondente a funcdo y = (x+4)°. Em seguida,
por uma translacao vertical associada ao vetor v =(0,1), obtém-se o grafico da funcao
y=((x+4)>+1.

Assim conclui-se que o grafico da funcdo y = (x+4)>+1 é uma parabola com a

concavidade voltada para cima, vértice (-4, 1) e eixo de simetria x = —4.

Como sintese:

Da andlise feita ao comportamento do grafico de uma funcdo do tipo
y=a(x—h)* +k;a+0 podemos concluir que:

e Concavidade voltada para cima se a > 0 e voltada para baixo se a < 0.

e Vértice no ponto de coordenadas (h, k);

e Eixo de simetria € a reta de equacdo x = /.
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QUESTOES A RESOLVER NA AULA

Proposta 21 da pagina 114 (trabalho de casa):

3.2)

3.3)

Calcula a abcissa do ponto P de modo que o retangulo tenha trés unidades de

area.

Ax) =3 2x" +5x =3 2x" +5x-3=0

Usando a formula resolvente:

54457 —4x(<2)x(-3) -

X =

-4
—5+4/1
&S x= =
-4
-5+1
S x= =
-4
-5+1 -5-1
S x= VX=—"
—4 -4
Sx=1lvx=—

. . 3
Logo existem duas solucdes: x =1v x = 5 .

Determina as coordenadas que P deve admitir para que a area do retangulo seja
maxima.
O eixo de simetria da parabola é a reta que passa pelo vértice e é paralela ao

eixo das ordenadas, ou seja o eixo de simetria divide a parabola em duas partes

L < ~ 5 ~ .
simétricas. Como os zeros da funcdo A(x)sdo x=0 e x = 5 entdo a parabola

, 5
atinge o maximo quando x = Z .

Entao vamos calcular o valor de

50 25

5 5., 5 50 25
A=) =2 +5)=—(—)+(—)=—
(4) (4) (4) (16) (4) T
Logo o ponto P tem coordenadas:

5 25
P2, 2.
(4 8)
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Exercicio 44 da pagina 48.

44.1) Se observarmos a representacdao grafica ao lado,

verificamos quek =2, h =—1, Relativamente ao parametro a

sabe-se que o ponto (-3,0) pertence a parabola.

substituindo na expressao analitica vem:

0:a(—3+1)2+2c>a:_2:_l
4 2

Assim a representacdo grafica tem a seguinte expressao:

Exercicio 43 da pagina 47.

Considere as funcdes quadraticas f, g e A tais que:
f(x)=-02x" +3;

g(x) =-2(x-5)%

h(x)=—(x+1)* —4;

43.1. Preencha o seguinte quadro:

Entao //E\z

y:—%(xﬂ)2 +2.

Coordenadas do Equagao do eixo de
vértice simetria
f(x) (0,3 x=0
g(x) (5,0) x=5
h(x) (-1,-4) po—

43.2. Estuda cada uma das funcdes quanto ao dominio, contradominio, zeros, sinal,

monotonia e extremos.

Fungdo f(x)=-02x"+3;
Dominio: R

Contradominio: |—oo, 3[
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Zeros:

f(x)=0<:>—0,2x2+3=0<:>x2=0—32<:>x:—\/va=\/E

Sinal:

X — o -5 J15 + 00
f(x) - 0 + 0 -

A funcao é positiva no intervalo |— \/E, \/E[

A funcéo é negativa no intervalo |—oo, —\/E[ U W15, +oo

Monotonia:

A funcéo é crescente se x € |—o0o, 0]

A funcao é decrescente se x € [0,+od

Extremos:

Maximo absoluto: 3.

Proposta 16 da pagina 112.

Considere a funcdo quadratica definida por: f(x)=-3(x—2)> —2e a familia de funcoes

g(x) =k(x—3)*> +k> —4 sendo k um nimero real diferente de zero.

1. Indica o dominio e o contradominio de f .

Resolucéo:

Dominio = R e o Contradominio = ]-0,-2] .

2. Identifica o vértice e o eixo de simetria do grafico representativo da funcédo f .
Resolucéo:

Vértice (2,-2) e o eixo de simetria x =2.

3. Determina, caso exista, um valor real de k£ de modo que o vértice da parabola da funcao

g pertenca ao grafico de f.
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Resolucao:
O Vértice da funcéo g é (3,k* —4) entao substituindo o ponto na funcao f(x)fica:
k*—4=-33-2 -2ck’-4=3-2ck’-4+5=0k’ +1=0<k* =-1

€ uma condicao impossivel. Logo nao existe nenhum k , que satisfaca a condicao.

4. ldentifica os valores de k para os quais o vértice da parabola de funcdo f pertence ao

grafico de g .

Resolucao:

O Vértice da funcdo f é (2,—2) entdo substituindo o ponto na funcdo g(x) fica:

2gQ)=kQ2-3)  +k -4 2=k+k’-dok+k’-2=0<

—1£+/1+38 -1+3
— =

k= k= Sk=-2vk=1

Logo k=-2vk=1.
5. Determina o valor de k para o qual o contradominio de g é ]-0,21].

Resolucao:
k> —4=21<k>=25<k=5vk=-5 mas para que a funcio g tenha

contradominio ]-90,21], £k =-5.

AVALIACAO DOS ALUNOS:

A avaliac&o dos alunos sera baseada nos seguintes aspectos:

- Interesse demonstrado durante a aula;

- Participacao na exposicao do tema;

- Colaboracdao com a professora e com os colegas na resolucao dos exercicios/problemas
propostos;

- Aplicacado de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente.
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3.4 Aula3

Escola Secundaria
Com 3° Ciclo do

Fundao

Y \%\g

™
.

]

2010/2011

Planificacdo da Aula N° 3

Ano: 10° Turma: CT1 Data: 18 de Fevereiro de 2011

Tema Il - Fungoes e graficos - generalidades. Funcdes polinomiais.

Funcao modulo.

- Familia de fungdes quadraticas

Professora estagiaria: Angela Martins

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

- Familias de funcdes quadraticas.

PRE-REQUISITOS:

- Identificar funcdes quadraticas;

- Aplicar a funcao quadratica para resolver problemas da vida real;

- Usar a calculadora grafica para representar funcdes quadraticas;

- ldentificar o comportamento da familia de funcdes do tipo: y = axz;a #0 :

- ldentificar o comportamento da familia de funcdes do tipo: y = ax® + k;a#0;

- Identificar o comportamento da familia de funcées do tipo: y = a(x —h)*;a # 0.

- Identificar o comportamento da familia de funcées do tipo: y = a(x —h)* +k;a # 0.

OBJETIVOS

- Identificar, através da representacao grafica de uma funcao: dominio, contradominio, zeros,

sinal, monotonia, extremos (relativos e absolutos), continuidade, injectividade e paridade.

- Aplicar a funcao quadratica para resolver problemas da vida real;

- Calcular os pontos de intersecao de duas funcdes quadraticas;

- Calcular os zeros de uma funcao quadratica;

- Representar graficamente funcoes quadraticas recorrendo a calculadora grafica.

MATERIAIS E RECURSOS:

- Quadro Interativo;

- Datashow;
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- Computador;

- Calculadora grafica;

- Manual Adotado: Costa, B. & Rodrigues, E. (2010). Novo Espaco 10 - Matematica A. Porto
Editora.

SUMARIO:

- Correcao dos trabalhos de casa.
- Familia de funcgdes: resolucao das propostas 23, 24 da pagina 113 e resolucao de um

problema do Gabinete de Apoio Educacional (GAVE).

ESTRATEGIAS:

No inicio da aula, a professora ira fazer a correcao dos trabalhos de casa.
De seguida, serao resolvidas propostas do manual e do GAVE para os alunos consolidarem os
conhecimentos adquiridos nas Gltimas aulas. Os alunos irdo ser frequentemente solicitados a

participarem na resolucao dos exercicios.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

= No inicio da aula, a professora verificara se algum aluno esta a faltar.

= De seguida sera feita a correcao dos trabalhos de casa, ou seja a proposta 16, alinea 6 da
pagina 112.

= Serao resolvidas as seguintes propostas: 23, 24 da pagina 113 e problema 1 das séries de
problemas n° 5 do GAVE.

QUESTOES A RESOLVER NA AULA

Proposta 16 da pagina 112.

Considera a funcao quadratica definida por:

f(x)=-3(x-2)>-2

e a familia de funcdes g tal que:
g(x)=k(x-3) +k’ -4

sendo & um numero real diferente de zero.

6. Considera k =1. Identifica, caso existam, os pontos de intersecao dos graficos de f e de

g.
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Resolucao:

Para k=1, g(x)=(x—3)> —3. Para encontrar os pontos de intersecao das funcées [ e
g, temos que calcular f(x) = g(x).

—3(x-2)-2=(x-3)Y-3<

& B3(x'—4x+4)-2=x"-6x+9-3 &

&3P +12x-12-2=x"-6x+9-3 &

& —4x +18x-20=0 &

—18++/324-320
X = =

-8
—-18+£2
S x =
-8
Sx=2vx=—
5 5 1 1 11
Entdio g(2)=(2-3)’-3="2e g(>)=(=-3)*-3=(--)-3=—-3=——
g(2)=(2-3) g(z) (2 ) (2) 2 2
. - . 5 11
Logo os pontos de intersecao sao: (2, -2) e (5,—1).

Proposta 15 da pagina 111.

Considere o quadrado [ABCD] com 8 cm de lado. Dois pontos moveis P e Q deslocam-se a

mesma velocidade sobre os lados [BC] e [DC] respetivamente, de modo que BP = D_Q: X,

como é sugerido na seguinte sequéncias de figuras:

A
A

8 cm D A 8cm D A 8cm 1B
| X

Ya X

| X
"Q

Y

Q

x P c B . P c B x g c

A cada posicao dos pontos P e Q correspondem os triangulos coloridos [APQ] e [PQC], em que
a area, em centimetros quadrados, € dada respetivamente pelas funcoes f e g.

1. Mostra que:

8-x)°

1.1 g(x)= 5
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Resolucao:

B (8—x)*

A[PQC] = T =g(x) .

2

1.2 f(x)z—%+32

Resolucao:

8x 8x 1 1 x?
A =64—— " —(8—x)’=64—-8x——(64—16x+x*)=32—"—= 1 (x).
[4PO] 5 5 2( ) 2( ) 5 f(x)

2. Representa graficamente as funcées f e g e explica como varia a area de cada um dos

triangulos [APQ] e [PQC] com os valores de x .

Resolugao:
Quando x variade 0 cma 8 cm, a area de cada um dos tridngulos diminui de 32 cm?* até 0

cm?.

3.Calcula f(0), (8),2(0) g(8)e interpreta os resultados no contexto do problema. Faz as

representacoes geométricas correspondentes.
Resolucao:

£(0)=0+32=32
£(8)=-32+32=0

g(0) = (8-0)° =32

1 )
g8) = (8-8) =0

Se x =0, [PQ] é uma diagonal do quadrado e, neste caso, os triangulos [APQ] e [PQC] tem a
mesma area, 32 cm?.

f(0)=g(0)=32

Se x =8, os pontos P e Q coincidem com o ponto C, deixando de haver triangulos, ou seja a
area é 0 cm?.

S (®)=g(@®)=0.

4. Determina para que valor de x se tem:

4.1) a area do tridngulo [APQ] igual a 7,5 cm?
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Resolucdo:
fx)=75<

XZ
Rt —7+32 =75
o -xP+64=15<
Sx=Tvx=-7

Como x>0 entdao x=7.
4.2) a area do triangulo [PQC] igual a 18 cm?

Resolucéo:
gx)=18<
SB-x)’ =36
S 64-16x+x> =36
S xt-16x+28=0<
16++16% —4x1x28
X = =
2
16 ++/144
x=T<:>

S x=2vx=14

Comox varia de 0 cm a 8 cm, logo a area do tridngulo [PQC] é igual a 18 cm? quando

x=2.

Proposta 23 da pagina 115.

No referencial da figura 2 encontra-se um esquema do
jato de agua que é lancado a partir de um ponto A, e
cai no prato do bebedouro, num ponto P.

Sabe-se que a unidade do referencial € o centimetro, o
ponto A tem de coordenadas (0,5) e a abcissa do ponto
Peév.

O ponto mais alto do jato de agua tem como
coordenadas (3, 8).

1. Determina, analiticamente, a expressdao g(x) relativa a parabola.
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Resolucdo

O vértice da funcdo g(x) tem como coordenadas (3, 8) entdao g(x) é uma familia da funcao:
g(x) = a(x—h)* + k;a # 0; entdo substituindo fica:
g(x)=a(x=3)" +§;

Como A (0,5) é um ponto da parabola vamos substituir na funcdo quadratica para determinar

o valor do parametro g . Assim:

S—a(0-3)7 18 a=->=——
E

. . . < 1
Assim a expressao analitica da parabola é a fungdo: g(x) = —g(x -3)> +8.

2. ldentifica as coordenadas de P.

Resolucao
Como a abcissa do ponto P é 7, entdao g(7) = —%(7 -3’ +8= —? +2—34 = g

8
Logo o ponto P tem coordenadas (7, g )

Proposta 24 da pagina 115.

Na entrada de um tdnel, existe um arco assente em /\

dois pilares de igual altura. A altura do arco x /r\

metros de distancia do pilar da esquerda é dada, em

metros por: hlx)

h(x) = —%()6—4)2 +7;

1. Mostra que 4(0) = 5e interpreta o resultado.

Resolucdo
h(O):—%(O—4)2 +7:—%+7:5

Significa que a distancia entre os dois pilares € de 5 m.

2. Indica a altura maxima do arco.
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Resolucdo
0 vértice da parabola tem como coordenadas (4, 7), logo a altura maxima do arco sao 7 m.

3. Determina a largura do tunel.

Resolucéo
Vamos determinar os zeros da funcao:

h(x) =0 <

@—é(x—4)2 +7=0<

<::>—%(x2 —8x+16)+7=0

2
@—%+x—2+7:0<:>

2
@—%+x+520<:>

—1i1/1+§
8

T T
8
SENK
~ X = _g <~
8

@x=—4(—1+\g)vx=—4(—1—\g)@

< x=-3,48vx=1148

A distancia entre os pilares é de 8 m.

4. A que distancia do pilar da esquerda a altura do arco é superior a 6,5 m?

Resolucéo

Fazendo a representacao grafica da funcao .-"'J'}:__

comareta y = 6,5 entdo fica: /; \
e
n=d ¥=Ba5

analisando o grafico, este interseta a reta quando x =2 e x =6.
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Proposta do GAVE

Na figura do lado direito, esta representado um B
triangulo retangulo [ABC] cujos catetos, [AB] e

[BC], medem, respetivamente, 30 e 40 unidades

o5 ; ]
de comprimento. ;
, o ; R
0O segmento [BD], representado a ponteado, € a g
altura do triangulo relativa a hipotenusa. 455 b S ¢

Considere que um ponto P se desloca sobre [AD], nunca coincidindo com A, nem com D.

Os pontos Q, R e S acompanham o movimento do ponto P, de tal forma que, para cada
posicdo do ponto P, [PQRS] € um retangulo.

Sabe-se que:
¢ 0O segmento [PS] esta contido em [AC];

e Os pontos Q e R pertencem a [AB] e a [BC], respetivamente.
Resolva os itens seguintes, utilizando exclusivamente métodos analiticos.
1.1) Mostre que AC = 50;

Resolucdo:

Pelo Teorema de Pitagoras:

AC? = AB* + BC* &

< AC? =30 +40°
& AC =+/2500

& AC =50 uc.

1.2) Mostre que BD =24, AD=18 e DC=32

Resolucéo:
£:B=<:>5—0:2<:>E:24
AB BD 30 BD
A—_C:A—B<:>5—O:£<:>E:18
AB AD 30 4D

DC=AC—AC =50-18=132.
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1.3) Seja x a distancia do ponto A ao ponto P

Mostre que @ = %x e que SC = %x
Resolucéo:

Como os triangulos [APQ] e [ADB] sao semelhantes, fica:

R Y
BD  AD 24 18 18

24x<:>P_Q:§x

Considerando os triangulos [CRS] e [BCD] sao semelhantes, vem:

— == —— ix 32><ﬂx
SC_SR 5C_ 3 s 3 o5e-24 ose-19,
CD BD 32 24 24 3x 24 9

1.4) Seja f a funcdo que, a cada valor de x, faz corresponder a area do rectangulo [PQRS].

14.1) Qual é o dominio da funcdo f?

Resolucéao:

Como o ponto P desloca-se sobre [AD], nunca coincidindo com A, nem com D, entao

D, =10,1§[.

1800x —100x>

14.2) Mostre que f(x)= >

Resolucao:
f(x)=PSxPQ =

16 4
=50-x——x)x—x=
( 9 ) 3

450-9x—-16x 4
=X —X
9 3
B 1800 —100x"
27 '
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14.3) Quais sdo as dimensdes do retangulo que tem maior area?

Resolucao:

1800 —100x> 100 100

= = —18x)=——[(x—-9)" - 81
S (x) > 27( ) [( )’ —-81]=
=—@( —9) +300

O grafico de f é uma parabola, com a concavidade voltada para baixo com vértice (9, 300).
Logo, o retangulo de maior area € obtida para x =9.

Assim, P _Q

wl-h

9=12 e que PC = 50—9—%x9:25.

15) Seja ga funcdo que, a cada valor de x, faz corresponder o perimetro do retangulo

[PQRS]

15.1) Qual é o dominio da funcdo g?

Resolucao:

Como o ponto P desloca-se sobre [AD], nunca coincidindo com A, nem com D, entao
Dg =10,18[.

15.2) Mostre que g(x) =100 —%x.

Resolucao:

g(x)=2x(PS+PQ) =

:2x(50—x—Ex+ix) =
9 3

450-9x—-16x+12x

~100-2%%,
9

15.3) Represente graficamente a funcao g .

1
O 18 x
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15.4) Qual o contradominio da funcado g .

Resolucao:

D', =148,100] .

AVALIAGAO DOS ALUNOS:

A avaliacdo dos alunos sera baseada nos seguintes aspectos:

- Interesse demonstrado durante a aula;

- Participacao na exposicao do tema;

- Colaboracao com a professora e com os colegas na resolucdo dos exercicios/problemas
propostos;

- Aplicacdo de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente.
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3.5 Aula4g

Planificacdo da Aula N° 4

Escola Secundaria

Ano: 10° Turma: CT1 Data: 22 de Fevereiro de 2011
Com 3° Ciclo do

Fundao Tema Il - Fungoes e graficos - generalidades. Funcdes polinomiais.

Funcao modulo.

- Familia de fungdes quadraticas

- Resolucao de inequacgdes do 2° grau

2010/2011 Professora estagiaria: Angela Martins

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

- Familias de funcdes quadraticas;

- Resolucao de inequacoes do 2° grau.

PRE-REQUISITOS:

- Identificar funcdes quadraticas;
- Aplicar a funcao quadratica para resolver problemas da vida real;
- Usar a calculadora grafica para representar funcdes quadraticas;

- Calcular os zeros de uma funcao quadratica;

- Identificar o comportamento da familia de funcées do tipo: y = a(x —h)* +k;a # 0;

- Identificar, através da representacao grafica de uma funcéo: dominio, contradominio, zeros,
sinal, monotonia, extremos (relativos e absolutos).

OBJETIVOS

- Determinar o vértice de uma funcao do tipo: y = ax’ +bx+c;a#0

- Escrever a equacao do eixo de simetria de uma funcao do tipo: y = ax® +bx+c ca#0

- Resolver inequacodes do 2° grau;

- Aplicar as inequacoes do 2° grau para resolver problemas da vida real.

MATERIAIS E RECURSOS:

- Quadro Interativo;

- Datashow;
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- Computador;

- Calculadora grafica;

- Manual Adotado: Costa, B. & Rodrigues, E. (2010). Novo Espaco 10 - Matematica A. Porto
Editora.

SUMARIO:

- Estudo da familia de funcdes do tipo y = ax® +bx+c;a#0;

- Resolucao de inequacgoes do 2° grau;

- Resolucao das propostas 46, 50 das paginas 50 e 55 respetivamente.

ESTRATEGIAS:

A aula inicia-se com o estudo de uma funcéo do tipo y = ax® +bx+c ;a # 0, onde serdo

calculados os zeros da funcado, determinacao do vértice da parabola (apresentacao de dois
processos) e do eixo de simetria. De seguida serao resolvidas inequacdes de 2° grau e no final

sera resolvido um exercicio de um teste intermédio de 2010.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

Consideremos a seguinte funcdo f tal que f(x)=x’ —6x+8.

Calculos dos zeros da fungéo 1 :

f(x)=0x> —6x+8=0

Recorrendo a férmula resolvente da equacao do 2° grau, tem-se:

—(=6)£+/(-6)* —4x1x8 +
(=6) \/(2 )1 X <:>x:6_2\/z<:>x:2vx:4
X

xP—6x+8=0<x=

Os zeros da fungcdo séao 2e 4.

O grafico da funcao f é uma parabola que interseta o eixo das abcissas nos pontos (2,0)e

(4,0).

Vértice:

Seja V(x,,y,)o vértice da parabola.
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Atendendo a que a parabola é simétrica em relacdo ao eixo x = x, , tem-se:
2+4
T3

Conhecida a abcissa do vértice, basta calcular a sua imagem para obter a ordenada:

X 3.

v, =f(x)=y, =fQR) <y, =3 -6x3+8<y, =-1.
O vértice da parabola é (3,—1).

Fazendo um esboco do grafico da funcdo f obtemos:

Y1=nE-gxn+S

5y

w=y ¥=0

Dominio: R
Contradominio: [— L+ oo[
Sinal:
e em ]— oo,2[u]4,+oo[ a funcdo f é positiva;
e em ]2,4[ a funcdo f é negativa.
Monotonia e Extremos:
e em ]— oo,3] a funcdo f é decrescente.
e em [3,+ oo[ a funcdo f é crescente.

e Minimo absoluto é—1.

e Minimizante é 3.

O calculo dos zeros da funcdo f teve um papel importante para a determinacdo das

coordenadas do vértice da parabola.

Vamos, de seguida apresentar outros processos que permitem determinar as coordenadas do

s . ~ ~ . 2 ~
vertice, mesmo em situacoes em que a equacao do tipo ax + bx + ¢ = 0 ndo tem zeros.

Determinacédo do vértice da parabola

Retomemos a funcdo [, tal que f(x)=x’ —6x+8.

Se f(x)=a(x—h)" +k conclui-se que as coordenadas do vértice da parabola sao (%, k).
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Assim vamos escrever a funcdo f na forma: f(x)=a(x—h)’> +k.

Entao,
x°—6x+8=x"-6x+9-9+8=(x—-3)" —1.
Se f(x)=(x—3)>—1,entdo (h,k)=(3,—1).

Outro processo:

f(x)=x>—6x+8.

Vamos determinar o vértice da parabola associada a funcéo g tal que g(x) = x> —6x.

Os zeros da funcdo g correspondem as solucdes de uma equacdo incompleta do 2° grau:
2
x"—6x=0.

X —6x=0=x(x—6)=0=>x=0vx=6.

A abcissa do vértice é o valor da semi-soma dos zeros identificados.

, 6
Abcissa do vértice: =3.

Ordenada do vértice: g(3)=3>—6x3=-9.
O grafico da funcao g € uma parabola de vértice (3,—9).

Sendo f(x)= g(x)+ 8o grafico da funcdo f obtém-se a partir do grafico g deslocando-o 8
unidades para cima. Entdo o vértice da parabola representada pela funcdo f , tal como a

figura sugere, tem as coordenadas (3,—1).

Nota:

Partindo da expressao analitica que define uma funcao

quadratica:
f(x)=ax* +bx+c.

Comeca-se por resolver a equacdo f(x)= f(0), ou seja:
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ax’ +bx+c=c
Sax’ +bx=0
< x(ax+b)=0

S x=0vx=——
a

As solucdes da equacao sao abcissas de pontos da parabola simétricos em relacdo ao eixo de

simetria.

Assim, a abcissa do vertice € metade de — — que é igual a — 2—
a a

As coordenadas do vértice sao: —i,f - i
2a 2a

QUESTOES A RESOLVER NA AULA

Proposta 46 da pagina 50.

Considera a parabola de equagdo y = 3x* +6x+2.

a) Transforma a equacdo dada numa expressao do tipo y =a (x—h)*> +k .

Resolucao:

A equacao

y=-3x"+6x+2
=-3(x" —2x+1-1)+2
=-3(x" -2x+1)+2+3
=-3(x-1)° +5.

b) Indica as coordenadas do vértice.

Resolucgéao:

As coordenadas do vértice sao (/,k) =(1,5).
c) Escreve uma equacao do eixo de simetria.

Resolucéo:

0 eixo de simetriaé x =4 ouseja x =1.
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d) Indica o intervalo do dominio onde a funcéo é crescente.

Resolucao:

A funcao é crescente em ]— 00, 1].

Resolucao de inequacdes do 2° grau

Proposta 50 da pagina 55

Resolva as seguintes inequacoes:
2
a) x*—-9>0

Resolucao:
xX-9=0=x"-3"=0=x+3=0vx-3=0=x=-3vx=3

C.S =]—o0,—3[U]3, + o[

b) 2(1-3x°)<x

Resolucéao:

20-3x)<x<=2-6x>—x<0
Calculo dos zeros da equacao:

2-6x*-x=0&

= (DD —4x(=6)x2

=X =
2x(—6)
1+£+49
= g
-12
1£7
xX=—
-12
2
Sx=—-=—vx=—
3
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x+2

c) x> +2x >

Resolucao:

x+2 3x2+6x x+2
= 3 >

x2 +2x >

S3x2+6x—x—-2>0=3x +5x-2>0

Calculo dos zeros da equagao:

3x7+5x-2=0<

—5+.25-4x3x (-2
-5+, x3x(-2)

< X =
2x3
-5+/49
S x=— s
6
-5+7
& x= =
6

<:>x=—2vx=l
3

C.s :]_oo,_z]uEﬂLoo}

AVALIACAO DOS ALUNOS:

A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspectos:

- Interesse demonstrado durante a aula;

- Participacao na exposicao do tema;

- Colaboracdo com a professora e com os colegas na resolucdo dos exercicios/problemas
propostos;

- Aplicacédo de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente.
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3.6 Aulas

Escola Secundaria
Com 3° Ciclo do

Fundao

2010/2011

Planificacdo da Aula N° 5

Ano: 10° Turma: CT1 Data: 23 de Fevereiro de 2011

Tema Il - Fungoes e graficos - generalidades. Funcdes polinomiais.

Funcao modulo.

- Familia de funcdes quadraticas

- Resolucao de inequacgdes do 2° grau

Professora estagiaria: Angela Martins

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

- Familias de funcdes quadraticas;

- Resolucao de inequacoes do 2° grau.

PRE-REQUISITOS:

- Identificar funcdes quadraticas;

- Usar a calculadora grafica para representar funcdes quadraticas;

- Identificar, através da representacao grafica de uma funcéo: dominio, contradominio, zeros,

sinal, monotonia, extremos (relativos e absolutos), continuidade, injectividade e paridade;

- Calcular os zeros de uma funcao quadratica;

- Determinar o vértice de uma funcao do tipo: y =ax* +bx+c;a#0;

- Escrever a equacao do eixo de simetria de uma funcao do tipo: y = ax® +bx+c caz0.

OBJETIVOS

- Aplicar a funcao quadratica para resolver problemas da vida real;

- Resolver inequacodes do 2° grau;

- Aplicar as inequacoes do 2° grau para resolver problemas da vida real.

MATERIAIS E RECURSOS:

- Quadro Interativo;
- Datashow;

- Computador;
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- Calculadora grafica;
- Manual Adotado: Costa, B. & Rodrigues, E. (2010). Novo Espaco 10 - Matematica A. Porto
Editora.

SUMARIO:

- Resolucéo de exercicios relacionados com a funcdo quadratica;

- Resolucao de um exercicio de um Teste Intermédio de 2010.

ESTRATEGIAS:

A resolucdo dos exercicios, tem por objetivo consolidar os conhecimentos adquiridos pelos
alunos ao longo da unidade didatica. Os alunos irdo ser frequentemente solicitados a

participarem ao longo da aula.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

—

Exercicio: Sejam f e g funcdes quadraticas tais que: y

f(x)=x"+3x+2 e a funcdo gadmite a representacido

grafica da figura.

Determina os valores de x que satisfazem a condicao: \
a) f(x)<0;
b) f(x)-g(x)>0.

Resolucao:

a) Comecemos por determinar os zeros da funcao f .

—3i1/32—4 1x2
3) x1x o

f(X)=0x* +3x+2=0x=

2x1
—3+49-8
SXx=—
2
—-3+1
<X = =

2
Sx=-2vx=-1
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Conhecidos os zeros da funcao e o sentido da concavidade, um esquema como o da figura

AN /.,
2N~ 1 X

ao lado permite concluir que:

f(x)<0=xel-2-1]

b) Para determinar os valores dex que satisfazem a condicdo f(x)-g(x)>0 basta

representar no mesmo quadro de sinal de ambas as funcdes e atender as regras dos

sinais da multiplicacao.

= ) 7 3 | +oo
£(x) + 0 _ 0 + + +
g(x) — 0 + + + 0 —
f(x)-gx) | - 0 — 0 + 0 —

Logo f(x)-g(x)>0< xe]-1,3].

Na resolucao de inequacdes do 2° grau é util ter em atencao a seguinte informacao:

A =0 A=0 A=0

! ]

+) + . + /.
ax=0 \T - - - — * .

—_————

R ‘_7§_* N\

Problema: Uma bola é lancada na vertical de baixo para cima.
A altura /1, em metros a que se encontra do solo, ¢ segundos apds o lancamento, é dada por:
h(t)=—-5t> +30t +1

a) Determina a altura a que a bola se encontrava no instante inicial.

Resolucéo:
No instante inicial, £ =0

h(0)=-5%x0%+30x0+1=1

72



Logo a bola encontrava-se a uma altura de 1 metro.

b) Calcula /(2) e interpreta o resultado no contexto do problema.

Resolucao:
h(2)=—5><22 +30x2+1=41

Significa que, ao fim de 2 segundos, apds o lancamento, a altura da bola ao solo era de 41

metros.
c) Determina a altura maxima atingida pela bola e o instante em que ocorreu.

Resolucao:
O grafico da funcao / € uma parabola que tem a concavidade voltada para baixo. Logo a

funcao atinge o seu maximo no vértice da parabola.

As coordenadas do vértice séo: (— ;,h( b B = (30 h (QD = (3,h (3))

a \ 24 107 (10
Entio f(3) = —5x32 +30x3+1=46

A altura maxima foi 46 metros e ocorreu 3 segundos apos o lancamento da bola.
d) Em que intervalo de tempo a bola se encontrou a mais de 26 m de altura?
Resolucao:

Para determinar o intervalo de tempo em que a bola se encontrou a mais de 26 m de altura,

teremos que resolver a seguinte inequacao de 2° grau:

—5t2 430t +1>26 < -5t +30t—25>0

Calculo dos zeros da equacao:

—304/302 — 4x(=5)x (=25
52 430r—25=0cf = J X (£3)x(25)

2x(-5)
. —-30£+/900-500 -
-10
. =30£20
-10
St=1vet=5
c.s =]135]
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e) Em que instante a bola atingiu o solo?

—30+4/30% —4x(=5)x (1)
2x(-5)

—5t2+30t+1=01¢ =

-30++921
t=—"
-10
& 1~6.03ve=-0.03

A bola atingiu o solo ao fim de 6 segundos (aproximadamente).
Exercicio - (Teste Intermédio 05/05/2010)

A figura 1 representa o projeto de um canteiro com a forma de um triangulo isosceles

Nesse triangulo, a base [AB]e a altura relativa a esta base medem ambas 12 metros.

O canteiro vai ter uma zona retangular, destinada a plantacao de flores, e uma zona relvada,

representada a sombreado na figura.

0 lado [DG] do retangulo esta contido em [AB] e os vértices E e F pertencem

respetivamente, a [AC]e a [BC].

XD G
12 |

-

Figura 1

Seja x a distancia, em metros, do ponto A ao ponto D (x € ]0,6[).

Resolva os trés itens seguintes, usando exclusivamente métodos analiticos.

Nota: a calculadora pode ser utilizada em calculos numéricos.

a) Mostre que a area, em metros quadrados, da zona relvada é dada, em funcédo de x, por

S(x)=4x> -24x+72
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Resolucao:

Como os triangulos [ADE] e [AHC]séo semelhantes, temos o seguinte:

- _ -

AD  ED —

AD _ED x_ED _ Ep-12x o

AH C 6 12

< ED =2x 12
E ;

Logo como DG =12 —2x , vem que a area do y : g 4
D H G

retangulo [DEFG] é dada em funcao de x, por f— 66—

2x(12-2x).

Entdo, a area da zona relvada € dada, em funcéo de x, por

S(x) zg—Zx(IZ—bc) =4x> —24x+72

b) Determina o valor de x, para o qual a area da zona relvada é minima e calcule essa area.

Resolucao:

Tem-se que:

4x® —24x+T72=4(x" —6x)+72 =

=4(x> —6x+9-9)+72=4(x> —6x+9)+72-36 =

=4(x—3)* +36.

Logo o grafico da funcao S é uma parabola que tem a concavidade voltada para cima cujo
vértice v tem como coordenadas (3,36).

Logo o valor de x para o qual a area da zona relvada € minima é 3 e a respetiva area é

36.

c) Determine o conjunto dos valores de x, para os quais a area da zona relvada é superior a
2
40m~.

Apresente a sua resposta utilizando a notacao de intervalos de nimeros reais.

Resolucgéao:

, . N 2 .
Para os que a area da zona relvada seja superior a 40 m~ temos que resolver a seguinte
inequacao:

4x* —24x+72> 40 A x € ]0,6].
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Assim,

4x® —24x+72> 40 <> 4x” —24x+72—-40> 0 <> 4x* —24x+32>0

A solucdo desta Ultima inequacao pode ser encontrada através do estudo do sinal da

funcdo quadratica y = 4x”> —24x+32=0.

Para o efeito, determinam-se os zeros:

24+./(-24)% —4x4x32
=
2x4

4x* —24x+32=0<=x =

24++/576 512
X = =
8
24 +8
X =

Sx=2vx=4

Conhecidos os zeros e sabendo que a concavidade da parabola é voltada para cima, o
seguinte esquema permite visualizar a distribuicao do sinal.

— oo 2\'-‘/4 + oo

Assim o conjunto de solucio da inequacdo: 4x” —24x+32>0< x <2v x> 4.

Como xe]0,6[, 0 conjunto de valores de xpara os quais a area da zona relvada é

superior a 40 m*é x e 0,2[U]4,6] .

AVALIAGAO DOS ALUNOS:

A avaliacdo dos alunos sera baseada nos seguintes aspectos:

- Interesse demonstrado durante a aula;

- Colaboracao com a professora e com os colegas na resolucao dos exercicios/problemas
propostos;

- Aplicacédo de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente.
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Capitulo 4

Conclusao

O Estagio Pedagdgico € uma das etapas mais importante na formacao de qualquer professor.
E através dele que o professor estagiario tem contacto com a pratica pedagogica. O estagio
pedagdgico emerge assim, como um momento indispensavel no processo de transicao de aluno
para professor, desenvolvendo fatores essenciais na formacao e no desenvolvimento do futuro
professor, nomeadamente o contacto com a Comunidade Escolar.

Ao longo do Estagio Pedagogico, tive sempre a preocupacao de preparar as aulas com rigor,
empenho, responsabilidade e dedicacdo, adotando varias estratégias pedagogicas de ensino re-
lativamente a apresentacao e exploracao dos contelidos programaticos, tendo como principal
objetivo a aprendizagem do aluno, interagindo sempre com eles, de forma a criar um ambiente
de aprendizagem.

Cada vez mais, o ensino da matematica é bastante exigente, tendo por objetivo dotar os alunos
de competéncias relacionadas com representacao, comunicacgao e raciocinio em Matematica, a
resolucao de problemas e as conexdes matematicas, e a compreensao e disposicao para usar e
apreciar a Matematica em diversos contextos, indo ao encontro das necessidades dos alunos.
Portanto, tenho consciéncia enquanto docente, de que esta € uma profissao de elevada respon-
sabilidade a qual deve ser exercida com o maior cuidado, empenho, dedicacao e competéncia.

Apesar de ter alguma experiéncia como docente, senti algumas dificuldades na planificacao
das aulas, principalmente na forma como articular o que estava planificado com a aula em si.
Contudo, estas dificuldades foram superadas e contribuiram para o meu enriquecimento e de-
senvolvimento pedagogico, pois aprendi bastante com todas as minhas dificuldades iniciais.

No que diz respeito aos alunos, estes participaram com motivacao e empenho em todas as
atividades propostas, interagindo na sala de aula, proporcionando um bom ambiente de apren-
dizagem.

Considero que o estagio representou um momento muito importante para mim enquanto futura
docente, uma vez que contribuiu para um desenvolvimento de competéncias pessoais e profis-
sionais, permitindo refletir sobre o processo de ensino/aprendizagem, estratégias utilizadas,
aperfeicoando assim o meu desempenho.
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