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Versão final após defesa
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Resumo

Os modelos ecológicos descrevem a dinâmica de uma determinada população que
habita num ecossistema e num peŕıodo de tempo determinado. Este trabalho tem
por principal objectivo estudar os modelos ecológicos unidimensionais. Os mode-
los considerados neste trabalhos são os modelos de Beverton-Holt, Ricker, Maynard
Smith-Slatkin e Hassel. Para tal, começamos por introduzir algumas definições e
resultados que servem de base ao estudo do comportamento assintótico dos mo-
delos propostos. De seguida, fazemos a derivação dos modelos do ponto de vista
biológico. Faz-se também a derivação dos modelos modificados de Beverton-Holt
e Ricker, bem como o estudo do comportamento assintótico destes modelos. De
seguida, os modelos de Maynard Smith-Slatkin e Hassel são usados para obtermos
modelos unidimensionais de captura e discutir o efeito de hidra, efeito que por ve-
zes ocorre nestes modelos. Obtemos ainda um modelo de captura generalizado, o
modelo de Seno, e desenvolve-se de seguida um novo modelo que é alternativo ao
modelo de Seno com função de Beverton-Holt. Finalmente, descrevem-se alguns
aspectos que foram considerados aquando da elaboração de uma ação de divulgação
em Biomatemática na Academia Júnior de Ciências.
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Abstract

Ecological models describe the dynamics of a given population that inhabits in some
ecosystem and over a given period of time. The main objective of this work is to
study one-dimensional ecological models. The models considered in this work are the
Beverton-Holt, the Ricker, the Maynard Smith-Slatkin and the Hassel models. To
do this, we start by introducing some definitions and results that are the main tools
we will use to study the asymptotic behavior of the proposed models. After this,
we derive the models from the biological point of view. We also derive the modified
Beverton-Holt and Ricker models and study of their asymptotic behavior. After, the
models of Maynard Smith-Slatkin and Hassel are used to develop unidimensional
capture models and to discuss the hydra effect, frequently found in capture models.
Additionaly, we consider a generalized capture model, the Sine model, and develop
a new model that is alternative to the Sine model with Beverton-Holt function.
Finally, we describe some aspects that were discussed in the elaboration of a talk in
Biomathematics given at the “Academia Júnior de Ciências” (Junior Academy of
Sciences).

Keywords

One-dimensional models; Asymptotic behavior; Fixed points; Beverton-holt mo-
del; Ricker’s model; Model of Maynard Smith-Slatkin; model of Hassel; Breast Mo-
del; Capture models; Hydra effect; Dissemination of mathematical knowledge.
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Introdução

Os ecossistemas formam um sistema complexo onde factores biológicos, climatéricos
e geológicos, juntamente com factores sociais, poĺıticos e económicos, produzem uma
série de processos ambientais que determinam a sua evolução ao longo do tempo,
tornando assim a gestão de qualquer ecossistema um assunto complexo [14].

Para que se faça uma gestão eficiente nos ecossistemas, é necessário que se con-
siderem três elementos essenciais: conhecer (ter detalhes do problema e compará-lo
com os outros problemas, objectos ou condições), compreender (envolve reduzir as-
pectos complexos dos problemas, objectos ou condições a teorias simples de fácil
interpretação) e prever (está relacionado com a organização do conhecimento ad-
quirido ao longo do tempo e a exploração de posśıveis situações futuras). Cada um
destes elementos é importante para a resolução de problemas complexos relativos aos
ecossistemas e nenhum resolve o problema de forma isolada. Quando bem combina-
dos, os objectivos são alcançados e bases que direcionem a complexa relação entre a
humanidade e os recursos que a natureza oferece são criadas [14]. A resolução dos
problemas apresentados pelos ecossistemas, envolve estes três elementos.

Ao juntarmos dados, suposições e conhecimentos para um propósito espećıfico
estamos a criar modelos que descrevem a evolução e descrição destes fenómenos.
Quanto mais simples forem os modelos, as teorias ou poĺıticas de gestão que se pro-
ponham para o fenómeno a ser estudado, mais facilmente e detalhadamente podem
ser testadas. Segundo [17], os modelos ecológicos podem assumir muitas formas
quando são usados como uma ferramenta para compreender sistemas complexos,
estando o grau da complexidade de um modelo dependente do objectivo pelo qual
o modelo foi desenvolvido [17, 14].

De acordo com Blanco [14], os modelos podem ser utilizados para os seguintes
objectivos espećıficos: representar variáveis e taxas de crescimento; descrever a estru-
tura de um ecossistema e padrões temporais e espaciais de processos ecossistémicos
individuais; reconstruir o passado ou prever o comportamento futuro do ecossis-
tema estudado; gerar e testar teorias e hipóteses ecológicas sobre a organização e
funcionamento dos ecossistemas; exibir, codificar, transferir, avaliar e interpretar o
conhecimento ecológico; guiar o desenvolvimento e avaliação de poĺıticas ambientais;
facilitar a aprendizagem coletiva e resolver disputas (ver Morton [15] e Beven [16]);
e educar e ensinar conceitos ecológicos.

Assim, em ecologia, a modelação matemática conheceu sua evolução através de
diferentes ńıveis hierárquicos: população, comunidade e ecossistema. Estes ńıveis
estão intimamente ligados a factores biológicos, climatéricos e geológicos, bem como
a factores sociais, poĺıticos e económicos. Estes factores levam à criação de modelos
espećıficos que descrevem a evolução ou a dinâmica de cada espécie ou população a
ser estudada.

Os modelos, para além de fazerem uma descrição simplificada ou abstrata da
realidade, também permitem fazer previsões. Por serem uma simplificação ou abs-
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tração da realidade, os modelos incluem parâmetros que quantificam algumas das
caracteŕısticas do fenómeno. É muito importante manter um eqúılibrio entre a
simplicidade que se pretende ter num modelo e o detalhe com que ele descreve a
realidade. Assim, ao acrescentar parâmetros que descrevam com maior detalhe a si-
tuação, tornando o modelo mais complexo, deve haver a preocupação de não perder
a essência dos modelos, mantendo-os percept́ıveis.

Os primeiros modelos aplicados à dinâmica de populações foram o de Malthus
(1798), usado para prever o crescimento populacional de peixes, e o de crescimento
loǵıstico de Verhulst (1828), um modelo muito estudado no século XX. Um outro
modelo muito importante que surgiu no ińıcio do século XX foi o modelo de predador-
presa de Lotka-Volterra (1925). Em 1934, Gause usou estes modelos como hipótese
nos seus trabalhos de laboratório. Em 1969 Odum atribuiu 24 caracteŕısticas quan-
tificáveis aos ecossistemas que permitem comparar os estágios de maturidade das
espécies [13].

Neste trabalho faremos o estudo de alguns modelos ecológicos unidimensionais
clássicos como o de Beverton-Holt (1975), Ricker (1954), Maynard Smith-Slatkin
(1973) e Hassel (1975). Vamos derivar estes modelos de um ponto de vista biológico
e estudaremos o comportamento assintótico dos mesmos. Utilizaremos ainda alguns
destes modelos para construir outros que incluam o efeito da captura na dinâmica.
Para os modelos de captura obtidos, estaremos particularmente interessados em
discutir um efeito matemático aparentemente paradoxal: o efeito de Hidra.

Este trabalho tem quatro caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo apresentam-se algumas
definições e teoremas que servem de base para o estudo da estabilidade assintótica
dos modelos apresentados. No segundo caṕıtulo são apresentados os modelos de
Beverton-Holt, Ricker, Maynard Smith-Slatkin e Hassel, sua derivação e o estudo do
comportamento assintótico. Serão ainda considerados modificações dos modelos de
Beverton-Holt e Ricker. No caṕıtulo seguinte, introduzem-se os modelos de captura
e discute-se o efeito de Hidra. Nos modelos de captura, a dinâmica será dada por
uma função que se obtém como composição de funções: uma das funções representa
a dinâmica da espécie sem captura e a outra representa a captura. Consideraremos
de seguida uma generalização destes modelos de captura: o modelo de Seno. Ainda
neste caṕıtulo, é derivado um novo modelo que é alternativo ao modelo de Seno com
função de Beverton-Holt. Por fim, no último caṕıtulo faz-se a descrição de alguns
aspectos que foram considerados na preparação de uma apresentação relacionada
com modelos discretos em Biomatemática, realizada no âmbito da Academia Júnior
de Ciências.
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Caṕıtulo 1

Equações às diferenças escalares

Neste caṕıtulo vamos apresentar as definições e resultados que utilizaremos no estudo
das equações que surgem nos modelos que discutiremos.

1.1 Definições

Começamos por introduzir o conceito de equação às diferenças, bem como algumas
definições relacionadas.

Definição 1.1.1. Designaremos por equação às diferenças de primeira ordem uma
equação da forma

xn+1 = f(n, xn), (1.1)

onde f é uma dada função. Se f for da forma f(n, x) = g(x) (ou seja, f não depende
explicitamente de n), dizemos que a equação é autónoma. Caso contrário a equação
diz-se não-autónoma.

Definição 1.1.2. Uma equação às diferenças de primeira ordem diz-se linear se é uma
equação da forma xn+1 = anxn + bn (ou seja, f(n, x) = anx+ bn), onde (an) e (bn)
são sucessões de números reais. Uma equação que não é linear diz-se não linear. Se
existem a, b ∈ R tais que an = a e bn = b para todo o n ∈ N, obtemos uma equação
da forma xn+1 = axn + b que se diz equação linear autónoma. Se bn = 0 obtemos a
equação xn+1 = anxn que se designa por equação linear homogénea e se bn 6= 0 para
algum n a equação xn+1 = anxn + bn diz-se linear não homogénea.

Neste trabalho vamos considerar apenas equações às diferenças de primeira or-
dem autónomas. Mais concretamente, dado X ⊆ R e uma função f : X → X ,
consideraremos equações às diferenças autónomas:

xn+1 = f(xn). (1.2)

Estas equações podem ser interpretadas como ferramentas que nos permitem estudar
a evolução dos estados de um sistema por aplicação sucessiva de uma lei, dada pela
função f que permanece imutável ao longo do tempo (o qual é discreto e identificado
com N0). Mais concretamente, dado um estado inicial do sistema, x0 ∈ X , podemos
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obter os estados restantes aplicando f sucessivamente:

x1 = f(x0)

x2 = f(x1) = f(f(x0)) = f 2(x0)

x3 = f(x2) = f(f(x1)) = f(f(f(x0))) = f 3(x0)

...
...

...

xk = f(xk−1) = f(f(· · ·f(x0) · · · )) = fk(x0)

...
...

...

,

onde se usa a notação fk = f ◦ f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

.

k vezes
Muitas vezes, no que se segue, designaremos uma sequência (xn)n∈N0 simples-

mente por (xn). Tal não causa confusão pois no nosso contexto o primeiro termo
será sempre x0, isto é começará sempre no tempo n = 0.

Definição 1.1.3. Uma sucessão (xn), diz-se solução de uma equação às diferenças se,
para todos os valores de n, xn satisfaz a equação.

Definição 1.1.4. Designa-se por solução geral de uma equação às diferenças de ordem
1, a famı́lia de todas as soluções (xn) da equação.

A solução geral de uma equação às diferenças linear de ordem 1 depende de uma
constante arbitrária C. Para obter, a partir da solução geral, uma solução particular,
basta determinar o valor da constante C, o que pode ser conseguido explicitando o
valor da solução particular num determinado ponto. Quando explicitamos o valor
da solução no ponto inicial dizemos que temos uma condição inicial.

Definição 1.1.5. Fixada uma equação às diferenças autónoma (1.2), o conjunto de
todas as iterações positivas de f num ponto x0, {f

n(x0) : n > 0}, diz-se a órbita
positiva de x0 e denota-se por O+(x0). Quando f é invert́ıvel, podemos ainda
definir a órbita negativa de x0 por O−(x0) = {fn(x0) : n 6 0} e a órbita de x0 por
O(x0) = O+(x0) ∪O−(x0).

Nas equações às diferenças (1.1), em particular nas equações autónomas (1.2), os
pontos fixos da função f são fundamentais uma vez que estão associados às soluções
constantes da equação.

Definição 1.1.6. Diz-se que um ponto xp ∈ X é um ponto fixo da função f : X → X
se f(xp) = xp.

Note-se que, se xp é um ponto fixo da função f em (1.2), então, para todo o
k ∈ N,

fk(xp) = fk−1(f(xp)) = fk−1(xp) = · · · = xp.

Assim, se xp ∈ X é um ponto fixo da função f em (1.2), a órbita positiva de
xp é O+(xp) = {xp}. Um ponto fixo de f , xp, diz-se um ponto de equiĺıbrio da
equação (1.2).

Definição 1.1.7. Dado m ∈ N, a órbita positiva de x0 diz-se periódica de peŕıodo m
(ou um ciclo de peŕıodo m) se fm(x0) = x0.

4
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Deste modo, uma solução associada a uma órbita periódica de peŕıodo k repete-se
a cada intervalo de tempo de comprimento k:

x0, x1, x2, . . . , xk−1, x0, x1, x2, . . . , xk−1, x0, x1, x2, . . . .

Por outras palavras, se x0 é um ponto periódico de peŕıodo k então a sua órbita
positiva é o conjunto O+(x0) = {x0, x1, ..., xk−1}.

Definição 1.1.8. Dado m ∈ N, a órbita positiva de x0 diz-se eventualmente periódica
de peŕıodo m (ou um ciclo eventual de peŕıodo m) se existe k ∈ N0 tal que f

m(xk) =
xk.

Um ponto eventualmente periódico de peŕıodo m, x0, pode não ser periódico mas
existe k ∈ N0 tal que fk(x0) = y0 é um ponto periódico de peŕıodo m:

x0, x1, . . . , xk−1, y0, y1, . . . , ym−1, y0, y1, . . . , ym−1, . . . , y0, y1, ..., ym−1, . . . .

Na situação acima, a órbita positiva de x0 é

O+(x0) = {x0, x1, ..., xk−1, y0, y1, ..., ym−1}

e fk(x0) = y0 é um ponto periódico de peŕıodo m:

y0, y1, . . . , ym−1, y0, y1, . . . , ym−1, . . . , y0, y1, ..., ym−1, . . . .

1.2 Estabilidade de Lyapunov e estabilidade assintótica

Nesta secção, vamos agora apresentar os conceitos de estabilidade mais usados no
estudo das equações às diferenças autónomas e os resultados que nos servirão de base
para o estudo da estabilidade dos modelos que consideraremos nas secções seguintes.

Definição 1.2.1. Um ponto de equiĺıbrio xp da equação (1.2) diz-se:

a) Estável se para todo o ε > 0 existe δ > 0 tal que, para toda a condição inicial x0

e para todo o n ∈ N,

|x0 − xp| < δ ⇒ |fn(x0)− xp| < ε.

b) Semi-estável à direita se para todo o ε > 0 existe δ > 0 tal que, para toda a
condição inicial x0 temos, para todo o n ∈ N,

0 < x0 − xp < δ ⇒ |fn(x0)− xp| < ε.

c) Semi-estável à esquerda se para todo o ε > 0 existe δ > 0 tal que, para toda a
condição inicial x0 temos, para todo o n ∈ N,

−δ < x0 − xp < 0 ⇒ |fn(x0)− xp| < ε.

d) Instável se existe ε > 0 tal que para todo o δ > 0, existe uma condição inicial x0

e n ∈ N, tal que |x0 − xp| < δ e |fn(x0)− xp| > ε.

5
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e) Atractor se existe η > 0 tal que, para toda a condição inicial x0 temos

|x0 − xp| < η ⇒ lim
n→∞

fn(x0) = xp.

f) Globalmente atractor em A se para toda a condição inicial x0 tal que x0 ∈ A
temos lim

n→∞

fn(x0) = xp.

g) Assintoticamente estável se for estável e atrator.

h) Globalmente assintoticamente estável em A se for estável e globalmente atrator
em A.

Se f está definida num intervalo [a, b] e a é ponto fixo semi-estável à direita
então é ponto fixo estável. De igual modo, se f está definida num intervalo [a, b] e
b é ponto fixo semi-estável à esquerda então é ponto fixo estável.

De seguida apresentamos dois resultados fundamentais para a análise da esta-
bilidade local de pontos fixos. No primeiro caso consideramos a situação em que
|f ′(x∗)| 6= 1, situação em que o ponto fixo se designa por ponto fixo hiperbólico.

Teorema 1.2.2. Seja f : [a, b] → [a, b] e x∗ um ponto de equiĺıbrio da equação
xn+1 = f(xn). Seja ainda f diferenciável em [a, b] com f ′ cont́ınua em x∗. Temos:

a) se |f ′(x∗)| < 1 então x∗ é assintoticamente estável;

b) se |f ′(x∗)| > 1, tem-se que x∗ é instável.

Demonstração. Suponhamos que |f ′(x∗)| < 1 e seja C > 0 tal que |f ′(x∗)| < C < 1.
Como f ′ é cont́ınua em x∗, para todo o ε > 0, existe δ > 0 tal que, para todo o
x ∈ [a, b] temos

|x− x∗| < δ ⇒ |f ′(x)− f ′(x∗)| < ε,

ou seja,
x ∈ ]x∗ − δ, x∗ + δ[ ⇒ f ′(x) ∈ ]f ′(x∗)− ε, f ′(x∗) + ε[.

Deste modo

−C − ε < f ′(x∗)− ε < f ′(x) < f ′(x∗) + ε < C + ε.

Concluimos que se f é continuamente diferenciável em x∗ existem δ > 0 e M ∈ ]0, 1[
(podemos tomar M = C + ε) tal que

|f ′(x)| < M < 1 para todo o x ∈ ]x∗ − δ, x∗ + δ[.

Por outro lado, como f é diferenciável em ]x∗ − δ, x∗ + δ[, pelo teorema de
Lagrange, existe um c ∈]x∗ − δ, x∗ + δ[ tal que

|f(x)− f(x∗)| = |f ′(c)||x− x∗| ≤ M |x− x∗| (1.3)

Seja agora x0 ∈]x
∗ − δ, x∗ + δ[ e (xn) a solução correspondente à condição inicial

x0. De acordo com (1.3), temos

|x1 − x∗| = |f(x0)− f(x∗)| ≤ M |x0 − x∗| < |x0 − x∗|.

6
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Conclui-se que x1 ∈ ]x∗ − δ, x∗ + δ[ e consequentemente

|x2 − x∗| = |f(x1)− f(x∗)| ≤ M |x1 − x∗| ≤ M2|x0 − x∗| ≤ |x0 − x∗|.

Deste modo x2 ∈ ]x∗ − δ, x∗ + δ[. Procedendo por indução, concluimos que xn−1 ∈
]x∗ − δ, x∗ + δ[ e

|xn − x∗| ≤ Mn|x0 − x∗|, (1.4)

para todo o n ∈ N. Seja ε > 0 e tomemos δ = ε. Tem-se que, se |x0 − x∗| < δ = ε
então, por (1.4), obtemos

|xn − x∗| ≤ Mn|x0 − x∗| ≤ |x0 − x∗| < δ = ε.

Logo x∗ é estável. Por outro lado, ainda por (1.4), temos

lim
n→+∞

|xn − x∗| ≤ lim
n→+∞

Mn|x0 − x∗| = 0.

Como

lim
n→+∞

|xn−x∗| = 0 ⇔ lim
n→+∞

(xn−x∗) = 0 ⇔ lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

x∗ ⇔ lim
n→+∞

xn = x∗

chegamos à conclusão de que x∗ é atrator. Sendo atrator e estável, concluimos que
é assintoticamente estável. Obtemos a).

Suponhamos agora que |f ′(x∗)| > 1. Temos as possibilidades f ′(x∗) > 1 ou
f ′(x∗) < −1. Seja C > 1 tal que f ′(x∗) > C > 1 ou f ′(x∗) < −C < −1. Como f é
continuamente diferenciável em x∗, temos que f ′ é cont́ınua em x∗ e logo, para todo
o ε > 0, existe δ > 0 tal que, para todo o x ∈ [a, b], temos

|x− x∗| < δ ⇒ |f ′(x)− f ′(x∗)| < ε

e deste modo

f ′(x) > f ′(x∗)− ε > C − ε ou f ′(x) < f ′(x∗) + ε < −C + ε.

Concluimos que, se f é continuamente diferenciável em x∗, existem δ > 0 e M > 1
(podemos tomar M = C − ε) tal que

|f ′(x)| > M > 1 para todo o x ∈ ]x∗ − δ, x∗ + δ[. (1.5)

Seja x0 ∈]x
∗−δ, x∗+δ[. Como f é cont́ınua, de acordo com (1.5) e com o teorema

de Lagrange, existe um c ∈]x∗ − δ, x∗ + δ[, tal que

|x1 − x∗| = |f(x0)− f(x∗)| = |f ′(c)||x0 − x∗| > M |x0 − x∗| > |x0 − x∗|.

de modo análogo se x1 ∈]x
∗ − δ, x∗ + δ[, temos

|x2 − x∗| > M |x1 − x∗| > M2|x0 − x∗| > |x0 − x∗|,

e, de um modo geral, se xn−1, ..., x1 ∈]x∗ − δ, x∗ + δ[, então

|xn − x∗| > Mn|x0 − x∗|.

Assim, como lim
n→+∞

Mn = +∞, existe m ∈ N tal que xm não pertence ao intervalo

]x∗ − δ, x∗ + δ[.
Então, se tomarmos ε = δ, dado δ > 0 e x0 ∈]x∗ − δ, x∗ + δ[ temos que existe

m ∈ N tal que xm não pertence ao intervalo ]x∗ − δ, x∗ + δ[. Logo x∗ é instável.
Obtemos b).

7
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O Teorema seguinte permite concluir sobre a estabilidade de um ponto fixo em
algumas situações em que a derivada é 1, desde que a função seja três vezes derivável
com terceira derivada cont́ınua.

Teorema 1.2.3. Seja f : [a, b] → [a, b] e x∗ um ponto de equiĺıbrio da equação
xn+1 = f(xn). Seja ainda f três vezes diferenciável em [a, b] com f ′′′ cont́ınua em
x∗. Se f ′(x∗) = 1, tem-se que

a) se x∗ ∈ ]a, b[ e f ′′(x∗) 6= 0 ou ainda x∗ = a e f ′′(x∗) > 0 ou x∗ = b e f ′′(x∗) < 0,
o ponto x∗ é instável; além disso, se f ′′(x∗) > 0, o ponto x∗ é semi-estável à
esquerda e se f ′′(x∗) < 0, o ponto x∗ é semi-estável à direita;

b) se f ′′(x∗) = 0 e f ′′′(x∗) > 0 então x∗ é instável;

c) se f ′′(x∗) = 0 e f ′′′(x∗) < 0 então x∗ é assintoticamente estável.

Demonstração. Seja x∗ ∈ ]a, b[ e sejam |f ′(x∗)| = 1 e f ′′(x∗) 6= 0. Se f ′′(x∗) < 0,
o gráfico tem a concavidade voltada para baixo e se f ′′(x∗) > 0, o gráfico tem a
concavidade voltada para cima. Suponhamos primeiro que f ′′(x∗) < 0. Como f ′′

é cont́ınua em x∗, para todo o ε > 0 suficientemente pequeno, se x ∈ ]x∗ − ε, x∗[,
então f ′(x) > 1. Seja M > 1 tal que f ′(x) ≥ M > 1 para todo o x ∈ ]x∗ − ε, x∗[.
Dado x0 ∈ ]x∗ − ε, x∗[, pelo teorema de Lagrange, existe c ∈ ]x∗ − ε, x∗[ tal que

x1 − x∗ = f(x0)− f(x∗) = f ′(c)(x0 − x∗) ≤ M(x0 − x∗) < x0 − x∗

(note que x0 − x∗ < 0). Se x1 ∈]x
∗ − ε, x∗[, então

x2 − x∗ ≤ M(x1 − x∗) ≤ M2(x0 − x∗) < x0 − x∗.

De um modo geral, se x1, . . . , xn−1 ∈ ]x∗ − ε, x∗[, então

xn − x∗ ≤ Mn(x0 − x∗),

para todo o n ∈ N . Assim, como lim
n→+∞

Mn = +∞, existe m ∈ N tal que xm < x∗−ε

e logo não pertence no intervalo ]x∗ − ε, x∗ + ε[. Assim x∗ é instável.
Supomos agora que f ′′(x∗) > 0. Tal como anteriormente, uma vez que f ′′ é

cont́ınua em x∗, para todo o ε > 0 suficientemente pequeno, se x ∈ ]x∗, x∗ + ε[,
então f ′(x) > 1. Seja M > 1 tal que f ′(x) ≥ M > 1 para todo o x ∈ ]x∗, x∗ + ε[.
Dado x0 ∈ ]x∗, x∗ + ε[, pelo teorema de Lagrange, existe c ∈ ]x∗, x∗ + ε[ tal que

x1 − x∗ = f(x0)− f(x∗) = f ′(c)(x0 − x∗) ≥ M(x0 − x∗) > x0 − x∗ > 0

Mais uma vez, se x1 ∈ ]x∗, x∗ + ε[, então x2 − x∗ ≥ M2(x0 − x∗) > x0 − x∗. De um
modo geral, se x1, . . . , xn−1 ∈ ]x∗, x∗ + ε[, então xn − x∗ ≥ Mn(x0 − x∗), para todo
o n ∈ N . Deste modo, como lim

n→+∞

Mn = +∞, existe m ∈ N tal que xm > x∗ + ε

e logo não pertence no intervalo ]x∗ − ε, x∗ + ε[. Mais uma vez concluimos que x∗

é instável. Obtemos a afirmação em a), relativa ao caso em que x∗ ∈ ]a, b[. As
restantes afirmações de a) recorrem a argumentos semelhantes aos da aĺınea a) do
Teorema 1.2.2.

Suponhamos agora que f ′′(x∗) = 0 e f ′′′(x∗) > 0. Usando a série de Taylor em
torno do ponto x∗, teremos

f(x) = f(x∗) + f ′(x∗)(x− x∗) + f ′′(x∗)
(x− x∗)2

2!
+ f ′′′(x∗)

(x− x∗)3

3!
+ r(x).
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Uma vez que f(x∗) = x∗, f ′(x∗) = 1 e f ′′(x∗) = 0, obtemos pela igualdade acima

f(x) = x+ f ′′′(x∗)
(x− x∗)3

3!
+ r(x). (1.6)

De acordo com (1.6), no intervalo ]x∗−ε, x∗[ temos f(x) < x e no intervalo ]x∗, x∗+ε[
temos f(x) > x. Basta agora notar que dado x0 ∈]x

∗ − ε, x∗[ temos

f(x0)− x∗ < x0 − x∗

e logo
|f(x0)− x∗| > |x0 − x∗|.

Concluimos que, se f(x0) ∈]x∗ − ε, x∗[, então está no intervalo ]x∗ − ε, x0]. Pelo
Teorema de Weierstrass, atendendo a que f é cont́ınua, concluimos que existe M > 1
tal que, se f(a) ∈ [x∗ − ε, x0], então

|f(a)− x∗| > M |a− x∗|.

Em particular, se f(x0) ∈ [x∗ − ε, x0], então

|f(x0)− x∗| > M |x0 − x∗|.

Notamos agora que, se f(x1) = f(f(x0)) ∈]x
∗ − ε, x∗[, então

|f(x1)− x∗| > M |x1 − x∗| = M |f(x0)− x∗| > M2|x0 − x∗|

e f(x1) ∈]x
∗−ε, x0]. Iterando o procedimento, concluimos que, se f(xk) ∈]x

∗−ε, x∗[,
então

|f(xk)− x∗| > Mk+1|x0 − x∗|

e f(xk) ∈ ]x∗ − ε, x0]. Como Mk → +∞ quando k → +∞, conclúımos que existe
k0 ∈ N tal que fk0(x0) ∈] − ∞, x∗ − ε[. Concluimos que x∗ é instável e temos b).
Note-se que, neste caso, teriamos concluido o mesmo se tivessemos considerado o
intervalo ]x∗, x∗ + ε[.

Suponhamos agora que f ′′(x∗) = 0 e f ′′′(x∗) < 0. Usando a série de Taylor em
torno do ponto x∗, obtemos de novo a igualdade (1.6), sendo agora f ′′′(x∗) < 0.
Assim, no intervalo ]x∗ − ε, x∗[ temos f(x) > x e no intervalo ]x∗, x∗ + ε[ temos
f(x) < x. Dado x0 ∈]x

∗ − ε, x∗[ temos

f(x0)− x∗ > x0 − x∗ ⇔ x∗ − f(x0) < x∗ − x0 = |x∗ − x0|

e dado x0 ∈]x
∗, x∗ + ε[ temos f(x0)− x∗ < x0 − x∗ = |x∗ − x0|. Logo

|x∗ − f(x0)| < |x∗ − x0|.

Pelo Teorema de Weierstrass, atendendo a que f é cont́ınua, concluimos que
existe M0 < 1 tal que |x∗ − f(x0)| < M0|x

∗ − x0| sempre que

x0 ∈ ]x∗ − ε, x∗ − ε/2[ ∪ ]x∗ + ε/2, x∗ + ε[

Argumentos semelhantes aos anteriores mostram que, ao fim de algum tempo,
um determinado ponto da órbita de x0 está no intervalo ]x∗−ε/2, x∗+ε/2[ e a partir
desse instante todos os pontos estão nesse intervalo. Procedendendo iterativamente,
concluimos que, para todo o n ∈ N existe um k ∈ N tal que, sendo (xn) a solução
com condição inicial x0, temos que xm ∈]x∗ − ε/n, x∗ + ε/n[ para todo o n > k. É
fácil verificar que isto permite concluir que temos c).

9
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Consideramos agora a estabilidade de um ponto fixo em algumas situações em
que a derivada é −1, desde que a função seja três vezes derivável com terceira
derivada cont́ınua.

Teorema 1.2.4. Seja f : [a, b] → [a, b] e x∗ um ponto de equiĺıbrio da equação
xn+1 = f(xn). Seja ainda f três vezes diferenciável em x∗ com f ′′′ cont́ınua em x∗.
Se f ′(x∗) = −1, tem-se que:

a) se −2f ′′′(x∗)− 3[f ′′(x∗)]2 < 0 então x∗ é assimptoticamente estável;

b) se −2f ′′′(x∗)− 3[f ′′(x∗)]2 > 0 então x∗ é instável.

Demonstração. Seja f ′(x∗) = −1. Consideremos a equação xn+1 = f(f(xn)). Clara-
mente, x∗ é um ponto de equiĺıbrio desta equação, uma vez que f(f(x∗)) = f(x∗) =
x∗. Além disso, é imediato que se x∗ for assimptoticamente estável para a equação
anterior também o é para a equação xn+1 = f(xn). Identicamente, se for instável
para xn+1 = f(f(xn)) então também é instável para xn+1 = f(xn).

Vamos então recorrer ao Teorema 1.2.3 para estudar a estabilidade do ponto fixo
x∗ da equação xn+1 = f(f(xn)). Temos

(f ◦ f)′(x) = f ′(f(x))f ′(x) ⇒ (f ◦ f)′(x∗) = f ′(x∗)f ′(x∗) = (−1)2 = 1.

Por outro lado

(f ◦ f)′′(x) = (f ′(f(x))f ′(x))′ = f ′′(f(x))(f ′(x))2 + f ′(f(x))f ′′(x)

e logo

(f ◦ f)′′(x∗) = f ′′(x∗)(f ′(x∗))2 + f ′(x∗)f ′′(x∗) = f ′′(x∗)(−1)2 − f ′′(x∗) = 0.

Temos ainda

(f ◦ f)′′′(x) = (f ′′(f(x))(f ′(x))2 + f ′(f(x))f ′′(x))′

= f ′′′(f(x))(f ′(x))3 + 2f ′′(f(x))f ′(x)f ′′(x) + f ′′(f(x))f ′(x)f ′′(x) + f ′(f(x))f ′′′(x)

= f ′′′(f(x))(f ′(x))3 + 3f ′′(f(x))f ′(x)f ′′(x) + f ′(f(x))f ′′′(x)

e portanto

(f ◦ f)′′′(x∗) = f ′′′(x∗)(f ′(x∗))3 + 3[f ′′(x∗)]2f ′(x∗) + f ′(x∗)f ′′′(x∗)

= f ′′′(x∗)(−1)3 + 3[f ′′(x∗)]2(−1) + (−1)f ′′′(x∗)

= −2f ′′′(x∗)− 3[f ′′(x∗)]2.

Deste modo, se −2f ′′′(x∗)− 3[f ′′(x∗)]2 > 0, concluimos de b) no Teorema 1.2.3 que
o ponto de equiĺıbro x∗ é instável e, se −2f ′′′(x∗)− 3[f ′′(x∗)]2 < 0, concluimos de c)
no Teorema 1.2.3 que o ponto de equiĺıbro x∗ é assintoticamente estável.

Para se fazer o estudo da estabilidade local dos modelos que posteriormente serão
apresentados, necessitaremos do seguinte teorema que se encontra em [12].

Teorema 1.2.5 (Teorema 9.7 de [12]). Dada uma função f :]0,+∞[→]0,+∞[, consi-
deremos a equação xn+1 = f(xn) e suponhamos que:

a) f é continua;

10
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b) f e f 2 têm no máximo um ponto fixo;

c) x 7→ f(x)/x é estritamente decrescente.

Então, verificam-se as seguintes afirmações:

1) se lim
x→+∞

f(x)

x
≥ 1 todas as soluções da equação convergem para ∞;

2) se lim
x→0+

f(x)

x
≤ 1 todas as soluções da equação convergem para zero;

3) se lim
x→+∞

f(x)

x
< 1 < lim

x→0+

f(x)

x
, existe um único ponto fixo de f que é global-

mente atractor.
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Caṕıtulo 2

Modelos de crescimento populacional

Neste caṕıtulo, serão derivados, a partir de pressupostos biológicos, e estudados
alguns modelos discretos da dinâmica das populações. Estes modelos descrevem
a evolução no tempo do número de indiv́ıduos de uma população sob o efeito da
mortalidade e natalidade.

Muitas vezes um determinado modelo matemático pode descrever diferentes si-
tuações biológicas. Ainda que o fenómeno biológico descrito seja o mesmo, muitas
vezes é possivel chegar às equações de várias formas distintas. Por isso, para alguns
dos modelos, são apresentadas derivações distintas que podem ou não corresponder
a situações biológicas distintas. O estudo matemático dos modelos obtidos centra-se
na discussão do comportamento assintótico das soluções, recorrendo aos resultados
estudados no Caṕıtulo 1.

2.1 Modelo de Beverton-Holt

Começamos a análise dos vários modelos populacionais com o modelo de Beverton-
Holt. Este modelo foi proposto em 1957 por Raymond Beverton e Sydney Holt,
dois biólogos pioneiros em estudos relacionados com gestão das pescas, no livro [2],
escrito entre os anos 1947 e 1953, e é adequado para descrever a evolução do número
de individuos em populações de peixes que se reproduzem uma única vez ao longo
do seu ciclo de vida. Como exemplo de uma tal especie de peixe podemos citar o
salmão do paćıfico (salmo salar) [10], espécie amplamente estudada por Beverton e
Holt. Algumas das caracteŕısticas do salmão do paćıfico, em particular o facto das
sucessivas gerações de salmões não se sobreporem, sendo o tamanho de cada nova
geração uma função do tamanho da geração anterior, fazem com que o modelo de
Beverton-Holt se adapte especialmente bem à dinâmica associada a esta espécie [10].

O modelo de Berverton-Holt constitui um exemplo de um modelo de stock e
recrutamento. O stock corresponde à fracção da população no seio da qual a re-
produção ocorre (S) e o conjunto dos recrutas (os que passaram pelo processo de
recrutamento) à fração da população que atingiu uma certa idade ou tamanho (R).
Os modelos de stock e recrutamento podem ser classificados em modelos indepen-
dentes da densidade, quando R/S é constante e dependentes da densidade caso
contrário. No caso em que R/S depende da densidade, costumam particularizar-se
os casos dos modelos compensatórios em que R/S diminui apenas para valores ele-
vados de S, dos modelos sobrecompensatórios em que R/S diminui com o aumento
de S e dos modelos depensatórios em que R/S diminui quando S cai abaixo de
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certo ńıvel (fenómeno conhecido na literatura como efeito de Allee). Os vários tipos
de modelos referidos anteriormente são adequados para descrever situações diver-
sas. Por exemplo, os modelos sobrecompensatórios são adequados para descrever
situações em que epidemias surgem na população em consequência de uma elevada
densidade populacional.

No caso do salmão do paćıfico, o recrutamento depende da densidade da po-
pulação que se tem de confrontar com recursos escassos. Um modelo para descrever
a evolução desta população deve ainda ter em conta que a competição juvenil leva a
uma taxa de mortalidade que depende em cada momento do número de peixes e em
que os predadores estão sempre presentes. O modelo de Beverton-Holt é apropriado
neste caso se houver um limite à disponibilidade de alimento (ou espaço) ou se os
predadores puderem reagir a mudanças na disponibilidade de presas [10].

Existe uma vasta literatura onde o modelo de Beverton-Holt tem sido utilizado
para modelar a evolução de populações. A t́ıtulo de exemplo, referimos um estudo
de 2007, publicado na Revista Brasileira de Zoologia [8] onde o modelo de Beverton-
Holt foi usado para descrever a evolução de quatro espécies de grandes bagres da
bacia do rio Cutabá, Pantanal: o Barbado, o Cachara, o Jaú e o Pintado. Com base
no modelo de Beverton-Holt foi posśıvel estimar o rendimento potencial do stock
em função da mortalidade por pesca e da primeira captura. Verificou-se no estudo
referido que havia sobrepesca destas espécies no rio Cutabá.

Nesta secção consideraremos duas derivações distintas do modelo de Beverton-
Holt, as quais correspondem a hipóteses distintas sobre a população. Tal como
noutros modelos que se estudam nas secções seguintes, em ambas as derivações se
assume que a reprodução acontece instantaneamente no fim de cada peŕıodo. Na
primeira derivação vemos a população entre peŕıodos reprodutivos como um grupo
homogéneo sujeito a uma determinada mortalidade e assumimos que, da população
que chega ao peŕıodo reprodutivo dando origem a descendentes, uma determinada
fração sobrevive a esse peŕıodo. Na outra derivação dividimos a população nos
adultos e nos juvenis e assumimos que os adultos atacam outros adultos, sendo a
mortalidade entre peŕıodos reprodutivos uma consequência disso. Assumimos ainda
que todos os adultos morrem após o peŕıodo reprodutivo. A primeira derivação
considerada baseia-se em [12] e a segunda em [4].

2.1.1 Derivação do modelo - versão I

Para deduzirmos o modelo de Beverton-Holt, vamos considerar a evolução de uma
dada polulação ao longo de um ano, mais concretamente, consideraremos a evolução
entre o n-ésimo ano e o (n + 1)-ésimo ano, para um determinado n ∈ N. Consi-
deramos que no peŕıodo ]n, n + 1[, a população está sujeita apenas à mortalidade
(que está diretamente relacionada com a densidade da população) e que, instan-
taneamente quando t = n + 1, acontece a reprodução. Assume-se que a evolução
da população sujeita apenas à mortalidade é dada por uma equação diferencial da
forma

N ′ = −µ(N)N, (2.1)

onde N designa o número de indiv́ıduos da população.
Para que a equação (2.1) possa descrever a evolução de uma população sujeita

apenas à mortalidade, é necessário que se verifiquem as seguintes condições:

C1) se N(t0) ≥ 0 então N(t) ≥ 0 para todo o t ≥ t0;
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C2) t 7→ N(t) é decrescente em t;

C3) lim
t→∞

N(t) = 0.

Assumindo que µ(N) = µ0 +mN , para alguns µ0, m > 0, a equação (2.1) fica

N
′

= −(µ0 +mN)N.

Designando por xn o tamanho da população no ińıcio do peŕıodo [n, n + 1],
imediatamente após a reprodução, podemos determinar o número de indiv́ıduos da
população no final deste peŕıodo e imediatamente antes da reprodução. Basta para
isso resolver a equação diferencial

{

N
′

= −(µ0 +mN)N

N(n) = xn

(2.2)

e determinar N(n + 1).
No instante em que acontece a reprodução, a população N(n + 1) varia ins-

tantaneamente, havendo assim novos nascimentos com probabilidade de sobreviver,
bem como adultos que sobrevivem à época reprodutiva. Designando por p a pro-
babilidade de sobreviver à época reprodutiva per capita e por b o número médio
de descendentes viáveis per capita, conclúımos que a população no final do peŕıodo
[n, n+ 1], imediatamente a seguir à reprodução, é

xn+1 = (p+ b)N(n + 1). (2.3)

Para determinar xn+1, começamos por resolver a equação (2.2). Para tal, integrando
ambos os membros da equação diferencial, obtemos

−

∫ n+1

n

N ′(t)

(µ0 +mN(t))N(t)
dt =

∫ n+1

n

1 dt

e, fazendo a mudança de variável y = N(t) no membro esquerdo, obtemos

−

∫ N(n+1)

N(n)

1

(µ0 +my)y
dy = 1, (2.4)

uma vez que dy = N ′(t) dt.
Usando o método da primitização de funções racionais, sabemos que existem

constantes A,B ∈ R tais que

−

∫
1

(µ0 +my)y
dy = −

[∫
A

µ0 +my
dy +

∫
B

y
dy

]

. (2.5)

Uma vez que

Ay +B(µ0 +my) = 1 ⇔ Ay +Bmy +Bµ0 = 1

⇔ Bµ0 + y(A+mB) = 1

⇔

{

B = 1
µ0

A = −m
µ0
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obtemos, substituindo os valores de A e de B na equação (2.5),

−

[∫
A

µ0 +my
dy +

∫
B

y
dy

]

= −

∫ −m
µ0

µ0 +my
dy −

∫ 1
µ0

y
dy

=
1

µ0

∫
m

µ0 +my
dy −

1

µ0

∫
1

y
dy.

Segue de (2.4) que

1

µ0

[ln |u0 +my| − ln |y|]
N(n+1)
N(n) = 1

⇔
1

µ0
[ln |µ0 +mN(n + 1)| − ln |µ0 +mN(n)| − [ln |N(n+ 1)| − ln |N(n)|]] = 1

⇔
1

µ0

[

ln

∣
∣
∣
∣

µ0 +mN(n + 1)

µ0 +mN(n)

∣
∣
∣
∣
− ln

∣
∣
∣
∣

N(n + 1)

N(n)

∣
∣
∣
∣

]

= 1

⇔
1

µ0
ln

∣
∣
∣
∣

(µ0 +mN(n + 1))N(n)

(µ0 +mN(n))N(n + 1)

∣
∣
∣
∣
= 1

⇔ ln

∣
∣
∣
∣

(µ0 +mN(n + 1))N(n)

(µ0 +mN(n))N(n + 1)

∣
∣
∣
∣
= µ0

⇔
(µ0 +mN(n + 1))N(n)

(µ0 +mN(n))N(n + 1)
= eµ0 .

De acordo a equação acima, a população no instante correspondente a N(n+1)
é

N(n + 1) =
N(n)

eµ0 +m
µ0
(eµ0 −1)N(n)

.

Note-se que, se tivéssemos integrado a equação (2.2) no intervalo [0, s] em vez de
[0, 1], obteŕıamos

N(s) =
N(n)

eµ0s+m
µ0
(eµ0s −1)N(n)

e podeŕıamos concluir que as propriedades C1) a C3) se verificam. Da equação (2.3),
tem-se, relembrando que N(n) = xn e multiplicando ambos os membros da fracção
no lado direito por e−µ0 ,

xn+1 =
(p+ b)N(n)

eµ0 +m
µ0
(eµ0 −1)N(n)

=
e−µ0(p+ b)N(n)

1 + m
µ0
(1− e−µ0)N(n)

=
e−µ0(p+ b)xn

1 + m
µ0
(1− e−µ0)xn

.

Fazendo k = (p+ b) e−µ0 e c = m
µ0
(1− e−µ0), obtemos

xn+1 =
kxn

1 + cxn

. (2.6)

O modelo dado pela equação (2.6) com k, c > 0 é conhecido por modelo de Beverton-
Holt.
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2.1.2 Derivação do modelo - versão II

Vamos agora considerar uma derivação alternativa do modelo de Beverton-Holt. De-
signamos por u(t) a população adulta no instante t e por v(t) a população jovem
no instante t. Assumimos que os juvenis nascem no final de cada um dos peŕıodos
[n, n+1] e designamos por α o número médio de juvenis produzido por cada adulto.
Assumimos que os adultos atacam outros adultos com taxa constante e que, como
resultado de cada ataque, um dos adultos morre. Supomos que os adultos interagem
entre si com uma taxa proporcional a [u(t)]2, dada por γ[u(t)]2, e que a taxa de mor-
talidade instantânea em consequência dos ataques é dada por 1

2
γ[u(t)]2. Fazemos

ainda a suposição de que a variação da população em ]n, n + 1[ é consequência ex-
clusiva da mortalidade resultante dos ataques. Deste modo, a população de adultos
no final no ano n, imediatamente antes da reprodução, é dada por u(n+ 1), onde u
é solução da equação diferencial:

u′ = −
1

2
γu2, u(n) = xn. (2.7)

Atendendo a que a equação (2.7) é uma equação de variáveis separáveis, temos:

∫ n+1

n

u′(s)

[u(s)]2
ds = −

∫ n+1

n

1

2
γ ds ⇔ −

[
1

u(s)

]n+1

n

= −

[
1

2
γs

]n+1

n

⇔ u(n+ 1) =
1

γ/2 + 1/u(n)

⇔ u(n+ 1) =
1

γ/2 + 1/xn
=

xn

γxn/2 + 1
.

Atendendo à equação anterior, os juvenis que nascem no final do peŕıodo [n, n + 1]
são dados por

v(n+ 1) = αu(n+ 1) =
αxn

γxn/2 + 1
.

Supomos que no final do ano a população de adultos morre, restando apenas
uma fracção da população de juvenis. Essa população é dada por σv(n + 1), onde
σ denota a probabilidade de um juvenil sobreviver ao inverno. Assim, a população
no instante n+ 1 é dada por

xn+1 = σv(n+ 1) =
σαxn

γxn/2 + 1
.

Escrevendo k = σα e c = γ/2, obtemos de novo o modelo (2.6).

2.1.3 Comportamento assintótico

Nesta secção, vamos aplicar o Teorema 1.2.5 à equação de Beverton-Holt para estu-
dar o comportamento das soluções desta. Temos o resultado:

Teorema 2.1.1 (Modelo de Beverton-Holt). Temos uma das seguintes hipóteses:

1. se k ≤ 1, todas as soluções x(t) da equação (2.6) com x(0) = x0 > 0 convergem
para zero; isto é, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é globalmente atrator.
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2. se k > 1,existe um ponto de equiĺıbrio, x∗∗ = (k−1)/c, para o qual convergem
todas as soluções x(t) da equação (2.6) com x(0) = x0 > 0, isto é, o ponto de
equiĺıbrio x∗∗ = (k − 1)/c é globalmente atrator em ]0,+∞[.

Demonstração. Como vimos, a equação de Beverton-Holt pode ser escrita na forma

xn+1 = fBH(xn) com fBH(x) =
kx

1 + cx
. (2.8)

Vamos analisar as soluções da equação com estado inicial x0 > 0. Para tal,
assumimos que fBH :]0,+∞[→]0,+∞[ (note-se que quando x > 0 temos fBH(x) >
0). Note-se ainda que, se x0 = 0, a solução é xn = 0 para todo o n ∈ N (se
a população inicial não tem indiv́ıduos então não há nascimentos e a população
mantêm-se nula para sempre). Deste modo, o caso x0 = 0 é trivial.

A função fBH é uma função cont́ınua em ]0,+∞[, uma vez que é um quociente
de funções polinomiais. Assim, verifica-se a condição a) do Teorema 1.2.5.

Uma vez que

fBH(x
∗) = x∗ ⇔

kx∗

1 + cx∗
= x∗ ⇔

k

1 + cx∗
= 1 ⇔ x∗ =

k − 1

c

e que fBH está definida em ]0,+∞[, conclúımos que fBH tem um ponto fixo se k > 1
e não tem pontos fixos se k 6 1. De forma semelhante, atendendo a que

f 2
BH(x

∗) = fBH(fBH(x
∗)) = fBH

(
kx∗

1 + cx∗

)

=
k( kx∗

1+cx∗
)

1 + c( kx∗

1+cx∗
)
=

k2x∗

1 + cx∗ + ckx∗
,

conclúımos que

f 2
BH(x

∗) = x∗ ⇔
k2x∗

1 + cx∗ + ckx∗
= x∗ ⇔ k2 = 1+cx∗+ckx∗ ⇔ x∗ =

k2 − 1

c(1 + k)
=

k − 1

c
.

Tem-se mais uma vez que f 2
BH tem um ponto fixo se k > 1 e não tem pontos fixos

se k ≤ 1. Deste modo temos a condição b) do Teorema 1.2.5.
Uma vez que

fBH(x)

x
=

kx

x(1 + cx)
=

k

1 + cx
,

que fBH é uma função diferenciável em ]0,+∞[ (por ser quociente de funções poli-
nomiais que são funções diferenciáveis) e que

(
fBH(x)

x

)
′

=

(
k

1 + cx

)
′

= −
ck

(1 + cx)2
< 0,

para todo o x ∈]0,+∞[, conclúımos que a função x 7→ fBH(x)/x é estritamente
decrescente. Temos a condição c) do Teorema 1.2.5.

Uma vez que

lim
x→0+

fBH(x)

x
= lim

x→0+

k

1 + cx
= k > 0 e que lim

x→+∞

fBH(x)

x
= lim

x→+∞

k

1 + cx
= 0,

conclui-se que

lim
x→0+

fBH(x)

x
> lim

x→+∞

fBH(x)

x
.

De acordo com o Teorema 1.2.5, se 0 < k 6 1 estamos na situação 2) e se k > 1
estamos na situação 3). Obtemos assim o resultado.
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Temos o seguinte resultado relativo à estabilidade local.

Teorema 2.1.2 (Modelo de Beverton-Holt). Temos o seguinte para o modelo (2.6):

1. se 0 < k 6 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintoticamente estável e, se
k > 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é instável;

2. se k > 1 o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = (k − 1)/c é assintoticamente estável.

Demonstração. Utilizaremos nesta demonstração a extensão por continuidade de
fBH a [0,+∞[, continuando a designar esta nova função por fBH . Uma vez que
f ′

BH(x) = k/(1 + cx)2, conclúımos que f ′

BH(0) = k e logo o ponto de equiĺıbrio
x∗ = 0 é assintoticamente estável se 0 < k < 1 e instável se k > 1, de acordo com o
Teorema 1.2.2. Além disso, como f ′

BH((k − 1)/c) = 1/k < 1 se k > 1, pelo mesmo
teorema conclúımos que o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = (k − 1)/c é assintoticamente
estável se k > 1. Se k = 1 temos f ′(0) = 1 e, uma vez que f ′′

BH(0) = −2ck < 0,
conclúımos que x∗ = 0 é semiestável à direita, o que neste caso mostra que é estável,
de acordo com o Teorema 1.2.3.

Juntando os resultados anteriores obtemos o Corolário.

Corolário 2.1.3 (Modelo de Beverton-Holt). Temos o seguinte para o modelo (2.6):

1. se 0 < k 6 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é globalmente assintoticamente
estável e se k > 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é instável;

2. se k > 1 o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = (k − 1)/c é globalmente assintoticamente
estável em ]0,+∞[.

Demonstração. Basta verificar que nas situações em que o Teorema 2.1.2 nos garante
estabilidade assintótica, pelo Teorema 2.1.1 temos atratividade global.

A figura seguinte ilustra o resultado do Corolário 2.1.3. Na figura da esquerda
temos k = 0, 5 < 1 e o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é globalmente assintoticamente
estável e na figura da direita temos k = 2 > 1 e o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = 1 é
globalmente assintoticamente estável em ]0,+∞[.

Nestes gráficos tal como nos gráficos relativos aos modelos que apresentamos
noutras secções deste caṕıtulo, serão reprentados não só os pontos associados às
soluções mas também segmentos que unem esses pontos, com o objectivo de tornar
a figura mais clara.

Figura 2.1: Beverton-Holt: c = 1, k = 0, 5 (esquerda) c = 1, k = 2 (direita)
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2.2 Modelo de Beverton-Holt generalizado

Existem muitos modelos que generalizam o modelo de Beverton-Holt, entre os quais
a famı́lia de modelos conhecidos como modelos de Beverton-Holt generalizados.
Nesta secção obteremos a referida generalização com recurso à derivação feita em [4].

2.2.1 Derivação do modelo

Como já se considerou na derivação do modelo de Beverton-Holt, na secção 2.1, con-
tinuamos a designar por u(t) a população adulta no instante t e por v(t) a população
jovem no instante t. Ao contrário do modelo de Beverton-Holt, aqui assumimos que
a natalidade ocorre de forma homogénea ao longo do ano. Designamos por α a taxa
de natalidade. Assumimos que os adultos atacam outros adultos com uma taxa
constante γ e que, como resultado de cada ataque, um dos adultos morre, mais con-
cretamente supomos que os adultos interagem entre si com uma taxa proporcional
a [u(t)]2, dada por γ[u(t)]2: a taxa de mortalidade instantânea em consequência
dos ataques é dada por 1

2
γ[u(t)]2. Supomos que a variação dos jovens é dada pelos

ataques entre adultos e jovens com uma taxa constante β[u(t)v(t)] e que no final
do peŕıodo uma parcela dos juvenis morre (assume-se por exemplo que o final do
peŕıodo coincide com o inverno), sendo σ a probabilidade de um juvenil sobreviver ao
inverno. Assumimos ainda que a variação da população em ]n, n+1[ é consequência
exclusiva da mortalidade resultante dos ataques e que os adultos não sobrevivem ao
inverno. Assim, a população no final do peŕıodo é dada pelos jovens que sobrevivem
aos ataques.

A dinâmica da população no ano n é assim dada pelo seguinte sistema de
equações diferenciais:

{

u′ = −1
2
γu2, u(n) = xn

v′ = −βuv + αu, v(n) = 0
. (2.9)

Para se saber a variação da população adulta, temos de resolver a seguinte equação
diferencial:

du

dt
= −

1

2
γu2 ⇔

du

u2
= −

1

2
γdt.

Integrando entre n e t, obtemos

∫ u(t)

u(n)

ds

s2
= −

1

2
γ

∫ t

n

1ds ⇔

[
1

s

]u(t)

u(n)

=
1

2
γ[s]tn ⇔

1

u(t)
−

1

xn
=

γ

2
(t− n).

Resolvendo em ordem a u(t) obtemos

u(t) =
xn

1
2
γxn(t− n) + 1

⇒ u(n+ 1) =
xn

1
2
γxn + 1

.

De seguida, obteremos a variação da população jovem. Para tal, teremos de
considerar a seguinte equação

dv

dt
= −βuv + αu ⇔

dv

dt
= u(−βv + α). (2.10)
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Substituindo em (2.10) a população adulta e separando as variáveis teremos

dv

dt
=

xn
γxn

2
(t− n) + 1

(−βv + α) ⇔
dv

−βv + α
=

xn
γxn

2
(t− n) + 1

dt.

Integrando de n a n+ 1, obtemos

∫ n+1

n

dv

−βv + α
=

∫ n+1

n

xn
γxn

2
(t− n) + 1

dt

⇔ −

[
1

β
ln(−βv + α)

]n+1

n

=
2

γ

[

ln
(γxn

2
(t− n) + 1

)]n+1

n
.

Notando que v(n) = 0 obtemos

−

[
1

β
ln(−βv(s) + α)

]n+1

n

=
2

γ

[

ln
(γxn

2
(t− n) + 1

)]n+1

n

⇔ −
1

β
[ln(−βv(n+ 1) + α)− ln(−βv(n) + α)] =

2

γ
ln
(γxn

2
+ 1
)

⇔ −
1

β
ln

(

1−
βv(n+ 1)

α

)

=
2

γ
ln
(γxn

2
+ 1
)

⇔ ln

(

1−
βv(n+ 1)

α

)

= −
2β

γ
ln
(γxn

2
+ 1
)

⇔ 1−
βv(n+ 1)

α
=
(γxn

2
+ 1
)
−

2β
γ

⇔ v(n+ 1) =
α

β

(

1−
(γxn

2
+ 1
)
−

2β
γ

)

.

Uma vez que xn+1 = σv(n + 1), fazendo a = σα
β
, b = 1

2
γ e d = 2β

γ
obtemos a

relação entre a população no ano n e no ano n+ 1:

xn+1 = a

(

1−
1

(bxn + 1)d

)

. (2.11)

O modelo acima, com a, b, d > 0, designa-se por modelo de Beverton-Holt generali-
zado. Fazendo d = 1 obtem-se o modelo de Beverton-Holt considerado na secção 2.1,
com k = ab e c = b.

2.2.2 Comportamento assintótico

Temos o seguinte resultado parcial relativo à estabilidade local do modelo de Beverton-
Holt generalizado.

Teorema 2.2.1 (Modelo de Beverton-Holt generalizado). Temos o seguinte relativa-
mente ao modelo (2.11): se 0 < abd 6 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintotica-
mente estável e se abd > 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é instável.

Demonstração. Seja fBHG : [0,+∞[→ R a função dada por

fBHG(x) = a
(
1− 1/(bx+ 1)d

)
.
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Temos f ′

BHG(x) = abd(bx + 1)−(d+1) e logo conclúımos que f ′

BH(0) = abd e logo o
ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintoticamente estável se 0 < abd < 1 e instável
se abd > 1, de acordo com o Teorema 1.2.2. Uma vez, quando abd = 1, temos
f ′′

BH(0) = −abd(d + 1)b < 0, conclúımos que neste caso temos semiestabilidade à
direita do ponto de equiĺıbrio x∗ = 0, de acordo com o Teorema 1.2.3 e atendendo a
que fBHG está definida no intervalo [0,+∞[, isto é equivalente à estabilidade.

A figura seguinte ilustra o resultado do Teorema 2.2.1. Na figura da esquerda
temos abd = 0, 14 < 1 e o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintoticamente estável
e na figura da direita temos abd = 2, 55 > 1 e o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 fica
instável. Aparentemente no gráfico da direita, temos um ponto de equiĺıbrio x∗∗ que
é assintoticamente estável.

Figura 2.2: Beverton-Holt Generalizado: a = 0, 4, b = 0, 5, d = 0, 7 (esquerda)
a = 1, b = 1, 5, d = 1, 7 (direita)

2.3 Modelo de Ricker

Voltamos agora a nossa atenção para um dos modelos fundamentais da dinâmica
das populações: o modelo de Ricker. O modelo de Ricker foi proposto em 1954 por
William Edwin (Bill) Ricker, um dos biólogos que primeiro se dedicaram ao estudo
dos modelos populacionais relacionados com a gestão das pescas. Este modelo foi
introduzido por Ricker num famoso artigo sobre stock e recrutamento [11].

Nesse artigo Ricker introduziu a famosa curva de Ricker, a qual permite estimar
o número de juvenis (recrutas) à custa do número de adultos em condições de deso-
var (stock). A gestão das populações de salmão do paćıfico tem ráızes neste artigo.
Muito do que tem sido feito no contexto da gestão das pescas tem origem em resul-
tados e métodos introduzidos nesse artigo que continua a ter grande influência ainda
hoje, apesar de ser agora reconhecido que as curvas de Ricker apresentam algumas
dificuldades [1].

A t́ıtulo de exemplo, o modelo de Ricker foi usado para estimar o stock de wal-
leye (sander vitreus), um peixe da ordem dos perciformes, nativo da maior parte
do Canadá e do norte dos Estados Unidos [5]. Mais concretamente, o modelo de
Ricker foi usado para estimar a relação entre a densidade de adultos e a densi-
dade daqueles peixes com idade entre os zeros e um anos de idade. Foi também
usado para determinar se a mortalidade dependente da densidade compensatória
era provável, mostrando assim que as taxas de lotação demasiado altas e demasiado
baixas levariam a um número baixo de juvenis. No artigo referido, concluiu-se que

22



Modelos Ecológicos Unidimensionais

a mortalidade depende da densidade associada à taxa de lotação do peixe walleye
nos lagos do Wisconsin.

Nas secções que se seguem, seguiremos duas abordagens distintas para derivar o
modelo de Ricker: uma abordagem parcialmente baseada em [4] e uma abordagem
baseada em [12].

2.3.1 Derivação do modelo - versão I

Para estabelecer o modelo de Ricker, denotamos por Qn o número de indiv́ıduos da
população no tempo n, imediatamente antes da época reprodutiva, e consideramos
novamente uma divisão da população em juvenis e adultos. Denotamos novamente
por v(t) o número de juvenis na população no instante t e por u(t) o número de
adultos na população no instante t. Assumimos que o peŕıodo juvenil é inferior a
um ano.

Admitimos que existe uma determinada taxa de canibalismo de juvenis por parte
dos adultos (número médio de juvenis que são v́ıtimas de canibalismo por parte dos
adultos per capita), designada por k(t), e uma taxa de mortalidade dos juvenis η(t).
Todas as taxas referidas se assumem periódicas de peŕıodo 1, o que biologicamente
corresponde a assumir que as taxas consideradas (reprodução, mortalidade, caniba-
lismo) variam ao longo do ano, mas numa perspectiva anual, a situação mantem-se.
Assumindo que o número de crias viáveis per capita é b, a evolução da população de
juvenis no peŕıodo ]n, n+ 1[ (até ao instante imediatamente anterior à reprodução)
é dada por {

v′ = −η(t)v − k(t)uv

v(n) = bQn

. (2.12)

Torna-se ainda necessário obter uma equação para a parte adulta da população. As-
sumindo que a taxa de mortalidade entre adultos é µ e a probabilidade de sobreviver
à época reprodutiva é p (necessariamente, impomos 0 6 p < 1), temos

{

u′ = −µu

u(n) = pQn

. (2.13)

Naturalmente a população no instante n+1, Qn+1, imediatamente a seguir à época
reprodutiva, é dada por

Qn+1 = u(n+ 1) + v(n+ 1). (2.14)

Vamos então começar por resolver a equação (2.13). Temos

u′ = −µu ⇔ u′/u = −µ,

e portanto
∫

u′(t)

u(t)
dt = −

∫

µdt ⇔ ln |u(t)| = −µt+ C ⇔ |u(t)| = e−µt eC .

Fazendo eC = D obtemos |u(t)| = D e−µt. Como u(n) = pQn e também u(n) =
D e−µn, conclúımos que D = pQn e

µn e logo

u(t) = pQn e
−µ(t−n) (2.15)
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e portanto
u(n+ 1) = pQn e

−µ . (2.16)

De seguida, podemos substituir u por pQn e
−µt em (2.12) e resolver esta equação.

Concretamente obtemos:

v′/v = −η(t)− k(t)u ⇔ v′/v = −η(t)− k(t)pQn e
−µ(t−n) .

Assim,

∫ t

n

v′(s)/v(s) ds =

∫ t

n

−η(s)− k(s)pQn e
−µ(s−n) ds

⇔ [ln |v(s)|]tn = −

∫ t

n

η(s) ds− pQn

∫ t

n

k(s) e−µ(s−n) ds

⇔ ln v(t)− ln v(n) = −

∫ t

n

η(s) ds− pQn

∫ t

n

k(s) e−µ(s−n) ds

⇔ v(t) = v(n) e−
∫ t
n
η(s) ds−pQn

∫ t
n
k(s) e−µ(s−n) ds

e portanto, substituindo t por n+ 1 obtemos

v(n+ 1) = v(n) e−
∫ n+1
n

η(s) ds−pQn

∫ n+1
n

k(s) e−µ(s−n) ds . (2.17)

Escrevendo a =
∫ n+1

n
η(s)ds e c = p

∫ n+1

n
k(s) e−µ(s−n) ds na equação (2.17) e no-

tando que v(n) = bQn obtemos

v(n+ 1) = bQn e
−a−cQn . (2.18)

Substituindo (2.18) e (2.16) em (2.14), obtemos

Qn+1 = bQn e
−a−cQn +pQn e

−µ = Qn

(
b e−a−cQn +p e−µ

)
. (2.19)

Por fim, fazendo q = p e−µ, γ = b e−a e a mudança de variável Qn = xn/c, obtemos

xn+1 = xn

(
q + γ e−xn

)
, (2.20)

com q, γ > 0, equação associada a um modelo que se designa por modelo de Ricker.
Note-se que q = p e−µ é a probabilidade de um adulto sobreviver um ano, in-

cluindo a época reprodutiva, e que γ = b e−a é o número de filhos per capita que
ainda estão vivos depois de um ano se não existir canibalismo.

2.3.2 Derivação do modelo - versão II

Derivamos agora o modelo de Ricker de outra forma. Ainda que a nossa abordagem
seja parcialmente baseada em [4], fazemos suposições um pouco distintas, o que con-
duz a uma versão do modelo de Ricker semelhante à anterior. Denotamos por Qn

o número de indiv́ıduos da população no tempo n, imediatamente antes da época
reprodutiva, e consideremos uma divisão da população em juvenis e adultos: deno-
tamos por v(t) o número de juvenis da população no instante t e por u(t) o número
de adultos da população no instante t. Assumimos que a reprodução ocorre no ińıcio
do peŕıodo [n, n+1] e designamos por α o número médio de juvenis produzidos por
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cada adulto. Assumimos ainda que uma fracção q dos adultos sobrevive ao peŕıodo
reprodutivo.

Fazemos a suposição de que a variação da população entre peŕıodos reprodutivos
é determinada pelo canibalismo praticado pelos adultos sobre os jovens com uma
taxa constante β e que em resultado de cada ataque um dos jovens morre. Assim,
a população de juvenis no final do peŕıodo [n, n+ 1] é constitúıda pelos juvenis que
sobreviveram aos ataques e é dada pela seguinte equação diferencial:

{

u′ = 0, u(n) = Qn

v′ = −βuv, v(n) = αQn

. (2.21)

Da equação u′ = 0 com u(n) = Qn conclúımos que u(t) = Qn, para t ∈ [n, n + 1].
Por outro lado, o tamanho da população de juvenis é dado por

dv

dt
= −βuv ⇔ −

dv

v
= βudt ⇔ [ln v(t)]sn = −β

∫ s

n

u(t) dt, s ∈ [n, n+ 1].

Fazendo s = n + 1 e notando que v(n) = αQn e que u(t) = Qn para t ∈ [n, n + 1],
obtemos

ln v(n+ 1)− ln v(n) = −β

∫ n+1

n

Qn dt ⇔ ln

[
v(n+ 1)

αQn

]

= −βQn

⇔ v(n+ 1) = αQne
−βQn

Notando que uma fracção q dos adultos sobrevive ao peŕıodo reprodutivo, a
população no instante n + 1 é dada por

Qn+1 = qu(n+ 1) + v(n+ 1) = Qn(q + αe−βQn).

Fazendo a mudança de variável Qn = xn/β obtemos o modelo em (2.20) com γ = α.

2.3.3 Comportamento assintótico

Vamos agora obter um resultado que caracteriza o modelo de Ricker para alguns
parâmetros.

Teorema 2.3.1 (Modelo de Ricker). As seguintes afirmações verificam-se:

1. se γ e−2 6 q 6 1 − γ, todas as soluções x(t) da equação (2.20) com x(0) =
x0 > 0 convergem para o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0;

2. se q > γ e−2 e q > 1 − γ, existe um ponto de equiĺıbrio, dado por x∗∗ =
− ln((1−q))/γ, para o qual convergem todas as soluções x(t) da equação (2.20)
com x(0) = x0 > 0.

Demonstração. Como vimos, a equação de Ricker pode ser escrita na forma

xn+1 = fR(xn) com fR(x) = x(q + γ e−x),

onde γ > 0 e 0 6 q < 1.
Note-se que a função fR :]0,+∞[→]0,+∞[ verifica fR(x) > 0 para todo o x ∈

]0,+∞[, propriedade fundamental para que a equação faça sentido do ponto de vista
biológico.

25



Modelos Ecológicos Unidimensionais

A função fR é uma função cont́ınua em ]0,+∞[, uma vez que é produto da função
identidade que é cont́ınua por uma função dada pela soma de uma função constante
com o produto de uma constante com uma função exponencial de expoente−x, sendo
todas estas funções cont́ınuas. Assim, verifica-se a condição a) do Teorema 1.2.5.

Vamos agora analisar os pontos fixos de fR e de f 2
R. Uma vez que

x∗ = fR(x
∗) ⇔ x∗ = x∗(q + γ e−x∗

)

⇔ q + γ e−x∗

= 1

⇔ x∗ = − ln
1− q

γ

e que 0 6 q < 1 ⇔ 0 < 1− q 6 1, conclúımos que a função fR tem um ponto fixo
em ]0,+∞[ se − ln 1−q

γ
> 0 e nenhum ponto fixo caso contrário.

Atendendo de novo a que 0 6 q < 1, temos

− ln
1− q

γ
> 0 ⇔ 0 <

1− q

γ
< 1 ⇔ 0 < 1− q < γ ⇔ q + γ > 1

e portanto, se q + γ > 1, a função fR tem um ponto fixo em ]0,+∞[,

x∗ = − ln[(1− q)/γ],

e, se q + γ 6 1, a função fR não tem nenhum ponto fixo em ]0,+∞[.
Vamos seguidamente analisar os pontos fixos de f 2

R. Se x∗ > 0, verifica-se

x∗ = f 2
R(x

∗) ⇔ x∗ = fR(x
∗)
(
q + γ e−fR(x∗)

)

⇔ x∗ = x∗(q + γ e−x∗

)
(

q + γ e−x∗(q+γ e−x∗)
)

⇔ (q + γ e−x∗

)
(

q + γ e−x∗(q+γ e−x∗)
)

− 1 = 0.

Consideremos a função auxiliar g :]0,+∞[→ R dada por

g(t) = (q + γ e−t)
(

q + γ e−t(q+γ e−t)
)

− 1.

A derivada de g num ponto t ∈]0,+∞[ é dada por

g′(t) =
[

(q + γ e−t)
(

q + γ e−t(q+γ e−t)
)

− 1
]
′

= −γ e−t
(

q + γ e−t(q+γ e−t)
)

+ γ(q + γ e−t)
(
−q − γ e−t+γt e−t

)
e−t(q+γ e−t) .

(2.22)

Para obter condições sob as quais, g′ seja negativa em ]0,+∞[, consideramos a
função auxiliar h :]0,+∞[→ R dada por

h(t) = −q − γ e−t+γt e−t .

Uma vez que

h′(t) = 0 ⇔ 2γ e−t −γt e−t = 0 ⇔ (2− t)γ e−t = 0 ⇔ t = 2,

26



Modelos Ecológicos Unidimensionais

da tabela

0 2 +∞
h′ + 0 −
h lim

t→0+
h(t) = −q − γ ր h(2) = −q + γ e−2 ց lim

t→+∞

h(t) = −q

conclúımos que max
t∈]0,+∞[

h(t) = h(2) = −q + γ e−2. Deste modo, por (2.22), temos

g′(t) 6 −γ e−t
(

q + γ e−t(q+γ e−t)
)

+ γ(q + γ e−t)
(
−q + γ e−2

)
e−t(q+γ e−t) < 0,

se −q + γ e−2 6 0 ⇔ q > γ e−2. Conclúımos que se verifica a condição b) do
Teorema 1.2.5 desde que q > γ e−2.

Uma vez que, para x > 0,

fR(x)

x
= q + γ e−x

e que
(fR(x)/x)

′ =
(
q + γ e−x

)
′

= −γ e−x < 0

conclúımos que a função x 7→ fR(x)/x é estritamente decrescente. Logo verifica-se
a condição c) do Teorema 1.2.5. Uma vez que

lim
x→+∞

fR(x)

x
= lim

x→+∞

q + γ e−x = q

e

lim
x→0+

fR(x)

x
= lim

x→0+
q + γ e−x = q + γ,

de acordo com o Teorema 1.2.5, obtemos o resultado.

Temos ainda o seguinte resultado relativo à estabilidade local.

Teorema 2.3.2 (Modelo de Ricker). Temos o seguinte relativamente à equação (2.20).

1. se 0 < q + γ < 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintoticamente estável.

2. se q + γ > 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é instável e o ponto de equiĺıbrio
x∗∗ = − ln((1− q)/γ) é assintoticamente estável.

Demonstração. Uma vez que f ′

R(x) = q + γ e−x−γx e−x, conclúımos que f ′

R(0) =
q + γ e logo o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintoticamente estável se e só se
0 < q + γ < 1 e instável se q + γ > 1, de acordo com o Teorema 1.2.2. Além disso,
como

f ′

R(− ln((1− q)/γ)) = 1 + (1− q)(ln(1− q)− ln γ) < 1

se q+ γ > 1 ⇔ 1− q < γ, de acordo com o mesmo teorema conclúımos que o ponto
de equiĺıbrio x∗∗ = − ln((1− q)γ) é assintoticamente estável.

Juntando os resultados anteriores obtemos o corolário.

Corolário 2.3.3 (Modelo de Ricker). Temos o seguinte relativamente à equação (2.20).

1. se γ e−2 6 q < 1 − γ, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é globalmente assintotica-
mente estável.
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2. q > γ e−2 e q > 1 − γ, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é instável e o ponto de
equiĺıbrio x∗∗ = − ln((1 − q)/γ) é globalmente assintoticamente estável em
]0,+∞[.

Demonstração. Basta verificar que, nas situações em que pelo Teorema 2.1.1 temos
atratividade global, o Teorema 2.3.2 nos garante estabilidade assintótica.

A figura seguinte ilustra o resultado do Corolário 2.3.3. Na figura da esquerda
temos 0, 5 e−2 6 0, 068 < 0, 5 e o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é globalmente as-
sintoticamente estável e na figura da direita temos q = 0, 7 > γ e−2 = 0, 5 e−2 e
q = 0, 7 > 0, 5 = 1 − γ e o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = ln(5/3) é globalmente assinto-
ticamente estável em ]0,+∞[.

Figura 2.3: Ricker: q = 0, 068, γ = 0, 5 (esquerda) q = 0, 7, γ = 0, 5 (direita)

2.4 Modelo de Ricker Modificado

Vamos agora considerar uma variante do modelo de Ricker. A nossa derivação do
modelo segue a derivação proposta em [4].

2.4.1 Derivação do modelo

Para obter o modelo de Ricker modificado, continuamos a designar por u(t) a po-
pulação adulta no instante t e por v(t) a população jovem no instante t. Designamos
ainda por xn a população total no instante n. Assumimos que os juvenis nascem no
ińıcio de cada um dos peŕıodos [n, n + 1] e designamos por α o número médio de
juvenis produzidos por cada adulto. Assumimos ainda que a variação da população
adulta é nula entre peŕıodos reprodutivos. Assumimos que os juvenis são canibali-
zados pelos adultos com uma taxa proporcional a [u(t)v(t)], dada por β[u(t)v(t)], e
pelos outros juvenis com uma taxa proporcional a [v(t)]2, dada por 1

2
δ[v(t)]2. Assu-

mimos ainda que todos os adultos morrem no final do peŕıodo reprodutivo.

Assim, a dinâmica da população no peŕıodo ]n, n+1[ é dada pelo seguinte sistema
de equações diferenciais:

{

u′ = 0, u(n) = xn

v′ = −βuv − δv2/2, v(n) = αxn

(2.23)
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Começamos por notar que u(t) é constante no intervalo [n, n + 1[ de acordo com
a primeira equação. Logo u(t) = u(n) = xn para todo o t ∈ [n, n + 1[. Assim,
substituindo u e separando as variáveis na segunda das equações acima. Temos

dv

dt
= −v(βxn + δv/2) ⇔

dv

v(βxn + δv/2)
= −dt.

Recorrendo ao método de integração de funções racionais, temos

A

v
+

B

βxn +
1
2
δv

= 1 ⇒ A(βxn + δv/2) +Bv = 1,

para alguns A,B ∈ R. Fazendo v = 0 conclúımos que A = 1/(βxn) e fazendo v =
−2βxn/δ obtemos B = −δ/(2βxn). Substituindo os valores de A e B e integrando
teremos

∫ v(n+1)

v(n)

1
βxn

y
dy +

∫ v(n+1)

v(n)

− δ
2βxn

βxn +
1
2
δy

dy = −1

e portanto

1

βxn
[ln(y)]

v(n+1)
v(n) −

1

βxn

[

ln

(

βxn +
1

2
δy

)]v(n+1)

v(n)

= −1.

Obtemos agora

ln

(
v(n+ 1)

αxn

)

− ln

(
βxn +

1
2
δv(n+ 1)

βxn +
1
2
δαxn

)

= −βxn.

Ficamos assim com

(
v(n+ 1)

αxn

)(
xn(β + 1

2
δα)

βxn +
1
2
δv(n+ 1)

)

= e−βxn

e portanto

v(n+ 1)

(

β +
1

2
δα

)

= αe−βxnβxn + αe−βxn
δv(n+ 1)

2
,

pelo que

v(n+ 1) =
αβxne

−βxn

β(1 + δα
2β
(1− e−βxn))

⇔ v(n+ 1) =
αxne

−βxn

1 + δα
2β
(1− e−βxn)

.

Finalmente, fazendo a = α, b = αδ
2β

e c = β obtemos

xn+1 =
axne

−cxn

1 + b(1− e−cxn)
. (2.24)

O modelo associado à equação (2.24) com a, b, c > 0 designa-se por modelo de Ricker
modificado.
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2.4.2 Comportamento assintótico

Vamos agora recorrer aos resultados sobre estabilidade local obtidos no Caṕıtulo 1
para estudar o modelo de Ricker modificado.

Teorema 2.4.1 (Ricker Modificado). Temos o seguinte:

a) Se 0 < a 6 1, zero é o único ponto de equiĺıbrio de (2.24);

b) Se a > 1, além do zero existe um outro ponto de equiĺıbrio de (2.24) dado por

ln [(a+ b)/(1 + b)]1/c ;

c) Se 0 < a < 1 zero é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável e se a > 1
zero é um ponto de equiĺıbrio instável.

d) Se a > 1 e
(b+ a) ln [(a+ b)/(1 + b)] /a < 2,

então o ponto de equiĺıbrio ln [(a + b)/(1 + b)]1/c é assintoticamente estável;

e) Se a > 1 e
(b+ a) ln [(a+ b)/(1 + b)] /a > 2,

então o ponto de equiĺıbrio ln [(a + b)/(1 + b)]1/c é instável.

Demonstração. O modelo de Ricker modificado é um modelo da forma xn+1 =
fRM(xn) onde a função fRM :]0,+∞[−→]0,+∞[ é dada por

fRM(xn) =
axne

−cxn

1 + b(1− e−cxn)
.

Começamos por analisar os pontos fixos de fRM . Uma vez que

x∗ = fRM (x∗) ⇔ x∗ =
ax∗e−cx∗

1 + b(1− e−cx∗)
⇔ x∗

(

1−
ae−cx∗

1 + b(1 − e−cx∗)

)

= 0,

concluimos que x∗ = 0 ou

1−
ae−cx∗

1 + b(1 − e−cx∗)
= 0 ⇔ ae−cx∗

= 1 + b(1− e−cx∗

)

⇔ e−cx∗

=
1 + b

a+ b

⇔ x∗ = ln

(
a+ b

1 + b

)1/c

.

Tem-se que x∗ ∈]0,+∞[ caso em que este ponto de equiĺıbrio faz sentido do ponto
de vista biológico) se e só se

a+ b

1 + b
≥ 1 ⇔ a ≥ 1,

portanto se a > 1 temos dois pontos fixos, x∗ = 0 e x∗ = ln ((a + b/(1 + b))1/c, e se
a ≤ 1 temos um único ponto fixo, x∗ = 0. Logo verificam-se as condições a) e b).
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De seguida, supomos que |f ′

RM(x∗)| < 1. Temos

f ′

RM(x∗) =

[
ax∗e−cx∗

1 + b(1− e−cx∗)

]′

⇔ f ′

RM(x∗) =
ae−cx∗

(1− cx∗)(1 + b(1 − e−cx∗

))− abcx∗e−cx∗

e−cx∗

(1 + b(1 − e−cx∗))2

⇔ f ′

RM(x∗) =
ae−cx∗

[(1− cx∗)(1 + b(1 − e−cx∗

))− bcx∗e−cx∗

]

(1 + b(1 − e−cx∗))2

⇔ f ′

RM(x∗) =
ae−cx∗

[(1− cx∗)(1 + b− be−cx∗

)− bcx∗e−cx∗

]

(1 + b(1− e−cx∗))2
.

(2.25)

No ponto fixo x∗ = 0 temos f ′

RM(0) = a. Assim, se a < 1 zero é um ponto fixo
localmente assintoticamente estável e se a > 1 zero é um ponto fixo instável. Logo
verifica-se c).

Consideremos agora o ponto fixo x∗ = ln
(
a+b
1+b

)1/c
. Uma vez que

x∗ = ln

(
a+ b

1 + b

)1/c

⇔ −cx∗ = − ln

(
a + b

1 + b

)

⇔ e−cx∗

=
1 + b

a + b
,

substituindo e−cx∗

= 1+b
a+b

na expressão 1 + b − be−cx∗

que surge no numerador e
denuminador de (2.25), temos

1 + b− be−cx∗

= 1 + b− b
1 + b

a + b
=

a(1 + b)

a+ b
.

Voltando à expressão (2.25) obtemos

|f ′

RM(x∗)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a 1+b
a+b

[(
1− ln

(
a+b
1+b

)) a(1+b)
a+b

− b ln
(
a+b
1+b

)
1+b
a+b

]

(
a(1+b)
a+b

)2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

⇔ |f ′

RM(x∗)| =

∣
∣
∣
∣
∣

(
1− ln

(
a+b
1+b

)) a(1+b)
a+b

− b ln
(
a+b
1+b

)
1+b
a+b

a(1+b)
a+b

∣
∣
∣
∣
∣

⇔ |f ′

RM(x∗)| =

∣
∣
∣
∣
1− ln

(
a+ b

1 + b

)

−
b

a
ln

(
a+ b

1 + b

)∣
∣
∣
∣

⇔ |f ′

RM(x∗)| =

∣
∣
∣
∣
1−

b+ a

a
ln

(
a + b

1 + b

)∣
∣
∣
∣
.

Temos

|f ′

RM(x∗)| < 1 ⇔ −1 < 1−
b+ a

a
ln

(
a+ b

1 + b

)

< 1

⇔ −2 < −
b+ a

a
ln

(
a+ b

1 + b

)

< 0

(2.26)

e de forma semelhante

|f ′

RM (x∗)| > 1 ⇔
b+ a

a
ln

(
a+ b

1 + b

)

< 0 ∨
b+ a

a
ln

(
a+ b

1 + b

)

> 2. (2.27)
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Para termos o ponto fixo ln [(a+ b)/(1 + b)]1/c, é necessário que a > 1. Assumindo
então que a > 1, temos (2.26) quando (b + a) ln ((a+ b)/(1 + b)) /a < 2. Por
outro lado, assumindo ainda que a > 1, quando (b + a) ln ((a+ b)/(1 + b)) /a > 2
temos (2.27). Logo verificam-se as condições d) e e) do Teorema 2.4.1. Portanto,
temos assim demonstrado o Teorema 2.4.1.

A Figura 2.4 ilustra o resultado do Teorema 2.4.1. Na figura da esquerda temos
a = 0, 9 < 1 e o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintoticamente estável e na figura da
direita temos que o ponto de equiĺıbrio x∗∗ é assintoticamente estável em ]0,+∞[.

Figura 2.4: Ricker Modificado: a = 0, 9, b = 1, c = 1 (esquerda) a = 2, b = 1, c = 1
(direita)

2.5 Modelo de Maynard Smith-Slatkin

O modelo de Maynard Smith-Slatkin foi proposto por Maynard Smith e Slatkin
em 1973 [9] para modelar o comportamento das presas, na ausência de predadores,
num modelo usado para descrever a evolução populacional num sistema biológico
contendo predadores e presas.

Neste modelo o importante parâmetro p (ver a equação (2.31)) está associado
ao tipo de competição entre os indiv́ıduos da população que se assume [3]. Esta
famı́lia de modelos tem como caso particular o modelo de Beverton-Holt estudado
na secção 2.1, correspondente ao caso p = 1.

2.5.1 Derivação do modelo

Neste modelo, continuamos a designar por xn a população no instante n, imediata-
mente após o peŕıodo reprodutivo. Contrariamente aos casos anteriores, em vez de
uma população homogénea, consideramos que existem dois tipos de populações da
mesma espécie com estratégias diferentes. Os primeiros são aqueles cuja estratégia
consiste em saquear os ninhos dos outros, designá-lo-emos por saqueadores, tendo
deste modo maior probabilidade de passar seus genes para a geração seguinte. Ou-
tros são aqueles cuja estratégia consiste em passar a maior parte do tempo no ninho,
designá-lo-emos por guardiões, sendo que, por vezes, são atacados pelos saqueadores
e o seu número diminui em consequência desses ataques. Assumimos que no ińıcio
dos peŕıodos, não existem guardiões. Neste modelo uma determinada constante
ρ > 0 estará associada à estratégia dos saqueadores: no ińıcio do peŕıodo [n, n + 1]
não existe interação entre saqueadores e guardiões, mas, quando se aproxima a época
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de desova, os machos vão organizando os locais de desova e de acordo a estratégia
escolhida por cada indiv́ıduo vão surgindo restrições de acesso a estes locais provo-
cando interação intra-espećıfica. Esta interação é traduzida no facto de termos o
expoente ρ na condição inicial para os adultos.

Continuamos a designar, como até aqui, por u(t) a população adulta no instante
t, entre peŕıodos reprodutivos, e por v(t) a população juvenil no instante t, entre
peŕıodos reprodutivos. Assumimos que os juvenis nascem no final de cada um dos
peŕıodos [n, n + 1] e designamos por α o número médio de juvenis produzido por
cada adulto. Assumimos ainda que os adultos não sobrevivem ao final do ano e
portanto a população no ińıcio do ano seguinte é constituida apenas pela fração σ
dos juvenis que sobrevivem ao inverno e que se tornam adultos, e pelos novos juvenis,
que correspondem a uma fracção α da população no final do periodo. Assumimos
que os juvenis atacam outros juvenis com taxa constante e que, como resultado
de cada ataque, um dos juvenis morre. Assumindo ainda que os ataques entre
juvenis ocorrem com uma taxa proporcional a [v(t)]2, dada por δ[v(t)]2, a taxa de
mortalidade instantânea em consequência dos ataques é dada por 1

2
δ[v(t)]2. Obtemos

o seguinte sistema de equações:
{

u′ = −βu, u(n) = xρ
n

v′ = −1
2
δv2u, v(n) = αxn

. (2.28)

Primeiro vamos determinar a variação da população adulta. Notando que u(n) = xρ
n,

obtemos

du

u
= −dtβ ⇔ [ln u(t)]sn = −β[t]sn ⇔ ln

u(s)

xρ
n

= −β(s− n)

⇔ u(s) = xρ
n e

−β(s−n),

s ∈ [n, n + 1]. Fazendo s = n+ 1 obtemos u(n+ 1) = xρ
n e

−β.
A seguir vamos determinar a expressão que caracteriza a variação da população

juvenil:
dv

v2
= −

δ

2
u(t) dt ⇔

dv

v2
= −

δ

2
xρ
n e

−β(t−n) dt.

Integrando no intervalo [n, n + 1], obtemos, recordando que v(n) = αxn,

∫ v(n+1)

αxn

dv

v2
= −

δ

2
xρ
n e

βn

∫ n+1

n

e−βs ds ⇔
1

v(n+ 1)
−

1

αxn
= −

δxρ
n[e

−β − 1]

2β

e logo

1

v(n+ 1)
=

1

αxn
+

δxρ
n(1− e−β)

2β
⇔

1

v(n+ 1)
=

2β + αδxρ+1
n (1− e−β)

2βαxn

Temos a seguir a expressão que determina a população jovem no instante n+ 1:

v(n+ 1) =
αxn

1 + αδ
2β
(1− e−β)xρ+1

n

(2.29)

e logo

xn+1 = σv(n+ 1) + αv(n+ 1) =
(σ + α)αxn

1 + αδ
2β
(1− e−β)xρ+1

n

(2.30)
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Fazendo k = (σ + α)α, c = αδ(1− e−β)/(2β) e p = ρ+ 1, obtemos o modelo

xn+1 =
kxn

1 + cxp
n
, (2.31)

que é conhecido por modelo de Maynard-Smith. Note-se que, como já referimos,
quando p = 1 obtemos, como caso particular, o modelo de Beverton-Holt.

2.5.2 Comportamento assintótico

Verifica-se imediatamente que, para este modelo, os conjuntos R+
0 e R

+ são positi-
vamente invariantes. De facto, se xn > 0 obtemos kxn > 0 e 1 + cxp

n > 1 pelo que
xn+1 = f(xn) > 0. Analogamente, se xn > 0 obtemos kxn > 0 e 1 + cxp

n > 1 pelo
que xn+1 = f(xn) > 0. Para o estudo do comportamento assintótico da equação de
Maynard Smith-Slatkin, vamos considerar o caso p > 1. Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.5.1. Suponhamos que se verifica

1 6 p 6 2 e p− k2p + k2 + kp > 0 ou p > 2 e p− k2p+ k2 > 0. (2.32)

Então, para o modelo (2.31), verifica-se o seguinte:

1. Se k 6 1 todas as soluções convergem para o ponto de equilibrio x∗ = 0.

2. Se k > 1 existe um único ponto de equiĺıbrio da equação (2.31), x∗∗ =

((k − 1)/c)1/p, que atrai todas as soluções tais que x0 > 0.

Demonstração. O modelo de Maynard-Smith é dado pela equação às diferenças
xn+1 = fMS(xn) onde fMS :]0,+∞[→ R é a função dada por fMS = kx/(1 + cxp).
No conjunto invariante ]0,+∞[ a função fMS é cont́ınua e verifica aĺınea a) do
Teorema 1.2.5.

Para verificar aĺınea b) do Teorema 1.2.5, isto é que cada uma das funções f e
f 2 tem no máximo um ponto fixo, fazemos:

fMS(x
∗) = x∗ ⇔ x∗ =

kx∗

1 + c(x∗)p
⇔ x∗

(

1−
k

1 + c(x∗)p

)

= 0.

Assim, x∗ = 0 ∨ 1− k
1+c(x∗)p

= 0. Temos

1−
k

1 + c(x∗)p
= 0 ⇔

k

1 + c(x∗)p
= 1 ⇔ k = 1 + c(x∗)p ⇔ x∗ =

(
k − 1

c

)1/p

.

Se k ≤ 1 então fMS não tem pontos fixos, uma vez que neste caso k − 1 6 0. Por
outro lado, se k > 1 então fMS tem um ponto fixo: x∗∗ = ((k − 1)/c)1/p.

Continuando a verificação da aĺınea b) do Teorema 1.2.5, vamos determinar o
número de pontos fixos de f 2

MS. Temos

f 2
MS(x

∗) = fMS(fMS(x
∗))

= fMS(kx
∗/(1 + c(x∗)p))

=
k(kx∗/(1 + c(x∗)p)

1 + c(kx∗/(1 + c(x∗)p))p

=
k2x∗(1 + c(x∗)p)p

(1 + c(x∗)p)[(1 + c(x∗)p)p + ckp(x∗)p]
.
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Assim,

f 2
HS(x

∗) = x∗ ⇔
k2x∗(1 + c(x∗)p)p

(1 + c(x∗)p)[(1 + c(x∗)p)p + ckp(x∗)p]
= x∗

⇔ x∗

(

1−
k2(1 + k(x∗)p)p

(1 + c(x∗)p)[(1 + c(x∗)p)p + ckp(x∗)p]

)

= 0

⇔ x∗ = 0 ∨
k2(1 + c(x∗)p)p

(1 + c(x∗)p)[(1 + c(x∗)p)p + ckp(x∗)p]
= 1

⇔ k2(1 + c(x∗)p)p = (1 + c(x∗)p)[(1 + c(x∗)p)p + ckp(x∗)p]

⇔ (1 + c(x∗)p)[k2(1 + c(x∗)p)p−1 − ((1 + c(x∗)p)p + ckp(x∗)p)] = 0

⇔ k2(1 + c(x∗)p)p−1 − (1 + c(x∗)p)p − ckp(x∗)p = 0

⇔ k2(1 + c(x∗)p)p−1 = (1 + c(x∗)p)p + ckp(x∗)p

(2.33)

Fazendo 1 + c(x∗)p = y teremos:

k2yp−1 = yp + kp(y − 1) ⇔ yp − k2yp−1 + kpy − kp = 0.

Consideremos a função auxiliar g :]1,+∞[−→]1,+∞[ dada por g(y) = yp −
k2yp−1 + kpy − kp. Note-se que f 2

HS tem um único ponto fixo em ]0,+∞[ se e só se
g tem um único zero em ]1,+∞[.

Suponhamos primeiramente que 1 6 p 6 2. Neste caso, atendendo à primeira
condição em (2.32) e a que y > 1, temos

g′(y) = pyp−1 − k2(p− 1)yp−2 + kp

> pyp−2 − k2(p− 1)yp−2 + kp

= (p− k2(p− 1))yp−2 + kp

> −kpyp−2 + kp > 0

Por outro lado, se p > 2, atendendo à segunda condição em (2.32), temos

g′(y) = pyp−1 − k2(p− 1)yp−2 + kp

> pyp−2 − k2(p− 1)yp−2 + kp

= (p− k2(p− 1))yp−2 + kp
> kp > 0

Conclui-se em qualquer dos casos que g′(y) > 0 para todo o y > 1 e portanto a
função g tem no máximo um zero em ]1,+∞[. Logo f 2

MS tem no máximo um ponto
fixo em ]0,+∞[. Obtemos b) do Teorema 1.2.5.

Um vez que p > 1, a função definida em ]0,+∞[ por

fMS(x)/x = k/(1 + cxp)

é estritamente decrescente. Obtemos c) do Teorema 1.2.5.
Assim, podemos concluir que estamos nas hipóteses do Teorema 1.2.5. Se 0 <

k ≤ 1, então

lim
x→0+

fMS(x)

x
= lim

x→0+

k

1 + cxp
= k ≤ 1
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e portanto por 2) do Teorema 1.2.5 todas as soluções convergem para zero. Por
outro lado, se k > 1, então

lim
x→+∞

fMS(x)

x
= 0 < 1 < k = lim

x→0+

fMS(x)

x
= lim

x→0+

k

1 + cxp
,

e portanto o ponto fixo x∗ = ((k−1)/c)1/p atrai todas as soluções. Fica demonstrado
o Teorema.

Temos o seguinte resultado relativo à estabilidade local.

Teorema 2.5.2 (Modelo de Maynard Smith-Slatkin). Temos o seguinte relativamente
ao modelo (2.31).

1. se 0 < k < 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintoticamente estável, e se
k > 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é instável;

2. se k > 1 e p − pk + 2k > 0, o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = [(k − 1)/c]1/p é
assintoticamente estável e se k > 1 e p − pk + 2k < 0, o ponto de equiĺıbrio
x∗∗ = [(k − 1)/c]1/p é instável.

Demonstração. Uma vez que f ′

MS(x) =
k[1+cxp(1−p)]

(1+cxp)2
, conclúımos que f ′

MS(0) = k e
logo o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintoticamente estável se 0 < k < 1 e instável
se k > 1, de acordo com o Teorema 1.2.2. Uma vez que

∣
∣f ′

MS([(k − 1)/c]1/p)
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

k − kp+ p

k

∣
∣
∣
∣
,

se k > 1 e p−pk+2k > 0, pelo mesmo teorema conclúımos que o ponto de equiĺıbrio
x∗∗ = [(k−1)/c]1/p é assintoticamente estável e se k > 1 e p−pk+2k < 0, conclúımos
que o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = [(k − 1)/c]1/p é instável.

Juntando os resultados anteriores obtemos o Corolário.

Corolário 2.5.3 (Modelo de Maynard Smith-Slatkin). Suponhamos que se verifica

1 6 p 6 2 e p− k2p+ k2 + kp > 0 ou p > 2 e p− k2p + k2 > 0.

Temos o seguinte relativamente ao modelo (2.31).

1. se 0 < k < 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é globalmente assintoticamente
estável e se k > 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é instável;

2. se k > 1, o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = [(k − 1)/c]1/p é globalmente assintotica-
mente estável em ]0,+∞[.

Demonstração. Basta verificar que nas situações em que pelo Teorema 2.5.1 temos
atratividade global, o Teorema 2.5.2 nos garante estabilidade assintótica. Note-se
que, se (2.32) se verifica, então p− kp + 2k > 0.

A figura seguinte ilustra o resultado do Corolário 2.5.3. Na figura da esquerda
temos que o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é globalmente assintoticamente estável e na
figura da direita temos que o ponto de equiĺıbrio x∗∗ é globalmente assintoticamente
estável em ]0,+∞[.
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Figura 2.5: Maynard Smith-Slatkin: k = 0, 5, c = 1, p = 1, 5 (esquerda) k = 1, 5, c =
1, p = 2, 1 (direita)

2.6 Modelo de Hassel

O modelo de Hassel foi proposto pelo biólogo Michael Hassel em 1975. Tal como no
modelo de Maynard Smith-Slatkin, neste modelo o parâmetro p (ver a equação (2.38))
está associado ao tipo de competição que se assume ocorrer entre os indiv́ıduos da
população [3]. Tal como no modelo de Maynard Smith-Slatkin, também esta famı́lia
de modelos admite como caso particular (o caso p = 1) o modelo de Beverton-Holt
estudado na secção 2.1. O modelo de Hassel é adequado à descrição da evolução de
populações de algumas espécies de insectos, em particular para explicar o facto do
aumento da densidade de indiv́ıduos na população frequentemente reduzir as taxas
de crescimento populacional [10].

Os modelos matemáticos, para além de descreverem a dinâmica de populações
de animais, também podem ser adequados para descrever a evolução de populações
vegetais, fazendo uma relação da densidade das plantas recem nascidas com a den-
sidade das sementes que resultam na área de cultivo. Como exemplo, o modelo de
Hassel foi usado para descrever a dinâmica ou a sobrevivência e produtividade das
sementes de plantas daninhas em sistemas agŕıcolas.

A derivação que faremos abaixo será para uma população de animais.

2.6.1 Derivação do modelo

Para derivar o modelo de Hassel, para cada t ∈ [0, 1], representamos por u(t) a
densidade populacional dos adultos e por v(t) a densidade populacional dos jovens.
Assumimos que os adultos atacam outros adultos, provocando a morte destes, com
taxa proporcional a [u(t)]2 dada por γ[u(t)]2, e que atacam juvenis, provocando a
morte destes, com taxa proporcional a u(t)v(t) dada por βu(t)v(t). Assumimos
que todas as mortes dos juvenis são provocadas por ataques de adultos ou ocorrem
no final de cada peŕıodo de um ano, concretamente assumimos que apenas uma
fracção σ da população de juvenis consegue sobreviver ao inverno. Assumimos que
os adultos não sobrevivem ao final do ano e portanto a população no ińıcio do ano
seguinte é constituida apenas pela fracção σ dos juvenis que sobrevivem ao inverno,
e que se tornam adultos, e pelos novos juvenis, que correspondem a uma fracção
α da população no final do peŕıodo. Então, sendo xn a população no final do ano
n, a dinâmica no decorrer do peŕıodo ]n, n + 1[ é dada pelo sistema de equações
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diferenciais: {

u′ = −1
2
γu2, u(n) = xn

v′ = −βuv, v(n) = αxn

. (2.34)

Para se saber o total da população passado um ano, temos de resolver o sistema.
Temos

du

dt
= −

1

2
γu2 ⇔

∫ t

n

1

u2
du = −

1

2
γ

∫ t

n

ds.

Fazendo u(s) = x e substituindo u(n) = xn no integral temos

∫ u(t)

xn

1

x2
dx = −

1

2
γ

∫ t

n

ds ⇔ −

[
1

x

]u(t)

xn

= −
1

2
γ [s]tn ⇔

1

u(t)
=

1

2
γ(t−n)+

1

xn
.

Assim,

u(t) =
2xn

γxn(t− n) + 2
. (2.35)

De (2.34), podemos determinar a variação da população jovem que é dada por

dv

dt
= −βuv.

Como estamos diante de uma equação com variáveis separáveis, então temos que:

1

v(t)
dv(t) = −βu(t)dt.

Substituindo na equação anterior o valor de (2.35), temos:

1

v(t)
dv(t) = −β

2xn

γxn(t− n) + 2
dt.

Fazendo v(t) = y, notando que v(n) = αxn e substituindo os limites de integração
temos: ∫ v(n+1)

αxn

dy

y
= −2βxn

∫ n+1

n

dt

γxn(t− n) + 2

e, primitivando e substituindo os limites de integração, temos:

ln v(n + 1)− ln(αxn) = −
2β

γ
[ln(γxn(t− n) + 2)]n+1

n

e logo

ln
v(n+ 1)

αxn

= ln(γxn/2 + 1)−
2β
γ .

Deste modo
v(n+ 1) =

αxn

(γxn

2
+ 1)2β/γ

. (2.36)

Fazendo a = α(σ + α), b = γ/2 e p = 2β/δ e notando que, de acordo com as nossas
hipóteses, a população será constituida pelos jovens que sobreviveram ao inverno e
se tornaram adultos e pelos novos juvenis, então temos:

xn+1 = σv(n+ 1) + αv(n+ 1) =
axn

(1 + bxn)p
(2.37)
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Obtemos assim o modelo

xn+1 =
axn

(1 + bxn)p
, (2.38)

conhecido por modelo de Hassel. Assumimos que a, b > 0 e p ≥ 1. Verifica-se
imediatamente que, para este modelo, os conjuntos R

+
0 e R

+ são positivamente
invariantes. De facto, se xn > 0 obtemos axn > 0 e 1 + bxn > 1 pelo que xn+1 =
f(xn) > 0. Analogamente, se xn > 0 obtemos axn > 0 e 1 + bxn > 1 pelo que
xn+1 = f(xn) > 0.

2.6.2 Comportamento assintótico

Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.6.1 (Modelo de Hassel). As seguintes afirmações verificam-se:

a) Se 0 < a ≤ 1, então x∗ = 0 é o único ponto de equiĺıbrio da equação (2.38).

b) Se a > 1 então (2.38) possui os pontos de equiĺıbrio x∗ = 0 e x∗∗ = (a1/p − 1)/b.

c) Se 0 < a ≤ 1, então todas as soluções de (2.38) convergem para o ponto de
equiĺıbrio x∗ = 0.

d) Se a > 1 e
1 < p 6 2 e p(1− a−2/p) < 1 + a1−2/p (2.39)

ou, alternativamente,

p > 2 e p2−p(p− 2)p−1a1−2/p < 1, (2.40)

então as soluções de (2.38) com x0 > 0 convergem para o ponto de equiĺıbrio
x∗∗ = (a1/p − 1)/b.

Demonstração. Seja fH :]0,+∞[→ ]0,+∞[ dada por ax/(1 + bx)p. Das condições
apresentadas nos parâmetros, esta função é cont́ınua e verifica a aĺınea a) do Teo-
rema 1.2.5.

Para se verificar a aĺınea b) do Teorema 1.2.5, cada uma das funções fH e f 2
H

têm que ter no máximo um ponto fixo. Começamos então por determinar os pontos
fixos das funções referidas:

fH(x
∗) = x∗ ⇔ x∗ =

ax∗

(1 + bx∗)p
⇔ x∗

(

1−
a

(1 + bx∗)p

)

= 0.

Assim, temos x∗ = 0 ou 1− a/(1 + bx∗)p = 0. Uma vez que

a

(1 + bx∗)p
= 1 ⇔ (1 + bx∗)p = a ⇔ 1 + bx∗ = a1/p ⇔ x∗ =

a1/p − 1

b
.

Notamos que x∗ > 0 se e só se a1/p > 1, o que acontece apenas quando a > 1.
Continuando a verificação da aĺınea b) do Teorema 1.2.5, vamos determinar o
número de pontos fixos de f 2

H . Temos

f 2
H(x

∗) = fH(fH(x
∗)) = fH

(
ax∗

(1 + bx∗)p

)

=
a ax∗

(1+bx∗)p
(

1 + b ax∗

(1+bx∗)p

)p =

a2x∗

(1+bx∗)p
(

1 + bax∗

(1+bx∗)p

)p

=

a2x∗

(1+bx∗)p

((1+bx∗)p+bax∗)p

(1+bx∗)p2

=
(a2x∗)(1 + bx∗)p

2

(1 + bx∗)p((1 + bx∗)p + bax∗)p
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e portanto

f 2
Hx

∗ = x∗ ⇔
a2x∗(1 + bx∗)p

2
−p

[(1 + bx∗)p + bax∗]p
= x∗

⇔ x∗

(

1−
a2(1 + bx∗)p

2
−p

[(1 + bx∗)p + bax∗]p

)

= 0.

Conclúımos que x∗ = 0 ou

a2(1 + bx∗)p
2
−p

[(1 + bx∗)p + bax∗]p
= 1 ⇔ a2(1 + bx∗)p

2
−p = [(1 + bx∗)p + bax∗]p

⇔ a
2
p (1 + bx∗)p−1 − (1 + bx∗)p − bax∗ = 0.

(2.41)

Fazendo y = 1+ bx∗ ⇔ bx∗ = y− 1 na equação (2.41) obtemos a2/pyp−1− yp −
ay + a = 0 com y ≥ 1. Consideramos a função auxiliar g :]1,+∞[→ R dada por

g(y) = a2/pyp−1 − yp − ay + a. (2.42)

A função f 2
H tem um ponto fixo no intervalo ]0,+∞[ se e somemte se a função

auxiliar g tiver um zero no intervalo ]1,+∞[. Assim, para analisarmos os pontos
fixos de f 2

H , vamos estudar a monotonia da função auxiliar g. É imediato que
g′(y) = (p− 1)a2/pyp−2 − a− pyp−1 e g′′(y) = (p− 1)(p− 2)a2/pyp−3 − p(p− 1)yp−2.
Naturalmente,

g′′(y) = 0 ⇔ (p− 1)yp−3
[
(p− 2)a2/p − py

]
= 0 ⇔ y =

(p− 2)a2/p

p
. (2.43)

Se 1 < p 6 2 e a > 1 então p − 2 6 0 e a equação (2.43) não tem soluções
em ]1,+∞[. Portanto, g′ é estritamente monótona. Como g′(y) → −∞ quando
y → +∞, se g′(1) = p(a2/p − 1) − a2/p − a < 0, a função g′ não tem zeros em
]1,+∞[. Logo, neste caso, g tem no máximo um zero em ]1,+∞[. Note-se que
g′(1) < 0 é equivalente a p(1− a−2/p) < 1 + a1−2/p.

Por outro lado, se p > 2 e a > 1, a segunda derivada de g tem um zero: (p −
2)a2/p/p. Se g′((p − 2)a2/p/p) < 0, concluimos que g tem no máximo um zero em
]1,+∞[. Mas g′((p− 2)a2/p/p) < 0 é equivalente a p2−p(p− 2)p−2a1−2/p < 1.

Conclúımos que se 1 < p 6 2, a > 1 e p(1 − a−2/p) < 1 + a1−2/p ou, alternativa-
mente, p > 2, a > 1 e p2−p(p− 2)p−2a1−2/p < 1, então g tem no máximo um zero no
intervalo ]1,+∞[. Conclúımos que f 2

H tem no máximo um ponto fixo. Verifica-se a
alinea b) do Teorema 1.2.5.

Vamos agora verificar a aĺınea c) do Teorema 1.2.5. Visto que fH está definida
no intervalo ]0,+∞[ e que

fH(x)

x
=

a

(1 + bxn)p
,

conclúımos que a função fH é estritamente decrescente, uma vez que (1+bxn)
p cresce

à medida que x > 0 cresce. Assim cumpre-se com a aĺınea c) do Teorema 1.2.5.
Assim se pode concluir que estamos nas condições do Teorema 1.2.5.

Se 0 < a ≤ 1, conclúımos que

lim
x→0+

f(x)

x
= lim

x→0+

a

(1 + bx)p
= a ≤ 1
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e portanto por 2) do Teorema 1.2.5 todas as soluções convergem para zero. Por
outro lado, se a > 1, então

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0 < 1 < a = lim

x→0+

f(x)

x
= lim

x→0+

a

(1 + bx)p
,

e portanto por 3) do Teorema 1.2.5, existe um único ponto fixo que atrai todas as
soluções. Fica demonstrado o resultado.

Temos o seguinte resultado relativo à estabilidade local.

Teorema 2.6.2 (Modelo de Hassel). Temos o seguinte relativamente ao modelo (2.38).

1. se 0 < a < 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintoticamente estável e se
a > 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é instável;

2. se a > 1 e p(1− a−1/p) < 2 o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = (a1/p − 1)/b é assinto-
ticamente estável;

3. se a > 1 e p(1− a−1/p) > 2 o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = (a1/p − 1)/b é instável;

Demonstração. Uma vez que f ′

H(x) = a(1 + bx)−(p+1)(1 + bx(1 − p)), conclúımos
que f ′

H(0) = a e logo o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é assintoticamente estável se
0 < a < 1 e instável se a > 1, de acordo com o Teorema 1.2.2. Além disso, como
f ′

H((a
1/p−1)/b) = 1−p+a−1/pp < 1, pelo mesmo teorema conclúımos que o ponto de

equiĺıbrio x∗∗ = (a1/p−1)/b é assintoticamente estável se |1−p+a−1/pp| < 1 e instável
se |1− p+ a−1/pp| > 1. As condições do enunciado seguem destas inequações.

Juntando os resultados anteriores obtemos o Corolário.

Corolário 2.6.3 (Modelo de Hassel). Temos o seguinte relativamente ao modelo (2.38).

1. se 0 < a < 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é globalmente assintoticamente
estável e se a > 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é instável;

2. se a > 1 e, p(1 − a−1/p) < 2 e alguma das condições (2.39) e (2.40) se verifica
então o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = (a1/p − 1)/b é globalmente assintoticamente
estável em ]0,+∞[;

3. se a > 1 e p(1− a−1/p) > 2 o ponto de equiĺıbrio x∗∗ = (a1/p − 1)/b é instável;

Demonstração. Basta juntar as conclusões do Teorema 2.6.2 e do Teorema 2.6.1.

A figura seguinte ilustra o resultado do Corolário 2.6.3. Na figura da esquerda
temos que o ponto de equiĺıbrio x∗ = 0 é globalmente assintoticamente estável e na
figura da direita temos que o ponto de equiĺıbrio x∗∗ é globalmente assintoticamente
estável em ]0,+∞[.
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Figura 2.6: Hassel: a = 0, 5, b = 1, p = 2 (esquerda) a = 2, b = 3, p = 2 (direita)
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Caṕıtulo 3

Modelos de captura e o efeito de hidra

Na dinâmica de populações é importante considerar o efeito da captura. Um
modelo posśıvel constrói-se do seguinte modo: considera-se uma função não negativa
que descreve a evolução da população sem considerar a captura f : [0,+∞[→ R.
Designamos esta função por função de reprodução. Consideramos ainda uma função
não-negativa que corresponde à captura g : [0,+∞[→ R. De seguida consideramos
a dinâmica dada pela equação às diferenças xn+1 = F (xn), onde F (x) = (f ◦ g)(x)
ou F (x) = (g ◦ f)(x) consoante se assuma que a captura antecede a reprodução ou
vice-versa (em relação ao momento do censo).

A observação dos resultados obtidos para os modelos populacionais, revela al-
gumas vezes problemas relativos à interpretação biológica. No caso dos modelos de
captura, uma das dificuldades de interpretação mais famosas diz respeito ao dito
“efeito de hidra”, um aparente paradoxo que foi recentemente alvo de uma possivel
explicação, obtida por Eduardo Liz e Frank Hilker em [7], para um modelo de cap-
tura com função de reprodução de Ricker. Seguindo a abordagem desses autores,
observaremos esse mesmo efeito para o caso de um modelo de captura com função
de Maynard Smith e também para o caso de um modelo de captura com função de
Hassel.

Um modelo de captura geral foi proposto por Seno (a este respeito ver [6]).
Consideraremos esse modelo e obteremos, com base nele, resultados para funções
com funções de reprodução correspondentes a alguns dos modelos populacionais
considerados no caṕıtulo 2.

Por fim, derivamos com base em pressupostos biológicos um modelo alternativo
ao de Seno.

3.1 Efeito de hidra para um modelo de captura com função

de Maynard-Smith

No nosso caso consideraremos para função de reprodução a função f :]0,+∞[→ R

dada por

f(x) =
kx

1 + cx2

com k > 2 (função de Maynard-Smith com p = 2) e para função de captura a função
h :]0,+∞[→ R dada por

h(x) = (1− γ)x.
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A nossa dinâmica é dada por uma das seguintes funções F1 = f ◦h ou F2 = h◦f .
Assim, obtemos as equações

xn+1 = F1(xn) =
k(1− γ)xn

1 + c(1− γ)2x2
n

e xn+1 = F2(xn) =
k(1− γ)xn

1 + c x2
n

. (3.1)

Um efeito matemático descrito na literatura é o seguinte: em algumas situações,
ao aumentar a captura, aumenta também o tamanho da população. Este compor-
tamento das equações é conhecido como efeito de hidra. Em [7] foi proposta uma
posśıvel explicação para esta situação, aparentemente paradoxal, usando o modelo
de Ricker. Neste caṕıtulo tentaremos reproduzir a explicação usando um modelo
mais simples: o modelo de Maynard-Smith. Faremos ainda algumas considerações
adicionais à explicação dada em [7].

Começamos por analisar a dinâmica associada a F1. Neste caso, como vimos,
para k(1 − γ) 6 1 não temos ponto fixo e para k(1 − γ) > 1 temos o ponto fixo
x∗

1 =
√

(k − kγ − 1)/(c(1− γ)2). Para cada k e c fixos, consideramos a função

x∗

1(γ) =
√

(k − kγ − 1)/(c(1− γ)2). Temos que

(x∗

1)
′(γ) = 0 ⇔

[(
k(1− γ)− 1

c(1− γ)2

) 1
2

]′

= 0

⇔
1

2

(
k(1− γ)− 1

c(1− γ)2

)
−

1
2 [−kc(1− γ)2 + 2c(1− γ)(k(1− γ)− 1)]

c2(1− γ)4
= 0

⇔ −kc(1− γ)2 + 2c(1− γ)(k(1− γ)− 1) = 0

⇔ −kc(1− γ)2 + [2kc(1− γ)− 2c](1− γ) = 0

⇔ 2kc(1− γ)− 2c− kc(1− γ) = 0

⇔ 2kc− kc− 2kcγ + kcγ − 2c = 0

⇔ kc− kcγ − 2c = 0

⇔ c(k − kγ − 2) = 0

⇔ k − kγ − 2 = 0 ⇔ γ =
k − 2

k
(3.2)

e é fácil verificar que γ = k−2
k

é um ponto de máximo da função. De facto, para
se obter um ponto fixo, considerou-se k(1− γ) > 1 e, igualando a derivada de x∗

1 a
zero, obteve-se a solução γ = k−2

k
. Uma vez que

(x∗

1)
′(γ) =

1

2

(
k(1− γ)− 1

c(1− γ)2

)
−

1
2 c(1− γ)[−k(1 − γ) + 2(k(1− γ)− 1)]

c2(1− γ)4

= E[k − 2− kγ],

onde E é uma constante maior do que zero, é imediato que, se γ ∈]0, (k − 2)/k[,
então (x∗

1)
′(γ) > 0 e, se γ ∈](k − 2)/k, 1[, então (x∗

1)
′(γ) < 0. Concluimos que x∗

1

é uma função crescente em ]0, (k − 2)/k[ e decrescente em ](k − 2)/k, 1[, pelo que
x∗

1((k−2)/k) é o máximo de x∗

1. Note-se que só existe ponto de equiĺıbrio x∗

1 quando
γ ∈ [0, 1− 1/k[.

Conclúımos que temos efeito de hidra: ao aumentar a captura até ao valor γ =
k−2
k

aumenta também o tamanho da população no equiĺıbrio. A partir do valor
referido a população diminiu.
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Analisamos agora a dinâmica associada a F2. Neste caso, novamente, para
k(1 − γ) 6 1 não temos ponto fixo e para k(1 − γ) > 1 temos o ponto fixo
x∗

2 =
√

(k − kγ − 1)/c. Para cada k e c fixos, consideramos a função x∗

2(γ) =
√

(k − kγ − 1)/c. É imediato que x∗

2 é decrescente e não se verifica efeito de hidra
neste caso. O gráfico 3.1 ilustra a situação acima.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Figura 3.1: Dinâmica associada a F1 e F2 com k = 4 e c = 1. Gráficos de x∗

1, x
∗

2 e
(x∗

1 + x∗

2)/2.

3.2 Efeito de hidra para um modelo de captura com função

de Hassel

Vamos ainda reproduzir o exemplo anterior para o modelo de Hassel. Como vimos,
assumindo que p > 0, a, b > 0 e n ∈ N, o modelo de Hassel é um modelo da forma
xn+1 = f(xn) em que f : R+

0 → R é dada por f(x) = ax/(1 + bx)p.

Tomamos neste caso para função de reprodução o caso particular do modelo
de Hassel com p = 3, f(x) = ax/(1 + bx)3 e para função de captura a função
h(x) = (1− γ)x.

Tal como no caso anterior, a nossa dinâmica é dada por uma das seguintes funções
F1 = f ◦h ou F2 = h◦f , onde F1 corresponde ao senso após a captura e F2 ao senso
após a reprodução. Obtemos os modelos

xn+1 = F1(xn) =
a(1− γ)xn

(1 + b(1 − γ)xn)3
e xn+1 = F2(xn) =

a(1− γ)xn

(1 + bxn)3
.

Analisemos a dinâmica associada a F1. Temos os pontos fixos

x∗

1 =
(a(1− γ))1/3 − 1

b(1− γ)
e x∗

2 =
(a(1− γ))1/3 − 1

b
,

correspondentes respectivamente às funções F1 e F2.

Igualando a derivada de x∗

1 a zero temos

(x∗

1)
′

(γ) = 0 ⇔

(
(a(1− γ))1/3 − 1

b(1 − γ)

)′

= 0

⇔
((a(1− γ)− 1)1/3)

′

(b(1− γ))− [(a(1− γ))1/3 − 1][b(1− γ)]
′

[b(1− γ)]2
= 0
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e portanto

(x∗

1)
′

(γ) = 0 ⇔
1

3((a(1− γ))2)1/3
(−a)(b(1− γ)) + b((a(1− γ))1/3 − 1) = 0

⇔ −a[b(1 − γ)] + 3b[a(1− γ)]2/3[(a(1− γ))1/3 − 1] = 0

⇔ −b+ 3b[a(1 − γ)]−1/3[[a(1− γ)]1/3 − 1] = 0

⇔ 3(a(1− γ))1/3 − 3− (a(1− γ))1/3 = 0

⇔ a(1− γ) =
27

8

⇔ γ = 1−
27

8a

É fácil verificar que, quando os valores estimados de captura se encontram no
intervalo ]8a−27

8a
, 1[, existe diminuição no tamanho da população, e quando estes

valores de captura se encontram no intervalo ]0, 8a−27
8a

[, então a população cresce,
produzindo assim o efeito de hidra.

A expressão de x∗

2(γ) permite imediatamente verificar que esta função é decres-
cente com γ. Desta feita, para esta função, não se observa o efeito de hidra.

3.3 Modelo de captura de Seno

O modelo de Seno é um modelo que generaliza os modelos de colheita anteriores.
Nesta famı́lia de modelos, um parâmetro θ ∈ [0, 1] corresponde ao momento do ano
em que se procede à captura e, tal como anteriormente, γ ∈]0, 1[ corresponde ao
ńıvel de captura [6]. Concretamente, temos um modelo da seguinte forma:

xn+1 = [θg(xn) + (1− θ)g((1− γ)xn)](1− γ)xn. (3.3)

No que se segue, vamos assumir algumas hipóteses sobre a função de reprodução,
g :]0,+∞[→ R. Nomeadamente, assumimos o seguinte:

C1) g
′

(x) < 0 ∀ x > 0

C2) g(0) > 1

C3) lim
x→+∞

g(x) = δ < 1

C4) Existe um d > 0 tal que xg(x) é estritamente crescente no intervalo ]0, d[ e
estritamente decrescente no intervalo ]d,+∞[.

Biologicamente, a condição C1) quer dizer que qualquer aumento no tamanho da
população é seguido por um aumento da mortalidade na geração seguinte.

Os resultados que se apresentam de seguida foram demonstrados em [6].

Teorema 3.3.1 (Proposição 1 de [6]). Assumindo C1), C2) e C3), existe um único
equiĺıbrio positivo, kγ(θ), se e só se γ < 1− 1

g(0)
.

Teorema 3.3.2 (Proposição 2 de [6]). Assumindo C1), C2) e C4), existe γ0 < γ∗ tal
que, para todo o γ ∈ [γ0, γ

∗), kγ(θ) é assintoticamente estável para todo o θ ∈ [0, 1]
e todas as soluções positivas convergem para kγ(θ).
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De seguida vamos considerar casos particulares do modelo de Seno. Começamos
com o modelo de Seno com função de Maynard Smith-Stalkin (a função dada
por (2.31)) com a > 1, b > 0 e p > 1. Obtemos o modelo

xn+1 = Fγ,θ(xn) (3.4)

onde

Fγ,θ(x) =

[

θ
a

1 + bxp
+ (1− θ)

a

1 + b(1 − γ)pxp

]

(1− γ)x. (3.5)

Designamos por kMS
γ (θ) o ponto de equiĺıbrio, referido no Teorema 3.3.1, associado

a este modelo. De seguida vamos aplicar os Teoremas 3.3.1 e 3.3.2 ao modelo de
Seno com a função de Maynard Smith-Slatkin. Começamos por verificar que as
condições C1) a C4) se verificam para este modelo.

Lema 3.3.3. A função de Maynard Smith, dada por (2.31), com a > 1, b > 0 e p > 1
verifica as condições C1) a C4).

Demonstração. Consideremos a função de Maynard Smith-Slatkin, g(x) = a/(1 +
bxp), com a > 1, b > 0 e p > 1. Temos

[g(x)]
′

=

[
a

1 + bxp

]′

=
−a(1 + bxp)

′

(1 + bxp)2
= −

abpxp−1

(1 + bxp)2
< 0,

e obtemos C1).
A condição C2) é imediata: g(0) = a > 1.
Uma vez que

lim
x→+∞

a

1 + bxp
= 0 < 1,

a condição C3) verifica-se.
Atendendo a que

[g(x)x]
′

=

[
ax

1 + bxp

]′

=
a(1 + bxp)− axbpxp−1

(1 + bxp)2

=
a+ abxp − abpxp

[1 + bxp]2
=

a [1 + bxp(1− p)]

(1 + bxp)2
,

e (1+bxp)2 > 0, o sinal da expressão acima é igual ao sinal da expressão 1+bxp(1−p).
Definindo d = p

√

1/(b(p− 1)) tem-se o seguinte: se x < d então (g(x)x)′ > 0 e por-
tanto g(x)x é estritamente crescente no intervalo ]0, d[ e, se x > d então (g(x)x)′ < 0
e portanto g(x)x é estritamente decrescente no intervalo ]d,+∞[. Obtemos C4).

Teorema 3.3.4. Para o modelo de Seno com a função de Maynard Smith-Slatkin e
a > 1, b > 0 e p > 1, existe um ponto de eqúılibrio positivo, kMS

γ (θ), se e só se
γ < 1− 1/a.

Demonstração. Pelo Lema 3.3.3, o modelo de Seno com a função de Maynard Smith-
Slatkin verifica as condições C1), C2) e C3) e logo, pelo Teorema 3.3.1 obtemos o
resultado.

Teorema 3.3.5. Para o modelo de Seno com a função de Maynard Smith-Slatkin,
existe γ ∈ [γ0, γ

∗[ tal que kγ(θ) é assintoticamente estável. Para θ ∈ [0, 1], todas as
soluções positivas convergem para kγ(θ).
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Demonstração. Pelo Lema 3.3.3, temos verificadas as condições C1), C2) e C4) do
modelo de Maynard Smith e pelo Teorema 3.3.2 obtemos o resultado.

Consideramos de seguida o modelo de Seno com função de Hassel (a função dada
por (2.38)) com a > 1, b > 0 e p > 1. Temos a função

xn+1 = Hγ,θ(x) (3.6)

onde

Hγ,θ(x) =

[

θ
a

(1 + bx)p
+ (1− θ)

a

(1 + b(1− γ)x)p

]

(1− γ)x. (3.7)

Designamos por xH
γ (θ) o ponto de equiĺıbrio, referido no Teorema 3.3.1, associado

a este modelo. De seguida vamos aplicar os Teoremas 3.3.1 e 3.3.2 ao modelo de
Seno com a função (2.38). Começamos por mostrar que as condições C1) a C4) se
verificam para este modelo.

Teorema 3.3.6. Verificam-se as condições C1) a C4) para a função de Hassel

Demonstração. Seja g(x) = a/(1 + bx)p a função de Hassel. Uma vez que

[g(x)]′ =

[
a

(1 + bx)p

]
′

= −
abp(1 + bx)p−1

(1 + bx)2p
< 0

e g(0) = a > 1. Obtemos C1) e C2). Temos que

lim
x→+∞

a

(1 + bx)p
= 0 < 1

e obtemos C3). Uma vez que

[g(x)x]′ = [
ax

(1 + bx)p
]′ =

a(1 + bx)p − abpx(1 + bx)p−1

(1 + bx)2p
,

o sinal de [g(x)x]′ é dado pela seguinte expressão a(1+ bx)p−abpx(1+ bx)p−1. Uma
vez que

(1 + bx)p
[

1−
bpx

(1 + bx)

]

= 0 ⇔ x = −
1

b(1− p)
,

sendo d = − 1
b(1−p)

, conclúımos que se x < d então g(x)x é crescente no intervalo

]0, d[ e se x > d então g(x)x é decrescente no intervalo ]d,+∞[. Obtemos C4).
Portando, a função de Hassel verifica todas as condições do Teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.7. Para o modelo de Hassel, existe um equiĺıbrio positivo xH
γ (θ) se e só

se γ < 1− 1/a.

Demonstração. Pelo Teorema 3.3.6, o modelo de Seno com a função de Hassel veri-
fica as condições C1), C2) e C3) , então pelo Teorema 3.3.2 temos o resultado.

Teorema 3.3.8. Para Seno com a função de Hassel, existe γ ∈]γ0, γ
∗[ tal que xH

γ (θ)
é assintoticamente estável. Para θ ∈ [0, 1], todas as soluções positivas convergem
para xH

γ (θ).

Demonstração. Pelo Teorema 3.3.6 o modelo de Hassel verificou as condições C1),
C2) e C4). Assim, pelo Teorema 3.3.2, temos os resultados para qualquer θ ∈
[0, 1].
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3.4 Um novo modelo de captura

Nesta secção apresentamos um novo modelo de captura generalizado, alternativo ao
modelo de Seno com função de Beverton-Holt, em que um parâmetro θ ∈ [0, 1] cor-
responde ao momento em que iniciamos a captura, a qual se mantêm até ao final do
peŕıodo considerado. Deduzimos este modelo a partir de pressupostos biológicos de
forma semelhante ao que fizemos para os vários modelos de crescimento populacional
considerados no Caṕıtulo 2.

Tal como na dedução do modelo de Beverton-Holt, vamos considerar a evolução
de uma dada polulação ao longo de um ano, mais concretamente, consideraremos a
evolução entre o n-ésimo ano e o (n+1)-ésimo ano, para um determinado ano n ∈ N.
Vamos ainda designar por xn o tamanho da população no instante n, imediatamente
a seguir à reprodução.

Assumimos que a variação da população em ]n, n + θ[ é consequência exclusiva
da mortalidade resultante dos ataques. Assim

u′ = −
1

2
au2, u(n) = xn. (3.8)

Atendendo a que a equação (3.8) é uma equação de variáveis separáveis, temos

∫ n+θ

n

u′(s)

[u(s)]2
ds = −

∫ n+θ

n

1

2
a ds ⇔ −

[
1

u(s)

]n+θ

n

= −

[
1

2
as

]n+θ

n

⇔ u(n+ θ) =
1

aθ/2 + 1/xn
=

xn

aθxn/2 + 1
.

Por outro lado, consideramos que a variação da população em ]n + θ, n + 1[ é
consequência da mortalidade resultante dos ataques e da captura

u′ = −
1

2
au2 −

γ

1− γ
u, u(n+ θ) =

xn

aθxn/2 + 1
. (3.9)

Atendendo a que a equação (3.9) é uma equação de variáveis separáveis, temos

∫ n+1

n+θ

u′(s)

(au/2 + γ/(1− γ))u
ds = −

∫ n+1

n+θ

1 ds

o que é equivalente a

u(n+ 1)(a/2u(n+ θ) + γ/(1− γ))

au(n+ 1)/2 + γ/(1− γ)
= u(n+ θ) eγ(θ−1)/(1−γ) .

Obtemos

u(n+ 1) =
γ eγ(θ−1)/(1−γ) xn/(1− γ)

γ/(1− γ) + a(1− eγ(θ−1)/(1−γ) +γθ/(1− γ))xn/2

Atendendo à equação anterior, os juvenis que nascem no final do periodo [n, n + 1]
são dados por

v(n+ 1) = αu(n+ 1) =
αγ eγ(θ−1)/(1−γ) xn

γ + a(1− γ − (1− γ) eγ(θ−1)/(1−γ) +γθ)xn/2
.
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Supomos que no final do ano a população de adultos morre, restando apenas
uma fracção da população de juvenis. Essa população é dada por σv(n + 1), onde
σ denota a probabilidade de um juvenil sobreviver ao inverno. Assim, a população
no instante n+ 1 é dada por

xn+1 = σv(n+ 1) =
σαγ eγ(θ−1)/(1−γ) xn

γ + a(1− γ − (1− γ) eγ(θ−1)/(1−γ) +γθ)xn/2
.

Obtemos

xn+1 =
σα eγ(θ−1)/(1−γ) xn

1 + a
2γ
(1− γ − (1− γ) eγ(θ−1)/(1−γ) +γθ)xn

. (3.10)

Como sabemos da análise do modelo de Beverton -Holt, para γ ∈]0, 1[, o ponto de
equiĺıbrio é

x∗(γ) =
σα eγ(θ−1)/(1−γ) −1

a
2γ
(1− γ − (1− γ) eγ(θ−1)/(1−γ) +γθ)

,

existe e é globalmente assintoticamente estável se σα eγ(θ−1)/(1−γ) > 1.
Parece-nos que o modelo obtido merece um estudo mais aprofundado em tra-

balhos futuros. Em particular, seria importante comparar o modelo de Seno com
função de Beverton-Holt (que se obtêm fazendo p = 1 na equação (3.5)) e o mo-
delo de captura que foi obtido nesta secção. Isto é, seria interessante comparar o
modelo (3.10) com o modelo

xn+1 = θ
σα(1− γ)xn

1 + axn/2
+ (1− θ)

σα(1− γ)xn

1 + a(1− γ)xn/2
, (3.11)

no que respeita a vários aspectos, em particular à existência de efeito de Hidra para
os vários parâmetros.

Ilustramos na figura seguinte o comportamento do ponto fixo em função de γ
para o novo modelo e o modelo de Seno com função de Beverton-Holt, usando os
parâmetros a = 10, α = 10, σ = 0, 8 e três valores distintos para θ.

Figura 3.2: Modelos Novo (vermelho) e de Seno (azul): θ = 0, 1 (esquerda), θ = 0, 5
(centro), θ = 0, 7 (direita)
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Caṕıtulo 4

Um projecto de divulgação matemática

O objetivo deste caṕıtulo é descrever e tecer alguns comentários sobre uma acção
de divulgação subordinada a modelos discretos da Biomatemática, preparada e le-
vada a cabo pelo autor deste trabalho, pelo seu orientador, Prof. César Silva, e
por uma sua colega. Um v́ıdeo da apresentação bem como os slides usados na apre-
sentação encontram-se nos endereços http://www.mat.ubi.pt/~csilva/AJC.mp4 e
http://www.mat.ubi.pt/~csilva/2018-03-10-slides-Academia.pdf. Todas as
imagens inclúıdas na apresentação foram retiradas do site https://pixabay.com/,
o qual permite a utilização livre das imagens.

4.1 Academia Júnior de Ciências

A Academia Júnior de Ciências (A.J.C.) foi criada em 2014 por iniciativa do Rei-
tor da Universidade da Beira Interior Professor António Fidalgo e como director o
Professor Manuel Joaquim Saraiva que continua a coordenar as actividades até a
presente data.

A A.J.C. tem por objectivo estimular o gosto pela ciência entre os alunos, dar-
lhes a oportunidade de terem um primeiro contacto com uma Instituição de Ensino
Superior e incutir-lhes o gosto pelas áreas cient́ıficas, como a Matemática, a F́ısica
ou a Qúımica.

Estas actividades abrangem os melhores alunos da região que estejam a frequen-
tar o 12.o ano de escolaridade e que se interessem pelas áreas dispońıveis no programa
da A.J.C. organizados pela Universidade.

As apresentações relacionadas as áreas de Matemática, F́ısica e Qúımica, são
feitas em forma de seminários, com sessões temáticas de natureza diversa, com
aulas teórico-práticas, laboratoriais, palestras entre outras. Seminários ligados a
outras áreas são também ministrados. Contam-se entre estas áreas a Meteorologia,
Informática, Biologia, Economia e Engenharia. Para além destas apresentações, as
visitas guiadas à Universidade fazem parte do programa da A.J.C..

No final de cada edição da A.J.C. é promovida uma discussão entre os estudantes
e seus professores, os quais emitem suas opniões sobre as actividades decorridas,
sendo que algumas são levadas em consideração e implementadas no ano seguinte.
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4.2 Ação de divulgação em biomatemática

A preparação da apresentação foi feita numa primeira fase separadamente, tendo
cabido ao autor a preparação das secções relativas aos modelos de crescimento po-
pulacional e aos modelos de captura (slides 5 a 19) e numa segunda fase em conjunto
com o seu orientador e a sua colega Rabilde Bartolomeu. Nesta segunda fase os sli-
des preparados foram melhorados e adaptados, tendo em conta os conteudos das
outras partes da apresentação.

Ao preparar a apresentação e dado que um dos objectivos foi falar não só da in-
formação que se pode obter dos vários modelos biológicos apresentados mas também
apresentar alguma matemática que pudesse ser reconhecida pelos participantes, no-
meadamente pelos estudantes do ensino secundário, várias foram as dificuldades
encontradas e foi necessário considerar vários aspectos. Alguns desses aspetos são a
seguir apresentados, em especial os que estão diretamente relacionados com os slides
que preparei:

1. Foi necessário seleccionar conteúdos pasśıveis de serem compreendidos pelos
estudantes, o que levou a excluir alguma da matemática necessária para uma
compreensão mais profunda do problema.

2. Foi necessário mudar a linguagem de algumas expressões técnicas para ou-
tras mais próximas dos conteúdos conhecidos dos alunos. A t́ıtulo de exem-
plo, enumeram-se as seguintes mudanças relativamente à linguagem usada nas
secções anteriores:

a) em vez de “equações às diferenças” usámos “sucessões definidas por re-
corrência”;

b) em vez de “condição inicial” usámos “população no ano inicial”;

c) em vez de “ponto de equiĺıbrio” usámos “população de equiĺıbrio”;

d) em vez de “orbita” usámos “evolução da população”.

3. Foi sentida a necessidade de incluir uma introdução onde as equações às dife-
renças (ou, na linguagem adotada, as recorrências) foram interpretadas como
leis que regem a evolução de determinado fenómeno (slides 2 a 4).

4. Ao falar do modelo de Beverton-Holt, foi necessário listar alguns termos da
sucessão para fazer sentir que a partir das condições inicias podemos obter
a população, por recorrência, nos vários instantes de tempo (slide 6). Isto
permitiu associar o modelo de Beverton-Holt a uma lei de evolução do sistema
biológico subjacente, fazendo assim uma ligação com a introdução.

5. A inclusão dos gráficos que descrevem a lei de evolução dada pelo modelo de
Beverton-Holt logo de ińıcio foi adotada para que se percebesse a existência de
comportamentos distintos das órbitas para diferentes valores dos parâmetros
e que, para conjuntos de parâmetros fixos, há um comportamento assintótico
comum (slide 7). Usaram-se ainda os gráficos para reforçar a ideia de que, a
cada condição inicial (ou, na linguagem usada, população inicial) correspondia
uma sucessão dada por recorrência, sendo que a cada termo correspondia o
estado da população num determinado ano.

52



Modelos Ecológicos Unidimensionais

6. Para derivar o modelo de Beverton-Holt foi usado o esquema abaixo, nos sli-
des 9 a 11, para auxiliar a interpretação dos vários intervalos e instantes de
tempo que se utilizaram, em cada ano, para modelar os aspectos biológicos
subjacentes ao problema.

7. Vários conteúdos tiveram de ser retirados da apresentação, porque se consi-
derou que demasiada informação poderia criar confusão em vez de clarificar
a interpretação. Além disso, a forma de apresentar alguns conteúdos foi al-
terada em relação à apresentação feita em caṕıtulos anteriores, para que a
interpretação fosse mais fácil. Por exemplo, no slide 9, ainda que não tenha
sido retirada, foi dado menos destaque à equação

N(n) = Pn, e N ′(t) = −(µ0 +mN(t))N(t),

colocando-a num tom de cinzento claro, porque, mais do que o detalhe desta
equação diferencial, se pretendia apenas que os participates percebessem do
que foi dito a propósito desta equação: que a evolução da população se regia
por uma equação que impunha que a derivada de população fosse negativa.
Em prinćıpio, os conhecimentos de muitos dos participantes permitir-lhes-ia
associar a derivada negativa ao decrescimento da população.

8. De realçar que para além do interesse dos aspectos matemáticos, houve um
esforço para que as fórmulas incluidas na apresentação fossem quase todos
alvo de uma interpretação biológica, uma vez que um dos objectivos da apre-
sentação foi realçar a relação entre Matemática e Biologia. Um dos exemplos
que podemos apontar neste contexto é que, ao obter as soluções constantes,
para além de descobrirmos um dos tipos de soluções interessantes do ponto de
vista matemático, discutimos ainda uma interpretação destas soluções como
estados de equiĺıbrio do sistema biológico descrito (slide 12).

9. Na parte correspondente aos modelos de captura, várias alterações foram sendo
feitas ao longo da preparação da apresentação, a fim de tornar mais fácil a com-
preensão dos conteúdos. A t́ıtulo de exemplo, optou-se por omitir o domı́nio e
contradominio das função de reprodução e captura para não carregar o slide.
Optou-se ainda por usar valores concretos para os parâmetros da função de
reprodução, ainda que as conclusões tivessem sido obtidas com parâmetros
gerais na secção anterior (slide 16).

10. Um outro aspecto importante na parte relativa aos modelos de captura foi que
se optou por explicar este efeito usando a representação gráfica, em vez que
apresentar longos e complexos cálculos (slides 18 e 19). A explicação deste
efeito foi reduzida ao seguinte:

a) Das três curvas apresentadas, um representa o censo da população depois
da captura, outro o censo da população depois da reprodução e o último
representa a população média.
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b) Ao medir a população no momento da reprodução estamos a medir no
momento em que a mesma teve um crescimento, e ao medir depois da
captura estamos a medir no momento em que ela decresceu. Então para
valores intermédios de captura há maior oscilação da população, fazendo
com que a população média diminua consideravelmente. Então o efeito de
hidra acontece apenas porque o momento em que se faz a contagem da
população vai determinar o seu tamanho.

c) Para maior compreensão da variação da oscilação com o aumento da cap-
tura, fez-se uma explicação separando as funções de captura e reprodução.
Para tal usou-se no slide 19 um modelo não autónomo que alternava as
funções de captura e de reprodução mas optou-se por omitir qualquer re-
ferência à natureza diferente do modelo utilizado. Seria interessante abor-
dar esta diferença mas complicaria desnecessariamente a exposição. Assim
recorreu-se simplesmente ao gráfico de algumas soluções do modelo não
autónomo sem entrar em pormenores sobre a forma como tinha sido ela-
borado. Nesta representação gráfica pode verificar-se que, para valores pe-
quenos de captura, a população apresenta maior oscilação entre os peŕıodos
de captura e de reprodução à medida que a captura aumenta, o que leva ao
efeito de hidra quando se considera o senso após o momento da reprodução.
Pode ainda verificar-se que em média a população diminiu sempre com a
captura.

11. No slide 18, aproveitou-se ainda para realçar a vitalidade da Matemática a
propósito do artigo de Eduardo Liz e Frank Hilker, salientando que foi pu-
blicado recentemente (em 2014) e que dá uma explicação do efeito de hidra
(usando o modelo de Ricker em vez do que consideramos na apresentação).
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