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Resumo

Os modelos ecolégicos descrevem a dinamica de uma determinada populacao que
habita num ecossistema e num periodo de tempo determinado. Este trabalho tem
por principal objectivo estudar os modelos ecolégicos unidimensionais. Os mode-
los considerados neste trabalhos sao os modelos de Beverton-Holt, Ricker, Maynard
Smith-Slatkin e Hassel. Para tal, comecamos por introduzir algumas definicoes e
resultados que servem de base ao estudo do comportamento assintotico dos mo-
delos propostos. De seguida, fazemos a derivacao dos modelos do ponto de vista
biolégico. Faz-se também a derivagao dos modelos modificados de Beverton-Holt
e Ricker, bem como o estudo do comportamento assintético destes modelos. De
seguida, os modelos de Maynard Smith-Slatkin e Hassel sao usados para obtermos
modelos unidimensionais de captura e discutir o efeito de hidra, efeito que por ve-
zes ocorre nestes modelos. Obtemos ainda um modelo de captura generalizado, o
modelo de Seno, e desenvolve-se de seguida um novo modelo que é alternativo ao
modelo de Seno com fungao de Beverton-Holt. Finalmente, descrevem-se alguns
aspectos que foram considerados aquando da elaboracao de uma acao de divulgagao
em Biomatematica na Academia Junior de Ciéncias.
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Abstract

Ecological models describe the dynamics of a given population that inhabits in some
ecosystem and over a given period of time. The main objective of this work is to
study one-dimensional ecological models. The models considered in this work are the
Beverton-Holt, the Ricker, the Maynard Smith-Slatkin and the Hassel models. To
do this, we start by introducing some definitions and results that are the main tools
we will use to study the asymptotic behavior of the proposed models. After this,
we derive the models from the biological point of view. We also derive the modified
Beverton-Holt and Ricker models and study of their asymptotic behavior. After, the
models of Maynard Smith-Slatkin and Hassel are used to develop unidimensional
capture models and to discuss the hydra effect, frequently found in capture models.
Additionaly, we consider a generalized capture model, the Sine model, and develop
a new model that is alternative to the Sine model with Beverton-Holt function.
Finally, we describe some aspects that were discussed in the elaboration of a talk in
Biomathematics given at the “Academia Junior de Ciéncias” (Junior Academy of
Sciences).

Keywords

One-dimensional models; Asymptotic behavior; Fixed points; Beverton-holt mo-
del; Ricker’s model; Model of Maynard Smith-Slatkin; model of Hassel; Breast Mo-
del; Capture models; Hydra effect; Dissemination of mathematical knowledge.
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Introducao

Os ecossistemas formam um sistema complexo onde factores biolégicos, climatéricos
e geoldgicos, juntamente com factores sociais, politicos e econémicos, produzem uma
série de processos ambientais que determinam a sua evolucao ao longo do tempo,
tornando assim a gestao de qualquer ecossistema um assunto complexo [14].

Para que se faga uma gestao eficiente nos ecossistemas, é necessario que se con-
siderem trés elementos essenciais: conhecer (ter detalhes do problema e comparé-lo
com os outros problemas, objectos ou condigoes), compreender (envolve reduzir as-
pectos complexos dos problemas, objectos ou condicoes a teorias simples de facil
interpretagao) e prever (estd relacionado com a organizacao do conhecimento ad-
quirido ao longo do tempo e a exploragao de possiveis situagoes futuras). Cada um
destes elementos é importante para a resolucao de problemas complexos relativos aos
ecossistemas e nenhum resolve o problema de forma isolada. Quando bem combina-
dos, os objectivos sao alcancados e bases que direcionem a complexa relacao entre a
humanidade e os recursos que a natureza oferece sao criadas [14]. A resolugao dos
problemas apresentados pelos ecossistemas, envolve estes trés elementos.

Ao juntarmos dados, suposi¢oes e conhecimentos para um proposito especifico
estamos a criar modelos que descrevem a evolucao e descricao destes fendmenos.
Quanto mais simples forem os modelos, as teorias ou politicas de gestao que se pro-
ponham para o fenémeno a ser estudado, mais facilmente e detalhadamente podem
ser testadas. Segundo [17], os modelos ecol6gicos podem assumir muitas formas
quando sao usados como uma ferramenta para compreender sistemas complexos,
estando o grau da complexidade de um modelo dependente do objectivo pelo qual
o modelo foi desenvolvido [17, 14].

De acordo com Blanco [14], os modelos podem ser utilizados para os seguintes
objectivos especificos: representar variaveis e taxas de crescimento; descrever a estru-
tura de um ecossistema e padroes temporais e espaciais de processos ecossistémicos
individuais; reconstruir o passado ou prever o comportamento futuro do ecossis-
tema estudado; gerar e testar teorias e hipdteses ecologicas sobre a organizacao e
funcionamento dos ecossistemas; exibir, codificar, transferir, avaliar e interpretar o
conhecimento ecolégico; guiar o desenvolvimento e avaliacao de politicas ambientais;
facilitar a aprendizagem coletiva e resolver disputas (ver Morton [15] e Beven [16]);
e educar e ensinar conceitos ecoldgicos.

Assim, em ecologia, a modelacao matematica conheceu sua evolucao através de
diferentes niveis hierarquicos: populacao, comunidade e ecossistema. Estes niveis
estao intimamente ligados a factores bioldgicos, climatéricos e geoldgicos, bem como
a factores sociais, politicos e economicos. Estes factores levam a criacao de modelos
especificos que descrevem a evolugao ou a dinamica de cada espécie ou populacao a
ser estudada.

Os modelos, para além de fazerem uma descricao simplificada ou abstrata da
realidade, também permitem fazer previsoes. Por serem uma simplificacao ou abs-
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tracao da realidade, os modelos incluem parametros que quantificam algumas das
caracterfsticas do fenémeno. E muito importante manter um equilibrio entre a
simplicidade que se pretende ter num modelo e o detalhe com que ele descreve a
realidade. Assim, ao acrescentar parametros que descrevam com maior detalhe a si-
tuacao, tornando o modelo mais complexo, deve haver a preocupacao de nao perder
a esséncia dos modelos, mantendo-os perceptiveis.

Os primeiros modelos aplicados & dinamica de populacoes foram o de Malthus
(1798), usado para prever o crescimento populacional de peixes, e o de crescimento
logistico de Verhulst (1828), um modelo muito estudado no século XX. Um outro
modelo muito importante que surgiu no inicio do século XX foi o modelo de predador-
presa de Lotka-Volterra (1925). Em 1934, Gause usou estes modelos como hip6tese
nos seus trabalhos de laboratério. Em 1969 Odum atribuiu 24 caracteristicas quan-
tificaveis aos ecossistemas que permitem comparar os estdgios de maturidade das
espécies [13].

Neste trabalho faremos o estudo de alguns modelos ecolégicos unidimensionais
classicos como o de Beverton-Holt (1975), Ricker (1954), Maynard Smith-Slatkin
(1973) e Hassel (1975). Vamos derivar estes modelos de um ponto de vista bioldgico
e estudaremos o comportamento assintotico dos mesmos. Utilizaremos ainda alguns
destes modelos para construir outros que incluam o efeito da captura na dinamica.
Para os modelos de captura obtidos, estaremos particularmente interessados em
discutir um efeito matematico aparentemente paradoxal: o efeito de Hidra.

Este trabalho tem quatro capitulos. No primeiro capitulo apresentam-se algumas
definicoes e teoremas que servem de base para o estudo da estabilidade assintética
dos modelos apresentados. No segundo capitulo sao apresentados os modelos de
Beverton-Holt, Ricker, Maynard Smith-Slatkin e Hassel, sua derivacao e o estudo do
comportamento assintético. Serao ainda considerados modificagoes dos modelos de
Beverton-Holt e Ricker. No capitulo seguinte, introduzem-se os modelos de captura
e discute-se o efeito de Hidra. Nos modelos de captura, a dinamica sera dada por
uma funcao que se obtém como composicao de fungoes: uma das funcoes representa
a dinamica da espécie sem captura e a outra representa a captura. Consideraremos
de seguida uma generalizacao destes modelos de captura: o modelo de Seno. Ainda
neste capitulo, é derivado um novo modelo que é alternativo ao modelo de Seno com
funcao de Beverton-Holt. Por fim, no ultimo capitulo faz-se a descricao de alguns
aspectos que foram considerados na preparacao de uma apresentacao relacionada
com modelos discretos em Biomatematica, realizada no ambito da Academia Junior
de Ciéncias.
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Capitulo 1

Equacoes as diferencas escalares

Neste capitulo vamos apresentar as definicoes e resultados que utilizaremos no estudo
das equagoes que surgem nos modelos que discutiremos.

1.1 Definicoes

Comecamos por introduzir o conceito de equacao as diferencas, bem como algumas
definicoes relacionadas.

Definicao 1.1.1. Designaremos por equacao as diferencas de primeira ordem uma
equacao da forma

Tonr1 = f(n,x,), (1.1)

onde f é uma dada fungao. Se f for da forma f(n,x) = g(z) (ou seja, f nao depende
explicitamente de n), dizemos que a equacao é auténoma. Caso contrario a equagao
diz-se nao-auténoma.

Definicao 1.1.2. Uma equacao as diferengas de primeira ordem diz-se linear se é uma
equacao da forma x,,1 = a,x, + b, (ou seja, f(n,z) = a,x + b,), onde (a,) e (by)
sao sucessoes de nimeros reais. Uma equacao que nao € linear diz-se nao linear. Se
existem a,b € R tais que a,, = a e b, = b para todo o n € IN, obtemos uma equacao
da forma x, .1 = ax, + b que se diz equagao linear autéonoma. Se b, = 0 obtemos a
equacao T, = a,T, que se designa por equacao linear homogénea e se b, # 0 para
algum n a equagao x,1 = a,r, + b, diz-se linear nao homogénea.

Neste trabalho vamos considerar apenas equagoes as diferencas de primeira or-
dem auténomas. Mais concretamente, dado X C R e uma fungao f : X — X,
consideraremos equacoes as diferengas auténomas:

Tus1 = Flan). (1.2)

Estas equagoes podem ser interpretadas como ferramentas que nos permitem estudar
a evolucao dos estados de um sistema por aplicacao sucessiva de uma lei, dada pela
funcao f que permanece imutéavel ao longo do tempo (o qual é discreto e identificado
com INy). Mais concretamente, dado um estado inicial do sistema, zy € X, podemos

3
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obter os estados restantes aplicando f sucessivamente:

Ty = f(xo)
zy = f(x1) = f(f(x0)) = [*(w0)
x5 = f(x2) = f(f(x1)) = F(f(f(20))) = [ (o)

onde se usa a notacao f¥ = Jofo---of.
k vezes
Muitas vezes, no que se segue, designaremos uma sequéncia (z,)en, Simples-
mente por (x,). Tal ndo causa confusdo pois no nosso contexto o primeiro termo
serd sempre xg, isto é comegara sempre no tempo n = 0.

Defini¢ao 1.1.3. Uma sucessao (z,), diz-se solu¢ao de uma equagao as diferengas se,
para todos os valores de n, x,, satisfaz a equacao.

Definicao 1.1.4. Designa-se por solugao geral de uma equacao as diferencas de ordem
1, a familia de todas as solugoes (x,,) da equagao.

A solugao geral de uma equacao as diferencas linear de ordem 1 depende de uma
constante arbitraria C'. Para obter, a partir da solugao geral, uma solugao particular,
basta determinar o valor da constante C', o que pode ser conseguido explicitando o
valor da solugao particular num determinado ponto. Quando explicitamos o valor
da solucao no ponto inicial dizemos que temos uma condicao inicial.

Defini¢ao 1.1.5. Fixada uma equacao as diferengas auténoma (1.2), o conjunto de
todas as iteragoes positivas de f num ponto xg, {f"(z¢) : n = 0}, diz-se a 6rbita
positiva de zy e denota-se por Ot (zg). Quando f é invertivel, podemos ainda
definir a érbita negativa de xp por O~ (z) = {f"(zo) : n < 0} e a dérbita de zy por
O(ZL‘Q) = OJr(fEO) U Oi(l‘o).

Nas equagoes as diferengas (1.1), em particular nas equagoes auténomas (1.2), os
pontos fixos da fungao f sao fundamentais uma vez que estao associados as solugoes
constantes da equacao.

Defini¢ao 1.1.6. Diz-se que um ponto z, € X é um ponto fixo da funcao f : X — X
se f(xp) = xp.

Note-se que, se z, é um ponto fixo da fungdo f em (1.2), entdo, para todo o
k € NN,

fk(xp) = fk_l(f(xp)) = fk_l(xp) == Ip.

Assim, se x, € X ¢é um ponto fixo da funcao f em (1.2), a érbita positiva de
z, 6 Ot (x,) = {z,}. Um ponto fixo de f, z,, diz-se um ponto de equilibrio da
equacao (1.2).

Definicao 1.1.7. Dado m € N, a 6rbita positiva de xy diz-se periddica de periodo m
(ou um ciclo de periodo m) se f™(xy) = xo.

4
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Deste modo, uma solucao associada a uma orbita periddica de periodo k repete-se
a cada intervalo de tempo de comprimento k:

Loy L1, L2y« y Th—1, L0y L1, L2y v vy Tp—1, L0y L1y L2y«

Por outras palavras, se xg é um ponto periédico de periodo k entao a sua oOrbita
positiva é o conjunto O (xg) = {wo, 1, ..., Tp_1}-

Definicao 1.1.8. Dado m € IN, a érbita positiva de x( diz-se eventualmente peridédica
de periodo m (ou um ciclo eventual de periodo m) se existe k € Ny tal que f™(zy) =
L.

Um ponto eventualmente peridédico de periodo m, zy, pode nao ser periédico mas
existe k € Ny tal que f*(z¢) = yo é um ponto periédico de perfodo m:

Oy Ly v oy The 1y Y0y Yls v oo s Y1y Y0> YLy v o s YTy o o v s YOs YLy ooy Yy o+ -+
Na situacao acima, a érbita positiva de xq é
Ot (x0) = {X0, T1, ooy The1, Y0, Y1y o> Y1
e f*(xo) = yo é um ponto periédico de perfodo m:

Yo, Y1y -+ -y Ym—1, 90, Y15 - - - s Ym—15 - - - Y0, Y15 s Ym—15 - - - -

1.2 Estabilidade de Lyapunov e estabilidade assintotica

Nesta seccao, vamos agora apresentar os conceitos de estabilidade mais usados no
estudo das equacoes as diferengas auténomas e os resultados que nos servirao de base
para o estudo da estabilidade dos modelos que consideraremos nas seccoes seguintes.

Defini¢do 1.2.1. Um ponto de equilibrio z, da equagdo (1.2) diz-se:

a) Estdvel se para todo o € > 0 existe 0 > 0 tal que, para toda a condigao inicial z
e para todo o n € IN,

lzg — xp| <0 = |f"(x0) — x| <e.

b) Semi-estdvel a direita se para todo o € > 0 existe 4 > 0 tal que, para toda a
condicao inicial zy temos, para todo o n € N,

O<zg—x, <0 = |f"(xg) —xp| <e.

¢) Semi-estavel a esquerda se para todo o € > 0 existe § > 0 tal que, para toda a
condicao inicial zy temos, para todo o n € N,

—0<zo—2, <0 = |f"(x0) —xp| <e.

d) Instavel se existe € > 0 tal que para todo o § > 0, existe uma condigao inicial zg
en € N, tal que |zg —z,| < d e |f"(z0) —z,| > c.
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e) Atractor se existe > 0 tal que, para toda a condicao inicial zy temos
w0 —ap| <m = lim f*(z0) = 5.
n—oo
f) Globalmente atractor em A se para toda a condigao inicial zy tal que zy € A
temos lim f"(xg) = x.
n—oo
g) Assintoticamente estével se for estavel e atrator.

h) Globalmente assintoticamente estavel em A se for estdvel e globalmente atrator
em A.

Se f estd definida num intervalo [a,b] e a é ponto fixo semi-estavel a direita
entao é ponto fixo estavel. De igual modo, se f estd definida num intervalo [a,b] e
b é ponto fixo semi-estavel a esquerda entao é ponto fixo estavel.

De seguida apresentamos dois resultados fundamentais para a anélise da esta-
bilidade local de pontos fixos. No primeiro caso consideramos a situacao em que
|f'(z*)] # 1, situagdo em que o ponto fixo se designa por ponto fixo hiperbdlico.

Teorema 1.2.2. Seja f : [a,b] — [a,b] e z* um ponto de equilibrio da equacao
Tny1 = f(z,). Seja ainda f diferencidvel em [a, b] com f’ continua em x*. Temos:

a) se |f'(z*)| < 1 entdo z* é assintoticamente estével;
b) se |f'(z*)] > 1, tem-se que x* é instavel.

Demonstragao. Suponhamos que |f/(z*)| < 1 e seja C' > 0 tal que |f'(z*)| < C < 1.
Como [’ é continua em z*, para todo o ¢ > 0, existe § > 0 tal que, para todo o
x € [a,b] temos

[z -2 <0 = |f(2) - f(=")| <e,

ou seja,
el =62 +0] = [flx)e]f(z")—e f(z¥)+¢l

Deste modo
—C—e<fl@)—e<fl(x)< fl(x*)+e<C+e.

Concluimos que se f é continuamente diferencidvel em z* existem § > 0e M € ]0,1]|
(podemos tomar M = C + ¢) tal que

|f'(z)] < M <1 paratodoo z€lz*—d 2"+

Por outro lado, como f é diferencidavel em |z* — §,2* + §[, pelo teorema de
Lagrange, existe um ¢ €]z* — 6, z* + J] tal que

f(x) = f@)] = f"()lle — "] < Mz — 2] (1.3)

Seja agora g €]z* — 0, x* + d| e (z,,) a solugao correspondente & condi¢ao inicial
xo. De acordo com (1.3), temos

|21 = 2| = |f (o) = f(&7)] < Mzo — 27| < Jwg — 7).
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Conclui-se que z; € |z* — §,2* 4+ §| e consequentemente
|22 — 2% = |f(21) — f(a")| < M2y — 27| < M?|zo — 2| < |ag —a7.

Deste modo x5 € |z* — §,2* + §[. Procedendo por indugao, concluimos que x,_; €
Jz* =, 2"+ 0] e
|z, — 2| < M"|zg — x7|, (1.4)

para todo o n € IN. Seja ¢ > 0 e tomemos § = €. Tem-se que, se |rg—z*| < J =«
entao, por (1.4), obtemos

|z, — 2% < M"|xg— 2" | < |zg —2"| < =e.
Logo z* é estavel. Por outro lado, ainda por (1.4), temos

lim |z, —2% < lim M"|xy — 2% =0.

n—-+oo n—-+oo
Como
lim |z,—2z*|=0 < lim (z,—2")=0 < lim z,= lim z* & lim z,=2a"
n—-+oo n—-+oo n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo

chegamos a conclusao de que z* é atrator. Sendo atrator e estavel, concluimos que
¢ assintoticamente estavel. Obtemos a).

Suponhamos agora que |f'(z*)| > 1. Temos as possibilidades f'(z*) > 1 ou
f'(x*) < —1. Seja C > 1 tal que f'(z*) > C > 1ou f'(z*) < —C < —1. Como f é
continuamente diferenciavel em x*, temos que f’ é continua em z* e logo, para todo
0 € >0, existe 6 > 0 tal que, para todo o z € [a, b], temos

lz—a"| < = |[f(z) - f(z")]<e
e deste modo
f'(x)> fl(a*)—e>C—¢ ou fl(z)<f(a")+e<—-C+e.

Concluimos que, se f é continuamente diferenciavel em x*, existem 6 > 0e M > 1
(podemos tomar M = C — ¢) tal que

|f'(x)] > M >1 paratodoo z€lz*—d 2"+ (1.5)

Seja xy €|a* —0,z*+d[. Como f é continua, de acordo com (1.5) e com o teorema
de Lagrange, existe um ¢ €]z* — 0, 2* + 4|, tal que

o — 7] = [£(@0) — F@)] = |F(©)llo — 27| > Mlao — 27| > [z — o).
de modo andlogo se z; €]z* — ¢, x* + J[, temos
Ty — 2% > M|z — 2| > Mg — 2| > |19 — 2%,
e, de um modo geral, se z,,_1,...,x1 €]z* — 0, 2* + [, entao
|z, —a%| > M" |z — x7|.

Assim, como lim M" = +o0, existe m € N tal que x,, nao pertence ao intervalo
n—-+o0o

Jo* — 6,2 4+ 4.

Entao, se tomarmos ¢ = 0, dado 0 > 0 e zg €]z* — J, 2" + [ temos que existe
m € NN tal que x,, ndo pertence ao intervalo |x* — §,2* + §[. Logo x* é instavel.
Obtemos b). O
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O Teorema seguinte permite concluir sobre a estabilidade de um ponto fixo em
algumas situagoes em que a derivada é 1, desde que a funcao seja trés vezes derivavel
com terceira derivada continua.

Teorema 1.2.3. Seja f : [a,b] — [a,b] e ¥ um ponto de equilibrio da equacao
Tpy1 = [(x,). Seja ainda f trés vezes diferencidvel em [a,b] com f” continua em
x*. Se f'(z*) =1, tem-se que

a) se z* € la,b[ e f"(z*) #0 ou ainda z* =a e f'(z*) >0oua* =be f'(z*) <O,
o ponto x* é instdvel; além disso, se f”(z*) > 0, o ponto z* é semi-estdvel a
esquerda e se f”(z*) < 0, o ponto x* é semi-estdvel a direita;

b) se f"(z*) =0e f"(2*) > 0 entao z* é instavel;

c) se f"(z*) =0e f"(z*) < 0 entdo z* é assintoticamente estavel.

Demonstracao. Seja x* € Ja,b[ e sejam |f'(x*)] = 1 e f"(a*) # 0. Se f"(x*) < 0,
o grafico tem a concavidade voltada para baixo e se f”(z*) > 0, o grafico tem a
concavidade voltada para cima. Suponhamos primeiro que f”(z*) < 0. Como f”
é continua em z*, para todo o € > 0 suficientemente pequeno, se = € |z* — &, x*,
entao f'(x) > 1. Seja M > 1 tal que f'(x) > M > 1 para todo o x € |z* — &, z*|.
Dado zg € |x* — &, 2*[, pelo teorema de Lagrange, existe ¢ € Jz* — ¢, 2*[ tal que

v — 2" = f(xo) — f(2*) = f'(c)(xog — ") < M(zg — 2*) < 29 — 2*
(note que zg — z* < 0). Se xy €]z* — e, 2*], entao
Ty —1* < M(zy — 2) < M*(39 — %) < 9 — 2%
De um modo geral, se z1,...,x, 1 €|z* — ¢, 2], entdo
Ty — " < M"(xg — x7),

paratodoon € N. Assim, como lirf M"™ = 400, existe m € N tal que z,, < x*—¢
n—-+0oo

e logo nao pertence no intervalo |z* — ¢, 2* + £[. Assim z* é instavel.

Supomos agora que f”(z*) > 0. Tal como anteriormente, uma vez que f” é
continua em x*, para todo o ¢ > 0 suficientemente pequeno, se = € |z*, z* + ¢,
entao f'(x) > 1. Seja M > 1 tal que f'(x) > M > 1 para todo o x € |z*,z* + €.
Dado xg € |z*,z* + ¢[, pelo teorema de Lagrange, existe ¢ € |z*, z* + £] tal que

T — 2" = f(xg) — f(2*) = f'(c)(xg — ") > M(xg — %) > 29 — 2% >0

Mais uma vez, se x; € |z*, x* + ¢[, entdao xy — 2% > M?*(xg — 2*) > 7o — 2*. De um

modo geral, se x1,...,x, 1 € |z*, 2% + ¢, entdo x, — x* > M"(xo — x*), para todo
on € N. Deste modo, como lirf M"™ = 400, existe m € N tal que z,,, > 2* + ¢
n—-+0oo

e logo nao pertence no intervalo |z* — ¢, 2* + ¢[. Mais uma vez concluimos que z*
¢ instdvel. Obtemos a afirmacdo em a), relativa ao caso em que z* € Ja,b[. As
restantes afirmagoes de a) recorrem a argumentos semelhantes aos da alinea a) do
Teorema 1.2.2.

Suponhamos agora que f”(z*) = 0 e f”(2*) > 0. Usando a série de Taylor em
torno do ponto z*, teremos

flx) = f@) + fia)(z —2%) + [(a") ——F—
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Uma vez que f(z*) =z*, f'(z*) =1e f’(2*) =0, obtemos pela igualdade acima
(=)’
3!

De acordo com (1.6), no intervalo |x*—¢, z*[ temos f(z) < x e no intervalo |z*, x*+¢]
temos f(x) > x. Basta agora notar que dado zy €]x* — €, z*[ temos

flz) =2+ f"(z%) +r(@). (1.6)

flzog) —a* < xg— 2"

e logo

|f(xo) — ™[ > [xo — 2],
Concluimos que, se f(xg) €]z* — e, 2*[, entao estd no intervalo Jz* — &, x¢]. Pelo
Teorema de Weierstrass, atendendo a que f é continua, concluimos que existe M > 1
tal que, se f(a) € [2* — €, x0], entao

|f(a) = 2" > M|a — z7|.
Em particular, se f(xg) € [* — €, x¢], entao
|f (o) — 2™ > Mo — 27].
Notamos agora que, se f(x1) = f(f(zo)) €]x* — €, 2*[, entdo
[f(21) — 27 > Mlay — 2" = M| f(z0) — 2"| > M?|ag — 27|

e f(x1) €la*—e, zo]. Iterando o procedimento, concluimos que, se f(xy) €]z* —e, x*[,
entao
|fzn) = 2" > M* g — 2|

e f(xp) € Jo* — g,20]. Como M* — +00 quando k — 400, concluimos que existe
ko € N tal que f*o(xq) €] — oo, 2* — g[. Concluimos que x* é instavel e temos b).
Note-se que, neste caso, teriamos concluido o mesmo se tivessemos considerado o
intervalo |z*, z* + ¢[.

Suponhamos agora que f”(z*) = 0 e f”(2*) < 0. Usando a série de Taylor em
torno do ponto z*, obtemos de novo a igualdade (1.6), sendo agora f”(z*) < 0.
Assim, no intervalo |z* — ¢, 2*[ temos f(z) > z e no intervalo |z*, z* + ¢[ temos
f(z) < z. Dado zo €]z* — €, z*[ temos

flxg) —a" >x0—2" & 2" — f(zg) <a” —xg = |2" — 20|
e dado zg €]z*, x* + ¢ temos f(zg) — 2" < 29 — z* = |2* — x¢|. Logo
|7 = f(wo)| < |o* — 2ol

Pelo Teorema de Weierstrass, atendendo a que f é continua, concluimos que
existe My < 1 tal que |2* — f(xo)| < Mp|x* — x| sempre que

xg € 2" —e, " —e/2lU |z" +¢/2,2" + €]

Argumentos semelhantes aos anteriores mostram que, ao fim de algum tempo,
um determinado ponto da drbita de zy estd no intervalo |z* —¢/2, 2* +¢/2[ e a partir
desse instante todos os pontos estao nesse intervalo. Procedendendo iterativamente,
concluimos que, para todo o n € IN existe um k& € N tal que, sendo (z,) a soluc¢ao
com condigao inicial zg, temos que x,, €|z* — ¢/n,x* + ¢/n[ para todo o n > k. E
facil verificar que isto permite concluir que temos c). O
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Consideramos agora a estabilidade de um ponto fixo em algumas situacoes em
que a derivada é —1, desde que a funcao seja trés vezes derivavel com terceira
derivada continua.

Teorema 1.2.4. Seja f : [a,b] — [a,b] e z* um ponto de equilibrio da equacao
Tps1 = f(zn). Seja ainda f trés vezes diferenciavel em z* com f” continua em x*.
Se f'(z*) = —1, tem-se que:

a) se —2f""(z*) — 3[f”(z*)]* < 0 entdo z* é assimptoticamente estével;
b) se —2f"(x*) — 3[f"(z*)]* > 0 entdo z* ¢ instdvel.

Demonstracao. Seja f'(z*) = —1. Consideremos a equagao z,+1 = f(f(x,)). Clara-
mente, * é um ponto de equilibrio desta equagao, uma vez que f(f(z*)) = f(z*) =
x*. Além disso, é imediato que se x* for assimptoticamente estavel para a equacao
anterior também o é para a equacao z,y; = f(z,). Identicamente, se for instavel
para x,11 = f(f(z,)) entdo também é instével para x,,1 = f(z,).

Vamos entao recorrer ao Teorema 1.2.3 para estudar a estabilidade do ponto fixo
¥ da equagao z,11 = f(f(x,)). Temos

(fof)(x)=Ff(f@)f'(x) = (fof)(a")=Ff(z")f(z")=(-1)°=1
Por outro lado
(Fo )" (x) = (f'(f(x)f'(x)) = ["(f(@)(f'(x)* + [ (f(2)f"(x)
e logo
(fo )"(«") = f"(a*)(f' (")) + f'(a") f"(«*) = f"(z*)(=1)* = f"(a") = 0.
Temos ainda

(f o f)"(z)

2%)? + 3@ f (27) + £ (@) /7 (@)

)? 4 3L (@)(=1) + (1) f"(2")

2f”/(l'*) o 3[f,/(fl'*) 2.

Deste modo, se —2f"(z*) — 3[f”(2*)]? > 0, concluimos de b) no Teorema 1.2.3 que

o ponto de equilibro z* ¢ instavel e, se —2f""(z*) — 3[f"(2*)]* < 0, concluimos de c)
no Teorema 1.2.3 que o ponto de equilibro z* é assintoticamente estavel. O

~

O
-
~—
=

8
*
N~—

I
~
—

8
*
A:-":
—_

Para se fazer o estudo da estabilidade local dos modelos que posteriormente serao
apresentados, necessitaremos do seguinte teorema que se encontra em [12].

Teorema 1.2.5 (Teorema 9.7 de [12]). Dada uma funcao f :]0, +oo[—]0, +ool, consi-
deremos a equacao x,41 = f(x,) e suponhamos que:

a) f é continua;

10



Modelos Ecologicos Unidimensionais

b) f e f%tém no méximo um ponto fixo;
¢) x +— f(x)/x é estritamente decrescente.

Entao, verificam-se as seguintes afirmacoes:

(=)

1) se lirf ——= > 1 todas as solugoes da equacao convergem para oQ;
r—+oo I
_ flz) . . :
2) se hm+ ——= < 1 todas as solugoes da equagao convergem para zero;
z—0 T
x x
3) se lim M <1< lim I/ ), existe um tunico ponto fixo de f que é global-

r—+o00 X rz—0+t X
mente atractor.

11
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Capitulo 2

Modelos de crescimento populacional

Neste capitulo, serao derivados, a partir de pressupostos biologicos, e estudados
alguns modelos discretos da dinamica das populacoes. Estes modelos descrevem
a evolucao no tempo do nimero de individuos de uma populacao sob o efeito da
mortalidade e natalidade.

Muitas vezes um determinado modelo matematico pode descrever diferentes si-
tuagoes biolégicas. Ainda que o fenémeno biolégico descrito seja o mesmo, muitas
vezes ¢ possivel chegar as equacoes de varias formas distintas. Por isso, para alguns
dos modelos, sao apresentadas derivacoes distintas que podem ou nao corresponder
a situagoes bioldgicas distintas. O estudo matematico dos modelos obtidos centra-se
na discussao do comportamento assintotico das solugoes, recorrendo aos resultados
estudados no Capitulo 1.

2.1 Modelo de Beverton-Holt

Comecamos a andlise dos varios modelos populacionais com o modelo de Beverton-
Holt. Este modelo foi proposto em 1957 por Raymond Beverton e Sydney Holt,
dois bidlogos pioneiros em estudos relacionados com gestao das pescas, no livro [2],
escrito entre os anos 1947 e 1953, e é adequado para descrever a evolucao do niimero
de individuos em populagoes de peixes que se reproduzem uma tnica vez ao longo
do seu ciclo de vida. Como exemplo de uma tal especie de peixe podemos citar o
salmao do pacifico (salmo salar) [10], espécie amplamente estudada por Beverton e
Holt. Algumas das caracteristicas do salmao do pacifico, em particular o facto das
sucessivas geracoes de salmoes nao se sobreporem, sendo o tamanho de cada nova
geracao uma funcao do tamanho da geracao anterior, fazem com que o modelo de
Beverton-Holt se adapte especialmente bem a dinamica associada a esta espécie [10].

O modelo de Berverton-Holt constitui um exemplo de um modelo de stock e
recrutamento. O stock corresponde a fraccao da populacao no seio da qual a re-
producao ocorre (S) e o conjunto dos recrutas (os que passaram pelo processo de
recrutamento) a fracao da populagdo que atingiu uma certa idade ou tamanho (R).
Os modelos de stock e recrutamento podem ser classificados em modelos indepen-
dentes da densidade, quando R/S é constante e dependentes da densidade caso
contrario. No caso em que R/S depende da densidade, costumam particularizar-se
os casos dos modelos compensatérios em que R/S diminui apenas para valores ele-
vados de S, dos modelos sobrecompensatérios em que R/S diminui com o aumento
de S e dos modelos depensatdrios em que R/S diminui quando S cai abaixo de

13
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certo nivel (fendmeno conhecido na literatura como efeito de Allee). Os vérios tipos
de modelos referidos anteriormente sao adequados para descrever situacoes diver-
sas. Por exemplo, os modelos sobrecompensatérios sao adequados para descrever
situagoes em que epidemias surgem na populacao em consequéncia de uma elevada
densidade populacional.

No caso do salmao do pacifico, o recrutamento depende da densidade da po-
pulacao que se tem de confrontar com recursos escassos. Um modelo para descrever
a evolucao desta populagao deve ainda ter em conta que a competicao juvenil leva a
uma taxa de mortalidade que depende em cada momento do ntimero de peixes e em
que os predadores estao sempre presentes. O modelo de Beverton-Holt é apropriado
neste caso se houver um limite & disponibilidade de alimento (ou espago) ou se os
predadores puderem reagir a mudangas na disponibilidade de presas [10].

Existe uma vasta literatura onde o modelo de Beverton-Holt tem sido utilizado
para modelar a evolucao de populagoes. A titulo de exemplo, referimos um estudo
de 2007, publicado na Revista Brasileira de Zoologia [8] onde o modelo de Beverton-
Holt foi usado para descrever a evolugao de quatro espécies de grandes bagres da
bacia do rio Cutabd, Pantanal: o Barbado, o Cachara, o Jau e o Pintado. Com base
no modelo de Beverton-Holt foi possivel estimar o rendimento potencial do stock
em funcao da mortalidade por pesca e da primeira captura. Verificou-se no estudo
referido que havia sobrepesca destas espécies no rio Cutaba.

Nesta seccao consideraremos duas derivacoes distintas do modelo de Beverton-
Holt, as quais correspondem a hipoteses distintas sobre a populacgao. Tal como
noutros modelos que se estudam nas secgoes seguintes, em ambas as derivacoes se
assume que a reproducao acontece instantaneamente no fim de cada periodo. Na
primeira derivacao vemos a populacao entre periodos reprodutivos como um grupo
homogéneo sujeito a uma determinada mortalidade e assumimos que, da populagao
que chega ao periodo reprodutivo dando origem a descendentes, uma determinada
fracao sobrevive a esse periodo. Na outra derivacao dividimos a populacdo nos
adultos e nos juvenis e assumimos que os adultos atacam outros adultos, sendo a
mortalidade entre periodos reprodutivos uma consequéncia disso. Assumimos ainda
que todos os adultos morrem apds o periodo reprodutivo. A primeira derivagao
considerada baseia-se em [12] e a segunda em [4].

2.1.1 Derivacao do modelo - versao I

Para deduzirmos o modelo de Beverton-Holt, vamos considerar a evolucao de uma
dada polulagao ao longo de um ano, mais concretamente, consideraremos a evolugao
entre o n-ésimo ano e o (n + 1)-ésimo ano, para um determinado n € IN. Consi-
deramos que no perfodo |n,n + 1, a populacao estd sujeita apenas a mortalidade
(que esté diretamente relacionada com a densidade da populac¢do) e que, instan-
taneamente quando ¢ = n + 1, acontece a reprodugao. Assume-se que a evolugao
da populacao sujeita apenas a mortalidade é dada por uma equacgao diferencial da
forma

N' = —u(N)N, (2.1)

onde N designa o nuimero de individuos da populacao.
Para que a equagao (2.1) possa descrever a evolu¢ao de uma populagao sujeita
apenas a mortalidade, é necessario que se verifiquem as seguintes condicoes:

C1) se N(tp) > 0 entdo N(t) > 0 para todo o t > to;
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C2) t+— N(t) é decrescente em t;

C3) lim N(t) = 0.

t—o00

Assumindo que pu(N) = po + mN, para alguns o, m > 0, a equacdo (2.1) fica

!

N = —(po+mN)N.

Designando por z, o tamanho da popula¢do no inicio do periodo [n,n + 1],
imediatamente apods a reproducao, podemos determinar o ntimero de individuos da
populacao no final deste periodo e imediatamente antes da reproducao. Basta para
isso resolver a equacao diferencial

N (2.2)

{N’ = —(po +mN)N
e determinar N(n + 1).

No instante em que acontece a reproducao, a populagdo N(n + 1) varia ins-
tantaneamente, havendo assim novos nascimentos com probabilidade de sobreviver,
bem como adultos que sobrevivem a época reprodutiva. Designando por p a pro-
babilidade de sobreviver a época reprodutiva per capita e por b o ntimero médio
de descendentes viaveis per capita, concluimos que a populacao no final do periodo
[n,n + 1], imediatamente a seguir & reproducao, é

Tpi1 = (p+D0)N(n+1). (2.3)

Para determinar x, 1, comegamos por resolver a equacao (2.2). Para tal, integrando
ambos os membros da equacao diferencial, obtemos

n+1 N/(t) B n+1
_/n (po +mN(t))N(t) dt_/n bt

e, fazendo a mudanga de variavel y = N(¢) no membro esquerdo, obtemos

N(n+1) 1
-  _dy=1, (2.4)
/N(n) (o +my)y

uma vez que dy = N'(t) dt.
Usando o método da primitizacao de funcgoes racionais, sabemos que existem
constantes A, B € R tais que

e [ 28] e

Ay + B(uo+my) =1 < Ay+ Bmy + Bup =1
& Bug+y(A+mB) =1

B==1

= Ko
— _m

Ho

Uma vez que

15



Modelos Ecoldgicos Unidimensionais

obtemos, substituindo os valores de A e de B na equagao (2.5),

A B —n L
—{/7dy+/—dy}:—/7’m dy — | £ dy
o +my Y o +my Y

1 m 1

1
= — dy — — | — dy.
o J Mo +my Mot Yy

Segue de (2.4) que

n+1) -1

n)

1
— [In Jug + my| — In [y[]
Ho

@7%mum+mNm+1n—mum+mwmn—UMNm+1n—muwmm=1

1 po +mN(n+1) Nn+1)|]
@ﬁﬂm m+mmm’_m’Nm>H‘1
ot ’ (1o +mN(n+ 1))N(n)| _

o | (o +mN(n))N(n + 1)

(o + mN(n +1))N(n)
(o + mN(m)N (0 1 1)
(bo +mN(n+1))N(n)
(o + mN(m) N (n 1 1)

& In

De acordo a equagao acima, a populagao no instante correspondente a N(n + 1)

N(n)
ero 1 (ero —1)N(n)’

Nn+1)=

Note-se que, se tivéssemos integrado a equacao (2.2) no intervalo [0, s] em vez de
[0, 1], obterfamos

Ak
N(s) = oS _,_Mmo(euos —1)N(n)

e poderiamos concluir que as propriedades C1) a C3) se verificam. Da equacao (2.3),
tem-se, relembrando que N(n) = z,, e multiplicando ambos os membros da fracc¢ao
no lado direito por e "0,

(P+b)N@n)  e™p+bhN®n)  e™p+b,
eto 4t (et —1)N(n) 1+ (1 —er)N(n) 1+ (1 —ero)z,

Tnt1 =

Fazendo k = (p+b)e ™ e c = (1 — e7"), obtemos

kx,,
1+ cx,

(2.6)

Tnt1 =

O modelo dado pela equagao (2.6) com k, ¢ > 0 é conhecido por modelo de Beverton-
Holt.
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2.1.2  Derivacao do modelo - versao II

Vamos agora considerar uma derivacao alternativa do modelo de Beverton-Holt. De-
signamos por u(t) a populagao adulta no instante ¢ e por v(t) a populagao jovem
no instante ¢. Assumimos que os juvenis nascem no final de cada um dos periodos
[n,n+ 1] e designamos por a o niimero médio de juvenis produzido por cada adulto.
Assumimos que os adultos atacam outros adultos com taxa constante e que, como
resultado de cada ataque, um dos adultos morre. Supomos que os adultos interagem
entre si com uma taxa proporcional a [u(#)]?, dada por vy[u(t)]?, e que a taxa de mor-
talidade instantanea em consequéncia dos ataques ¢ dada por 37[u(t)]?. Fazemos
ainda a suposigao de que a variagdo da populacao em |n,n + 1] é consequéncia ex-
clusiva da mortalidade resultante dos ataques. Deste modo, a populacao de adultos
no final no ano n, imediatamente antes da reprodugao, é dada por u(n+ 1), onde u
é solucao da equagao diferencial:

1
u = —§fyu2, u(n) = x,. (2.7)

Atendendo a que a equacao (2.7) é uma equagao de varidveis separdveis, temos:

[ [T e e [ ]

1
& u(n+1):—7/2+1/u<n)

& u(n+1) ! o
u(n = = .
v/2+ 1)z,  yx,/2+1

Atendendo a equagao anterior, os juvenis que nascem no final do periodo [n,n + 1]

sao dados por
Qxy,

VI, /241

Supomos que no final do ano a populagao de adultos morre, restando apenas
uma fracgao da populacao de juvenis. Essa populagao é dada por ov(n + 1), onde
o denota a probabilidade de um juvenil sobreviver ao inverno. Assim, a populacao
no instante n + 1 é dada por

vin+1l)=au(n+1)=

oax,

= )= ——"
Tpy1 =ov(n+1) T 241

Escrevendo k = oa e ¢ = /2, obtemos de novo o modelo (2.6).

2.1.3 Comportamento assintético

Nesta seccao, vamos aplicar o Teorema 1.2.5 a equacao de Beverton-Holt para estu-
dar o comportamento das solucoes desta. Temos o resultado:

Teorema 2.1.1 (Modelo de Beverton-Holt). Temos uma das seguintes hipdteses:

1. se k < 1, todas as solugoes z(t) da equagao (2.6) com x(0) = zo > 0 convergem
para zero; isto é, o ponto de equilibrio z* = 0 é globalmente atrator.
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2. se k > 1,existe um ponto de equilibrio, x** = (k—1) /¢, para o qual convergem
todas as solugoes z(t) da equacao (2.6) com x(0) = z > 0, isto é, o ponto de
equilibrio z** = (k — 1)/c é globalmente atrator em |0, +o00].

Demonstracao. Como vimos, a equacao de Beverton-Holt pode ser escrita na forma

B kx
Cl4cx

Tny1 = fpu(v,) com  fpy(v) (2.8)

Vamos analisar as solugoes da equacao com estado inicial xq > 0. Para tal,
assumimos que fpp :|0, +00[—]0, +00] (note-se que quando = > 0 temos fpy(z) >
0). Note-se ainda que, se o = 0, a solugao é x, = 0 para todo o n € IN (se
a populacao inicial nao tem individuos entao nao ha nascimentos e a populagao
mantém-se nula para sempre). Deste modo, o caso xo = 0 é trivial.

A fungao fpy é uma funcao continua em |0, +oo[, uma vez que é um quociente
de fungoes polinomiais. Assim, verifica-se a condigao a) do Teorema 1.2.5.

Uma vez que

kx* k kE—1

) =a2" & = & -1 & =
Jom(a7) 1+ cx* 1+ cx* c

e que fpy estd definida em |0, +oo[, concluimos que fpy tem um ponto fixo se k > 1
e nao tem pontos fixos se k < 1. De forma semelhante, atendendo a que

bk k() K
9 L N _ 14-cx —
concluimos que
]{321‘* k‘2 —1 k? —1
2 * * * 2 * * *
foplx™) ==z Tp———— x +cr +ckx T ) -

Tem-se mais uma vez que f3; tem um ponto fixo se k¥ > 1 e ndao tem pontos fixos
se k < 1. Deste modo temos a condigao b) do Teorema 1.2.5.
Uma vez que
r  x(l+cx) 1+cz’
que fpy é uma funcao diferenciavel em |0, +oo[ (por ser quociente de fungoes poli-
nomiais que sao fungoes diferenciaveis) e que

para todo o = €0, +oc[, concluimos que a fungao x — fpy(x)/x é estritamente
decrescente. Temos a condigao c¢) do Teorema 1.2.5.
Uma vez que

k
lim fBL(x) = lim =k>0 eque lim Jpi(2) = lim =
=0+t T z—0t 14 cx z—+oo z—+oo 1 + cx
conclui-se que
i £ s fea(@)
z—071 x x—+00 €

De acordo com o Teorema 1.2.5, se 0 < k < 1 estamos na situagdo 2) e se k > 1
estamos na situagao 3). Obtemos assim o resultado. O
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Temos o seguinte resultado relativo a estabilidade local.
Teorema 2.1.2 (Modelo de Beverton-Holt). Temos o seguinte para o modelo (2.6):

1. se 0 < k < 1, o ponto de equilibrio z* = 0 ¢ assintoticamente estavel e, se
k > 1, o ponto de equilibrio z* = 0 é instavel;

2. se k > 1 o ponto de equilibrio z** = (k — 1)/c é assintoticamente estavel.

Demonstracao. Utilizaremos nesta demonstragao a extensao por continuidade de
fer a [0,+0c[, continuando a designar esta nova fungao por fpy. Uma vez que
Tru(x) = k/(1 + cx)?, concluimos que fp,(0) = k e logo o ponto de equilibrio
x* = 0 é assintoticamente estavel se 0 < k < 1 e instavel se k > 1, de acordo com o
Teorema 1.2.2. Além disso, como fr,((k—1)/c) =1/k < 1se k > 1, pelo mesmo
teorema concluimos que o ponto de equilibrio z** = (k — 1)/c é assintoticamente

estavel se &k > 1. Se k = 1 temos f'(0) = 1 e, uma vez que fp,(0) = —2ck < 0,
concluimos que z* = 0 é semiestavel a direita, o que neste caso mostra que é estavel,
de acordo com o Teorema 1.2.3. O

Juntando os resultados anteriores obtemos o Corolério.
Corolario 2.1.3 (Modelo de Beverton-Holt). Temos o seguinte para o modelo (2.6):

1. se 0 < k < 1, o ponto de equilibrio z* = 0 ¢é globalmente assintoticamente
estavel e se k > 1, o ponto de equilibrio z* = 0 é instavel;

2. se k > 1 o ponto de equilibrio z** = (k — 1) /c é globalmente assintoticamente
estavel em |0, +o0.

Demonstracao. Basta verificar que nas situagoes em que o Teorema 2.1.2 nos garante
estabilidade assintotica, pelo Teorema 2.1.1 temos atratividade global. O

A figura seguinte ilustra o resultado do Corolédrio 2.1.3. Na figura da esquerda
temos k£ = 0,5 < 1 e o ponto de equilibrio x* = 0 é globalmente assintoticamente
estavel e na figura da direita temos £ = 2 > 1 e o ponto de equilibrio z** =1 é
globalmente assintoticamente estével em ]0, +o0].

Nestes graficos tal como nos graficos relativos aos modelos que apresentamos
noutras seccoes deste capitulo, serao reprentados nao sé os pontos associados as
solugoes mas também segmentos que unem esses pontos, com o objectivo de tornar
a figura mais clara.

0,35 1,4

0,3 1,2 7

/4
7

0,4
4
0,2

0,2 4
]

0,15 ¥ ‘-‘

0,1 A

0,05

o]

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 2.1: Beverton-Holt: ¢ =1,k = 0,5 (esquerda) ¢ = 1,k = 2 (direita)
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2.2 Modelo de Beverton-Holt generalizado

Existem muitos modelos que generalizam o modelo de Beverton-Holt, entre os quais
a familia de modelos conhecidos como modelos de Beverton-Holt generalizados.
Nesta secgao obteremos a referida generalizagao com recurso a derivagao feita em [4].

2.2.1 Derivacao do modelo

Como ja se considerou na derivagao do modelo de Beverton-Holt, na secgao 2.1, con-
tinuamos a designar por u(t) a populacao adulta no instante ¢ e por v(t) a populacao
jovem no instante t. Ao contrario do modelo de Beverton-Holt, aqui assumimos que
a natalidade ocorre de forma homogénea ao longo do ano. Designamos por « a taxa
de natalidade. Assumimos que os adultos atacam outros adultos com uma taxa
constante v e que, como resultado de cada ataque, um dos adultos morre, mais con-
cretamente supomos que os adultos interagem entre si com uma taxa proporcional
a [u(t)]?, dada por y[u(t)]*: a taxa de mortalidade instantanea em consequéncia
dos ataques ¢ dada por %v[u(t)]Q. Supomos que a variacao dos jovens é dada pelos
ataques entre adultos e jovens com uma taxa constante Su(t)v(t)] e que no final
do periodo uma parcela dos juvenis morre (assume-se por exemplo que o final do
periodo coincide com o inverno), sendo o a probabilidade de um juvenil sobreviver ao
inverno. Assumimos ainda que a variacao da populacao em |n, n+ 1] é consequéncia
exclusiva da mortalidade resultante dos ataques e que os adultos nao sobrevivem ao
inverno. Assim, a populacao no final do periodo é dada pelos jovens que sobrevivem
aos ataques.

A dinamica da populagao no ano n é assim dada pelo seguinte sistema de
equacoes diferenciais:

(2.9)

u = —3yu?, u(n) =z,
v =—Buv+au, v(n)=0

Para se saber a variacao da populacao adulta, temos de resolver a seguinte equagao

diferencial:
du 1 o du 1 gt
— = ——u — = ——~dt.
a2 w27

Integrando entre n e t, obtemos
u® g 1 170 1 11
/ —jz——v/ lds < [—} = —v[s)l, < ———:z(t—n).
u(n) S 2 n S u(n) 2

Resolvendo em ordem a u(t) obtemos

xn
YT (t—n) +1

Tn

37T+ 1

u(t) = = wun+1)=

De seguida, obteremos a variacao da populagao jovem. Para tal, teremos de

considerar a seguinte equagao

dv dv

i —Puv +au & i u(—pv + a). (2.10)

20



Modelos Ecologicos Unidimensionais

Substituindo em (2.10) a populagao adulta e separando as varidveis teremos

v _ n (—pv+a) & v _ n dt
dt — Z2(t—n)+1 —Bvt+a  Br(t-n)+1

Integrando de n a n + 1, obtemos

/n+1 dU /n+1 T, dt
n  —Buvt+a  J, Zr(t-n)+1

n+1

o = [Fuesra] =2 fn(e-w )"

n

Notando que v(n) = 0 obtemos

n+1

1 2 n+1
- [_ In(—Bo(s) +a>] - [m (ﬂ@ —n)+ 1)

B n Y n

1 2 n
& — B[ln(—ﬁv(n +1)+a) —In(—pv(n) +a)] = S In (% + 1)

1 1 2
PR Sy (i h)) =2 (22 4)

6] Q@ 0 2

1 2
R ln(l_M) =B (2 )
o ol 2
_28
o1 pfu(n+ 1) _ (fy:cn +1> B
o 2
sSuvn+l)= Sl1- (ch +1>_%
=3 5 .
Uma vez que z,41 = ov(n + 1), fazendo a = % b= %7 ed= % obtemos a
relacao entre a populagao no ano n e no ano n + 1:
=all ! (2.11)
fot = (bz,, + 1)) | '

O modelo acima, com a,b,d > 0, designa-se por modelo de Beverton-Holt generali-
zado. Fazendo d = 1 obtem-se o modelo de Beverton-Holt considerado na secgao 2.1,
comk=abec=b.

2.2.2  Comportamento assintético

Temos o seguinte resultado parcial relativo a estabilidade local do modelo de Beverton-
Holt generalizado.

Teorema 2.2.1 (Modelo de Beverton-Holt generalizado). Temos o seguinte relativa-
mente ao modelo (2.11): se 0 < abd < 1, o ponto de equilibrio z* = 0 é assintotica-
mente estavel e se abd > 1, o ponto de equilibrio 2* = 0 é instavel.

Demonstracao. Seja fpug : [0, +00[— R a fungao dada por
fene(z) =a(1—1/(bz +1)%).
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Temos fpa(z) = abd(bx + 1)@+ e logo concluimos que fpp(0) = abd e logo o
ponto de equilibrio z* = 0 é assintoticamente estavel se 0 < abd < 1 e instavel
se abd > 1, de acordo com o Teorema 1.2.2. Uma vez, quando abd = 1, temos

2r(0) = —abd(d + 1)b < 0, concluimos que neste caso temos semiestabilidade a
direita do ponto de equilibrio z* = 0, de acordo com o Teorema 1.2.3 e atendendo a
que fpuq estd definida no intervalo [0, 400l isto é equivalente a estabilidade. [

A figura seguinte ilustra o resultado do Teorema 2.2.1. Na figura da esquerda
temos abd = 0,14 < 1 e o ponto de equilibrio x* = 0 é assintoticamente estavel
e na figura da direita temos abd = 2,55 > 1 e o ponto de equilibrio x* = 0 fica
instavel. Aparentemente no grafico da direita, temos um ponto de equilibrio z** que
¢ assintoticamente estavel.
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Figura 2.2: Beverton-Holt Generalizado: a = 0,4,b = 0,5,d = 0,7 (esquerda)
a=1,b=1,5d=1,7 (direita)

2.3  Modelo de Ricker

Voltamos agora a nossa atencao para um dos modelos fundamentais da dinamica
das populagoes: o modelo de Ricker. O modelo de Ricker foi proposto em 1954 por
William Edwin (Bill) Ricker, um dos bidlogos que primeiro se dedicaram ao estudo
dos modelos populacionais relacionados com a gestao das pescas. Este modelo foi
introduzido por Ricker num famoso artigo sobre stock e recrutamento [11].

Nesse artigo Ricker introduziu a famosa curva de Ricker, a qual permite estimar
o numero de juvenis (recrutas) a custa do nimero de adultos em condigoes de deso-
var (stock). A gestao das populagoes de salméao do pacifico tem raizes neste artigo.
Muito do que tem sido feito no contexto da gestao das pescas tem origem em resul-
tados e métodos introduzidos nesse artigo que continua a ter grande influéncia ainda
hoje, apesar de ser agora reconhecido que as curvas de Ricker apresentam algumas
dificuldades [1].

A titulo de exemplo, o modelo de Ricker foi usado para estimar o stock de wal-
leye (sander vitreus), um peixe da ordem dos perciformes, nativo da maior parte
do Canadd e do norte dos Estados Unidos [5]. Mais concretamente, o modelo de
Ricker foi usado para estimar a relacao entre a densidade de adultos e a densi-
dade daqueles peixes com idade entre os zeros e um anos de idade. Foi também
usado para determinar se a mortalidade dependente da densidade compensatoria
era provavel, mostrando assim que as taxas de lotacao demasiado altas e demasiado
baixas levariam a um numero baixo de juvenis. No artigo referido, concluiu-se que
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a mortalidade depende da densidade associada a taxa de lotagao do peixe walleye
nos lagos do Wisconsin.

Nas seccoes que se seguem, seguiremos duas abordagens distintas para derivar o
modelo de Ricker: uma abordagem parcialmente baseada em [4] e uma abordagem
baseada em [12].

2.3.1 Derivacao do modelo - versao I

Para estabelecer o modelo de Ricker, denotamos por (),, o nimero de individuos da
populacao no tempo n, imediatamente antes da época reprodutiva, e consideramos
novamente uma divisao da populagao em juvenis e adultos. Denotamos novamente
por v(t) o numero de juvenis na populagdo no instante ¢ e por u(t) o nimero de
adultos na populacdao no instante . Assumimos que o periodo juvenil é inferior a
um ano.

Admitimos que existe uma determinada taxa de canibalismo de juvenis por parte
dos adultos (nimero médio de juvenis que sao vitimas de canibalismo por parte dos
adultos per capita), designada por k(t), e uma taxa de mortalidade dos juvenis 7(t).
Todas as taxas referidas se assumem periddicas de periodo 1, o que biologicamente
corresponde a assumir que as taxas consideradas (reproducao, mortalidade, caniba-
lismo) variam ao longo do ano, mas numa perspectiva anual, a situagdo mantem-se.
Assumindo que o niimero de crias viaveis per capita é b, a evolucao da populacao de
juvenis no periodo |n,n + 1| (até ao instante imediatamente anterior a reprodugao)

é dada por
{v' = —n(t)v — k(t)uww . (2.12)
v(n) = bQn

Torna-se ainda necessario obter uma equacao para a parte adulta da populacao. As-
sumindo que a taxa de mortalidade entre adultos é p e a probabilidade de sobreviver
a época reprodutiva é p (necessariamente, impomos 0 < p < 1), temos

u' = —pu
{u(n) o (2.13)

Naturalmente a populacao no instante n+ 1, @,,.1, imediatamente a seguir a época
reprodutiva, é dada por

Qi1 =un+1)+ov(n+1). (2.14)
Vamos entao comegar por resolver a equagao (2.13). Temos
!/

u=—pu & ufu=—pu,

e portanto

w(t) = — n|u = — u — e Ml
/u(t)dt_ /,udt o M) =-pt+C o |u) |

Fazendo e“ = D obtemos |u(t)] = De #. Como u(n) = pQ, e também u(n) =
De ™ concluimos que D = pQ),, e"" e logo
u(t) = pQne " (2.15)
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e portanto

u(n+1)=pQ e ". (2.16)

De seguida, podemos substituir u por pQ,, e ** em (2.12) e resolver esta equagao.
Concretamente obtemos:

Viv=n(t) = k(u e Vo= —n(t) = k()pQae .
Assim,

t

[ o) ds= [ =n(s) - ks)p@ue e ds

n

s MWMM=—/M$%—M%/M$€WWd8

< Inv(t) —Inov(n) = — /t n(s) ds — an/ k(s)e #em) s

n

= U(t) = v(n) e~ [in(s) ds—pQn [ k(s)e=m(==m) ds
e portanto, substituindo ¢ por n + 1 obtemos
v(n + 1) = v(n) e f:+1 n(s) ds—pQn f:+1 k(s) e kG ds | (2.17)

Escrevendo a = f:ﬂ n(s)ds e ¢c = pf:Jrl k(s) e =" ds na equacdo (2.17) e no-
tando que v(n) = b@Q,, obtemos

v(n +1) = bQ, e @ (2.18)
Substituindo (2.18) e (2.16) em (2.14), obtemos
Qi1 = Qe " 4pQ, e = Q, (be @ 4pe ). (2.19)

Por fim, fazendo ¢ = pe™, v = be™® e a mudanga de variavel Q,, = z,,/¢, obtemos

Tnp1 =T (@ +ve™), (2.20)

com ¢,y > 0, equagao associada a um modelo que se designa por modelo de Ricker.

Note-se que ¢ = pe " é a probabilidade de um adulto sobreviver um ano, in-
cluindo a época reprodutiva, e que v = be™® é o nimero de filhos per capita que
ainda estao vivos depois de um ano se nao existir canibalismo.

2.3.2 Derivacao do modelo - versao II

Derivamos agora o modelo de Ricker de outra forma. Ainda que a nossa abordagem
seja parcialmente baseada em [4], fazemos suposi¢oes um pouco distintas, o que con-
duz a uma versao do modelo de Ricker semelhante a anterior. Denotamos por @,
o numero de individuos da populacao no tempo n, imediatamente antes da época
reprodutiva, e consideremos uma divisao da populacao em juvenis e adultos: deno-
tamos por v(t) o nimero de juvenis da populacao no instante ¢ e por u(t) o ntimero
de adultos da populacao no instante t. Assumimos que a reproducao ocorre no inicio
do periodo [n,n + 1] e designamos por o o ntiimero médio de juvenis produzidos por

24



Modelos Ecologicos Unidimensionais

cada adulto. Assumimos ainda que uma fraccao ¢ dos adultos sobrevive ao periodo
reprodutivo.

Fazemos a suposicao de que a variacao da populagao entre periodos reprodutivos
¢ determinada pelo canibalismo praticado pelos adultos sobre os jovens com uma
taxa constante [ e que em resultado de cada ataque um dos jovens morre. Assim,
a populagao de juvenis no final do periodo [n,n + 1] é constituida pelos juvenis que
sobreviveram aos ataques e é dada pela seguinte equacao diferencial:

u =0, u(n) = Qn (2.21)
v = —puv, v(n)=a@Q, '

Da equacao v’ = 0 com u(n) = @, concluimos que u(t) = @, para t € [n,n + 1].
Por outro lado, o tamanho da populacao de juvenis ¢ dado por

d d *
d—: =—fuww & —%) =fudt < [lno(t)] = —B/n u(t)dt, s € n,n+1].

Fazendo s = n + 1 e notando que v(n) = a@, e que u(t) = @, parat € [n,n + 1],
obtemos

mofn+ 1)~ ne(n) = -5 [ Yot e {“Z—g”} — —4Q.

& vn+1)=aQ,e

Notando que uma fraccao ¢ dos adultos sobrevive ao periodo reprodutivo, a
populacao no instante n + 1 é dada por

Qni1 = qu(n +1) +v(n+1) = Qu(q + ae™"%").

Fazendo a mudanca de variavel Q,, = z,,/ obtemos o modelo em (2.20) com v = a.

2.3.3 Comportamento assintético

Vamos agora obter um resultado que caracteriza o modelo de Ricker para alguns
parametros.

Teorema 2.3.1 (Modelo de Ricker). As seguintes afirmagoes verificam-se:
1. se ye™? < ¢ < 1 — 7, todas as solugoes z(t) da equagao (2.20) com x(0) =
xg > 0 convergem para o ponto de equilibrio x* = 0;
2.se ¢ = ve?eq > 1—r, existe um ponto de equilibrio, dado por z** =
—In((1—q))/~, para o qual convergem todas as solugoes z(t) da equacao (2.20)
com z(0) = zg > 0.

Demonstracao. Como vimos, a equacao de Ricker pode ser escrita na forma

Tny1 = [r(T,) com  fr(x) =x(q+ye™),

onde y>0e0<g<l1.

Note-se que a funcao fr :]0, +oo[—]0, +oo[ verifica fr(x) > 0 para todo o z €
10, +o00[, propriedade fundamental para que a equagao faca sentido do ponto de vista
bioldgico.
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A fungao fr é uma funcao continua em |0, +oo[, uma vez que é produto da funcao
identidade que é continua por uma funcao dada pela soma de uma fun¢ao constante
com o produto de uma constante com uma funcao exponencial de expoente —x, sendo
todas estas fungoes continuas. Assim, verifica-se a condig¢ao a) do Teorema 1.2.5.

: 2
Vamos agora analisar os pontos fixos de fr e de fr. Uma vez que

& q+ye ¥ =1
l—gq
v

& = —In

eque0<g<1l & 0<1—¢q<1, concluimos que a funcao fr tem um ponto fixo
em |0, +oo[ se —In % > 0 e nenhum ponto fixo caso contrario.
Atendendo de novo a que 0 < ¢ < 1, temos

1— 1-—
q>04:>0<—q<1 S 0<l—g<y & qg+y>1
8

—1In

e portanto, se ¢ + v > 1, a fungao fr tem um ponto fixo em |0, +o0],

ot = —n[(1 —q)/7],

e, se ¢+ < 1, afungdo fr nao tem nenhum ponto fixo em |0, +ool.
Vamos seguidamente analisar os pontos fixos de f3. Se z* > 0, verifica-se

o" = fala") & @' = fal’) (q+ye m)
& ot =a(g+ye™) (q + ve—ﬂﬁ*(qﬂe"”*))

& (g+ye™) <q + ve—x*(qﬂwe*z*)) —1=0.
Consideremos a fun¢ao auxiliar g :)0, +o0o[— R dada por

g(t) = (g +~ve™) (q + ve‘t(q”e_”) ~ 1.

A derivada de g num ponto ¢ €]0, +oo[ é dada por

/

J(t) = [(q +ve™) (q + ve‘t(q”e_t)) - 1]

— =y (g7 e ) £l ye) (~g - e e ),
(2.22)

Para obter condigdes sob as quais, ¢’ seja negativa em |0, +oo[, consideramos a
fungao auxiliar h :]0, +00[— R dada por

h(t) = —q—ve "4+qte .
Uma vez que

Rit)=0 & 2ye'—vte'=0 & (2—-t)ye'=0 & t=2,
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da tabela
0 2 +00
h' + 0 —
N — _ _ p—) N —
hil i At)=—g—v | 2| h2)=—g+7ye™™ | \| lim A(t)=—q

concluimos que I}nax [h(t) = h(2) = —q + ve 2. Deste modo, por (2.22), temos
t€]0,400

g'(t) < —ye (q + e‘t(q”e’t)) +y(g+re™) (—g+ye ) e @) <,
se —g+7e? <0 & ¢=nqe?
Teorema 1.2.5 desde que q > ye 2.

Uma vez que, para x > 0,

Concluimos que se verifica a condigao b) do

fR("L‘) :q+76_$
X

e que
(fr(z)/z)" = (q + 78_96)/ =—ye " <0

concluimos que a funcao x — fr(z)/x é estritamente decrescente. Logo verifica-se
a condigao ¢) do Teorema 1.2.5. Uma vez que

. fR(‘T) . —x
e
lim fR—(x) = lim g+vye *=q+7,
z—0t T z—07F
de acordo com o Teorema 1.2.5, obtemos o resultado. O

Temos ainda o seguinte resultado relativo a estabilidade local.
Teorema 2.3.2 (Modelo de Ricker). Temos o seguinte relativamente a equacao (2.20).
1. se 0 < g+ v < 1, o ponto de equilibrio * = 0 é assintoticamente estavel.
2. se ¢+ > 1, o ponto de equilibrio z* = 0 ¢ instavel e o ponto de equilibrio
= —1In((1 — q)/v) é assintoticamente estavel.
Demonstracao. Uma vez que fp(x) = ¢ +ve ™ —yxe ™, concluimos que f5(0) =
q + v e logo o ponto de equilibrio z* = 0 ¢ assintoticamente estavel se e s6 se

0 < g+~ <1einstavel se ¢+ v > 1, de acordo com o Teorema 1.2.2. Além disso,
como

Jr(=In((1 = q)/7)) =1+ (1= ¢)(In(l —¢) —Iny) <1
seq+v>1 & 1—¢q <, de acordo com o mesmo teorema concluimos que o ponto
de equilibrio z** = —In((1 — ¢q)7) é assintoticamente estével. O

Juntando os resultados anteriores obtemos o corolario.
Corolario 2.3.3 (Modelo de Ricker). Temos o seguinte relativamente a equacao (2.20).

1. se ye 2 < g < 1—7, oponto de equilibrio 2* = 0 é globalmente assintotica-
mente estavel.
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2. ¢q>ve2eq>1—r, oponto de equilibrio * = 0 é instavel e o ponto de
equilibrio z** = —1In((1 — ¢)/v) é globalmente assintoticamente estavel em
0, +o0l.

Demonstracao. Basta verificar que, nas situacoes em que pelo Teorema 2.1.1 temos
atratividade global, o Teorema 2.3.2 nos garante estabilidade assintética. U

A figura seguinte ilustra o resultado do Corolario 2.3.3. Na figura da esquerda
temos 0,5e¢ 2 < 0,068 < 0,5 e o ponto de equilibrio #* = 0 é globalmente as-
sintoticamente estdvel e na figura da direita temos ¢ = 0,7 > ve 2 = 0,5e¢ 2 e
q=0,7>0,5=1—re o ponto de equilibrio z** = In(5/3) é globalmente assinto-
ticamente estavel em |0, 4o00].

0,3 1,4

1,2

0,8 -

0,6

0,4 1

0,2

123 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 12 3 4 5 6 7 & 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 2.3: Ricker: ¢ = 0,068,7 = 0,5 (esquerda) ¢ = 0,7,7 = 0,5 (direita)

2.4 Modelo de Ricker Modificado

Vamos agora considerar uma variante do modelo de Ricker. A nossa derivagao do
modelo segue a derivacao proposta em [4].

2.4.1 Derivacao do modelo

Para obter o modelo de Ricker modificado, continuamos a designar por u(t) a po-
pulagao adulta no instante ¢ e por v(t) a populacao jovem no instante t. Designamos
ainda por x,, a populacao total no instante n. Assumimos que os juvenis nascem no
inicio de cada um dos periodos [n,n + 1] e designamos por « o nimero médio de
juvenis produzidos por cada adulto. Assumimos ainda que a variacao da populacao
adulta é nula entre periodos reprodutivos. Assumimos que os juvenis sao canibali-
zados pelos adultos com uma taxa proporcional a [u(t)v(t)], dada por Slu(t)v(t)], e
pelos outros juvenis com uma taxa proporcional a [v(t)]?, dada por $6[v(t)]?. Assu-
mimos ainda que todos os adultos morrem no final do periodo reprodutivo.

Assim, a dinamica da populagao no periodo |n, n+1[ é dada pelo seguinte sistema
de equacoes diferenciais:

" (2.23)
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Comegamos por notar que u(t) é constante no intervalo [n,n + 1] de acordo com
a primeira equagao. Logo u(t) = u(n) = x, para todo o t € [n,n + 1[. Assim,
substituindo u e separando as variaveis na segunda das equacoes acima. Temos

dv dv
i —v(Bx, +0v/2) & (B 90/2) = —dt.

Recorrendo ao método de integracao de funcoes racionais, temos

A B
U+an+%5v (Bxyn + 6v/2) + Bu

para alguns A, B € R. Fazendo v = 0 concluimos que A = 1/(fx,) e fazendo v =
—20x,/6 obtemos B = —0/(2fx,). Substituindo os valores de A e B e integrando

teremos
5

v(n+1) % v(n+1) — 5
/ ™ dy + / x’f dy = —1

e portanto

Obtemos agora

. <M) N <B:cn + ov(n + 1)) _ ga,

Bx, + %50[1’”

Ficamos assim com

v(in+1) 2o (B + 5000) g
( oz, ) (an + %5v(n+ 1)) —

e portanto
v(n+1) (5 + %504) = ae P B, + aeﬁm"w,
pelo que
v(n+1) = o +a§—g$&e—5:6wn)) & vt =< — ?zaxae_/f:nﬁm).
Finalmente, fazendo a = o, b = % e ¢ = (8 obtemos
ar,e” "

= . 2.24

O modelo associado a equagao (2.24) com a, b, ¢ > 0 designa-se por modelo de Ricker
modificado.

29



Modelos Ecoldgicos Unidimensionais

2.4.2 Comportamento assintético

Vamos agora recorrer aos resultados sobre estabilidade local obtidos no Capitulo 1
para estudar o modelo de Ricker modificado.

Teorema 2.4.1 (Ricker Modificado). Temos o seguinte:
a) Se 0 < a < 1, zero é o tinico ponto de equilibrio de (2.24);

b) Se a > 1, além do zero existe um outro ponto de equilibrio de (2.24) dado por
In{(a+b)/(1+b)]";

¢) Se 0 < a < 1 zero é um ponto de equilibrio assintoticamente estével e se a > 1
zero é um ponto de equilibrio instavel.

d) Sea>1le
(b+a)ln[(a+0b)/(14+0b)] /a < 2,

entdo o ponto de equilibrio In [(a + b)/(1 + b)]"/¢ ¢ assintoticamente estavel:

e) Sea>1le
(b+a)ln[(a+0b)/(14+b)] /a > 2,
entdo o ponto de equilibrio In[(a + b)/(1 + b)]"/* é instavel.
Demonstracao. O modelo de Ricker modificado ¢ um modelo da forma z,,; =
fru(x,) onde a fungao fras 3]0, +00[—]0, +o0o[ é dada por
ar,e "

fRM(xn) = 1+ b(l _ e—cxn)'

Comecamos por analisar os pontos fixos de fgy;. Uma vez que

ar*e ae=°
* * = * RN * 1 _ — O’
v = Jru (@) T — e v ( 1+b(1—ecw*))

concluimos que z* = 0 ou

ae*C{L’

1- =0& ae =14b(1—e "
T o(1—c ) ae +o(l—e™™)

e 14D
= e =
a+b
- . | a+b 1/c
r = 1n .
1+0b

Tem-se que z* €]0, +00[ caso em que este ponto de equilibrio faz sentido do ponto
de vista biolégico) se e 86 se

a+b
>1 & >1
14+b6— a=1

portanto se a > 1 temos dois pontos fixos, * = 0 e z* = In ((a + b/(1 + )", ¢ se
a < 1 temos um unico ponto fixo, z* = 0. Logo verificam-se as condigdes a) e b).
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De seguida, supomos que |fr,(x*)] < 1. Temos

oo = [ 50]
< Jru(") Sl Cx*)(1i+%bétii—éeccm);) — (2.25)
o fh () = ae—'[(1 - cxzi(}r Z(f(i ;ec:;)z)) ~ peatee] _
o (e = @A) +b—be ) —bate ]

(1+b(1 — ee=))2

No ponto fixo z* = 0 temos ff,,(0) = a. Assim, se a < 1 zero é um ponto fixo
localmente assintoticamente estavel e se a > 1 zero é um ponto fixo instavel. Logo
verifica-se ¢).

Consideremos agora o ponto fixo z* = In (‘fﬂj) . Uma vez que
o (D Le - e (ttEY L e LD
Tr = 1n —Cr = —1In e —
1+0b 1+0b a+b’
substituindo e~ = %2 na expressao 1 + b — be™®" que surge no numerador e

denuminador de (2.25), temos

L+b  a(l+0)

14+b—be ™ =1+b—0 = .
a+b a+b

Voltando a expressao (2.25) obtemos

gl [(1 — In (££2)) a(14b) _ p1n (£2) ib}

" a+b 1+b a+b 1+b/ a+b
| fru (") =
(a(1+b)>
a+b
(1 “1n (a+b)) aEll+b) —bln (a+b) (11+b
& |l = i —
a+b

, N at+by b a+b
& Uil =1 -1 ($55) = 2 (157

. b+a a+b
o frle)=|1- 12 ln(Hb)).

Temos

b b
[y <1 & —-1<1- +aln<a+ ><1

a 1+b
i (2.26)
b+a a+b
S —2< — In <0
a 1+0

e de forma semelhante

b+ a a+b b+ a a+b
! * 1 | 0V 1 2. 2.27
) >1 & () cov P (1)) 50 ean)
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Para termos o ponto fixo In[(a + b)/(1 4 b)]"/°, é necessério que a > 1. Assumindo
entdo que a > 1, temos (2.26) quando (b + a)In((a+0)/(1+b))/a < 2. Por
outro lado, assumindo ainda que a > 1, quando (b + a)In((a+b)/(1+b)) /a > 2
temos (2.27). Logo verificam-se as condigoes d) e e) do Teorema 2.4.1. Portanto,
temos assim demonstrado o Teorema 2.4.1. O

A Figura 2.4 ilustra o resultado do Teorema 2.4.1. Na figura da esquerda temos
a=10,9 <1 e o ponto de equilibrio * = 0 é assintoticamente estdvel e na figura da
direita temos que o ponto de equilibrio z** é assintoticamente estavel em |0, +oo[.

12 3 45 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 16 17 18 19 20 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 2.4: Ricker Modificado: a = 0,9,b=1,¢ =1 (esquerda) a = 2,b=1,c =1
(direita)

2.5 Modelo de Maynard Smith-Slatkin

O modelo de Maynard Smith-Slatkin foi proposto por Maynard Smith e Slatkin
em 1973 [9] para modelar o comportamento das presas, na auséncia de predadores,
num modelo usado para descrever a evolucao populacional num sistema biolégico
contendo predadores e presas.

Neste modelo o importante parametro p (ver a equagao (2.31)) estd associado
ao tipo de competigao entre os individuos da populagdo que se assume [3]. Esta
familia de modelos tem como caso particular o modelo de Beverton-Holt estudado
na seccao 2.1, correspondente ao caso p = 1.

2.5.1 Derivacao do modelo

Neste modelo, continuamos a designar por x, a populacao no instante n, imediata-
mente apds o periodo reprodutivo. Contrariamente aos casos anteriores, em vez de
uma populacao homogénea, consideramos que existem dois tipos de populagoes da
mesma espécie com estratégias diferentes. Os primeiros sao aqueles cuja estratégia
consiste em saquear os ninhos dos outros, designa-lo-emos por saqueadores, tendo
deste modo maior probabilidade de passar seus genes para a geracao seguinte. Ou-
tros sao aqueles cuja estratégia consiste em passar a maior parte do tempo no ninho,
designa-lo-emos por guardioes, sendo que, por vezes, sao atacados pelos saqueadores
e 0 seu numero diminui em consequéncia desses ataques. Assumimos que no inicio
dos periodos, nao existem guardioes. Neste modelo uma determinada constante
p = 0 estara associada a estratégia dos saqueadores: no inicio do periodo [n,n + 1]
nao existe interacao entre saqueadores e guardioes, mas, quando se aproxima a época
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de desova, os machos vao organizando os locais de desova e de acordo a estratégia
escolhida por cada individuo vao surgindo restricoes de acesso a estes locais provo-
cando interacao intra-especifica. Esta interacao é traduzida no facto de termos o
expoente p na condigao inicial para os adultos.

Continuamos a designar, como até aqui, por u(t) a populacao adulta no instante
t, entre periodos reprodutivos, e por v(t) a populacao juvenil no instante ¢, entre
periodos reprodutivos. Assumimos que os juvenis nascem no final de cada um dos
periodos [n,n + 1] e designamos por o o nimero médio de juvenis produzido por
cada adulto. Assumimos ainda que os adultos nao sobrevivem ao final do ano e
portanto a populacao no inicio do ano seguinte é constituida apenas pela fracao o
dos juvenis que sobrevivem ao inverno e que se tornam adultos, e pelos novos juvenis,
que correspondem a uma fraccao a da populacao no final do periodo. Assumimos
que os juvenis atacam outros juvenis com taxa constante e que, como resultado
de cada ataque, um dos juvenis morre. Assumindo ainda que os ataques entre
juvenis ocorrem com uma taxa proporcional a [v(t)]?, dada por §[v(t)]?, a taxa de
mortalidade instantanea em consequéncia dos ataques é dada por 16[v(¢)]*>. Obtemos
o seguinte sistema de equagoes:

u=—pu, u(n)=az’
a

2.28
V' =—16v%u, v(n) =az, (2.28)

Primeiro vamos determinar a varia¢ao da populacao adulta. Notando que u(n) = 22,
obtemos

Toas e )= ol & mi - g

& uls) =afe Pl

n

s € [n,n + 1]. Fazendo s = n + 1 obtemos u(n + 1) = z£ e ~.
A seguir vamos determinar a expressao que caracteriza a variacao da populacao
juvenil:

dv o dv o
- =2 - -z —B(t—n)
2= 2u(t) dt 2= 2xﬁe (t=n) qt.
Integrando no intervalo [n,n + 1], obtemos, recordando que v(n) = awx,,
v(n+1) n+1 -8 _
/ d_U — _éxz eﬁn/ e—ﬁs ds N 1 . 1 _ _5l‘z[6 1]
az, U2 2 " vin+1) az, 203
e logo
I N dz0 (1 — e ) - 1 28+adzt(1—eP)
v(n+1)  am, 23 v(n+1) 2o,

Temos a seguir a expressao que determina a populacao jovem no instante n + 1:

ax,

vin+1) =
( ) 1+ %(1 — e B)apt!

(2.29)

e logo
(0 + a)az,

1+ g‘—g(l — e Bt

Tpr1 =ov(n+1)+avin+1) =

(2.30)
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Fazendo k = (0 + a)a, ¢ = ad(1 —e™?)/(28) e p = p + 1, obtemos o modelo

kxz,

| 2.31
1+ cab ( )

Tpt+1 =

que é conhecido por modelo de Maynard-Smith. Note-se que, como ja referimos,
quando p = 1 obtemos, como caso particular, o modelo de Beverton-Holt.

2.5.2 Comportamento assintético

Verifica-se imediatamente que, para este modelo, os conjuntos Rj e R™ sdo positi-
vamente invariantes. De facto, se x,, > 0 obtemos kz,, > 0 e 1 + ca? > 1 pelo que
Tni1 = f(z,) > 0. Analogamente, se z, > 0 obtemos kx, > 0 e 1+ cz? > 1 pelo
que z,41 = f(x,) > 0. Para o estudo do comportamento assintético da equagao de
Maynard Smith-Slatkin, vamos considerar o caso p > 1. Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.5.1. Suponhamos que se verifica
1<p<2 e p—Kkp+k+kP>0 ou p>2 e p—kp+k*>0 (232
Entao, para o modelo (2.31), verifica-se o seguinte:

1. Se k < 1 todas as solugoes convergem para o ponto de equilibrio z* = 0.

2. Se k > 1 existe um unico ponto de equilibrio da equagao (2.31), =™ =
((k—1)/c)"'?, que atrai todas as solucdes tais que zq > 0.

Demonstracao. O modelo de Maynard-Smith é dado pela equacao as diferencas
Tny1 = fus(x,) onde fus :]0, +00[— R é a fungao dada por fys = kx/(1 + caP).
No conjunto invariante ]0,+oo[ a fungao fys é continua e verifica alinea a) do
Teorema 1.2.5.

Para verificar alinea b) do Teorema 1.2.5, isto é que cada uma das fungoes f e
f? tem no maximo um ponto fixo, fazemos:

) =1 Tt = — 1 —% )=
M 1+ c(x*)p 1+ c(a*)p
Assim, x*:()\/l—ﬁ:(). Temos
k k k—1\"
l—-—=0 —=1 < k=1 NWoe = .
1+ c(z*)p 1+ c(z*)P +ele’) * ( c )

Se k < 1 entao fys nao tem pontos fixos, uma vez que neste caso k — 1 < 0. Por
outro lado, se k > 1 entdo fyrs tem um ponto fixo: z** = ((k — 1)/c)"/”.

Continuando a verificacdo da alinea b) do Teorema 1.2.5, vamos determinar o
nimero de pontos fixos de fi,5. Temos

fars(x™) = fars(fars(z”))
= fus(ka™ /(1 + c(a")"))
(kL4 ()
L+ c(ka* /(14 c(a)r))?
_ k22 (1 + c(a*)P)?
(1+ c(@*)P)[(1 + c(z*)P)P + chkv(a*)r]
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Assim,

2 a \ k2t (1 + c(a*)P)P \
Tas() = S @I+ oy + ey
(- 21+ b)) I
(L4 c(@)P)[(1 + c(z*)P)P + ckP(z*)?]
k(1 4 c(x*)P)? _
(L4 c(@)P)[(1 + c(z*)P)P + ckP(z*)?]
FH(1+ c(@*)P) = (1 + e(a™)")[(1 + c(z*)")P + ck? (7))
(14 c(z*)P)[K*(1 4 c(z*)P)P — (1 4 c(z*)P)P + ckP(2*)P)] = 0
E* (1 + c(x*)P)P~! — (1 + c(2*)P)P — ckP(x*)P = 0
K1+ c(@®)P)P~ = (14 c(2*)P)P + ckP (x*)P

s

¥ =0V

(I

(2.33)
Fazendo 1 + ¢(z*)? = y teremos:
Fyrl=y"+ Ky —1) e "=y Ry — k=0

Consideremos a fungao auxiliar g :|1,+oco[—]1,+o0[ dada por g(y) = y? —
k*yP~! + kPy — kP. Note-se que f7¢ tem um tinico ponto fixo em |0, +o00[ se e s6 se
¢ tem um tnico zero em |1, +00|.

Suponhamos primeiramente que 1 < p < 2. Neste caso, atendendo a primeira
condicao em (2.32) e a que y > 1, temos

g () =py" =K p— 1)y 2+ kP
>pyP =K (p— Dy P+ kP

(p— K (p—1)y" > + k"

> —kPyP 2 4 kP > 0

Por outro lado, se p > 2, atendendo a segunda condigao em (2.32), temos

g =py = k- 1)y + &
>py' = K (p - 1)y R
=(p—K@-1))y" 7+ kK 2k >0

Conclui-se em qualquer dos casos que ¢'(y) > 0 para todo o y > 1 e portanto a
fungao g tem no maximo um zero em |1, +o0o[. Logo fi,;5 tem no maximo um ponto
fixo em ]0, +00[. Obtemos b) do Teorema 1.2.5.

Um vez que p > 1, a fungao definida em |0, +oo[ por

fus(x)/z = k/(1+ caP)

é estritamente decrescente. Obtemos ¢) do Teorema 1.2.5.
Assim, podemos concluir que estamos nas hipdteses do Teorema 1.2.5. Se 0 <
k <1, entao

k
i S8 —k<1
z—0+ €T z—0+t 1 + cxP
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e portanto por 2) do Teorema 1.2.5 todas as solugoes convergem para zero. Por
outro lado, se £ > 1, entao
fus(@) k

lim 25 _ g o1 < k= Jim = lim ,
z—+oo X z—0+ T z—0+ 1 + caP

e portanto o ponto fixo z* = ((k—1)/c)'/? atrai todas as solucdes. Fica demonstrado
o Teorema. O

Temos o seguinte resultado relativo a estabilidade local.

Teorema 2.5.2 (Modelo de Maynard Smith-Slatkin). Temos o seguinte relativamente
ao modelo (2.31).

1. se 0 < k < 1, o ponto de equilibrio * = 0 é assintoticamente estavel, e se
k > 1, o ponto de equilibrio z* = 0 é instavel;

2.se k > 1ep—pk+2k > 0, o ponto de equilibrio 2 = [(k — 1)/c]'/? é
assintoticamente estavel e se k > 1 e p — pk + 2k < 0, o ponto de equilibrio
2 = [(k —1)/c]'/? é instavel.
Demonstracao. Uma vez que f),;¢(x) = %, concluimos que f},4(0) =k e
logo o ponto de equilibrio z* = 0 é assintoticamente estavel se 0 < k < 1 e instavel
se k > 1, de acordo com o Teorema 1.2.2. Uma vez que

Fas(th = )| = [F=HEE

se k > 1ep—pk+2k > 0, pelo mesmo teorema concluimos que o ponto de equilibrio
o = [(k—1)/c]'/? é assintoticamente estavel e se k > 1 e p—pk+2k < 0, concluimos
que o ponto de equilibrio 2** = [(k — 1)/c]'/? ¢ instdvel. O

Juntando os resultados anteriores obtemos o Corolério.

Corolério 2.5.3 (Modelo de Maynard Smith-Slatkin). Suponhamos que se verifica
1<p<2 e p—kp+k+k">0 ou p>2e p—kp+k >0
Temos o seguinte relativamente ao modelo (2.31).

1. se 0 < k < 1, o ponto de equilibrio z* = 0 é globalmente assintoticamente
estavel e se kK > 1, o ponto de equilibrio x* = 0 ¢é instavel;

2. se k > 1, o ponto de equilibrio 2** = [(k — 1)/c]'/? é globalmente assintotica-
mente estavel em |0, +ool.

Demonstracao. Basta verificar que nas situacoes em que pelo Teorema 2.5.1 temos
atratividade global, o Teorema 2.5.2 nos garante estabilidade assintética. Note-se
que, se (2.32) se verifica, entao p — kp + 2k > 0. O

A figura seguinte ilustra o resultado do Corolario 2.5.3. Na figura da esquerda
temos que o ponto de equilibrio z* = 0 é globalmente assintoticamente estavel e na
figura da direita temos que o ponto de equilibrio ** é globalmente assintoticamente
estavel em |0, +oo.
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Figura 2.5: Maynard Smith-Slatkin: £ = 0,5,¢=1,p = 1,5 (esquerda) k = 1,5,c =
1,p=2,1 (direita)

2.6 Modelo de Hassel

O modelo de Hassel foi proposto pelo biélogo Michael Hassel em 1975. Tal como no
modelo de Maynard Smith-Slatkin, neste modelo o parametro p (ver a equagao (2.38))
estd associado ao tipo de competicao que se assume ocorrer entre os individuos da
populagao [3]. Tal como no modelo de Maynard Smith-Slatkin, também esta familia
de modelos admite como caso particular (o caso p = 1) o modelo de Beverton-Holt
estudado na seccao 2.1. O modelo de Hassel é adequado a descricao da evolucao de
populagoes de algumas espécies de insectos, em particular para explicar o facto do
aumento da densidade de individuos na populacao frequentemente reduzir as taxas
de crescimento populacional [10].

Os modelos matematicos, para além de descreverem a dinamica de populacoes
de animais, também podem ser adequados para descrever a evolucao de populagoes
vegetais, fazendo uma relacao da densidade das plantas recem nascidas com a den-
sidade das sementes que resultam na area de cultivo. Como exemplo, o modelo de
Hassel foi usado para descrever a dinamica ou a sobrevivéncia e produtividade das
sementes de plantas daninhas em sistemas agricolas.

A derivacao que faremos abaixo serd para uma populacao de animais.

2.6.1 Derivacao do modelo

Para derivar o modelo de Hassel, para cada t € [0, 1], representamos por u(t) a
densidade populacional dos adultos e por v(t) a densidade populacional dos jovens.
Assumimos que os adultos atacam outros adultos, provocando a morte destes, com
taxa proporcional a [u(t)]? dada por y[u(t)]?, e que atacam juvenis, provocando a
morte destes, com taxa proporcional a wu(t)v(t) dada por fu(t)v(t). Assumimos
que todas as mortes dos juvenis sao provocadas por ataques de adultos ou ocorrem
no final de cada periodo de um ano, concretamente assumimos que apenas uma
fraccao o da populacao de juvenis consegue sobreviver ao inverno. Assumimos que
os adultos nao sobrevivem ao final do ano e portanto a populagao no inicio do ano
seguinte é constituida apenas pela fraccao ¢ dos juvenis que sobrevivem ao inverno,
e que se tornam adultos, e pelos novos juvenis, que correspondem a uma fracgao
a da populacao no final do periodo. Entao, sendo x,, a populacao no final do ano
n, a dindmica no decorrer do periodo |n,n + 1] é dada pelo sistema de equagoes
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diferenciais:

{u, B R (2.34)

v = —puv, v(n)=az,

Para se saber o total da populacao passado um ano, temos de resolver o sistema.

Temos . .
du 1 1 1
— = —— & —du = —= ds.
a2 /n w 27/n °

Fazendo u(s) = z e substituindo u(n) = z,, no integral temos

u() 1 1 t 174 1 . 1 1 1
/x de: —;y/n ds & - {—] =37 s, & —= 57(t—n)+x—.

. g, u(t) n
Assim,
2x,,
t) = : 2.35
u(t) Y, (t —n) + 2 (2:35)
De (2.34), podemos determinar a variagao da populagao jovem que é dada por
d
d_: = —fuv.

Como estamos diante de uma equacao com variaveis separaveis, entao temos que:
1
v(t)

Substituindo na equac@o anterior o valor de (2.35), temos:

dv(t) = —fBu(t)dt.

1

2
n dt
v(t)

dolt) = _nyxn(t —n)+2

Fazendo v(t) = y, notando que v(n) = ax, e substituindo os limites de integracao

temos: (nt1) .
vn d n dt
[
aTn Yy n fyxn@ - n) +2

e, primitivando e substituindo os limites de integragao, temos:

n

nv(n+1) — In(az,) = —? [In(yza(t —n) +2)];"

e logo
1
In vin+1) = In(yx,/2 + 1)_%.
ax,
Deste modo or
vin+1) = - (2.36)

(5 + 1)28/7°
Fazendo a = a0+ «), b =7/2 e p = 2/3/J e notando que, de acordo com as nossas

hipoteses, a populacao sera constituida pelos jovens que sobreviveram ao inverno e
se tornaram adultos e pelos novos juvenis, entao temos:

axy,

.Tn+1 = O"U(n+ 1) +O{'U<n+ 1) = m

(2.37)
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Obtemos assim o modelo

(2.38)

axy,
T, = T 1 N
T (1 + bay,)p

conhecido por modelo de Hassel. Assumimos que a,b > 0 e p > 1. Verifica-se
imediatamente que, para este modelo, os conjuntos Ry e R* sdo positivamente
invariantes. De facto, se z,, > 0 obtemos azx,, > 0 e 1+ bx,, > 1 pelo que z,1; =
f(x,) > 0. Analogamente, se x, > 0 obtemos ax,, > 0 e 1+ bx, > 1 pelo que

Tny1 = f(xn> = 0.

2.6.2 Comportamento assintético

Temos o seguinte resultado:
Teorema 2.6.1 (Modelo de Hassel). As seguintes afirmagoes verificam-se:
a) Se 0 < a <1, entdo z* = 0 é o inico ponto de equilibrio da equacao (2.38).
b) Se a > 1 entdo (2.38) possui os pontos de equilibrio 2* = 0 e 2** = (a'/? — 1) /b.
c) Se 0 < a < 1, entao todas as solugoes de (2.38) convergem para o ponto de
equilibrio x* = 0.
d) Sea>1le
l<p<2 e pl—a?P)<1+a"?P (2.39)
ou, alternativamente,
p>2 e prPp-—2rtaP <1, (2.40)
entao as solugoes de (2.38) com xy > 0 convergem para o ponto de equilibrio
o = (a'/? — 1) /b.

Demonstracao. Seja fg :]0, +oo[— |0, +o0o[ dada por ax/(1 + bx)?. Das condigoes
apresentadas nos parametros, esta fun¢ao é continua e verifica a alinea a) do Teo-
rema 1.2.5.

Para se verificar a alinea b) do Teorema 1.2.5, cada uma das fungoes fi e f&
tém que ter no maximo um ponto fixo. Comegamos entao por determinar os pontos
fixos das funcoes referidas:

)=z Tt = 1o —2 )=
" (14 ba*)P (14 bxx)p
Assim, temos x* =0 ou 1 —a/(1 + bz*)? = 0. Uma vez que
a a'? — 1
— =1 & (14b)VP=a < l+4+br*=d”? < "=
(1 +bl‘*)p ( + bx ) a + bx a xT b

Notamos que z* > 0 se e s6 se a'/? > 1, o que acontece apenas quando a > 1.
Continuando a verificacdo da alinea b) do Teorema 1.2.5, vamos determinar o
nimero de pontos fixos de f5. Temos

ax™ a’z*
* (e yeravs (1+bz*)P
) = 30D = 5 (G555 ) = T e~ T T
(1 + bm) (1 + (1+bm*)p)
a’z*
B Ty (a®x*)(1 + ba* )P
T ((4bx*)P4bax*)P T * * *
(G prtder (14 ba)P((1+ ba")? o+ baa™)?
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e portanto

Por—r o a2 (1 + ba* )"~ .
L 1+ ba*)P + bax*]p
[(

- - (1 B [( a2(1 +bx*)p27p ) _o.

*

1+ ba*)P + bax*]P

Concluimos que z* = 0 ou

a2(1 -+ bx*>p27p 2 2
=1 &  a(1+be")P’ P =[(1+br*)P + baz]?
[(1+ bz*)? + baz*]P @(1+b7) (1 +62")? + baa”] (2.41)

& a%(l + bz* )P~ — (1 + ba*)P — baz* = 0.

Fazendo y = 1+ bz* < br* =y — 1 na equacao (2.41) obtemos a?Py?=! — y? —
ay +a =0 com y > 1. Consideramos a fungao auxiliar g :]1, +00[— R dada por

g(y) = aQ/pg/I”1 —y? —ay + a. (2.42)

A fungdo f% tem um ponto fixo no intervalo |0, +oo[ se e somemte se a fungao
auxiliar ¢ tiver um zero no intervalo |1, 4o00[. Assim, para analisarmos os pontos
fixos de f%, vamos estudar a monotonia da fungao auxiliar g. E imediato que
g () =p—1)a*Py"? —a—py*~' e g"(y) = (p — 1)(p — 2)a*Py?=> —p(p — 1)y" 2.
Naturalmente,

(p =2 (2.43)

I'W)=0 & -1y’ lp-2)a* —py| =0 & y=
Sel <p<2ea>1entdop—2 < 0 e aequagao (2.43) ndo tem solugoes
em |1,+oo[. Portanto, ¢’ é estritamente monétona. Como ¢'(y) — —oo quando
y — +oo, se ¢'(1) = p(a®? — 1) —a*? —a < 0, a funcdo ¢’ nio tem zeros em
|1, +00[. Logo, neste caso, g tem no maximo um zero em ]1,4+o00[. Note-se que
g'(1) < 0 é equivalente a p(1 — a=2/?) < 14 a'=%/7.

Por outro lado, se p > 2 e a > 1, a segunda derivada de g tem um zero: (p —
2)a*?/p. Se ¢'((p — 2)a*?/p) < 0, concluimos que g tem no maximo um zero em
]1, +oo[. Mas ¢'((p — 2)a?/?/p) < 0 é equivalente a p*~P(p — 2)P~2a*~2/P < 1,

Concluimos que se 1 < p <2, a > 1e p(l —a"??) < 1+ a'~?? ou, alternativa-
mente, p > 2,a > 1e p* P(p— 2)1’*2&1*2/1’ < 1, entao ¢g tem no maximo um zero no
intervalo |1, +oo[. Concluimos que f# tem no méximo um ponto fixo. Verifica-se a
alinea b) do Teorema 1.2.5.

Vamos agora verificar a alinea c¢) do Teorema 1.2.5. Visto que fy estd definida
no intervalo |0, +oo[ e que

fu(z) a

x (1 + bxy,)?’

concluimos que a fungao fy é estritamente decrescente, uma vez que (1+bzx,, )P cresce
a medida que = > 0 cresce. Assim cumpre-se com a alinea c¢) do Teorema 1.2.5.
Assim se pode concluir que estamos nas condi¢oes do Teorema 1.2.5.
Se 0 < a < 1, concluimos que
f(x) a

lim 2 g — % <
mi%h xT mi%h (1 + bl’)p “=
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e portanto por 2) do Teorema 1.2.5 todas as solugbes convergem para zero. Por
outro lado, se a > 1, entao
f(x) a

lim M:O<1<a:1im = lim ——,
r—+oo X z—0t X z—0t (1 + b.’lf)p

e portanto por 3) do Teorema 1.2.5, existe um tnico ponto fixo que atrai todas as
solucoes. Fica demonstrado o resultado. O

Temos o seguinte resultado relativo a estabilidade local.
Teorema 2.6.2 (Modelo de Hassel). Temos o seguinte relativamente ao modelo (2.38).

1. se 0 < a < 1, o ponto de equilibrio z* = 0 ¢é assintoticamente estavel e se
a > 1, o ponto de equilibrio * = 0 ¢ instével,

2.sea>1ep(l—a?) <2 o ponto de equilibrio 2** = (a'/? — 1)/b é assinto-
ticamente estavel;

3. sea>1ep(l—a'?) > 2 o ponto de equilibrio 2** = (a'/? — 1) /b é instavel;

Demonstracio. Uma vez que fi(x) = a(l + bx)~ @+ (1 + bz(1 — p)), concluimos
que f;(0) = a e logo o ponto de equilibrio z* = 0 é assintoticamente estavel se
0 < a <1 einstavel se a > 1, de acordo com o Teorema 1.2.2. Além disso, como
fi((a'?—1)/b) = 1—p+a~'/Pp < 1, pelo mesmo teorema concluimos que o ponto de
equilibrio 2** = (a!/?—1)/b é assintoticamente estavel se |1—p+a~/Pp| < 1 e instavel
se |1 —p+a~Pp| > 1. As condicdes do enunciado seguem destas inequacdes. [

Juntando os resultados anteriores obtemos o Corolario.
Corolério 2.6.3 (Modelo de Hassel). Temos o seguinte relativamente ao modelo (2.38).

1. se 0 < a < 1, o ponto de equilibrio z* = 0 é globalmente assintoticamente
estavel e se a > 1, o ponto de equilibrio * = 0 é instavel;

2. sea>1e p(l—a/?) <2 e alguma das condices (2.39) e (2.40) se verifica
entdo o ponto de equilibrio 2** = (a'/? — 1) /b é globalmente assintoticamente
estavel em |0, +oo[;

3. sea>1ep(l—a'?) > 2o ponto de equilibrio #** = (a'/? — 1) /b é instével;
Demonstracao. Basta juntar as conclusoes do Teorema 2.6.2 e do Teorema 2.6.1. [

A figura seguinte ilustra o resultado do Corolédrio 2.6.3. Na figura da esquerda
temos que o ponto de equilibrio z* = 0 é globalmente assintoticamente estavel e na
figura da direita temos que o ponto de equilibrio z** é globalmente assintoticamente
estavel em |0, +o0.
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Figura 2.6: Hassel: a = 0,5,b=1,p =2 (esquerda) a = 2,b = 3,p = 2 (direita)
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Capitulo 3

Modelos de captura e o efeito de hidra

Na dinamica de populagoes é importante considerar o efeito da captura. Um
modelo possivel constréi-se do seguinte modo: considera-se uma fungao nao negativa
que descreve a evolugao da populacao sem considerar a captura f : [0, 4+o00[— R.
Designamos esta funcao por funcao de reprodugao. Consideramos ainda uma funcao
nao-negativa que corresponde a captura g : [0, 4+00[— R. De seguida consideramos
a dinamica dada pela equacao as diferencas x,,1 = F'(x,), onde F(x) = (f o g)(x)
ou F(xz) = (go f)(x) consoante se assuma que a captura antecede a reproducao ou
vice-versa (em relagdo ao momento do censo).

A observacao dos resultados obtidos para os modelos populacionais, revela al-
gumas vezes problemas relativos a interpretacao bioldgica. No caso dos modelos de
captura, uma das dificuldades de interpretacao mais famosas diz respeito ao dito
“efeito de hidra”, um aparente paradoxo que foi recentemente alvo de uma possivel
explicagao, obtida por Eduardo Liz e Frank Hilker em [7], para um modelo de cap-
tura com funcao de reproducao de Ricker. Seguindo a abordagem desses autores,
observaremos esse mesmo efeito para o caso de um modelo de captura com funcgao
de Maynard Smith e também para o caso de um modelo de captura com funcao de
Hassel.

Um modelo de captura geral foi proposto por Seno (a este respeito ver [6]).
Consideraremos esse modelo e obteremos, com base nele, resultados para fungoes
com fungoes de reproducao correspondentes a alguns dos modelos populacionais
considerados no capitulo 2.

Por fim, derivamos com base em pressupostos bioldgicos um modelo alternativo
ao de Seno.

3.1 Efeito de hidra para um modelo de captura com funcao
de Maynard-Smith

No nosso caso consideraremos para func¢ao de reprodugao a fungao f :]0, +oo[— R

dada por
kx

- 1+ cx?

()

com k > 2 (fungao de Maynard-Smith com p = 2) e para func¢ao de captura a fungao
h 3]0, +00[— R dada por

h(z) = (1 —~)x.
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A nossa dinamica é dada por uma das seguintes fungoes Fy = foh ou Fy, = ho f.
Assim, obtemos as equacoes
k(1 — )z, k(1 — )z,

Tn41 = Fl(l‘n) - 1+ C(l — 7)21‘2 e Tpyl — F2($n) = W (3].)

Um efeito matematico descrito na literatura é o seguinte: em algumas situagoes,
ao aumentar a captura, aumenta também o tamanho da populagao. Este compor-
tamento das equagoes é conhecido como efeito de hidra. Em [7] foi proposta uma
possivel explicagao para esta situagao, aparentemente paradoxal, usando o modelo
de Ricker. Neste capitulo tentaremos reproduzir a explicacao usando um modelo
mais simples: o modelo de Maynard-Smith. Faremos ainda algumas consideragoes
adicionais a explica¢ao dada em [7].

Comecamos por analisar a dinamica associada a Fj;. Neste caso, como vimos,
para k(1 —v) < 1 nao temos ponto fixo e para k(1 — ) > 1 temos o ponto fixo
x; = /(k—ky—1)/(c(1 —~)?). Para cada k e c fixos, consideramos a fungio

7i(7) = V/(k = ky = 1)/(c(1 — 7)?). Temos que

/

B(1—9) =1\ 2
*\/ o _
@Y =0 & [( )| =0
o L(R1=9) =1\ F [Fhe(l =) +2e(L=N(k(QL=7) = D] _,
2\ c(1—n)? (1 — )t B
& —ke(1 =2 +2c(1 =) (k(1—7)—1)=0
& —ke(l =)+ [2ke(1 —7) —2](1 —7)=0
& 2ke(l—v) —2c—ke(l—7v)=0
& 2kc — ke — 2key + key —2c =0
& ke—key—2c=0
& clk—ky—2)=0
k—2
S k—ky—-2=0 & vz—k
(3.2)
e ¢é facil verificar que v = % é um ponto de maximo da funcao. De facto, para

Q.

erou-se k(1 — ) > 1 e, igualando a derivada de z7 a
—2 Uma vez que

se obter um ponto fixo, consi
zero, obteve-se a solucao v =

oo LR —5) = 1\ 7% (1 — ) [—k(1 — ) + 2(k(1 —7) — 1)]
(SL’1> (7) - 5 < C(l _ 7)2 ) C2(1 _ 7)4

Ead
Ed

onde E é uma constante maior do que zero, é imediato que, se v €]0, (k — 2)/k[,
entao (x3)(y) > 0 e, se v €|(k — 2)/k, 1], entao (z3)'(y) < 0. Concluimos que z}
¢ uma funcao crescente em |0, (k — 2)/k[ e decrescente em |(k — 2)/k, 1], pelo que
;((k—2)/k) é o méximo de x7. Note-se que s6 existe ponto de equilibrio 2} quando
v e [0,1—1/k]

Concluimos que temos efeito de hidra: ao aumentar a captura até ao valor v =
k—? aumenta também o tamanho da populacdo no equilibrio. A partir do valor
referido a populagao diminiu.

44



Modelos Ecologicos Unidimensionais

Analisamos agora a dinamica associada a F,. Neste caso, novamente, para
k(1 —~) < 1 nao temos ponto fixo e para k(1 — ) > 1 temos o ponto fixo
x3 = /(k—ky—1)/c. Para cada k e c fixos, consideramos a fungio z3(y) =

Vk—ky—1)/c E imediato que x} é decrescente e nao se verifica efeito de hidra
neste caso. O gréfico 3.1 ilustra a situacao acima.

Figura 3.1: Dinamica associada a F} e F5 com k =4 e ¢ = 1. Graficos de z7, x5 e
(xf + 3)/2.

3.2 Efeito de hidra para um modelo de captura com funcao
de Hassel

Vamos ainda reproduzir o exemplo anterior para o modelo de Hassel. Como vimos,
assumindo que p > 0, a,b > 0 e n € N, o modelo de Hassel é um modelo da forma
Tpy1 = f(z,) em que f: RS — R édada por f(z) =ax/(1+ bx)P.

Tomamos neste caso para funcao de reproducao o caso particular do modelo
de Hassel com p = 3, f(z) = ax/(1 + bx)? e para funciao de captura a funcio
h(z) = (1 —~)x.

Tal como no caso anterior, a nossa dinamica é dada por uma das seguintes fungoes
Fy = fohou Fy; = ho f, onde Fj corresponde ao senso apos a captura e Fy ao senso
apos a reproducao. Obtemos os modelos

a(l —~y)x,
ot = o) = (g € e = i) =

Analisemos a dinamica associada a Fij. Temos os pontos fixos

IO CTE ) i W (¢ B it
1 2 b )

b(1—7)

correspondentes respectivamente as funcoes I} e F5.
[gualando a derivada de z] a zero temos

: a(l =) =1\
@) =0 e (M) <

o (@1 =) =DV =) = [(a(t =) = pA =) _

[b(1 —)?
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e portanto
2 () = 1 13 _ 1y _
(1) (v) =0 « CTEEE)E )1/3< a)(b(1 =7)) +b((a(l =7))"” =1) =0
& —alb(1 =)+ 3bla(l =) [(a(l =7)"* =1 =0
& —b+3bla(l — )] [la(l =]~ 1] =0
& 3(a(l =)' =3~ (a(1 =)/ =0
a(l —~v) = 2
& a(l-7) =<
27
& y=1-c

E facil verificar que, quando os valores estimados de captura se encontram no
intervalo ]8“8; 27 [, existe diminui¢do no tamanho da populacio, e quando estes
valores de captura se encontram no intervalo |0, 32=27[ entdo a populacdo cresce,
produzindo assim o efeito de hidra.

A expressao de z5(y) permite imediatamente verificar que esta fungao é decres-

cente com 7. Desta feita, para esta fungao, nao se observa o efeito de hidra.

3.3 Modelo de captura de Seno

O modelo de Seno é um modelo que generaliza os modelos de colheita anteriores.
Nesta familia de modelos, um parametro ¢ € [0, 1] corresponde ao momento do ano
em que se procede a captura e, tal como anteriormente, vy €]0, 1] corresponde ao
nivel de captura [6]. Concretamente, temos um modelo da seguinte forma:

Tni1 = [0g(xn) + (1 = 0)g((1 = 7)zn)l(1 = 7). (3.3)

No que se segue, vamos assumir algumas hipoteses sobre a funcao de reproducao,
g :]0, +oo[— R. Nomeadamente, assumimos o seguinte:

) g(x) <0V o >0

Ci) g
Cs) 9(0) >
Cs) xggloog( z)=0<1
C,4) Existe um d > 0 tal que xzg(x) é estritamente crescente no intervalo ]0,d| e
estritamente decrescente no intervalo |d, +o0[.

Biologicamente, a condigao C1) quer dizer que qualquer aumento no tamanho da
populagao ¢é seguido por um aumento da mortalidade na geracao seguinte.
Os resultados que se apresentam de seguida foram demonstrados em [6].

Teorema 3.3.1 (Proposigao 1 de [6]). Assumindo C1), C2) e C3), existe um tunico

equilibrio positivo, k,(f), se e sé se v < 1 — m

Teorema 3.3.2 (Proposicao 2 de [6]). Assumindo C1), C2) e C4), existe 79 < v* tal
que, para todo o v € [y0,7"), k,(6) é assintoticamente estavel para todo o 6 € [0, 1]
e todas as solucoes positivas convergem para k- (6).
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De seguida vamos considerar casos particulares do modelo de Seno. Comecamos
com o modelo de Seno com func¢do de Maynard Smith-Stalkin (a fungao dada
por (2.31)) com a > 1,b> 0 e p > 1. Obtemos o modelo

Toi1 = Fol,) (3.4)

onde
a a

1—6
1+bxp+< )1+b(1—fy)pxp

Designamos por kf‘/ 5(#) o ponto de equilibrio, referido no Teorema 3.3.1, associado
a este modelo. De seguida vamos aplicar os Teoremas 3.3.1 e 3.3.2 ao modelo de
Seno com a funcao de Maynard Smith-Slatkin. Comecamos por verificar que as
condigoes C1) a C4) se verificam para este modelo.

F o(z) =10 (1 —7)z. (3.5)

Lema 3.3.3. A func¢ao de Maynard Smith, dada por (2.31), coma > 1,b>0ep > 1
verifica as condigoes C1) a C4).

Demonstracao. Consideremos a fungdo de Maynard Smith-Slatkin, g(z) = a/(1 +
baP), com a > 1,b>0e p > 1. Temos

/

, l a ] ~ —a(l + ba?) abpxP~1

[g(l‘)] = 1+ b (1+bxp)2 = m < 0,

e obtemos C1).
A condicao C2) é imediata: ¢(0) =a > 1.
Uma vez que

=0<1
mﬂlrfoo 1+ bzp '

a condigao C3) verifica-se.
Atendendo a que

()] = ar ] _a(l+ba?) — axbpa? !
T =T T | — (1 + bzxr)?
a+ abx? — abpax?  al[l + baP(1 — p)]

1+ bxP]? a (1 + bar)? ’

e (1+bxP)? > 0, o sinal da expressao acima é igual ao sinal da expressao 1+bz?(1—p).
Definindo d = {/1/(b(p — 1)) tem-se o seguinte: se x < d entdo (g(x)z)" > 0 e por-
tanto g(z)x é estritamente crescente no intervalo |0, d| e, se z > d entao (g(z)x) <0
e portanto g(x)x é estritamente decrescente no intervalo |d, +oco[. Obtemos C4). O

Teorema 3.3.4. Para o modelo de Seno com a funcao de Maynard Smith-Slatkin e
a>1,b>0ep > 1, existe um ponto de equilibrio positivo, kfyws(ﬁ), se e sO se
vy<1l-1/a.

Demonstracao. Pelo Lema 3.3.3, o modelo de Seno com a funcao de Maynard Smith-
Slatkin verifica as condigoes C1), C2) e C3) e logo, pelo Teorema 3.3.1 obtemos o
resultado. O

Teorema 3.3.5. Para o modelo de Seno com a fungao de Maynard Smith-Slatkin,
existe v € [0, 7*[ tal que k() ¢é assintoticamente estavel. Para 6 € [0, 1], todas as
solucoes positivas convergem para k. (6).
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Demonstracao. Pelo Lema 3.3.3, temos verificadas as condigoes C1), C2) e C4) do
modelo de Maynard Smith e pelo Teorema 3.3.2 obtemos o resultado. U

Consideramos de seguida o modelo de Seno com funcao de Hassel (a funcao dada
por (2.38)) com a > 1,b> 0 e p > 1. Temos a fungao

tra = Hyg(a) (3.6)

onde
a a

Hool®) = |0 = 0 ey

Designamos por SL’{{{ (0) o ponto de equilibrio, referido no Teorema 3.3.1, associado
a este modelo. De seguida vamos aplicar os Teoremas 3.3.1 e 3.3.2 ao modelo de
Seno com a funcao (2.38). Comegamos por mostrar que as condigoes C1) a C4) se
verificam para este modelo.

(1 —7)z. (3.7)

Teorema 3.3.6. Verificam-se as condigoes C1) a C4) para a fungdo de Hassel

Demonstracao. Seja g(x) = a/(1 + bx)? a funcao de Hassel. Uma vez que

’ bp(1 + bx)P!
a }:_ap(er) ~0

e g(0) = a > 1. Obtemos C1) e C2). Temos que

I ¢ 0<1
im ——— =
T—+00 (1 -+ bl‘)p

e obtemos C3). Uma vez que

ax = a(1 + bx)P — abpx(1 + bx)P~1
(1+ bx)r (1 + bx)?» ’

lg(x)z]" = |

o sinal de [g(z)z]’ é dado pela seguinte expressao a(l+ bz)? — abpz(1+bz)P~'. Uma
vez que

» bpx B B 1
(1+b$) {1—m}—0 & x——ma

L conclufmos que se < d entdo g(x)x é crescente no intervalo

b(1-p)’
10,d[ e se z > d entao g(x)z é decrescente no intervalo |d, +oo[. Obtemos C4).

Portando, a funcao de Hassel verifica todas as condicoes do Teorema 3.3.1. [

sendo d =

Teorema 3.3.7. Para o modelo de Hassel, existe um equilibrio positivo xf (0) se e s6
sey<1—1/a.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.6, o modelo de Seno com a funcao de Hassel veri-
fica as condigoes C1), C2) e C3) , entdo pelo Teorema 3.3.2 temos o resultado. [

Teorema 3.3.8. Para Seno com a funcao de Hassel, existe v €]y, v*[ tal que xf(@)
é assintoticamente estavel. Para 6 € [0,1], todas as solugoes positivas convergem

para x1(6).

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.6 o modelo de Hassel verificou as condigoes C1),
C2) e C4). Assim, pelo Teorema 3.3.2, temos os resultados para qualquer § €
[0, 1]. O
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3.4  Um novo modelo de captura

Nesta seccao apresentamos um novo modelo de captura generalizado, alternativo ao
modelo de Seno com funcao de Beverton-Holt, em que um parametro 6 € [0, 1] cor-
responde ao momento em que iniciamos a captura, a qual se mantém até ao final do
periodo considerado. Deduzimos este modelo a partir de pressupostos biolégicos de
forma semelhante ao que fizemos para os varios modelos de crescimento populacional
considerados no Capitulo 2.

Tal como na deducao do modelo de Beverton-Holt, vamos considerar a evolucao
de uma dada polulacao ao longo de um ano, mais concretamente, consideraremos a
evolugao entre o n-ésimo ano e o (n+1)-ésimo ano, para um determinado ano n € IN.
Vamos ainda designar por z,, o tamanho da populagao no instante n, imediatamente
a seguir a reproducao.

Assumimos que a varia¢ao da populagao em |n,n + [ é consequéncia exclusiva
da mortalidade resultante dos ataques. Assim

1
u = —éauz, u(n) = x,. (3.8)

Atendendo a que a equagao (3.8) é uma equacao de varidveis separdveis, temos

[ o [ =Bl

1 Tn
ab/2+1/x, abr,/2+1

& uln+0)=
Por outro lado, consideramos que a variagao da populagao em |n + 0,n + 1] é
consequéncia da mortalidade resultante dos ataques e da captura

Tn
abr,/2+1

u, u(n+0) = (3.9)

Atendendo a que a equacao (3.9) é uma equagao de variaveis separaveis, temos

/n:l (au/2 +u7/(/8()1 e /n:l 1ds

o que ¢ equivalente a

u(n 4 1)(a/2u(n +0) +~/(1 — 7))
au(n+1)/2+~v/(1—7)

= u(n+6) e(0=1)/(1=)

Obtemos

fy 87(071)/(177) xn/(]_ — '7/)

u(n +1) = v/(1 =)+ a(l — @D/ 170/(1 — )z, /2

Atendendo a equagao anterior, os juvenis que nascem no final do periodo [n,n + 1]
sao dados por

a/y 67(0_1)/(1_7) Ty
v+all =y — (1 =)0 4yl)z, /2

vin+1)=aun+1) =
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Supomos que no final do ano a populacao de adultos morre, restando apenas
uma fraccao da populacdo de juvenis. Essa populagao é dada por ov(n + 1), onde
o denota a probabilidade de um juvenil sobreviver ao inverno. Assim, a populacao
no instante n + 1 é dada por

0’0{’}/ 87(0_1)/(1_’Y) l‘n
T+ a(l =y — (1 =700 490)x, /27

Tpi1 =ov(n+1)=

Obtemos

oo 87(971)/(177) l‘n

T+ 20—y = (1= ) @@= 19)a,

(3.10)

Tnt1 =

Como sabemos da anélise do modelo de Beverton -Holt, para v €]0, 1], o ponto de
equilibrio é
oo 67(971)/(177) _]_

T = S0 — (1) @D/ 14)°
existe e é globalmente assintoticamente estével se oo e?0=D/0=7) > 1,

Parece-nos que o modelo obtido merece um estudo mais aprofundado em tra-
balhos futuros. Em particular, seria importante comparar o modelo de Seno com
funcao de Beverton-Holt (que se obtém fazendo p = 1 na equagao (3.5)) e o mo-
delo de captura que foi obtido nesta seccao. Isto é, seria interessante comparar o
modelo (3.10) com o modelo

oa(l —y)z,
1+a(l —v)z,/2

oa(l — )z,
1+ ax, /2

Tpir =0 +(1-0) (3.11)

no que respeita a varios aspectos, em particular a existéncia de efeito de Hidra para
os varios parametros.

[lustramos na figura seguinte o comportamento do ponto fixo em funcao de ~
para o novo modelo e o modelo de Seno com fungao de Beverton-Holt, usando os
parametros a = 10, = 10,0 = 0, 8 e trés valores distintos para 6.

Figura 3.2: Modelos Novo (vermelho) e de Seno (azul): = 0,1 (esquerda), § = 0,5
(centro), # = 0,7 (direita)
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Capitulo 4

Um projecto de divulgacao matematica

O objetivo deste capitulo é descrever e tecer alguns comentarios sobre uma acgao
de divulgacao subordinada a modelos discretos da Biomatematica, preparada e le-
vada a cabo pelo autor deste trabalho, pelo seu orientador, Prof. César Silva, e
por uma sua colega. Um video da apresentacao bem como os slides usados na apre-
sentagao encontram-se nos enderecos http://www.mat.ubi.pt/~csilva/AJC.mp4 e
http://www.mat.ubi.pt/~csilva/2018-03-10-slides-Academia.pdf. Todas as
imagens incluidas na apresentacao foram retiradas do site https://pixabay.com/,
o qual permite a utilizacao livre das imagens.

4.1 Academia Junior de Ciencias

A Academia Junior de Ciéncias (A.J.C.) foi criada em 2014 por iniciativa do Rei-
tor da Universidade da Beira Interior Professor Anténio Fidalgo e como director o
Professor Manuel Joaquim Saraiva que continua a coordenar as actividades até a
presente data.

A A.J.C. tem por objectivo estimular o gosto pela ciéncia entre os alunos, dar-
lhes a oportunidade de terem um primeiro contacto com uma Instituicao de Ensino
Superior e incutir-lhes o gosto pelas areas cientificas, como a Matematica, a Fisica
ou a Quimica.

Estas actividades abrangem os melhores alunos da regiao que estejam a frequen-
tar o 12.° ano de escolaridade e que se interessem pelas areas disponiveis no programa
da A.J.C. organizados pela Universidade.

As apresentacoes relacionadas as areas de Matematica, Fisica e Quimica, sao
feitas em forma de semindrios, com sessoes tematicas de natureza diversa, com
aulas tedrico-praticas, laboratoriais, palestras entre outras. Semindrios ligados a
outras dreas sao também ministrados. Contam-se entre estas areas a Meteorologia,
Informatica, Biologia, Economia e Engenharia. Para além destas apresentacoes, as
visitas guiadas a Universidade fazem parte do programa da A.J.C..

No final de cada edicao da A.J.C. é promovida uma discussao entre os estudantes
e seus professores, os quais emitem suas opnides sobre as actividades decorridas,
sendo que algumas sao levadas em consideracao e implementadas no ano seguinte.

o1


http://www.mat.ubi.pt/~csilva/AJC.mp4
http://www.mat.ubi.pt/~csilva/2018-03-10-slides-Academia.pdf
https://pixabay.com/

Modelos Ecoldgicos Unidimensionais

4.2 Acao de divulgacao em biomatematica

A preparacao da apresentacao foi feita numa primeira fase separadamente, tendo
cabido ao autor a preparacao das seccoes relativas aos modelos de crescimento po-
pulacional e aos modelos de captura (slides 5 a 19) e numa segunda fase em conjunto
com o seu orientador e a sua colega Rabilde Bartolomeu. Nesta segunda fase os sli-
des preparados foram melhorados e adaptados, tendo em conta os conteudos das
outras partes da apresentacao.

Ao preparar a apresentacao e dado que um dos objectivos foi falar nao s6 da in-
formacao que se pode obter dos varios modelos bioldgicos apresentados mas também
apresentar alguma matematica que pudesse ser reconhecida pelos participantes, no-
meadamente pelos estudantes do ensino secundario, varias foram as dificuldades
encontradas e foi necessario considerar varios aspectos. Alguns desses aspetos sao a
seguir apresentados, em especial os que estao diretamente relacionados com os slides
que preparei:

1. Foi necesséario seleccionar contetidos passiveis de serem compreendidos pelos
estudantes, o que levou a excluir alguma da matematica necessaria para uma
compreensao mais profunda do problema.

2. Foi necessario mudar a linguagem de algumas expressoes técnicas para ou-
tras mais préximas dos conteudos conhecidos dos alunos. A titulo de exem-
plo, enumeram-se as seguintes mudancas relativamente a linguagem usada nas
seccoes anteriores:

a) em vez de “equagdes as diferencas” usdmos “sucessoes definidas por re-
corréncia’;

b) em vez de “condigao inicial” usdémos “populagdo no ano inicial”;
c¢) em vez de “ponto de equilibrio” usdmos “populacao de equilibrio”;

d) em vez de “orbita” usdmos “evolucao da populacao”.

3. Foi sentida a necessidade de incluir uma introducao onde as equagoes as dife-
rengas (ou, na linguagem adotada, as recorréncias) foram interpretadas como
leis que regem a evolugao de determinado fendmeno (slides 2 a 4).

4. Ao falar do modelo de Beverton-Holt, foi necessario listar alguns termos da
sucessao para fazer sentir que a partir das condicoes inicias podemos obter
a populagao, por recorréncia, nos varios instantes de tempo (slide 6). Isto
permitiu associar o modelo de Beverton-Holt a uma lei de evolugao do sistema
biolégico subjacente, fazendo assim uma ligagao com a introducao.

5. A inclusao dos graficos que descrevem a lei de evolugao dada pelo modelo de
Beverton-Holt logo de inicio foi adotada para que se percebesse a existéncia de
comportamentos distintos das orbitas para diferentes valores dos parametros
e que, para conjuntos de parametros fixos, hd um comportamento assintético
comum (slide 7). Usaram-se ainda os graficos para reforgar a ideia de que, a
cada condigao inicial (ou, na linguagem usada, populacao inicial) correspondia
uma sucessao dada por recorréncia, sendo que a cada termo correspondia o
estado da populacao num determinado ano.
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6.

10.

Para derivar o modelo de Beverton-Holt foi usado o esquema abaixo, nos sli-
des 9 a 11, para auxiliar a interpretacao dos vérios intervalos e instantes de
tempo que se utilizaram, em cada ano, para modelar os aspectos bioldgicos
subjacentes ao problema.

Rep, Rep. Rep' R‘ep'
I e e———
Py N(t) B Ny B N(t)  Pari N(1)

. Vérios conteidos tiveram de ser retirados da apresentacao, porque se consi-

derou que demasiada informacao poderia criar confusao em vez de clarificar
a interpretacao. Além disso, a forma de apresentar alguns conteudos foi al-
terada em relagao a apresentagao feita em capitulos anteriores, para que a
interpretacao fosse mais facil. Por exemplo, no slide 9, ainda que nao tenha
sido retirada, foi dado menos destaque a equacao

N(n) =P, e N'(t) = —(uo+mN(t)N(2),

colocando-a num tom de cinzento claro, porque, mais do que o detalhe desta
equacao diferencial, se pretendia apenas que os participates percebessem do
que foi dito a propdsito desta equacao: que a evolucao da populacao se regia
por uma equacgao que impunha que a derivada de populacao fosse negativa.
Em principio, os conhecimentos de muitos dos participantes permitir-lhes-ia
associar a derivada negativa ao decrescimento da populacao.

De realcar que para além do interesse dos aspectos matematicos, houve um
esforco para que as férmulas incluidas na apresentacao fossem quase todos
alvo de uma interpretacao bioldgica, uma vez que um dos objectivos da apre-
sentacao foi realcar a relacao entre Matematica e Biologia. Um dos exemplos
que podemos apontar neste contexto é que, ao obter as solugoes constantes,
para além de descobrirmos um dos tipos de solucoes interessantes do ponto de
vista matematico, discutimos ainda uma interpretacao destas solucoes como
estados de equilibrio do sistema biolégico descrito (slide 12).

. Na parte correspondente aos modelos de captura, varias alteracoes foram sendo

feitas ao longo da preparagao da apresentagao, a fim de tornar mais facil a com-
preensao dos conteidos. A titulo de exemplo, optou-se por omitir o dominio e
contradominio das funcao de reproducao e captura para nao carregar o slide.
Optou-se ainda por usar valores concretos para os parametros da funcao de
reproducao, ainda que as conclusoes tivessem sido obtidas com parametros
gerais na secgao anterior (slide 16).

Um outro aspecto importante na parte relativa aos modelos de captura foi que
se optou por explicar este efeito usando a representacao grafica, em vez que
apresentar longos e complexos calculos (slides 18 e 19). A explicacao deste
efeito foi reduzida ao seguinte:

a) Das trés curvas apresentadas, um representa o censo da populagao depois
da captura, outro o censo da populacao depois da reproducao e o ultimo
representa a populagao média.
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b) Ao medir a populacdo no momento da reprodugao estamos a medir no
momento em que a mesma teve um crescimento, e ao medir depois da
captura estamos a medir no momento em que ela decresceu. Entao para
valores intermédios de captura ha maior oscilacao da populacao, fazendo
com que a populagao média diminua consideravelmente. Entao o efeito de
hidra acontece apenas porque o momento em que se faz a contagem da
populacao vai determinar o seu tamanho.

¢) Para maior compreensao da variagao da oscilagdo com o aumento da cap-
tura, fez-se uma explicagao separando as fungoes de captura e reproducao.
Para tal usou-se no slide 19 um modelo nao auténomo que alternava as
funcoes de captura e de reproducao mas optou-se por omitir qualquer re-
feréncia a natureza diferente do modelo utilizado. Seria interessante abor-
dar esta diferenca mas complicaria desnecessariamente a exposi¢ao. Assim
recorreu-se simplesmente ao grafico de algumas solucoes do modelo nao
auténomo sem entrar em pormenores sobre a forma como tinha sido ela-
borado. Nesta representacao grafica pode verificar-se que, para valores pe-
quenos de captura, a populacao apresenta maior oscilacao entre os periodos
de captura e de reproducao a medida que a captura aumenta, o que leva ao
efeito de hidra quando se considera o senso apds o momento da reproducao.
Pode ainda verificar-se que em média a populacao diminiu sempre com a
captura.

11. No slide 18, aproveitou-se ainda para realcar a vitalidade da Matematica a

o4

proposito do artigo de Eduardo Liz e Frank Hilker, salientando que foi pu-
blicado recentemente (em 2014) e que dd uma explicagdo do efeito de hidra
(usando o modelo de Ricker em vez do que consideramos na apresentagao).
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Apéndice A

Alguns Modelos Discretos da Biomatematica,

Rabilde Bartolomeu, Augusto dos Santos e César Silva

Academia Jinior de Ciéncias

Universidade da Beira Interior

23 de Marco de 2018

23-03-2018 1/ 40

Modelos Discretos da Biomatematica

Recorrencia

9 ‘ Xadrez e bagos de arroz

o
’-" 1248 16 32 64 128

=1 o

ug =1

{Hn=2ﬂ, TI-=1,2-_|"' = {uﬂ = 2up_1,
up =
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Recorréncia

Juros de 2% ao ano
Upyy = Uy + 0,024,

100,0 102,0 104,0 106,1 108,2 110.4...
110,0 112,2 114,4 116,7 119,1 121,4. ..
120,0122,4 124, 8 127,3 129,9 132,5...
(aproximando as décimas)

(AJC) Modelos Discretos da Biomatemaitica 23 03-2018 3/ 40

Recorréncia

f - Lei de evolucéo

up uwy = f(ug) uwo= f(u1) ug=f(ua) -+ tUny1= f(tn)

e = f (g )

f(Bagos de arroz num quadrado) = Bagos de arroz no quadrado seguinte
f(Dinheiro na conta banciria) = Dinheiro na conta bancaria no ano seguinte
f(Populacdo num ano) = Populacio no ano seguinte

Numero de infectados num dia) = Nimero de infectados no dia seguinte

(AJC) Modelos Discretos da BiomatemAatica 23 03-2018 4 / 40

58



Modelos Ecologicos Unidimensionais

Modelos ecoldgicos unidimensionais

Modelos de crescimento populacional

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018

Modelos ecologicos unidimensionais

kP,

Modelo de Beverton-Holt Fapy= m

k.c>0

@ P, é a populacio no ano n

@ P, .1 depende de: e populaciio no ano n e parametros positivos k e ¢

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 6 / 40
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Modelos ecologicos unidimensionais

Persistencia e extingiao no modelo de Beverton-Holt

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018

-

Modelos ecologicos unidimensionais

O que significamm os parametros k e ¢?
Para respondermos a esta pergunta precisamos de fazer outra:

Como é que se obtém o modelo de Beverten-Holt?

Muadelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 8 /40
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Modelos ecologicos unidimensionais
o

Rep. Rep. Rep. Rep.
I C - - D D D S T
Po N(t) P N(t) P, N(t) Py N(1)

@ P, - populacio no inicio ano n, imediatamente apos a reproducao

@ Se a populacio no inicio do periodo for P, entao
e—,tm{_f—ﬂ) Pn

= — t—n 2
1+%(1—e ol ]Jpn

N(t) te[n,n+1]

@ Entre periodos reprodutivos - populacao depende apenas de constantes
fto. m associadas a mortalidade

N(n)=P, e N'(t)=—(po+mN(t))N(t) <0

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 9 / 40

Modelos ecologicos unidimensionais

Rep. Rep. Rep. Rep.
DT - - " C - - P R - - -
Pt] JV(ﬂ JPl Nr{ﬂ pn- —H\—{rj Pni-l _ﬂ\-'-(f‘)

@ p a probabilidade de sobreviver a época reprodutiva per capita
@ b o nimero médio de descendentes viaveis per capita

Py =pN(n+1)+bN(n+1) = (p+B)N(n + 1)
B (p+b)e ™ P,
T 1+ m(pg)"H1 — e H0)P,

Modelos Discretos da Biomatemditica 23-03-2018 10 / 40
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Modelos ecologicos unidimensionais

o = 222 RS v
1 {ﬂ no 4 (ﬂ nt1 N (['J

@ p a probabilidade de sobreviver a época reprodutiva per capita
@ b o nimero médio de descendentes viaveis per capita

P,yi =pN(n+1)+bN(n+1)=(p+bN(n+1)
B (p+b)eHo P, kP,
T 14+ m(pg)" (1 —e k)P, 1+ P,

onde

E=(p+be™ e c= ;{1 —e 1)
0

k aumenta com o aumento dos nascimentos e da longevidade

¢ aumenta com o aumento da mortalidade

Modelos Discretos da Biomatemdatica 23-03-2018 11 / 40

Modelos ecologicos unidimensionais

1 %3

| PV N
\ '~ x_\‘_’_

':'| —— _B.q_h:_-i-_'i"——’:__—_":_—_i'::.—:—w

.1!II =3 ‘._..___'__
.

\i\ L

oK) Lt

. S D D

)
!r =5 e | I] = 5 c=1

Solucoes constantes s =2

kP,
Py=s—""_ P,.(1 L) = kP, Pa(l—% P,)=0
T ol (1 +eFy) & ( +ePp)
B.=0 ou FBy— k:l

23-03-2018

Modelos Discretos da Biomatemaitica
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Modelos ecolégicos unidimensionais

Modelo de Beverton-Holt
@ se k <1 a populagao aproxima-se da extingao com o
passar do tempo

@ se k > 1 existe uma populacgao de equilibrio P, = }‘%1 da

qual a populacao se aproxima

(AJC) Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 13 / 40

Modelos ecologicos unidimensionais

Modelos de captura

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 14 / 40
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Modelos ecologicos unidimensionais

Como incluir o efeito da captura nos modelos de crescimento
populacional?

Ideia:
@ usar duas fungdes: uma para a captura e outra para a reproducio

@ aplicar cada uma delas alternadamente

Modelos Discretos da Biomatematica

Funcgao de reprodugao P, = m = f(F,)
Fungao de captura h(P,) =P, —~Py,

. = 2 . _ 4(1—v) Py
Reprodugao apés captura Poo1=(foh)(P) = JEg—y
y . e e = (1 _ 4(1=9)Pn

Captura apés reprodugao Ppp1=(ho f)(Pn) = —j5pr

Madelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 16 / 40

64



Modelos Ecologicos Unidimensionais

Modelos ecolégicos unidimensionais

Reproducao apdés captura Pri1 = (foh)(Pp)
3— 4y
Populacio de equilibrio: zi(y) = —’T)
(1—7)
Captura apés reprodugao P,i1=(ho f)(P,)
Populacio de equilibrio: x3(v) =3 — 4y

Modelos Discretos da Biomatematica pREREE]

Modelos ecologicos unidimensionais

Gréficos de =] (v) e z5(v) e (=] () + =3(v))/2

@ Um efeito matematico descrito na literatura e aparentemente paradoxal é
o seguinte: em algumas situacoes, ao aumentar a captura, aumenta
também o tamanho da populac¢io. — Efeito de hidra.

@ Num artigo de Eduardo Liz e Frank Hilker de 2014 foi proposta uma
possivel explicacio para esta situacio, aparentemente paradoxal, usando
o modelo de Ricker.

@ Possivel explicacio: para valores moderados de captura, um aumento da
captura conduz a uma maior oscilacao anual da populacao.

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 18 / 40
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Modelos ecologicos unidimensionais

Separando os efeitos da reproducio e da captura

Descrigdo ndo-auténoma

18 v ; A i A A A »
16 \

AVAvlvAVAVAVAVY
12 ;-"

08

06

0,4

0 5 10 15 20

—8— pama={,1 —@—gama=0_23 gama=0,5

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 19 / 40

Modelos Epidemiologicos

O modelo SIR

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 20 / 40
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Modelos Epidemiolégicos

l, il

St = St A= i8S, — BG L,
Iﬂ,+1 == I-n. = .BSnIn = P:In = ’}'In.
Rﬂ—|—1 = R, +v0, — #‘Rﬂ

(So,Jo,Ra)  (S1,]1,Ry)

Modelos Discretos da Biomatemditica

Modelos Epidemiologicos

Extingao

i
oy
100
150 Ar
100 il
Al)
OS50 S
"‘-;_2;_;__’;?_ 3
—
00 e o SIS S, oo
1 2 3 4 % B T & 9101171 1% 14 15 16 17 18 19 20 21
-, . —ns -y

A=0,6,u=0,3,
v=0,1,8=0.15

(AJC) Modelos Discretos da Biomatematica

(S2, 12, Ra)

Yin

l, Ry

Assumimos: p+7v <1

A nascimentos
i mortalidade
3 contacto entre [ e S
7 recuperacio

(Ss3, I3, R3)

23-03-2018 21 / 40

Permanéncia

R

g

———

i 4 5 6 7 B 9 101117 13 1415 1617 IR 19 W0 N

——", i | e

A=10.8.ji=10.3,
vy=0,1,8=0,8

23-03-2018 22 / 40
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Modelos Epidemiologicos

Populagao Total

Sﬂ—l—l =S+ A — ,I'-LSn — BSuly
Iy =1 + Sy — ply, — 71,
Hn—l—l = Rn + F.l’In - f—LRn

Somando as trés equacoes anteriores

Sﬂ,—l—l + In—l—] + Rn—l—l - Sn + In + Rn + A _;'-ern - ’.‘_LIn - f-LRn

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018

Modelos Epidemiolégicos

Populacao Total

Suir = Su+ A — Sy — BS,I,
Ir.‘.-{-l = I.‘f.‘. + .ilj-grr.j—n —H I?'! - F:i"In
Rn—l—l = Rn T F}"In - ;"JRH

Somando as trés equacdes anteriores

Sﬂ-l—l + jl—;"r.+1 + Rn-l—l = S‘n + In + Rn + A _}'-f-Sn - ,“I?'! - ,"—fRn

) | ) )
Pn-l—l = Pn + A —,LLPn

Pn-l-l:Pn‘l'ix_.lf-“‘Pn

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 24 / 40
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Modelos Epidemiologicos

Pn+1 :P‘FL_I_A_J"-LPR
Solugoes constantes - fazemos P, = P,

Pﬂ,:'n"_A_#'Pn A D:A_JU'P“ S RI:A/‘U

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018

Pn-—H :Pn_i’A_H'Pn

A equacao anterior tem solucao para cada condicao inicial Fy:

Pa= (=" (R = &)+

A
lim P, =lim [ (1 — )™ (Po — A/p) + 5 = A

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 26 / 40
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Modelos Epidemiolégicos

S?H—l = Zall - ﬁf-S-n. . ,BSH.I n
J!r'n—l—l e I-n i .SSH.I?I. . lu'I?'I - 'an
Rn—l—] =Ry + ",‘f'jn = ;U-Rn-

Solugdes constantes - fazer Sp 41 = S, In+1 = In, Rnt1 = Ry

S, =S, +A—puS, — BS.L, A—puS, — BS,I, =0
In = In + FanIﬂ = P’-In = H,f"-'-r-n - jrl{."-"srr = = ‘} =0
R—n = Rn +- F}In = ;URn ’}"Li - ;{-{Rn =0

I, =0 ou S,=(u+7v)/8

Modelos Discretos da Biomatematica

23-03-2018 27 / 40

Modelos Epidemiologicos

Solugoes Constantes:

S‘n = ""\‘.r'ff-’-'- I” = . R” — 0 epr
o+ A ~A
‘T; — I e — : Rn =g b5 -
. Ji ” ’“ = [ ,i’ '“{'“ _|_ '} ) 3 € F
A n AB
I n 2 0 ~ ol 2 0 PN o 2 1
% B p(n+7)

Modelo SIR
Ro<1 — uma tnica solucdo de equilibrio, epp
Ro>1

—  duas solugoes de equilibrio, epr e eg

Modelos Discretos da Biomatematica

23 03-2018

28 / 40



Modelos Ecologicos Unidimensionais

Modelos Epidemiolégicos

Extingdo Permanéncia
-;“ wm_;_ il Pl
A=0,6u=0,3, A=0,6,u=0,3
~=0,1,8=0,15 ~=0,1,8=0,8
_ 06x015 _ _ 0,6%x08 __
Ro = 5303105 — &0 <1 Ro = 53(0370m — 4> 1

Modelos Discretos da Biomatemética 23 03-2018 29 / 40

Modelos Epidemiolégicos

Extingdo Permanéncia

A=0,6,p=0,3, A=0,6,p=0,3,

v=0,1,8=0,15 v=0,1,8=0,8

_ . 0.6x0,45 _ 06x08 |
Ro= 53030y = %75 <1 Ro = gatoaron = 4> 1

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 30 / 40
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Outros mo

(AJC) Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 31 / 40

Outros modelos

Modelo de Lotka Volterra

Npp1 = Ny +aNp — bP, Ny,
B =Py + PNy —dF,

N, - presas P, - predadores

alNg — crescimento das presas
na auséncia de predadores
bPy N — decrescimento das presas
devido & predacgio
PN, — crescimento da populagio
de predadores
dPy, — decrescimento dos predadores

em consequéncia da mortalidade

(AJC) Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 32 / 40
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Outros modelos

Modelo de Goodwin

Npgi= No+aNg— 0P N5,
Pt =B, 4B, Ny — dE,

N,, - emprego P, - salarios

a — relacionado com intensidade do capital,
produtividade do trabalho
e oferta de emprego

14 ] ’I
b — relarionado com intensidade do capital - | I | i f
¢ — relacionado com correlagdo entre emprezgo 1 | J‘ z‘
e saldrios reais e produtividade do trabalho b | | #
d — relacionado com correlagdo entre emprego )

e saladrios reais

& M-Frean —8—Pnemdador

Modelos Discretos da Biomatemidtica 23 03-2018

Outros modelos

Modelo STR
SnJrl =iy 1= — #Sﬂ = ,SSHIR
Jirﬂ—l—l = I, + B8, 1, — P"In - FTIn
Rn+l = Rn i F}’In * .UfRn

S, - susceptiveis [, - infectados
R, - recuperados

Modelos Discretos da Biomatemiatica 23-03-2018 34 f 40
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Outros modelos

Modelo SIR

Sn.—i—l =S +A— fJ-an = ,BS?LIN.
J!rﬂ-l-l = In- + _-SSnIn i Ju'In - ’an
Rn—i—l —= Rn + F}{In = #Rn

S, - susceptiveis [, - infectados
R,, - recuperados

B 5 Y
| — —_—

l P8y l 1l l!-’Ru

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 35 / 40

A

Outros modelos

Modelo SIR

Sn--i—l =8n+A— ;USN. = 6 Sali
J!r1r1+1 = In- Nk .‘BSnI:r: - #In - A!’In
Rn-—'rl = Rn g TLI —= P-"Rn

S,, - Potenciais clientes
I, - clientes R, - ex-clientes

A 55!

l ’UI” l & Rn.

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 36 / 40
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Outros modelos

Modelo eco-epidemiologico

Sn—H. = G+ A3y~ BE,1;, ~ I“Sn . 'nﬁpﬂsﬂ
jr|r1—|—1 i I‘n + ﬁsnfn - CIn - 7}'11071[11
Pn+1 e P‘J’i + T‘Rz — bPE + k'ﬁlpn}—n + anﬂlsn

S, - Presa susceptivel
I,, - Presa infectada P, - Predador

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 37 /40

Outros modelos

Modelo eco-epidemiologico

l'E’.'.'1+l = Sn T —"I\Sn v -’er: j—.'.‘ = #"9?1 1 ??‘Epn Sn
Lg.—l—l — jr.- + ,_S’,‘j@'hf” — "-"irn - U]Fnlrn
Pﬂ_l’_l — _F’n - ?‘Pﬂ_ = ng + ;“F“F.'.‘-lrﬂ + k”QP”_-STﬂ

S, - Presa susceptivel
I,, - Presa infectada P, - Predador

="

{Sn-—l—l = 8n + ASp — ;U-Sn- —42 PnSh
Poi1 = P, +rP, — bP2+ 1P, S,

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 38 / 40

75



Modelos Ecoldgicos Unidimensionais

Outros modelos

Modelo eco-epidemiologico

it = 8y + AS,, — BSal, — uSs— mPiS,
1{H-H = I."r B .-'—‘f-g'u.jn = L"lrn - ”]Pia-frn
By — B Sap B B2 il A BB

S, - Presa susceptivel
I,, - Presa infectada P, - Predador

=10 {Sn—l—] =S, +AS, — ﬂ'sn = 7?‘.?13?': Sn
R:—f—l = P, +rPF, — bF ;f G5 TFLZPH.Sn

Pl] —0 {Sn—'rl = Sr? " i'\_'.gn. = "f ‘—qx?.jr?r —H Sn
Iny1=In+ BSpln —cly

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 39 / 40

Obrigado pela vossa atencao!

(AJC) Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 40 / 40

76



	Introdução
	Equações às diferenças escalares
	Definições
	Estabilidade de Lyapunov e estabilidade assintótica

	Modelos de crescimento populacional
	Modelo de Beverton-Holt
	Derivação do modelo - versão I
	Derivação do modelo - versão II
	Comportamento assintótico

	Modelo de Beverton-Holt generalizado
	Derivação do modelo
	Comportamento assintótico

	Modelo de Ricker
	Derivação do modelo - versão I
	Derivação do modelo - versão II
	Comportamento assintótico

	Modelo de Ricker Modificado
	Derivação do modelo
	Comportamento assintótico

	Modelo de Maynard Smith-Slatkin
	Derivação do modelo
	Comportamento assintótico

	Modelo de Hassel
	Derivação do modelo
	Comportamento assintótico


	Modelos de captura e o efeito de hidra
	Efeito de hidra para um modelo de captura com função de Maynard-Smith
	Efeito de hidra para um modelo de captura com função de Hassel
	Modelo de captura de Seno
	Um novo modelo de captura

	Um projecto de divulgação matemática
	Academia Júnior de Ciências
	Ação de divulgação em biomatemática

	Bibliografia

