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Resumo

A filtragem nao-linear é um dos topicos mais importantes e complexos em engenharia,
especialmente quando aplicada a situacoes de tempo-real em ambientes altamente nao-
lineares. Este € o cenario da maioria das aplicacOes aeroespaciais nomeadamente, aviso
de colisao, seguimento radar, vigilancia, orientacdo, navegacao e controlo de veiculos
aeroespaciais, sendo que o principal objetivo é a estimacao dos estados de um
determinado alvo (seja este uma aeronave, satélite, missil ou outro) a partir de
medicoes ruidosas. A maior dificuldade estd em desenvolver métodos que sejam
capazes de lidar n3o s6 com a nao-linearidade dos modelos, mas também com as
incertezas associadas aos instrumentos de medicoes e as perturbagdes existentes no
meio envolvente que afetam diretamente o sistema e, na sua maioria, sao dificeis de
prever e computar. Uma das estratégias mais utilizadas para garantir o ajuste dinamico
e 6timo dos métodos de filtragem face a todas estas adversidades é a implementacao de

algoritmos adaptativos.

Assim sendo, a abordagem mais utilizada para lidar com esta problematica é a
filtragem de Kalman. O seu sucesso, principalmente na area de engenharia, deve-se na
sua maioria ao filtro de Kalman estendido (EKF — Extended Kalman Filter). Este
assenta no pressuposto de que a linearizacao é suficiente para representar localmente a
nao-linearidade do sistema e, por conseguinte, o algoritmo utiliza o modelo linearizado
em substituicilo ao modelo original nao-linear. A linearizacio é um processo
relativamente facil de compreender e aplicar, o que justifica a popularidade do filtro.
Contudo, ao lidar com sistemas altamente nao-lineares, o EKF tende a apresentar
algumas limitacdes, tais como, estimativas erraticas, comportamentos instaveis e por

vezes até divergentes.

De forma a colmatar algumas destas limitagOes, esta tese apresenta um filtro de
Kalman estendido melhorado e adaptativo, denominado por improved Extended
Kalman Filter (iEKF), onde para além da adaptabilidade classica das matrizes de ruido,
€ proposto uso da norma de Frobenius como fator de correcio da estimativa da
covariancia a priori e é também proposto um novo ponto de linearizacao. Desta forma,
o iEKF adapta as matrizes de transicdo dos modelos através do novo ponto de
linearizagdo e adapta as informacOes estatisticas através da matriz de covaridncia

proposta. A principal intencao é manter a simplicidade e estrutura pelo qual o EKF é
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conhecido, porém melhorar o seu desempenho e precisao com conceitos simples,

eficazes e adaptativos.

Um outro foco desta tese é analisar o desempenho da filtragem no seguimento radar.
Assim sendo, tanto o EKF como o iEKF foram implementados e analisados em quatro
aplicacoes deste ambito, sendo estas: a estimacdo de uma oOrbita de um satélite
artificial, a estimacao de uma transferéncia orbital (transferéncia de Hohmann), a
estimacao de uma reentrada na atmosfera, e por fim, a estimacgao da trajetéria de uma
aeronave comercial, em que objetivo é estimar a posicao e velocidade do veiculo. Tanto
o EKF como o iEKF foram analisados e comparados com base no RMSE (Root Mean
Square Error). Os resultados demonstram que o iEKF fornece estimativas superiores.

O algoritmo é, em geral, mais preciso, estavel e confidvel, demonstrando ser uma

alternativa conveniente ao classico EKF.

Em suma, esta tese propoe um novo método de filtragem nao-linear adaptativo,
denominado por iEKF. Os resultados indicam que este deve ser tido em consideracao
para a estimacao de estados nao-linear tanto para o seguimento radar, como para

qualquer outra area que necessidade de um algoritmo de filtragem eficiente.

Palavras-chave

Filtragem Nao-Linear Adaptativa; Estimacao de Estados Nao-Linear; Filtros de Kalman

Nao-Lineares; EKF; iEKF; Seguimento Radar; Aplicagdes Aeroespaciais.



Abstract

Nonlinear filtering is an important and complex topic in engineering, especially when
applied to real-time applications with a highly nonlinear environment. This scenario
involves most aerospace applications, such as surveillance, guidance, navigation,
attitude control, collision warning and target tracking, where the main objective
consists of estimating the states of a moving target (aircraft, satellite, missile,
spacecraft, etc.) based on noisy measurements. The challenge is to develop methods
that are capable to cope, not only with the nonlinearities of the models but also with the
instrumental inaccuracies related to the data acquisition system and the environmental
perturbations that are unwanted and, in most cases, difficult to compute. One of the
promising strategies to dynamically adjust and guarantee filter optimality is the

computation of adaptative algorithms.

A very well-known framework to deal with those problems is the Kalman filter
algorithms, whose success in engineering applications is mostly due to the Extended
Kalman Filter (EKF). The EKF is based on the assumption that a local linearization of
the system may be a sufficient description of nonlinearities, therefore the linearized
model is used instead of the original nonlinear function. Such approximations are easy
to understand and apply, which explains the popularity of the filter. However, when
dealing with highly nonlinear systems, the EKF estimates suffer serious problems, such

as unstable and quickly divergent behaviours and/or erratic estimates.

To address those limitations, this thesis proposes an improved Extended Kalman filter
(iEKF) with an adaptative structure, where a new Jacobian matrix expansion point is
proposed, and a Frobenius norm of the covariance matrix is suggested as a correction
factor for the a priori estimates. Therefore, the iEKF does not only update the statistical
information based on the proposed covariance matrix but also updates the state and
measurements transitions matrices based on the new Jacobian expansion point. The
core idea is to maintain the EKF structure and simplicity but improve the overall

performance with simple yet effective concepts.

Another objective of this thesis was to evaluate the performance of the filtering
methods on radar tracking applications. Thus, the effectiveness of EKF and iEKF were
analysed and compared in four radar tracking applications: an artificial satellite orbit

estimation, a Hohmann orbit transfer, an atmospheric reentry estimation, and a
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commercial aircraft trajectory estimation, where the position and velocity of the

aerospace vehicle were computed.

The EKF and iEKF were compared based on the RMSE (Root Mean Square Error).
Simulations results suggest that the iEKF provides a considerably higher accuracy on
the overall results. The algorithm is more precise, stable, and reliable, which make it an

attractive alternative to the classic EKF.

In summary, this thesis proposed an improved Extended Kalman Filter with an
adaptative structure. This algorithm is a promising method for nonlinear state
estimation, not only for radar tracking applications but any applications that require an

efficient nonlinear filter.

Keywords

Nonlinear Adaptive Filtering; Nonlinear State Estimation; Nonlinear Kalman Filters;

EKF; iEKF; Radar Tracking; Aerospace Applications.
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Capitulo 1

1. Introducao

1.1 Contexto e Motivacao

A maioria dos sistemas fisicos sdo projetados e construidos com um propoésito especifico, ou
seja, com a intencdo de desempenharem certas funcbes. Por exemplo, um sistema de rede
elétrica deve ser capaz de responder a demanda de carga que dele é exigida. Assim como,
aeronaves, foguetoes, satélites, submarinos (e outros veiculos) devem de ser capazes de navegar
no seu meio envolvente e atingirem os objetivos de missdo. De forma a determinar se o sistema
estd a executar corretamente os seus objetivos é preciso saber o seu comportamento num
determinado instante do tempo. Por outras palavras, é necessario saber o estado do sistema, isto
é, os parametros que descrevem o seu comportamento. Geralmente, em navegacao o estado do

sistema corresponde a posicao, velocidade, aceleracdo ou atitude do veiculo.

.-
%VO

r— - - — — — 7

Instrumentos de Medi¢ao Medicoes Processamento de dados | Estadoedo | Dispositivos de Controlo ‘
b——— —

(sensores, radares, entre outros) Métodos de Filtragem Sistema | (se aplicavel e necessério) ‘

L — — — — — — 4

Localizacao do Alvo

Figura 1.1 —Tlustracao (top-level) do seguimento radar.

As observagoes do sistema s@o obtidas através de instrumentos de aquisi¢ao de dados aptos a
fornecer medicoes. Estes instrumentos podem ser radares (ou outros sensores) dependendo do
sistema em questao (figura 1.1). O inconveniente é que estas medicGes nao sao exatas e possuem
ruido que deve ser processado e eliminado. Isto porque, os sistemas operam em meios com
incertezas e perturbacdes que sao dificeis de prever e/ou modelar. Para além disto, também
existe as imprecisdes instrumentais inerentes aos sistemas de aquisicio de dados e a
complexidade da dindmica dos proprios sistemas. Todos estes aspetos sao fontes de erros e de

imprecisoes.



O processo de estimar os estados de um sistema com base em medi¢oes ruidosas é denominado
por estimacdo ou filtragem e é o principal topico desta tese. O problema da filtragem consiste
em estimar, de uma forma fiavel e eficaz, o estado atual de um determinado sistema, com base
no conhecimento analitico dos modelos dinamicos, das entradas de controlo (inputs), dos
instrumentos de aquisicdo de dados e das proprias medi¢oes [1-3]. Por outras palavras, o
objetivo da filtragem é encontrar a estimativa 6tima do sistema dinamico através da
minimizacao (ou supressao, se possivel) do ruido, perturbactes e de toda a ambiguidade que

possa existir nas medicoes.

Nas udltimas décadas, o tema da filtragem tem sido alvo de uma intensa pesquisa cientifica, pois
é util nas mais diversas areas. Desde a engenharia aeroespacial, mecéanica, quimica a economia,
biologia e robotica, todas estas areas deparam-se diariamente com a problematica da estimacao

de estados, cuja solucdo (aproximada) encontra-se nos métodos de filtragem [4-6].

Em relacao ao campo aeroespacial o maior foco encontra-se nas areas de navegacao inercial,
seguimento radar, fusdo multissensorial de dados, aviso de colisdo, controlos automaticos, entre
outras, em que o problema se resume a estimar a posicao, velocidade, aceleracdo ou atitude do
veiculo aeroespacial, seja este um satélite, avido, nave-espacial, missil ou outro. Contudo, esta
nao é uma tarefa facil, porque na maioria dos casos apenas tem-se conhecimento das entradas e
saidas do sistema, com um conjunto de incertezas associado. Além do mais, muitas das variaveis
de estado ndo podem ser medidas diretamente, ou seja, sdo necessarios métodos que sejam

capazes de inferir estes valores, o que acrescenta complexidade ao problema.
Todos estes aspetos motivam a que sejam feitas as seguintes perguntas:

- Como modelar, analisar e implementar modelos dindmicos que sejam capazes de incluir todas

as incertezas de uma forma direta e pratica?

- Tendo tais modelos e sabendo que todos os dados/medic¢oes associados estdo corrompidos
com ruidos e perturbacoes, que sdo dificeis de modelar e prever, como estimar de uma forma

6tima todas as variaveis de interesse?

- Sabendo que as estimativas tém um impacto direto nos sistemas de controlo, como avaliar o
desempenho dos métodos de estimagao, de forma a garantir que nao h4 um colapso total do

sistema?
Esta tese pretende dar respostas a estas perguntas.

Um dos principais focos do seguimento radar de veiculos aeroespaciais é a filtragem nao-linear
dos dados de voo. E necessario ter em conta que, a natureza destes sistemas e das suas
aplicacoes exigem o uso de métodos de filtragem excecionalmente rapidos, eficazes e precisos,

pois na maioria das vezes, o tempo é um fator critico, assim como, a falha nas estimativas. Uma



das formas de minimizar os erros é a implementacdo de métodos/algoritmos com carater
adaptativo [7-10], ou seja, que sejam capazes de atualizar os seus parametros a medida que
novos dados estao disponiveis, principalmente em relacdo as informacoes estatisticas do ruido e

as matrizes de transicao do sistema.

Muitos dos conceitos e técnicas matemaéticas que sao relevantes para a projecao dos sistemas de
seguimento radar podem ser discutidos com base na estatistica unificada que essencialmente faz
uso do teorema de Bayes. Ou seja, sob uma perspetiva Bayesiana, um sistema de seguimento
radar pode ser definido como uma estrutura de atualizacio iterativa da densidade de
probabilidade condicional que descreve os estados do sistema com base em toda a informacio
disponivel até ao momento, incluindo as caracteristicas dos sensores, a dindmica do sistema, as
condigbes operacionais, entre outras. A esta iteracdo de densidades denomina-se de filtragem.
Normalmente as densidades possuem uma estrutura particular, ou seja, sio somas ponderadas
de densidades individuais, sendo que cada uma delas esta relacionada a uma hipotese de

modelo e a uma interpretacio de dados individuais.

Assumindo uma detecao perfeita e um anico modelo dinadmico, a abordagem Bayesiana reduz-se
ao conhecido filtro de Kalman. A estrutura deste filtro € uma consequéncia direta da origem
incerta das medicOes e das incertezas associadas aos modelos dindmicos. Assim sendo, e de uma
forma bastante sucinta, o filtro de Kalman é definido como um algoritmo 6timo recursivo de
processamento de dados [11-12]. Isto porque, fornece uma solucdo recursiva, onde todas as
informaco6es disponiveis até ao momento sdo incorporadas sem que seja necessario armazenar e
reprocessar todos os dados anteriormente obtidos em cada instante a que uma nova medicao é
realizada. Desta forma, o filtro de Kalman otimiza o seu processo e aumenta a sua eficiéncia
computacional. Estas caracteristicas justificam a sua popularidade nas mais diversas areas,

quando comparado aos demais métodos.

Nas tltimas décadas, o filtro de Kalman foi um dos tépicos mais abordados pela comunidade
cientifica, pelos motivos anteriormente mencionados, contudo ainda ha espaco para novos
avancos e melhorias, especialmente nas técnicas de filtragem n3o-linear adaptativas. Os
métodos correntes ou sdo baseados em aproximacdes locais e lineares do sistema, ou sio
baseados em métodos derivados dos algoritmos de Monte-Carlo, que por sua vez, requerem
calculos intensivos e tempos computacionais elevados que podem limitar o desempenho do
proprio sistema, principalmente quando se lida com aplicacbes online, como é o caso do

seguimento radar.

O método mais utilizado em aplicacoes aeroespaciais e consequentemente, no seguimento
radar, € o filtro de Kalman estendido (EKF - Extended Kalman Filter) que assume que uma
linearizagdo local do sistema é suficiente para lidar com as suas nao-linearidades. Porém,
perante sistemas altamente nao-lineares, o EKF apresenta varias limitacGes tais como,

comportamentos instaveis e divergentes, estimativas erraticas e “fraca” linearizacao.



Como o EKF ¢ o filtro mais popular no seguimento radar de veiculos aeroespaciais e de forma a
colmatar as suas limitagOes, esta tese tem como principal objetivo propor um filtro de Kalman
estendido melhorado e adaptativo, denominado por improved Extended Kalman Filter (iEKF),
onde sao sugeridos um novo ponto de expansao das matrizes Jacobianas e a aplicacdo da norma
de Frobenius da matriz de covariancia como fator de correcao da estimativa a priori. Para além
da adaptabilidade classica das informacoes estatisticas do ruido, o iEKF também adapta as
matrizes de transicdo do sistema através destes novos pardmetros. A sua estrutura adaptativa
permite resultados mais precisos e estaveis sem agravar a simplicidade pela qual o EKF ¢é

conhecido.

1.2 Revisao Bibliografica

O primeiro problema documentado de estimagdo de estados ocorreu em 1795 no campo da
astrodinamica, quando Karl F. Gauss estudava o movimento dos planetas e dos cometas através
de medicoes obtidas pelo seu telescopio [13]. Gauss precisava de uma ferramenta de estimagio
e com esse proposito criou o teorema dos minimos quadrados!. Este teorema é uma técnica de
otimiza¢do matematica, que tem como principal objetivo obter a melhor aproximagio para um
determinado conjunto de dados, através da minimizacao da soma dos quadrados das diferencas
entre os valores estimados e os valores observados, ou seja, através da soma dos quadrados dos

residuos da aproximacao.

Posteriormente, em 1912, Fisher [13] desenvolveu o método de méxima verossimilhanca. Este
método tem como principal objetivo estimar um conjunto de parametros da distribuicdo de
probabilidade de um determinado modelo estocastico através da maximizacao da funcdo de

verossimilhanca.

140 anos depois do teorema dos minimos quadrados surgiu a ideia de desenvolver
matematicamente um estimador recursivo 6timo. Os mateméticos Wiener [14] e Kolmogorov
[15], de forma independente, estenderam o problema de Gauss para sistemas estocasticos
através de uma estimacao média linear dos minimos quadrados. Deram assim os primeiros
passos na histéria da filtragem e da teoria moderna da estimacao. A solucao de Kolmogorov foi
elaborada para o tempo-discreto e a de Wiener para o tempo-continuo [16]. Atualmente, estes
métodos ainda continuam a ser utilizados no processamento de sinais e comunicagoes, porém

restritos a sinais estacionarios.

Rudolf E. Kalman alargou o trabalho de Wiener e elaborou um novo algoritmo, o filtro de
Kalman (FK), método mais generalizado que inclui processos nao-estacionarios [17]. Uma das

diferencas entre estes dois filtros é o dominio no qual foram desenvolvidos, ou seja, o filtro de

1 Ha controvérsia sobre quem foi o autor dos métodos dos minimos quadrados, Gauss ou Legrende. Gauss
s6 publicou o método em 1809 no livro: “Theoria Motus Corporum Coelestium”, onde cita o trabalho de
Legrende, que, de forma independente, desenvolveu e publicou em 1806 o0 método dos minimos quadrados
no seu livro: “Nouvelles méthodes pour la determination des orbites des cométes”.



Wiener foi desenvolvido no dominio das frequéncias, sendo por isso mais utilizado para
estimacao de sinais, enquanto, o filtro de Kalman foi desenvolvido no dominio do tempo
(tempo-discreto), sendo por isso mais utilizado para estimacao de estados [17]. Contudo, nao é
restrito a este dominio. Uma outra diferenca é que o filtro de Wiener apenas pode ser aplicado
em sistemas estacionarios, pois ndo considera as caracteristicas estatisticas do sistema, o que

nao é o caso do filtro de Kalman.

Posteriormente, Kalman colaborou com Bucy para desenvolver uma versao do filtro de Kalman

para tempo-continuo, dando origem ao filtro de Kalman-Bucy [13, 19].

O filtro de Kalman é considerado um estimador 6timo2 [12] quando esta perante sistemas
lineares com perturbagGes brancas e gaussianas, contudo estas premissas sdo a sua limitacdo

para lidar com problemas reais, que na sua maioria sdo definidos por equacoes ndo-lineares.

Stanley F. Schmidt [20], engenheiro aeroespacial da NASA que em 1960 estava a trabalhar na
missao de Apollo, necessitava de uma abordagem que fosse capaz de estimar o estado de um
sistema nao-linear através de medicoes feitas a bordo. Esta nova abordagem devia ser “leve” o
suficiente para nao sobrecarregar os equipamentos. Assim sendo, Schmidt juntamente com
Kalman comegaram a explorar formas de expandir o uso do filtro de Kalman para sistemas nao-
lineares, o que lhes permitiu elaborar o famoso Extended Kalman Filter (EKF). O EKF é
baseado no pressuposto de que uma linearizacdo local do sistema é suficiente para lidar com
todas as suas nao-linearidades. Apds este primeiro sucesso, a popularidade do EKF na
engenharia cresceu e a linearizacdo passou a ser um método muito recorrente para lidar com
sistemas nao-lineares [21, 22]. Atualmente, este é um filtro muito bem documentado na

literatura, sendo alguns dos muitos exemplos as seguintes referéncias [4, 6] [23-27].

Na literatura, o debate sobre o EKF é extenso e muitos autores descrevem o seu desempenho,
vantagens e limitacoes. Por exemplo, [29] utilizaram o EKF para estimar a atitude de um veiculo
espacial. [30] implementaram o algoritmo para estimar a posicao de rovers na superficie de
Marte. [31] analisaram o desempenho do EKF em problemas de seguimento de aeronaves. [32,
33] implementaram o EKF utilizando uma pseudo-linearizacao para estimar trajetorias de
satélites artificiais. [34] implementaram o EKF para estimar o estado de um veiculo autbnomo
através da fusdo de dados, provenientes de sensores odométricos e sonares. [35] utilizaram o
EKF para uma estimacao online de um rotor, com base em medic¢Ges de tensGes, correntes e em
medicées das velocidades do motor de inducdo. [36] utilizaram o critério de méaxima de
correntropia para melhorar o desempenho do EKF, de modo, a obter estimativas mais precisas
no seguimento radar. [37] analisaram a estabilidade estocastica e o comportamento do erro do
EKF com base em observagdes intermitentes. [38] implementaram um EKF robusto para ajustar

automaticamente os parametros de um controlador PID (proporcional-integral-derivativo)

2 O filtro de Kalman é 6timo, pois possui a capacidade de minimizar recursivamente o erro quadratico
relativo as estimativas, tendo em conta as caracteristicas probabilisticas das incertezas associadas ao
modelo dindmico do sistema e as medi¢des/observagoes.



enquanto em operacdo, de forma a minimizar os erros de controlo para qualquer sistema que
aplique este tipo de controladores. [39] fez uma analise ao comportamento
convergente/divergente do EKF quando utilizado como um estimador de parametros em
sistemas lineares. [40] analisou o EKF como uma ferramenta pratica para sistemas
aeroespaciais. [21] apresentaram um survey sobre as varias aplicagoes aeroespaciais do filtro de
Kalman, incluindo o EKF, desde 1960 até 2010. [41] analisaram o comportamento do erro do
EKF para sistemas nao-lineares estocasticos. [42] propuseram um vetor de controlo de um
motor de inducdo através da estimacdo da velocidade obtida pelo EKF. [43] analisaram os
aspetos convergentes do filtro, quando este é utilizado como um observador deterministico de
um sistema nao-linear discreto. [44] utilizaram o EKF para formular um algoritmo de controlo
preditivo de sistemas nao-lineares, sendo que, neste caso a func¢ao principal do filtro é prever os
estados futuros do sistema. [45] fez uma analise geral ao desempenho de EKF, comparando-o ao
filtro de iteracdo de estagio tinico e ao filtro nao-linear de segunda ordem. [46] propuseram um
método de detecao e identificacdo de falhas baseado no EKF e na iteracdo de multiplos modelos,
sendo que, a validacao é feita em sistemas aeroespaciais. [47] aplicaram o EKF com sucesso para
estimar a atitude orbital de um satélite com base no vetor de Gibbs. [48] demonstraram a
eficiéncia do EKF para a estimativa de estados de um motor sincrono de ima permanente. [49]
analisaram o desempenho do EKF no seguimento de alvos através de uma rede de sensores

wireless.

Em 1994, Evensen [50] propds o filtro de Kalman de Ensemble3 (EnKF — Ensemble Kalman
Filter) que é um método baseado na implementacdo de Monte-Carlo. Este filtro foi inicialmente
proposto para campo da geofisica com o objetivo de proporcionar uma solucdo aproximada para
os problemas cujo vetores de estados sdo definidos por grandes dimensoes (espaciais). Assim
sendo, este filtro surge como alternativa ao classico filtro de Kalman para lidar com problemas
nao-lineares de elevadas dimens6es e com muitos graus de liberdade [51, 52], como é o caso dos
modelos atmosféricos e oceanograficos [50, 53]. Isto porque, nestes casos, o EKF para além de
possuir uma matriz de covaridncia geralmente dificil de implementar e com um custo

computacional elevado, também possui uma pobre caraterizacao da fonte de erros [51, 52, 54].

A grande maioria da literatura do EnKF pertence a area da geofisica, assimilacdo de dados,
atmosfera/previsdao do tempo, por exemplo [54-61]. E apesar dos seus multiplos sucessos nestas
areas, este filtro passa praticamente despercebido no sector aeroespacial, a excecao do trabalho
de [62] que implementaram o EnKF numa aplicacdo de seguimento de alvos e [63] que o

implementaram para determinar o fluxo hidrodinamico.

Em 1995, Julier e Uhlmann [64] também propuseram uma nova abordagem para colmatar
algumas das limita¢cdes do EKF, o Unscented Kalman Filter4 (UKF). O UKF é um método livre

de derivadas que utiliza uma amostra deterministica de pontos, os chamados sigma-pontos,

3 Terminologia utilizada na literatura portuguesa.
4 Terminologia utilizada na literatura portuguesa.



para calcular a média e a covaridncia do sistema [65-67], permitindo assim resultados com
precisoes superiores ao EKF. Esta observacao foi documentada por [25] [69-78]. [79] também
apresentam uma comparacao entre os dois métodos, contudo mencionam e comparam aspetos
menos abordados na literatura, tais como a implementacao dos algoritmos com base na equacao
explicita de Riccati (abordagem padrdo) e a implementacdo baseada nas expetativas
condicionais, abordagem que nao envolve a equacao de Riccati explicitamente. Esta anélise é
feita com base nos modelos de observacao de seguimento de alvos e redes de sensores. [80]
derivou o UKF para sistemas nao-lineares continuos, cujo processo de estado e o processo de
medicOes sdo modelados por equacées diferenciais estocasticas. [81] demonstraram a eficiéncia
do UKF iterativo para o seguimento passivo de alvos. [82] analisaram a eficiéncia, robustez e
velocidade de convergéncia do UKF na estimacao de estados nao-linear, onde sdao apresentados
diversos casos de estudo. [83] aplicaram com sucesso o UKF num problema de seguimento de
miltiplos alvos, em que a equacao de medicbes é simétrica. [84] implementaram o UKF para
avaliar o desempenho de um motor magnético sincrono e comparam os resultados obtidos com
o EKF. [85] derivaram o UKF para estimar a atitude de um veiculo espacial. [86] aplicaram o
UKF para solucionar o problema nao-linear do seguimento de alvos e [87] para estimar o vetor

de estado de veiculos modelados com 3 graus de liberdade.

Mais recentemente, Arasaratnam e Haykin [88, 89] propuserem uma nova abordagem: o filtro
de Kalman de Cubatura (CKF - Cubature Kalman Filter). Este filtro baseia-se na regra de
cubatura esférica-radial, onde amostras deterministicas sdo aplicadas para calcular integrais
multidimensionais com pesos gaussianos. Os métodos de filtragem tém as suas raizes na analise
bayesiana, contudo, em condig¢Ges gaussianas e num ambiente nao-linear, o CKF é considerado
o método mais proximo do filtro Bayesiano. Estes [1] [12] [90-95] s@o apenas alguns exemplos
de autores que abordaram o problema da estimacdo de estados através de uma perspetiva

bayesiana.

[96] validaram o CKF em aplicacOes aeroespaciais, mais concretamente, no seguimento de
objetos reentrando na atmosfera. [89] implementaram o CKF em aplicagdes que envolviam o
seguimento radar e constataram que, para casos continuo-discretos, o CKF supera os restantes
filtros. [97] comparam alguns métodos de filtragem ndo-linear, incluindo o CKF, para uma
aplicacdo de posicionamento em que utilizaram dados obtidos através de uma simulacdo GPS.
[08] propds o CKF para aplicacoes de localizacdo e mapeamento simultaneo, mais conhecidas
como SLAM (Simultaneous Localization And Mapping), muito 1til para a navegacao autébnoma.
[99] aplicaram o CKF iterativo para solucionar o problema da reentrada na atmosfera de um
alvo balistico quando o seu coeficiente é desconhecido. Concluiram que o CKF iterativo possui
uma precisdo superior ao UKF. [100] implementaram um CKF robusto para estimar a atitude de
um veiculo espacial num cenario em hé incompatibilidade dos modelos, mutacao dos estados e
perturbacoes desconhecidas. [101] utilizaram o CKF juntamente com a regra radial-simplex-
esférica, de forma a obter uma precisdo superior em problemas de seguimento de alvos em

manobras. [102] fez uma comparacio entre o EKF e o CKF quando aplicados a um sistema de



navegacdo GPS/IMU acoplados. O autor concluiu que quando o grau de observabilidade é baixo
ou em situacdes em que o sistema exibe um comportamento muito nao-linear, o CKF tem um
desempenhado superior, caso contrario, os desempenhados entre o EKF e o CKF sdo muito
semelhantes. [103] propuseram o CKF como solug¢ao para a estimacao dos estados dindmicos de
sistemas de energia. Para tal, utilizaram a regra de cubatura-esférica e a regra da quadratura-
gaussiana, de forma a obterem a funcio de densidade de probabilidade. [104] fizeram uma
analise ao desempenhado do CKF quando aplicado a um problema de estimacio da atitude
relativa e posicdo de um veiculo espacial. [105] avaliaram o CKF de soma gaussiana para o
problema de seguimento de alvos, com apenas o angulo de azimute. Os autores compararam os
resultados com o filtro de particulas. [106] avaliaram a estabilidade do CKF para sistemas nao-

lineares com medicoes lineares. Neste estudo também ¢é analisado o efeito da covariancia.

Em relacio aos livros presentes na literatura, possivelmente, o primeiro a incluir a filtragem de
Kalman foi o “Astronautical Guidance” de Battin [107]. Neste livro, o autor aborda a tematica
da dindmica orbital e a orientagdo de veiculos aeroespaciais. Battin também incluiu um capitulo
para a teoria de navegagdo recursiva, onde expde uma derivagdo independente do filtro de
Kalman aplicada a navegacdo aeroespacial, inclusive discute uma possivel sequéncia de

medic6es, de modo a minimizar o erro da covariancia da estimativa.

Uns meses mais tarde, Lee [108] publicou o livro “Optimal Estimation, Identification, and
Control”, onde aborda, de uma forma mais extensiva, o filtro de Kalman intitulando-o por
“Filtro de Wiener-Kalman”. Por sua vez, Deutsch [109] aborda o filtro de Wiener e a estimativa
de constantes através do método dos minimos quadrados, onde incorpora o trabalho original de

Gauss.

Aoki [110] e Liebelt [111] sdo também referéncias na filtragem de Kalman, tal como Bucy e
Joseph [112]. Contudo este tltimo foca-se na derivacdo de segunda ordem do filtro em tempo-
continuo quando aplicado a sistemas nao-lineares aeroespaciais. Meditch [113] foi o primeiro a
incluir num livro tanto a temética da filtragem de Kalman como a teoria do controlador linear

quadratico.

O que ha de fascinante nestes livros iniciais é que todos eles foram escritos numa época em que
muitos dos conceitos bésicos da teoria da estimacdo eram novos na engenharia, conceitos tais
como, representagio estado-espaco, observabilidade, e muitos outros que hoje em dia sdo

consideramos como triviais, na época nao o eram.

Uns anos mais tarde, Jazwinski [1] descreveu a filtragem nao-linear sob uma perspetiva
bayesiana. Em 1974, Gelb [114] abordou o tema com uma simplicidade matemética tdo grande
que o seu livro foi considerado um classico a introducao do filtro de Kalman. Atualmente, ja ha
muitos mais livros com esta clareza e simplicidade, acessivel a todos os niveis de conhecimento,

por exemplo [115] é uma referéncia para principiantes.



Um outro classico, é a série de trés volumes de Maybeck, que abordam a estimacao de estados e
o controlo 6timo. O primeiro volume [12] estd reservado a filtragem linear classica e expoe as
primeiras discussbes sobre a integracdo do filtro de Kalman nos sistemas de GPS/INS. O
segundo volume [116] consiste em tbpicos mais avancados da filtragem de Kalman, por
exemplo, como modelar as incertezas dos modelos, estima¢do nao-linear e entre outros. O

terceiro volume [117] desenvolve topicos sobre o controlo 6timo.

[03] e [117, 119] sdo livros que incluem uma extensiva discussdo sobre o seguimento radar e a
navegacao, inclusive abordam o tema da estimacao adaptativa. [120-126] e mais recentemente
[127, 5] sdo alguns dos muitos exemplos de livros que abordam a filtragem de Kalman. Em
adicao a todos estes, é possivel encontrar capitulos sobre esta tematica em livros com outro foco,

como por exemplo, controlo 6timo e processamento de sinais.

A literatura é imensa e bastante vasta em tdpicos sobre a filtragem. Assim sendo, foi tomada a

decisao (consciente) de apenas descrever e analisar os métodos mais utilizados, sendo estes:

=

Filtro de Kalman Estendido (EKF — Extended Kalman Filter)
Unscented Kalman Filters (UKF)

Filtro de Kalman de Cubatura (CKF - Cubature Kalman Filter)
Filtro de Kalman de Ensemblet (EnKF - Ensemble Kalman Filter)

H ®p

Em que a maior diferenca entre estes é a forma como propagam as variaveis de estado e os

momentos estatisticos do sistema.

E necessario ter em conta que diferentes sistemas, possuem diferentes reacées aos demais
métodos de filtragem. Por isso, dependendo da natureza do problema, determinados métodos
terdo resultados superiores em relagdo aos restantes. O mais importante, principalmente no

caso de seguimento radar é encontrar o equilibrio entre a precisdo dos resultados e o

tempo/complexidade computacional.

1.3. Principios de um Sistema Radar

O seguimento radar 6timo é um dos principais focos desta tese, pois possui um papel
fundamental na navegacio de sistemas, por exemplo no caso dos satélites artificiais, estes
rapidamente se tornariam intteis se nao fosse possivel deteti-los. Para mais, a maioria dos
veiculos aeroespaciais necessitam de um controlo ativo da sua trajetoria, de forma a que sejam
capazes de cumprir os requisitos da sua missdo. Assim sendo, a navegacao e o seguimento radar

sdo uma parte essencial na operacgio destes veiculos [128].

5 Terminologia utilizada na literatura portuguesa.
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A palavra RADAR ¢ a abreviacdo de RAdio Detection And Ranging e define-se como o sistema
que deteta e localiza a presenca de objetos, sejam estes, aeronaves, navios, veiculos espaciais ou
qualquer outro tipo de objeto que interesse localizar. Os sistemas de seguimento sao utilizados
para obter medicGes instantaneas da posicao, velocidade, aceleracio, atitude ou mesmo da taxa
de mudanca destes objetos. No caso dos satélites e restantes veiculos aeroespaciais, a maioria
dos sistemas de seguimento utilizam sinais radio que sdo transmitidos, de ou para uma antena
terrestre. Estes sistemas sdo capazes de realizar medic¢Ges através da analise direcional do sinal
transmitido pelo alvo. A resolucdo e precisdo destas medicoes depende ndo sb, das
caracteristicas fisicas do proprio radar (por exemplo, didmetro angular do cone da antena,
frequéncia do sinal, tipo de sensor, entre outras) mas também do meio envolvente e dos
algoritmos de filtragem utilizados no tratamento dos dados [128]. Para além deste seguimento
radiométrico também existe outro tipo de sensores bastante populares, por exemplo, sensores

oOticos, sonares, eletromagnéticos, entre outros [93, 129].

O sistema de seguimento pode estar localizado numa estacao terrestre ou mesmo num outro
satélite, mas independentemente da sua localizacdo, possuem todos o mesmo objetivo: recolher
informacdo sobre um objeto em movimento. Esta informacao integra o vetor de estado, que

tipicamente consiste em alguns dos seguintes componentes [93, 118, 130]:

- Componentes cinematicos: posicio, velocidade, aceleracao, taxa de viragem, entre

outros.

- Componentes de recurso: intensidade do sinal irradiado, caracteristicas espectrais,

classificacao do alvo, entre outros.

- Parametros constantes (ou que variam muito lentamente): por exemplo, os

parametros aerodinamicos.

Nesta tese sao considerados os componentes cinematicos: posicao e velocidade.

Em relagio as medicoes, estas sdo definidas como observagoes corrompidas por ruido e podem

ser [93, 118]:

- Estimadas diretamente pelo radar/sensor e assim sendo, este fornece informacoes
sobre a distancia, azimute e elevacdo. Em alguns casos os sensores podem medir apenas a
distancia, ou apenas os angulos (é o caso, dos sensores 6ticos), ou uma combinacao de ambos,

dependendo do tipo de sensor.

- Estimadas através da diferenca do tempo de chegada de um sinal, quando entre dois

sensores.
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- Estimadas através da frequéncia de banda do sinal emitido pelo alvo, mais conhecida
como Doppler Shift, isto é, a mudanca na frequéncia do sinal transmitido devido ao movimento

relativo entre o radar e o alvo.

- Ou podem ser estimadas através da diferenca na frequéncia, quando medidas por dois

sensores (diferenca de Doppler).

Nesta tese sdo utilizadas as observacoes diretas, ou seja, medidas diretamente pelo radar, assim
sendo, tem-se informagdes sobre a distancia e os dngulos de azimute e elevacao entre o radar e o

alvo.

Atualmente, os métodos mais utilizados para lidar com este tipo de observacdes baseiam-se nos
filtros de Kalman. Estes assumem que o estado “verdadeiro” do alvo segue um processo de
Markov nao-observado, o que significa que, o estado num determinado instante k, dado o
estado imediatamente anterior, isto é, k-1, é condicionalmente independente de todos os
outros estados anteriores. A mesma analogia ocorre com as medi¢des, ou seja, uma
medicdo/observacdo feita num determinado instante k, dada a medicdo imediatamente
anterior, isto é, k —1, é condicionalmente independente de todas as outras medigOes anteriores

[93, 118, 130].

O objetivo final é que os métodos de filtragem sejam capazes de eliminar o ruido existente nas
medicoes do radar (ou pelo menos eliminar o maximo possivel), de forma a obter estimativas

com elevadas precisoes.

1.3.1 Configuracao Basica de um Radar

Um sistema de radar tipico possui as funcionalidades representadas na figura 1.2.

Gerador de Ondas
L4
l Transmissor < Cronometragem e Controlo
Sistema de Antenas l
| > Recetor <
L4
Dados < Processador de Sinais [«

Figura 1.2 —Funcionalidades de um sistema radar tipico.

Sendo que [131, 132]:
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- Gerador de Ondas: é responsavel por produzir e controlar a forma das ondas.
Posteriormente estas ondas sdo moduladas e emitidas pelo transmissor. Dependendo da
aplicacdo este gerador pode modular a amplitude, frequéncia linear e a frequéncia em degraus,

mais conhecida como stepped frequency.

7 7

- Transmissor: é responsavel por gerar pulsos e/ou ondas eletromagnéticas em
intervalos de tempo bem precisos. Estes pulsos sao posteriormente enviados para o sistema de
antenas. Normalmente, a transmissdo por radar utiliza tubos de micro-ondas ressonantes ou

dispositivos de estado-sélido para transmissoes de elevada poténcia.

- Sistema de Antenas: é responsavel por encaminhar a energia vinda do transmissor
e emiti-la sob a forma de feixe-direcionais. E também responsavel por recolher a energia
proveniente dos ecos de retorno e reencaminha-los para o recetor, com o minimo de perda
possivel. Quando o recetor e transmissor operam em antenas separadas, diz-se que o sistema
radar é bi-estatico. Quando a mesma antena é utilizada para ambas as funcoes, diz-se que o
sistema radar é mono-estatico. Neste caso, € necessario o uso de um duplexer, que basicamente
atua como um interruptor eletrénico (ou circuito de micro-ondas). A sua funcao ¢ alternar o uso

da antena entre a funcao de recetor e de transmissor.

- Recetor: como o nome indica, € responsavel por receber a energia refletida pelo alvo.
E também responsavel por realizar a amplificacdo, filtragem e demodulacio do sinal recebido.

Este sinal pré-processado é, posteriormente, enviado para o processador.

- Processador de Sinais: é responsavel por executar os célculos matematicos e as
computacoes dos sinais pré-processados, de forma a obter informagbes sobre o alvo, como a

posicao, velocidade ou alcance.

- Cronometragem e Controlo: este bloco é responsavel por fornecer informacées do
tempo, bem como sincronizar os varios sinais. E também responsavel por controlar as operacoes

dos outros componentes do radar.

1.3.2 Principios Operacionais

De uma forma simples, uma operacao radar pode ser dividida nos seguintes processos:

1. O radar emite pulsos eletromagnéticos;

2. O radar troca para o modo recetor, ou seja, esta apto a receber a energia

refletida pelo alvo;
3. Os pulsos sao refletidos pelo alvo;

4. O radar recebe varios ecos que lhe permite extrair informacées tuteis, tais

como a distancia e velocidade do alvo.
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Durante estas operacbes, ha a preocupacio de obter a distancia entre o radar e o alvo, e os
angulos de azimute e elevacdo do proprio radar. Isto porque, sdo estes parametros que

permitem determinar a posicao do alvo. O alcance maximo do radar, R, é dado por [131, 132]:

(1.1)

Sendo que,

e P representa a poténcia transmitida pela antena.
e P, representa a poténcia do eco recebida pelo radar.

e G representa o ganho da antena. Este ganho indica quantas vezes “mais intenso” um
determinado sinal é transmitido (ou recebido) quando em comparacdo com uma antena
isotropica’. Ou seja, o ganho é a relacao entre a intensidade de radiacdo numa dada
direcdo e a que teriamos se a poténcia entregue a antena fosse radiada de forma
isotropica. Quanto maior for o ganho, maior sera a area direcional da antena.

e /A representa o comprimento de onda emitido pelo radar.

e @ representa o coeficiente de dispersao do alvo ou a secgdo transversal do radar e é
definido em m?. Este parametro é uma medida de tamanho, neste caso do alvo, visto

através de um determinado comprimento de onda ou polarizagdo do proéprio radar. O

coeficiente de dispersdo também pode ser medido em decibéis em relacio ao metro
quadrado [dBsm] , ou seja, w[stm]=lO|Ogm (w[mz]). As caracteristicas deste

coeficiente dependem do campo de polaridade do transmissor e recetor.
e L representa as perdas (por exemplo, do sistema, da propagacao, etc.). Isto porque, ha
sempre perdas/dissipacoes de energia, tanto nos circuitos, como nos equipamentos do

radar que devem ser contabilizados.

A distancia entre o radar e o alvo é calculada através da cronometragem do eco (figura 1.3).

Ou seja, considerando que os pulsos eletromagnéticos sdo emitidos a uma velocidade
¢ =3x10°m/s e que o atraso do eco é dado por 7, , entdo a distancia entre o radar e o alvo é
obtida por:

R,,= %€ (1.2)

alvo

7 Uma antena isotrépica é uma antena capaz de emitir uniformemente sinais em todas as direcdes. E
importante ter em conta que este tipo de antena nao existe na realidade, isto porque, ndo é possivel
projetar e construir uma antena com estas caracteristica. Contudo, é importante como meio de comparacao
com as antenas reais e também para a concecio e célculo de parametros relevantes as redes Wi-Fi, ligacoes
via satélite (entre outras).
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pulsos emitidos
pulsos refletidos (ecos)

Tempo
PO\ — -‘-( , B
5 1. O radar emite um pulso eletromagnético, =0

l » 2.0 pulsoalcancaoalvoem 7= %

3. Parte é refletido

Y

4. 0 eco do alvo é recebido pelo radar, 1 =7
Distancia

Figura 1.3 — Representacio de pulsos emitidos pelo radar.

A direcao do alvo é determinada através da diretividade da antena, ou seja, tanto o azimute
como a elevagio podem ser determinados através do conhecimento sobre a direcio (angulos) da

antena quando esta recebe o sinal de eco.

1.3.3 Problematica do Seguimento Radar
O seguimento radar é dos problemas mais complexos no dominio da filtragem no-linear,

principalmente quando inserido em areas de vigilancia, navegacao e controlo [26, 129].

Inicialmente, estes problemas eram abordados através da filtragem polinomial [26, 133], sendo
que os maiores avancos surgiram apds 1960 com o aparecimento do filtro de Kalman. Ao
contrario da filtragem polinomial, o filtro de Kalman faz uso explicito das equacoes da dindmica

do sistema, o que proporciona estimativas mais robustas [17, 134].

Muitos dos métodos correntes da filtragem de Kalman requerem calculos intensivos e tempos
computacionais elevados, o que limita o seu uso em aplicacées de seguimento radar. Por isso

esta tese optou por abordar o EKF.

A estimacio é o processo de inferir determinados valores de interesse a partir de observacoes
indiretas, imprecisas e com ruido, neste caso, provindas do radar. Para enderecar este problema,

sdo necessarios dois modelos:

1. Modelo dindmico: responsavel por descrever a evolucao dos estados do sistema ao

longo do tempo, ou seja, é composto pelo vetor de estado e é dado por:

X = f (Xk—lluk—l)+wk—l (1.3)
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Onde, X, representa o vetor de estado no instante k ; f () representa a funcao nao-linear que

descreve o modelo dinamico, u, representa o vetor de controlo no instante k ; w, representa o

ruido branco e gaussiano relacionado com processo no instante K .

2. Modelo das medic¢oes: responsavel por relacionar os estados com as medicGes, neste caso

realizadas pelo radar. E composto pelo vetor das medicdes e é dado por:

Y = h(Xk)+Vk (1.4)

Em que, y, representa o vetor das medic¢des no instante K ; h() representa a funcao nao-

linear que descreve o modelo das medigGes; Vv, representa o ruido branco e gaussiano

relacionado com medicdes no instante K .

Considerando um problema de seguimento radar tridimensional (caso de estudo desta tese), em

que o radar/sensor efetua medigdes sobre o alvo nas trés dimensdes espaciais, ou seja, distancia

(r), 4ngulo de azimute () e de elevagdo (¢), tem-se [26, 135, 136]:

Ro=VXC+ Y+ (15)

0, = tanl(ﬁj (1.6)
Xy

4, =sinl(z—kj (17)
I

Sendo que, r, representa a distdncia radial entre o radar (sensor) e o alvo; 6, representa o
angulo medido no plano XY entre o eixo X e a projec@o de r, neste mesmo plano; ¢, representa

o angulo entre o eixo Z e o vetor I, .

Desta forma, o vetor das medigoes, y, pode ser descrito com base na figura 1.4 por:

[(2 . 2. 2
1] Yk
Y =] 6 +Vy |=| ftan [X_]+V2,k (1.8)
B + V3 “
4
sin™ =& [+ vy,
I '
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Sendo que, V;,, V,, € V;, representam o ruido branco e gaussiano em cada uma das

coordenadas (r,6,¢) no instante k .

Figura 1.4 —Ilustragdo de um problema de seguimento radar.

Em relacao ao vetor de estado, este pode ser constituido pela posicao e velocidade do alvo. E
necessario ter em conta que, a velocidade nao é medida diretamente, mas os seus valores podem

ser inferidos através das medigbes da posicio. Ou seja, podem ser calculadas através de

(N6 4 )-

Em relacio a posicdo em coordenadas cartesianas, esta é definida por:

X, =TI, COS 6, COS g, (1.9)
Yy = I Sin 6, cos ¢, (1.10)
z, =1, sing, (1.11)

Em que (xk Vi zk) representam a posicdo do alvo no eixo X, Y e Z respetivamente, ou seja,

descrevem o seu movimento no espaco tridimensional cartesiano.

Se o vetor de estado, X, , for composto pela posi¢do e velocidade, este é dado por:

Xk:[xk X Yo Y I zk] (1.12)
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Dependendo do objetivo, a aceleracao também pode ser incluida na equacio (1.12). Em alguns

casos, o vetor de estado é composto pela atitude do veiculo, ou outro parametro de interesse.

A dificuldade do seguimento radar e consequente estimagdo, estd em obter o vetor de estado
(equagao 1.12) com a melhor precisao possivel, ou seja, com o erro estatisticamente minimizado.

Estes erros podem ser, por exemplo:

¢ Imprecisdes nos modelos matematicos que representam o sistema, uma vez que, na

maioria dos casos, é utilizado modelos aproximados;
¢ Ruido existente nas medi¢oes obtidas pelo radar;
e Erros inerentes aos equipamentos de medigao;

e Perturbagbes do meio ambiente que influenciam diretamente o sistema e sao dificeis de

modelar;

e Erros computacionais causados, por exemplo, pelo truncamento ou mesmo pelo

arredondamento de valores;

Erros nas estimativas implicam erros no controlo e possivelmente uma falha nos objetivos da
missdo. Isto porque, se as estimativas estiverem erradas, os controladores serdao acionados
erraticamente, ou seja, poderemos estar a corrigir uma trajetoria que nao precisa de correcdo ou
vice-versa. Um exemplo mais grave seria ndo evitar uma colisdo por considerar que o veiculo
estd na sua trajetdria correta. Por isso, é de extrema relevancia possuir métodos que sejam
capazes de proporcionar estimativas precisas. Atualmente, os métodos mais utilizados sao

baseados na filtragem de Kalman e por esse motivo sdo o foco desta tese.

1.4 Objetivos da Tese

O principal objetivo desta tese é desenvolver um método de filtragem nao-linear adaptativo com
capacidade de lidar nao s6 com a complexidade da dindmica dos modelos nao-lineares, proprios
das aplicacGes aeroespaciais, mas também com as perturbagdes do meio ambiente, as incertezas

inerentes aos instrumentos de aquisicao de dados e aos ruidos associados as medicoes.

Um dos métodos de filtragem mais populares no seguimento radar é o EKF, contudo este
apresenta algumas limitagbes ao operar com sistemas muito nao-lineares, tais como,
comportamentos instaveis e por vezes divergentes, estimativas erraticas e fraca linearizacao.
Assim sendo, esta tese propoe um filtro de Kalman estendido melhorado, denominado por
improved Extended Kalman Filter (iEKF). Neste método é proposto um novo ponto de
expansao para as matrizes Jacobianas e a aplicacdo da norma de Frobenius da matriz de
covariancia como fator de correcio da estimativa a priori, para além da adaptabilidade classica
das matrizes de ruido (Q e R). Pretende-se que este método seja capaz de fornecer estimativas
mais precisas e fidveis quando em comparagdo com o EKF, mas sem agravar o seu tempo e

complexidade computacional.
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Para cumprir este objetivo foi necessario completar uma série de outros objetivos, de igual

importancia e que compoOem esta tese:

¢ Anailise dos métodos de filtragem nao-linear, baseados nos algoritmos de Kalman: EKF,
UKF, CKF e EnKF. Incluindo uma decomposicdo e analise individual da estrutura
matematica destes algoritmos, bem como, uma avaliacdo das vantagens e limitacGes de

cada um deles.

e Analise a problemética do seguimento radar. Incluindo a descri¢cio do modelo dindmico

e do modelo de medigoes.

¢ Proposta de um novo método de filtragem nao-linear adaptativo. Incluindo a descricdo e

anélise das técnicas propostas:

1. Novo ponto de expansao das matrizes Jacobianas, ou seja, é proposto um novo
ponto de linearizagdo. O objetivo é diminuir os erros inerentes a modela¢ido do
sistema e/ou as aproximacdes lineares através de um ponto mais preciso, que é

atualizado (adaptado) a cada iteracdo do filtro;

2. Uso da norma de Frobenius da matriz de covaridncia como fator de corregio da

estimativa a priori e assim diminuir os erros associados a estimativa a priori;

3. Atualizar as matrizes de ruido. O objetivo é diminuir os erros associados aos
momentos estatisticos do ruido através de uma implementacio adaptativa das

matrizes Q e R.

e Validacdo das técnicas propostas em aplicacoes de seguimento radar de veiculos

aeroespaciais. As aplicacoes escolhidas foram:
1. Orbita de um satélite artificial;
2. Transferéncia orbital de um veiculo aeroespacial;
3. Reentrada na atmosfera de um veiculo aeroespacial;

4. Trajet6ria de uma aeronave comercial.

1.5 Estrutura da Tese

Esta tese é composta por 5 capitulos organizados da seguinte forma:

e Capitulo 1 — apresenta os principios de um sistema de seguimento radar. Este capitulo
é composto por uma breve introducio ao tema, seguido por explicacdo da configuracio
basica do radar e das equacoes mais relevantes deste contexto. Por fim, é apresentado o
problema do seguimento radar, onde as equacGes do modelo da dindmica e das

medicOes sdo descritas.
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Capitulo 2 — descreve os conceitos matematicos e estatisticos mais importantes a
compreensio do topico da estimagao de estados, bem como os métodos e filtragem nao-
linear baseados no algoritmo de Kalman: EKF, UKF, CKF e EnKF, onde é detalhada a

estrutura matematica de cada um deles, bem como as suas vantagens e limitagdes.

Capitulo 3 — propoe um filtro de Kalman estendido melhorado e adaptativo,
denominado por improved Extended Kalman Filter (iEKF), onde, para além da
adaptabilidade classica das matrizes de ruido, também é proposto o uso da norma de
Frobenius da matriz de covariancia como fator de correcio da estimativa a priori e é

proposto um novo ponto de expansao das matrizes Jacobianas.

Capitulo 4 — apresenta as simulacoes e resultados da tese. Os algoritmos EKF e iEKF
sdo implementados e comparados através das seguintes aplicacoes de seguimento radar:
estimacao de uma o6rbita de um satélite artificial, estimacao de uma transferéncia orbital
(transferéncia de Hohmann), estimacdo de uma reentrada na atmosfera, e por fim,

estimacao de uma trajetoria de uma aeronave comercial.

Capitulo 5 — apresenta as conclusées obtidas, bem como propostas para trabalhos

futuros.
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Capitulo 2

2. Filtragem de Kalman Classica

2.1 Processos Estocasticos e Conceitos Probabilisticos

Na maioria das situacOes reais, as variaveis de estado, isto é, as variaveis que descrevem o
comportamento do sistema num determinado instante do tempo, ndo sdo medidas diretamente
ou nao sdo quantidades observaveis pelos sensores. Assim sendo, é necessario que haja métodos
capazes de inferir estes valores. Os métodos de filtragem possuem esta capacidade, ou seja, sdo
capazes de inferir valores através dos dados disponiveis, isto é, através das entradas e saidas do

sistema, mesmo que estes estejam contaminados por ruido [127, 137].

Nesta seccdo, sao apresentados alguns conceitos introdutérios a estimacdo de estados,
probabilidade e estatistica necessarios a compreensao dos capitulos subsequentes. Na maioria
das vezes, e principalmente na literatura de engenharia, estes conceitos sdo negligenciados.
Contudo sao de extrema relevincia para esta temética, pois para além de permitirem uma
melhor interpretacdo dos sistemas e dos resultados obtidos, também permitem uma anélise

critica a propria construcao (design) do algoritmo.

2.1.1 Processos Estocasticos

Normalmente, a probleméatica da estimacdo de estados lida com sistemas estocasticos, ou seja,
sistemas em que os seus comportamentos nao sdo completamente previsiveis e por isso, sdo
determinados com base na teoria de probabilidade [6, 12, 127]. De uma forma sucinta, pode-se

afirmar que existe trés grandes razoes para modelarmos o sistema por principios estocasticos:

1. Os sensores nao fornecem medi¢bes completas nem exatas sobre o comportamento do
sistema. Grande parte dos sistemas dindmicos (sejam eles, uma aeronave, um processo
quimico ou a economia nacional) possuem parametros de interesse que nao podem ser
medidos diretamente, seja por estarem inacessiveis aos sensores ou por custos de projeto
(tanto monetarios como conceptuais: volume, peso, etc.). Por isso, é necessario inferi-los
através de outros sinais que estejam disponiveis ou através de dados redundantes. Mesmo
quando é possivel medir os sinais diretamente, € importante ter em consideracao que os
dados provenientes dos sensores nao sao perfeitos nem completos, uma vez que, também

estdo sujeitos a sua prépria dinamica, distorc¢ao e ruido.

2. Os modelos matemdticos ndo sdo perfeitos, isto porque, qualquer sistema fisico que

precise de ser estimado tem de ser representado através de um modelo matematico, cujo
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objetivo é representar comportamentos que sejam dominantes ou criticos na resposta do
sistema. Infelizmente, nenhum modelo é perfeito, e muitos comportamentos sao
ignoradoss8, sejam, comportamentos dindmicos ou simplesmente variacoes nos parametros,

provocando assim, a ndo-modelacao de muitos efeitos.

3. Os sistemas dinamicos ndo sdo movidos apenas pelas entradas de controlo, mas
também pelas perturbacdes do meio envolvente, que por sua vez, ndo sdo controlaveis nem

modelaveis, mas que possuem um grande impacto no comportamento do sistema.

Os modelos estocésticos visam essencialmente:

Incluir todas as certezas de uma forma direta e pratica;

e Estimar e otimizar as quantidades de interesse, mesmo que os dados disponiveis
pelos sensores sejam incompletos e suscetiveis a ruidos e incertezas;

e Independentemente das incertezas, otimizar o controlador do sistema (se
existente), de modo a agir da forma pretendida;

e Avaliar a veracidade das estimativas e as capacidades dos controladores, antes e

depois da sua aplicacao.

2.1.1.1 Representacio Estado - Espaco

Uma representacao estado-espago é uma forma alternativa de representar um sistema dinamico
no dominio do tempo. Esta representacao é de extrema importancia, pois sem este formato nao
se poderia aplicar nenhum algoritmo de estimacdo. A intengdo é representar um sistema
dinamico, independentemente da sua complexidade, sob a forma de matrizes, ou seja, através
de uma expressao que seja simples, compacta e que facilite a utilizacdo de estratégias de
estimacdo e controlo [1, 138]. Nesta representacio sao necessarios 3 tipos de varidveis: variaveis
de entrada (inputs de controlo), variaveis de saida (outputs) e as variaveis de estado. Os inputs e

outputs constituem respetivamente, o vetor de entrada e de saida.

A representacao estado-espaco permite descrever matematicamente qualquer sistema dinamico
através de um conjunto de n equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, conhecidas
como equacoes de estado [2, 6, 93]:

)=f (x,u,t) (21)

y(t)=h(x,u,t) (2.2)

Na pratica, estas derivadas representam a taxa de variagdo do sistema. Se a funcdo f ou h

envolver o tempo t explicitamente, diz-se que o sistema é variante no tempo, ou seja, pelo

8 Por vezes estes comportamentos sdo ignorados intencionalmente, para que haja equilibrio entre o
desempenho do algoritmo e a sua eficiéncia computacional. Esta situa¢do ocorre mais frequentemente em
processadores de dados online e controladores.
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menos um dos seus parametros varia em funcao do tempo, caso contrario diz-se que o sistema é

invariante no tempo.

Se o sistema for linear ou linearizado (de ordem n), a sua representacdo pode ser feita através
de um conjunto de n equacOes lineares diferenciais de primeira ordem com coeficientes

constantes:

+ : (2.3)

Xn(t) Ay @y Ay Xn(t) bnl bn2 bnr ur(t)

Ao simplificar a equacao (2.3), tem-se:

x(t)=Ax(t)+Bu(t) (2.4)
Onde, X é o vetor de estado com dimensao (n ><1); A é uma matriz de coeficientes contantes,

(aij) com dimensao (n>< n) , sendo conhecida como a matriz de estado e é responsavel por

definir, em geral, a estabilidade do sistema; U é o vetor de entradas (inputs de controlo) de

dimensao (rx1); B é uma matriz de coeficientes contantes, (bij ) com dimensdo (nxr).

Em relagdo ao vetor de saida, este é definido pelas variaveis de interesse, cuja representacao é

dada pela combinacao linear entre as variaveis de estado, x; (t) e as entradas de controlo u; (t):

Y, (1) hy hy - by ] xa(t) dy dp - dyy uy (t)
Y2 (t) My ey (X (t) dyy dyp oo dy U (t)
S N : : : P e (2.5)

ym(t) hml hm2 hmn Xn(t) dml dm2 dmr Ur(t)

Ao simplificar a equacao (2.5), tem-se:

y(t)=Hx(t)+Du(t) (2.6)
Onde, y € o vetor de saida com dimensao (m ><1) ; H é uma matriz de coeficientes contantes,
(hij ) com dimensao (m x n) ; U é o vetor de entradas (inputs de controlo) de dimensao (r ><l) ;

D é uma matriz de coeficientes contantes (d )com dimensao (m X r). Em muitos casos esta

ij
matriz é nula, o que reduz a equagdo para a combinacdo das variaveis de estado com a matriz

H . Em suma, tem-se:
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x(t) = Ax(t)+Bu(t) (2.7)

y(t)=Hx(t)+Du(t) (2.8)

Estas equacoes (2.7 e 2.8) descrevem a base de toda a teoria da estimagdo moderna e controlo. A
sua representacdo matricial simplifica todo o processo de estimacdo, especialmente se

estivermos a lidar com sistemas MIMO (multiple-input-multiple-output).

[137], [139-146] sdo alguns dos autores que aprofundam outros aspetos da representacdo
estado-espaco, tais como, as suas representacoes geométricas, transformacoes equilibradas das
matrizes (A, B, H, D), funcbes de transferéncias nulas, descri¢des internas e externas, entre

outros.

A classificacao geral de um processo estocastico, em termos da sua representacao estado-espago

esta representada na figura 2.1. Os termos a negrito sao as premissas assumidas nesta tese.

Continuo Discreto Continuo Discreto

Tempo Estado

MODELO DINAMICO:
Representacao estado - espaco

Equacoes Ruido
Linear Nao-Linear Aditivo Multiplicativo
v v
Gaussiano Nao-Gaussiano

Figura 2.1 —Classificagdo de um processo estocastico.
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2.1.1.2 Observabilidade
Observabilidade é um conceito base na teoria da estimacao, pois s é possivel estimar e prever

os estados de um sistema se estes forem observaveis [2, 4, 139].

O conceito de observabilidade foi inicialmente introduzido por Kalman [147-149] e refere-se as
propriedades especificas da representacio estado-espaco, ou seja, nao é propriedade do proprio

sistema, mas sim da sua representacio estado-espago.

Um sistema (continuo ou discreto) diz-se observéavel se, para qualquer estado inicial X, e para
qualquer tempo final finito t>0, o estado inicial pode ser determinado (ou estimado),

exclusivamente, a partir do conhecimento das entradas de controlo, u(t), e as

observacdes/saidas, y(t) [6, 138, 150].

Considerando um sistema linear (ou linearizado) de ordem n, a sua matriz de observabilidade é

dada por:
ST
HA
9= HA? (2.9)
HA?
O sistema é observavel se e somente se:
rank(4)=n (2.10)

A observabilidade é a propriedade mais importante para o problema de estimacao de estados,
pois permite-nos saber se é possivel “observar” os estados de um sistema através das suas
entradas e saidas, ou seja, se um sistema for nao-observavel, ndo é possivel, de forma alguma,

estimar e prever os seus estados.

E importante notar que o problema da observabilidade é o mesmo, tanto para sistemas lineares
como para sistemas nao-lineares. Contudo, a sua formula¢cdo matematica nio é a mesma. Os

autores [150-157] analisam mais detalhes sobre estas propriedades em sistemas nao-lineares.

2.1.1.3 Processos de Markov
O conceito de processo de Markov é importante pois os modelos utilizados no problema da
estimacao de estados sdo de facto processos de Markov, isto é, sistemas lineares ou nao-lineares

com ruido branco: estacionario ou nao estacionéario, variantes ou invariantes no tempo [93].
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O processo de Markov é fundamental para a analise de muitos algoritmos estocésticos, tais
como, métodos heuristicos, isto é, métodos que resolvem de uma forma genérica os problemas
de otimizagdo, aproximacOes estocasticas, pesquisas aleatdrias, computagdes evolutivas e
muitos outros [158]. Assim sendo, um processo estocastico é dito ser um processo de Markov se

[1,12, 93]

p{X(tk+l) <Xy X () = X0 X (g ) = Xie_ge X () =X, X (8) =x0}

= p{X(tm) < Xk+l|x(tk ) - Xk}

Para t) <t <..<t, <t,,; =0,12.. etodaasequéncia Ky,K,,...,K_;,K; K -

(2.11)

A expressao (2.11) significa que a probabilidade condicional de qualquer evento futuro, dado

qualquer evento passado e o estado presente X(tk ) =X, , é independente do evento passado e

depende somente do estado presente. Por outras palavras, um processo estocastico é dito ser um
processo de Markov se o estado futuro depende apenas do estado presente e ndo dos seus

estados passados. “O futuro é independente do passado, se o presente é conhecido” [93].

A probabilidade condicional p {X(tk 1) =X |X (t ) =X, } ¢ denominada por probabilidade de
transicdo e representa a probabilidade do estado X(tk +1) ser X,,; no instante t,,; dado que o

estado X(tk) é X, no instante f, .

2.1.1.3.1 Cadeias de Markov
Um caso especial dos processos de Markov sdo as cadeias de Markov discretas, onde o processo

X(k) apenas pode assumir valores discretos. Estes valores podem ter infinitas ou finitas

possibilidades.

E importante notar que na literatura véarios autores usam de formas diferentes a terminologia
“cadeias de Markov”. Por exemplo, Parzen [159] e Ross [160] restringem o termo a apenas
processos com valores-discretos, enquanto, Meyn e Tweedie [161] utilizam o termo tanto para
processos discretos como para continuos. Para evitar ambiguidade, esta sec¢io refere-se apenas

a casos discretos.

Assim sendo, um processo de Markov diz-se cadeia de Markov se as variaveis de X(t) sdo
definidas num espaco de estados discreto [1, 12, 93]. Assumindo que, {Xl,Xz,...} representam

os valores possiveis da cadeia de Markov que X, pode assumir, entdo, neste caso tem-se:

p{X(k +1)=Xk+1|X(k)=Xk,X(k 1) =X 4,.. X(1) =%, X(0) = Xo} (2.12)
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= p{X(k+1) = x4 X (k) =,

Para qualquer sequéncia 0,1,2,...,.k —1,k,k +1. A equacdo (2.12) representa a probabilidade de
transicio, ou seja, p {X(k +1) =X, 4 [X (k) = Xk} representa a probabilidade do estado
X(k +1) ser X,,; noinstante k +1 dado que o estado X(k) é X, no instante k .

Se esta probabilidade for escrita sob a forma de uma matriz de transicdo e assumindo que

existem M possiveis estados, entdo tem-se:

R, P, - Ry

p P21 Pzz o sz
=l . S . (2.13)

I:’ml I:)m2 e IDmm

m
Sendo que P; >0 para todos i,je Z P; =1 para todos os i, por outras palavras, o somatorio
j=1

de todos os elementos de uma linha da matriz P, é igual a um. Isto significa que em cada
transicao, o processo deve passar do seu estado atual, para um dos possiveis estados no espago

de estados.

A matriz (2.13) também é 1til para determinar a probabilidade marginal de alcancar cada estado
numa determinada etapa do processo (ou varias etapas). Sendo, p, o vetor de probabilidades

de cada um dos m estados, entdo:

Pes= PP (2.14)

Em muitos casos, é preciso determinar o vetor da probabilidade estacionéria, p. Se o processo

comecar com uma distribuicao deste tipo, ird manté-la até ao final. Assim sendo, tem-se:

pr=pP (2.15)

2.1.2 Conceitos de Probabilidade e Estatistica
Esta seccdo apresenta, de uma forma sucinta, alguns conceitos? de probabilidade e estatistica,
essenciais para a compreensdo dos algoritmos de estimacdo, nomeadamente os filtros de

Kalman, pois a base do seu funcionamento assenta nesta tematica.

9 Na literatura existe uma vasta op¢ao de autores que aprofundam estes conceitos, por exemplo: [162-164].
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2.1.2.1 Variavel Aleatoria
Na teoria da probabilidade, uma variavel aleatéria é uma variavel cujo valor varia
aleatoriamente, dentro de um intervalo geralmente conhecido e sujeito a alteracdes. Pode

também ser definida como a funcio que mapeia todos os pontos de um determinado espaco e

converte-os para numeros reais. Por exemplo, se uma variavel aleatbria X(t), mapear

tempo/posicao, entdo, a qualquer instante no tempo, X(t) é possivel obter a posicao

expectavel. Uma variavel aleatoria, ou sinal aleatério, ndo pode ser definido explicitamente por
uma fungdo matematica e consequentemente, os seus valores futuros também nao podem ser
previstos com precisdo. Contudo, pode-se inferir estes valores através da analise dos seus
comportamentos, que por sua vez, sao analisados através das propriedades da probabilidade e

estatistica, nomeadamente, a média, variancia e covariancia.

2.1.2.2 Esperanca Matematica

A esperanca matematica (ou média) de uma variavel aleatoéria descreve o valor “central” dessa
variavel, ou seja, representa o valor que mais concentra os dados da distribuigdo. Este valor nao
revela a informacao completa da distribuicdo de probabilidade (no caso discreto) ou da funcao
densidade de probabilidade (no caso continuo), isto porque duas variaveis aleat6rias com
distribuicoes diferentes podem ter a mesma média, contudo permite-nos ter uma vaga ideia

sobre esta variavel [5, 19].

Se X representar uma variavel aleatéria continua com uma funcao densidade de probabilidade

f (X) , entdo a média, u, (ou valor esperado, E[ X ]) desta variavel é dada por [5, 23]:

u=E[X]= Ixf(x) dx (2.16)

Da mesma forma, se X representar uma variavel aleatoéria discreta com possiveis valores X;,
sendo i={1,2,3...,n} , de probabilidade p(Xi) dada por P(X = Xi), entdo a sua média (ou

valor esperado) é definido por:

u=E[X]=> %P(X =x) (2.17)

As equagdes (2.16) e (2.17) também podem ser aplicadas as fungbes de varidveis aleatorias

g (X ) , respetivamente, para o caso continuo e discreto:

E[9(X)]= [ 9(x)  (x) dx (2.18)
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n

E[g(X)]=2Pg(x) (2.19)

i=1

O valor esperado de uma variavel aleatéria também é conhecido como o primeiro momento

estatistico.

2.1.2.3 Variancia

Na teoria da probabilidade e estatistica, a varidncia é uma medida de dispersao, ou seja, mostra
o quao distantes os valores de um determinado conjunto de dados estdo da sua média (valor
central da amostra). Quanto maior a variancia, mais dispersas estdo as observacgoes, em relacao
ao valor médio. Por outras palavras, a variancia de uma variavel aleatoria mostra a extensao dos

seus possiveis valores [5, 23].

A . - ; . 2
A variancia de uma variavel aleatéria continua X , normalmente é denotada por o° ou V (X) e

é definida por [5, 23]:
o? =V (x)= [ (x=E(x)) f (x)dx (2.20)

A raiz quadrada da varidncia é conhecida como desvio padrao, (0') :

o= \/(variéncia de X) (2.21)

Se avariavel X for discreta, entao a Var [X ] é definida por:

Var[X]=E| (X - )| (2.22)

A variancia e o desvio padrao de uma variavel aleatoria sdo sempre nao-negativos. A magnitude

da variancia d4-nos uma noc¢ao da quantidade de ruido que ha no sinal.

2.1.2.4 Covariancia

Em probabilidade, a covariancia é uma medida que representa o grau de interdependéncia ou
inter-relacdo entre variaveis. Por exemplo, se duas variaveis aleatérias X e Y mudam na
mesma direcdo, isto é, quando X cresce (ou decresce), os valores da variavel Y também
crescem (ou decrescem, respetivamente), entdo a covaridncia destas variaveis € positiva. Se
cenarios opostos ocorrem, entfo a covariancia toma valores negativos. Por outras palavras, se a
covariancia é positiva significa que as variaveis tendem a mostrar comportamentos semelhantes,

em caso contrario, se a covariancia é negativa, as variaveis tendem a mostrar comportamentos
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opostos. Por isso diz-se que o sinal da covariancia demonstra a tendéncia na relacao linear entre

variaveis, neste caso, entre X e Y [5, 23] e é dada por:

Cov[X,Y]=E[(X ~E[X])(Y —E[Y])] (2.23)

2.1.2.5 Correlaciao
Em probabilidade e estatistica, a correlacdo, entre duas ou mais variaveis, representa a
dependéncia ou associacdo estatistica entre elas, ou seja, a correlacio é um parametro que

mostra a relacdo entre variaveis.

A correlacao linear, também conhecida por correlacdo de Pearson, determina em que medida
duas variaveis sdo linearmente relacionadas (ou proporcionais) entre si. Assim sendo, o

coeficiente de correlacdo, ¢, indica o grau em que duas varidveis, X e Y , estdo linearmente
relacionadas [5, 23]. Sendo, a média e o desvio padrdo das variaveis X e Y dados por,

( Hy ,O'X) e ( Hy Oy ), respetivamente, entdo o coeficiente de correlacio de X e Y é definido

por, Gy y:

Cov(X,Y)

Ox Oy

Cxy = (2.24)

Se as duas variaveis sao independentes, entdo ¢y , =0. Se uma variavel, por exemplo Y , é uma

funcio linear da outra variavel, X, entdo ¢y y =1ou ¢y =-1.

E importante notar que a correlagdo ou o coeficiente de correlagao indica o grau de dependéncia
apenas entre relagoes lineares. No caso de uma relacdo nao-linear, o coeficiente de correlacao

nao demonstra a influéncia de uma variavel na outra.

2.1.2.6 Distribuicao Gaussiana (ou Normal)

A distribuicio Gaussiana, também conhecida por distribui¢do normal, é uma classe de
distribuicao estatistica muito popular e importante na modelacido de sistemas aleatérios, uma
vez que, muitos dos processos aleatdrios existentes na natureza, possuem uma distribuicao
normal ou uma distribui¢do muito préoxima a normal. De facto, o teorema do limite central,
prova que, a soma de virias varidveis aleatorias (independentemente das suas distribuicoes
individuais) tende para uma distribuicdo normal [12, 165]. Este tipo de distribui¢cdo tem uma
curva de densidade parecida com a forma de um sino e com apenas um pico, por outras

palavras, esta distribuicao é simétrica em relagdo ao valor da média x, como representado na

figura 2.2. Qualquer distribui¢do normal pode ser descrita por apenas dois parametros: a média,
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M, que representa o pico da densidade, e o desvio padrao, o, que representa a dispersdo da

distribuicao [5].

/(x)

T x—o—o 0 yzi x—> 40
Figura 2.2 — Funcio generalizada da distribuicao de probabilidade normal (Gaussiana).

Se uma determinada variavel aleatéria X , possui uma distribuicdo normal com média, u, e
A . 2 ~ . 2 o .
varidncia, o°, sendo o >0, entdo diz-se que X ~ N( U, ) A funcido densidade de

probabilidade normal de um valor escalar é dada, analiticamente, por:

{m—m}
1 2 (2.25)
f(x)= e :
( ) o2
(x=p)’
Sendo que —oo < X <+00 e 0 expoente de e é dado por: R
o

Qualquer fungio linear, de uma variavel aleatéria (ou processo aleatério) com uma distribuigdo

normal, assume também uma distribuicdo normal, ou seja, se X ~N( /4,02) e Y=aX+b

entao:
Y ~N (ay +b,a202) (2.26)

Em que a func¢io densidade de probabilidade de Y é dada por:

71(y—(ay+b))2
_ 1 o 2 a’g? (2_27)
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1(y-(au+b))’

Sendo o expoente de e dado por —— 2.7

Se duas varidveis aleatérias, X; e X, s@o independentes, com uma distribuicdo de

Xy~ N(,ul,alz) e X, ~N(,u2,022) , entdo tem-se:

X1+X2~N(ul+,u2 : 012+022) (2.28)

E a funcio densidade é definida por:

{1(x<ﬂ1+m))z}
1
e

f (% +%)= i (2.29)

272(012 +0'22)

2
Em que o expoente de e é dado por: —lw
(01 +0, )

2.1.2.7 Distribuicao Gaussiana Multivariada

Uma distribuicdo Gaussiana/normal multivariada é também denominada por distribuigdo
Gaussiana/normal multidimensional e representa uma generaliza¢cdo da distribuicdo normal
(univariada) para dimensbes superiores. Ou seja, é um vetor com multiplas variaveis
(normalmente distribuidas), de tal modo que, qualquer combinacao linear entre elas possui uma
distribuicao Gaussiana normal. Esta distribuicao, para além de ser 1til na expansao do teorema
limite central para casos de multiplas variaveis, é também ttil para aplicacées de inferéncia
Bayesiana e aprendizagem automatica (machine learning), onde a distribuicio multivariada

pode ser utilizada para aproximar algumas caracteristicas das propriedades do sistema [5, 165].

Se a distribuicao normal for expandida para um caso de duas variaveis, isto é, uma distribuicao

normal bi-variada tem-se:

2 2
X X X X;
KM XX X
o1 0107 oy

1 21-¢%) (2.30)
f(x,%)=——"—¢€

010,\1-¢
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Sendo, ¢ a funcdo de correlacdo entre as varidveis aleatérias e o expoente de € dado por:

2 2
O 010, 0,
2(1-¢%)

De forma similar, para o caso em que ha n variaveis aleatérias, a funcao da distribuicdo normal

multivariada é dada por:

_ o) P:wq
f (X0 Xy X -1 . 2

(2.31)
(2x)2|P|/?

Sendo, X composto por X' = [le X yeens Xn] ; ovetor p = E[X] representa a média de X; a matriz

P=E [(X - p)(x - p,)T } representa a covariancia de X.

2.1.2.8 Ruido Branco
Matematicamente, diz-se que um sinal aleatério, W é um sinal (ruido) branco, se este possuir as
seguintes propriedades:

1. u,=E[w]=0

2. E [wwT ] =’

3. E|:W(t)WT (t+ h)] =0V h=0

Um ruido branco é um caso particular de um sinal (ou processo) aleatorio que ocorre quando a

7

funcdo de autocorrelacao é uma funcdo dirac delta, A(T) , por outras palavras, quando a

funcéo de autocorrelacio é uma funcio nula em todos os pontos, exceto em 7 =0[5, 23]:

Aparaz =0
7(7)={ P OT (2.32)

Sendo, A a magnitude de valor constante.

Neste caso, em que a funcio de autocorrelacio é um pico, as transformadas de Fourier resultam

num espectro de frequéncia constante, tal como representado na figura 2.3. Esta é a definicdo de

10 A autocorrelagio é uma carateristica da variivel (ou sinal) em relacdo ao tempo, ou seja, é a correlacdo
da propria variavel em funcdo do tempo. Este pardmetro é fundamental para encontrar padrfes repetitivos
gue possam existir num determinado processo ou varidvel e que muitas vezes € disperso no ruido que o
sinal apresenta.
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ruido branco, ou seja, um sinal aleatério nao-correlacionado, que possui a mesma poténcia em

todas as frequéncias, num intervalo de ]—oo, +oo[ [12, 121, 166, 167].

}/(r) Ap(jm)

A
Y
Y

a b

Figura 2.3 — Representacao do ruido branco em funcao do tempo (grafico a) e da frequéncia (grafico b).

Na figura 2.3, é possivel observar que as fungées ;/(r) e go( ja)) nao se correlacionam consigo

proprias ao longo do tempo, exceto no momento presente, isto é, 7 =0. Assim sendo, diz-se que
o ruido é independente (nao-correlacionado), porque uma amostra do sinal num determinado
instante do tempo, é completamente independente de uma outra amostra em outro instante do

tempo.

7

E importante notar que o conceito de ruido branco é apenas teorico e impossivel de ser
reproduzido no mundo real. Pois, conceber um sinal que possua a mesma poténcia em todas as
frequéncias num intervalo de tempo infinito, é o equivalente a afirmar que é possivel gerar um

sinal com poténcia infinita, o que no mundo real, é simplesmente impossivel.

Contudo, assumir o conceito de ruido branco nao é de todo errado. Isto porque, qualquer
sistema fisico possui um determinado intervalo de frequéncias, denominado por bandpass, no
qual reage. Ou seja, o sistema responde as entradas nesta gama de frequéncias. Acima deste
intervalo, ou as entradas nao provocam reacao no sistema, ou o sistema atenua seriamente os
seus efeitos, ao ponto de se considerar que nao existem. Assim sendo, diz-se que um sistema é
impulsionado por ruido de banda-larga. Isto implica que o sistema possua uma poténcia
constante para todas as frequéncias que estdo dentro do intervalo bandpass e uma poténcia
variada para as frequéncias fora deste intervalo. Uma vez que, ndo se considera estas dltimas
por nao provocarem reacgoes no sistema, o uso de ruido branco faz sentido porque, do ponto de

vista do sistema, este é idéntico ao ruido (real) de banda-larga [12].

Assim sendo, na pratica e para um intervalo de frequéncia finito é possivel assumir o ruido

como sendo branco com um espectro plano [5].
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2.1.2.9 Probabilidade Condicionada / Funcao Densidade de Probabilidade
Condicionada

A probabilidade condicionada de um evento A dado B é definida por [93]:

P{A[B} = PIAB) (2.33)

P{B}

Se os eventos forem independentes, a equacdo (2.33) denomina-se por probabilidade
incondicional. Semelhantemente, a funcao densidade de probabilidade condicionada de uma

variavel aleatéria X dado outra variavel aleatéria Y é definida por:

p(X.Y)

p(X]Y) T (2.34)

Sendo que, P{} define a probabilidade de um evento; p() define uma fungio densidade de

probabilidade [93].

O conceito de funcdo densidade de probabilidade condicionada (DPC) é importante para a
filtragem, principalmente para os filtros de Kalman, pois se adotarmos uma perspetiva
Bayesiana, diz-se que o filtro propaga a média e a covariancia das variaveis de estado, de forma a
determinar recursivamente a sua funcao densidade de probabilidade condicionada [130, 167].

Ou seja, considerando uma funcao (aleatéria) de densidade de uma certa quantidade escalar X

no instante Kk , isto é, X(k) , condicionada ao conhecimento que se tem do vetor de medicbes Yy
no instante k ,isto é, y ( k) e se o valor de X representar a posicdo de um veiculo aeroespacial no
tempo K e y representar as medi¢Ges feitas por um radar sobre essa posi¢io no instante k ,
entdo a funcdo DPC contém toda a informacao disponivel sobre X(k) , ou seja, para um dado

valor de y(k), a funcdo DPC indica qual o valor de X(k) mais provavel, de um intervalo

possivel de valores.

Os graficos destas func6es também sao importantes, pois permitem-nos saber o grau de certeza

no conhecimento de X(k) . Por outras palavras, se o grafico da densidade for um pico estreito,

significa que o “peso” da probabilidade esta concentrado num intervalo estreito de valores, logo
tem-se mais certeza no valor de X. Se o grafico possuir uma forma mais gradual, significa que o
“peso” da probabilidade est4 distribuido por um intervalo mais amplo de valores, logo tem-se
menos certeza no valor, a figura 2.4 ilustra esta situacdo. Esta figura permite-nos também
extrair alguns conhecimentos sobre os valores da média, moda e mediana, uma vez que, a média
corresponde ao centro de massa da probabilidade da estimativa, a moda corresponde ao valor

de X com a maior probabilidade, ou seja, corresponde ao pico da densidade, e por fim, a
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mediana corresponde ao valor de x que separa igualmente o peso da distribuicdo da
probabilidade [8, 21]. Se o modelo dindmico for linear, em que o ruido associado é gaussiano e
branco, entdo a média, moda e mediana coincidem, ou seja, existe apenas uma tnica estimativa
otima para o valor de X. Sob estas trés condicoes, o filtro de Kalman é a melhor ferramenta de

estimacao, pois o resultado é absoluto e 6timo.

SN
'

Funcao densidade de probabilidade

Figura 2.4 — Funcdo densidade de probabilidade condicionada.

2.1.2.10 Teorema de Bayes
Para um evento B; em que i=1,...,n, a sua probabilidade condicionada, dado o evento A, pode

ser definida através do condicionamento inverso, ou seja [93]:

P{AB}P{B}

P{B/|A} = PIAl

(2.35)

A equacdo (2.35) é conhecida como a teorema de Bayes. Na literatura também é muitas vezes

denominada por formula de Bayes ou mesmo por regra de Bayes.

A probabilidade condicionada de B; pode ser designada por probabilidade a posteriori,
enquanto a probabilidade incondicional é muitas vezes designada por probabilidade a priori. Ao

considerar que B i onde j=1,..,n é mutuamente exclusivo e exaustivo de B;, ou seja, se

respetivamente:

P{B,B}=0  Vi#]j (2.36)
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D> P{B}=1 (2.37)

P1AB {P{B
olaa) = PIPB] Lo ng jprs) s
Z;P{A|Bj P{B,|
=
Sendo C a constante de normalizacio que garante:
n
2. P{B[A}=1 (2.39)

i=1
No caso de duas variaveis aleatérias, X e Y , o teorema de Bayes é dado por:

P(Y[X)p(X)  p(Y|X)p(X)

p(Y)  [p(Y][X)p(X)dX

p(X]Y)=

(2.40)

Neste caso, a func¢ao densidade de probabilidade incondicional, p( X ) , denomina-se por func¢ao
densidade de probabilidade a priori. A fungdo densidade de probabilidade condicionada,
p(X |Y) , denomina-se por funcido densidade de probabilidade a posteriori [93]. Para um caso

misto tem-se:

p(xle)Pi)__s(xla)Pl
p(X) p( 8,)P { ,} (2.41)

P{B/|X}=

No caso de a probabilidade ser condicionada a varios eventos ou variaveis aleatérias, o teorema

de Bayes pode ser aplicada da seguinte forma:

[B.Y)P{B|Y}

X
(X[B;.Y)P{By]Y} (-42)

p(X]Y) $

=1

P{Bi|x,Y}:p(X|Bi’Y)P{Bi|Y}_ p(
p

As equacgOes presentes nesta seccdo sdo ferramentas essenciais para a estimacao de estados,
principalmente para lidar com sistemas hibridos, ou seja, sistemas que possuem incertezas

continuas e discretas simultaneamente.
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Apesar do filtro de Kalman ter sido desenvolvido com base no teorema dos minimos quadrados,
as mesmas equacoes podem ser derivadas a partir da analise probabilistica de Bayes e dai a
importancia destas equagoes. Consequentemente, diz-se que os filtros de Kalman pertencem a

classe de filtro Bayesianos, facto ja bem documentado por: [1, 12, 91, 93].

As equacOes anteriormente descritas representam o teorema explicito de Bayes. Contudo, o seu
uso explicito ndo é préatico para aplicacOes cruciais no tempo, isto porque, o nimero de
computacoes por cada passo (time-step) aumenta a cada vez que uma nova observagdo/medigdo

é realizada, consequentemente, h4 um aumento da complexidade e tempo computacional.

2.2, Métodos da Filtragem de Kalman Classica

O objetivo de qualquer filtro é obter uma estimacdo 6tima das variaveis de interesse a partir de
observacoes com ruido. Para tal, é necessario o uso de métodos capazes de extrair corretamente

toda a informacao desejada.

Atualmente, o método mais utilizado para lidar com esta problematica é o Filtro de Kalman
(FK). Este possui o nome do seu inventor, Rudolf E. Kalman [17], que em 1960 prop0s uma
solucdo online recursiva para o problema da filtragem linear a partir de dados discretos. E
composto por um conjunto de equagdes matematicas que formam uma estrutura de previsao-
correcdo. O FK é considerado um estimador 6timo no sentido em que minimiza a covariancia do
erro da estimacao [12]. Esta sua estrutura e caracteristicas permite que possua desempenhos
superiores aos demais filtros e por isso, é tdo popular nas mais diversas areas e razao pelo qual é

o tema principal desta tese [12, 127].

O filtro de Kalman foi inicialmente desenvolvido para sistemas lineares pois, estes apresentam
uma simplicidade matematica superior aos sistemas nao-lineares. Por conseguinte, é definido
como um estimador de estados de sistemas lineares perturbados por ruido branco e gaussiano,
com base em medicoes também estas lineares corrompidas por ruido branco, gaussiano e

aditivo [11].

De uma forma simples e sucinta, o filtro de Kalman pode ser definido como um algoritmo 6timo

recursivo de processamento de dados [11, 12]:

e £ considerado 6timo, pois para além de possuir a capacidade de minimizar
estatisticamente o erro, também possui a capacidade de incorporar toda a informacao
que lhe é fornecida, ou seja, utiliza todas as medicGes disponiveis pelos sensores,
independentemente da sua precisao.

e E considerado recursivo, pois ndo requer que os dados anteriores sejam mantidos e
reprocessados em cada instante em que uma nova medicdo é feita. A sua estrutura

recursiva, para além de facilitar computacionalmente as implementacoes do algoritmo,
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também facilita a sua utilizacdo em situacdes online, como no caso das aplicagoes de

seguimento radar.

Por outras palavras, o FK tem a capacidade de incorporar todo o conhecimento prévio
disponivel, tanto do sistema como dos instrumentos de medicio, de modo a obter uma

estimativa oOtima das variaveis de estado, de tal forma que, o erro é estatisticamente

minimizado.

E importante ter em consideracio que a formulacio do filtro é outro aspeto relevante. Ou seja, a
escolha entre uma formulacdo em tempo-discreto ou tempo-continuo. Esta tese segue uma
formulagao discreta devido as suas multiplas vantagens operacionais, primeiro a implementacao
computacional é mais facil quando comparada a implementacao em tempo-continuo. E segundo
porque o filtro de Kalman possui equacoes de Riccati que se resolvem mais facilmente quando

formuladas por equacoes discretas [12, 127].

Assim sendo e de uma forma sucinta, a utilizacao do filtro de Kalman segue os seguintes passos

[4, 130]:

1. Descrever matematicamente o sistema dinamico, cujo estados queremos determinar.
2. Implementar as equacbes que descrevem a propagacao da média e covariancia ao longo
do tempo:
a. A média do estado corresponde a estimativa calculada pelo filtro de Kalman.
b. A covaridncia do estado corresponde a covariancia do proprio filtro de Kalman.
3. Atualizar os estados a todo o instante que uma nova medigao é efetuada. O filtro atualiza
a sua média e a sua covaridncia, ou seja, atualiza recursivamente a estimativa ja

realizada.

Nas subsecgoes seguintes, o filtro de Kalman e as suas variagées mais conhecidas sdo expostas e

analisadas de uma forma clara e sucinta.

2.2.1 Filtragem de Kalman Linear

O filtro de Kalman foi inicialmente elaborado com base nas seguintes premissas [12, 23]:

1. Linearidade dos modelos, ou seja, inicialmente o algoritmo foi desenvolvido para
modelos lineares, nao s6 por apresentarem maior simplicidade matemaética, mas

também por serem mais facilmente manipulaveis.

11 Sob estas 3 premissas (linearidade, ruido branco e gaussiano), o FK é a melhor ferramenta disponivel.
Contudo, em aplicag0es reais, raramente se encontra sistemas com estas carateristicas, mas mesmo assim
o filtro de Kalman consegue resultados superiores aos demais filtros [23].
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2. Ruido branco. Este pressuposto impde que o ruido seja nio-correlacionado ao longo
do tempo, ou seja, o conhecimento do ruido atual, ndo ajuda a prevé-lo em outro

instante do tempo.

3. Ruido gaussiano, significa que a qualquer instante do tempo a densidade de
probabilidade possui a forma de uma distribuicdo normal. Esta carateristica esta

7

relacionada com a amplitude do sinal, ao contrario da anterior (ruido branco) que esta
relacionada com a frequéncia do sinal. Ou seja, a premissa de ruido gaussiano é
fisicamente justificivel pelo facto de que o ruido, tanto do sistema como das medicGes, é
causado por um conjunto de pequenas fontes. Estd matematicamente provado que as
somas de varias fontes independentes possuem a tendéncia de formar uma densidade
gaussiana (ou obter uma muito proxima a esta), independentemente da forma das suas

densidades individuais [12].

O pressuposto de ruido branco e gaussiano também ¢é til matematicamente, pois permite saber
de uma forma bastante simples o primeiro e o segundo momento estatistico, isto é, a média e a
variancia (ou o desvio padrao). Estes momentos definem completamente a densidade gaussiana,
ao contrario do que acontece com outras densidades, que precisam de momentos de ordens

superiores para definirem as suas formas.

Medicoes com ruido

I

Equacgoes Lquacgoes
time-update measurement-update
Previsao Correcio

-<| 1

1

1
Estimativa do vector de estado

Figura 2.5 — Representagao genérica dos grupos de equagdes que compdem o filtro de Kalman.

O FK é composto por um conjunto de equa¢ées mateméaticas que tornam a sua estrutura num
algoritmo de previsdo-correcao, tal como representada na figura 2.5. Estes grupos de equacoes

sdo compostos por [6, 168]:

1. Equacoes time-update:
Sao as equacbes de previsdo - responsdveis por projetarem (estimarem)
antecipadamente o estado “atual” e a covaridncia, de forma a obter uma estimativa a

priori do vetor de estado que sera utilizada no passo seguinte.
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2. EquacgOes measurement-update:
Sao as equacOes de correcao - responsaveis pelo feedback, ou seja, sdo responsaveis por
incorporar as medicOes, sejam elas obtidas por sensores, radares ou outros meios, na
estimativa a priori, realizada no passo anterior, de modo a obter uma estimativa

atualizada e corrigida, ao qual chamamos de estimativa a posteriori.

2.2.1.1 Algoritmo do FK Linear
Dado um determinado processo discreto, movido por equagdes lineares e estocasticas, o seu

modelo dindmico é dado por [5, 6, 23, 124]:
X, = AX,_; +BuU,_ + W, , (2.43)

Em que, XeR" representa o vetor de estado no instante k; A representa a matriz de

dimensao (n X n) que relaciona o estado no instante k —1 com o estado atual, isto é, o estado no
instante k; B é a matriz de dimensio (n X r) responsavel por relacionar as entradas de

controlo UeR", com o estado, X,; W, representa o ruido relacionado com processo e é
definido como sendo branco, gaussiano, independente, ndo-correlacionado, de média zero, cuja

matriz de covaridncia, Q, , é dada por:

w, ~N(0,Q,) (2.44)

E |:WkWJT ] =Q,5, (2.45)

Onde, E ¢ o k™ momento estatistico (valor esperado) e 0, € a funcao delta-Kronecker. Se

k= j entdo o, =1,se k# jentdao 5, =0 [4].
O modelo das medigoes é dado pela seguinte equacio:
Yi = HX + Vv (2.46)

Em que, yeR"™ representa o vetor das medices; H é a matriz de dimenso (mxn)

responsavel por relacionar o estado X, , com as medicOes; V, representa o ruido relacionado
com medicoes e é definido como sendo branco, gaussiano, independente, ndo-correlacionado,

de média zero, cuja matriz de covariancia, R, , é dada por:

v ~N(0,Ry) (2.47)

E[vv] | =R, (2.48)
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E [vkw} ] =0 (2.49)

Apoés ter definido o modelo dindmico linear (equacio 2.43) e o modelo das medicGes lineares
(equacdo 2.46), aplica-se o filtro de Kalman linear [11, 23, 127], tal como representado na tabela

2.1.

Inicializacdo do Filtro de Kalman Linear:

Assumir o vetor de estado inicial: Xy =X

Assumir a covarincia inicial: Py = Biicial
Equacoes time-update:

Calcular a estimativa a priori (previsao) do vetor de estado: kk\kfl =A% +Bu
Calcular a estimativa a priori (previsdo) da covariancia: Pk‘k,l =AR A" +Q, ,

Equac6es measurement-update:

-1
Calcular o ganho do filtro de Kalman: K, = Pk\k—lH T (Hpk\k—lH L R, )
Calcular o vetor de estado a posteriori (estimativa R R R
. Ry = Xy + Ky (Yk - ka\k—l)
atualizada):
Calcular a covariancia a posteriori (estimativa atualizada): R= ( I -KH ) Pk‘k,l

Tabela 2.1 — Algoritmo do Filtro de Kalman Linear

Em relacdo as equagoes time-update da tabela (2.1), )A(k‘kf1 representa a estimativa a priori do
vetor de estado; X, ; é a estimativa do vetor de estado no instante k —1; Pk‘kfl é a matriz de

covaridncia a priori, ou seja, a previsdo da estimativa da covaridncia no instante k dado a

N , . A . T
estimativa em k-1; B _, é a matriz de covariancia, no instante k-1 e () representa a

transposta do vetor. A estimativa da covariancia a priori e as equacgoes de time-update resultam

de uma equacao de Riccati [93].

Em relacdo ao grupo de equacdes measurement-update, K, representa o ganho do filtro de
Kalman no instante Kk ; X, representa a estimativa a posteriori do vetor de estado, ou seja, é a

estimativa atualizada pelo filtro apds ter conhecimento das medigGes, Yy, ; | é uma matriz
identidade; o termo (yk - H)A(k‘k_l) representa o residual, isto é, a diferenga entre as medicoes

previstas, ka\k—l’ e as medicOes reais, Y, .
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O ganho do filtro de Kalman, K,, reflete a precisdo relativa entre a estimativa do vetor de

estado e as medicgoes realizadas, ou seja, se a nova medi¢ao for considerada “mais precisa” do
que a estimativa a priori do vetor de estado, entdao o ganho do filtro sera relativamente alto.
Caso contréario, isto é, se a estimativa do vetor de estado for considerada mais precisa que as

novas medicoes, entdo o valor do ganho do filtro sera baixo [93].

Em suma, o filtro de Kalman permite estimar o estado de um sistema linear com perturbagdes
gaussianas, brancas e de média zero. Estas condi¢gbes podem parecer restritas, contudo, através
de um conjunto de extensodes é perfeitamente possivel aplicar o filtro de Kalman em problemas
nos quais as perturbagdes nio seguem estas carateristicas. O objetivo principal das extensoes é
moldar o problema em causa, para que se adapte a estas condicdes, ou pelo menos, que se

aproxime delas.

2.2.2 Filtragem de Kalman Estendida

O filtro de Kalman estendido (EKF - Extended Kalman Filter) é provavelmente a ferramenta de
estimacdo ndo-linear mais utilizada em engenharia nas dltimas décadas, especialmente para
lidar com problemas de processamento de sinal, controlo, navegagdo e otimizagdo. O EKF
assenta no pressuposto de que uma linearizagao local é suficiente para descrever e solucionar as
nao-linearidades do sistema dindmico, por conseguinte, o algoritmo lineariza a estimativa atual
através das séries de Taylor de primeira!2 ordem. Por outras palavras, o EKF lineariza a média e
a covariancia correntes através de derivadas parciais das funcdes de processo e de medicoes.
Assim sendo, o novo modelo linearizado ¢é utilizado pelo algoritmo para estimar o vetor de

estado do sistema [6, 23, 169, 170].

2.2.2.1 Algoritmo do EKF
Dado um determinado modelo dinamico, cuja funcido é descrever a evolugdo dos estados do

sistema ao longo do tempo, definido por: [3, 5, 23, 115]:
X = (X0, Upg) + Wy (2.50)

Em que, X R" representa o vetor de estado no instante k ; f () representa a fungio nao-

linear que descreve a evolucdo do modelo dinAmico; U € R" representa o vetor das entradas de

controlo; W, representa o ruido relacionado com processo e é definido como sendo branco,

12 Em alguns casos, o uso de graus superiores nio significa propriamente um aumento da precisdo na
estimativa. Muitas vezes, apenas significa um aumenta na carga/complexidade computacional do
algoritmo, comprometendo assim, também o seu tempo computacional [121]. Por exemplo, a ideia de usar
o EKF de segunda-ordem é aumentar a precisdo do algoritmo, contudo isto implica o uso, tanto de
matrizes Jacobianas como de matrizes Hessianas, o que torna o processo, em geral, muito mais instavel e
computacionalmente intenso. Para além de que, em muitos sistemas, estas matrizes simplesmente nao
existem, por exemplo, em modelos que possuam mudancas drasticas no seu comportamento. Por esta
razao, graus superiores nao sao muito populares.
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gaussiano, independente, ndo-correlacionado, de média zero e covariancia Q, dada pelas

equacgoes (2.44) e (2.45).

O modelo das medigoes, cuja funcao é relacionar os estados do sistema com as medicgoes, é dado

pela seguinte equacao:

Vi =h(X )+, (2.51)

Em que, y € R™ representa o vetor das medicdes; h() representa a funcao que descreve o
modelo das medicoes; V, representa o ruido relacionado com medigoes e é definido como sendo
branco, gaussiano, independente, ndo-correlacionado, de média zero e de covaridncia R, dada

pelas equacoes (2.47), (2.48) e (2.49).

A tabela 2.2 representa de uma forma sucinta os grupos de equacGes time-update e

measurement-update do algoritmo EKF.

Inicializacdo do Filtro de Kalman Estendido:

Assumir o vetor de estado inicial: Ko =X

Assumir a covariancia inicial: Py = Piicial
Equacoes time-update:

Calcular a estimativa a priori (previsao) do vetor de estado: )A(k\k—l = f (R Ues)
Calcular a estimativa a priori (previsao) da covariancia: PK‘H = ARLAL +Qc4

Equac6es measurement-update:

-1
Calcular o ganho do filtro de Kalman: Ky = PesHy (Hk PaeaH + Rk)
Calcular o vetor de estado a posteriori (estimativa atualizada): X = ﬁk‘k,l + Ky (yk - h(f(k\k,l))
Calcular a covariancia a posteriori (estimativa atualizada): B = (' — Ky Hy ) Pk‘kfl

Tabela 2.2 — Algoritmo do Filtro de Kalman Estendido.

As equacdes para o grupo time-update sao dadas por [3, 121, 130, 171]:

Ryer = F (Rin Uiy ) (2.52)

Pk-1= ARLA +Qs (2.53)
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Sendo que, X representa a estimativa a priori do vetor de estado, ou seja, a previsao da

Kjk—1
estimativa do estado para o instante K dado a estimativa em k-1 ; f () representa a fungao
nao-linear que descreve a evolucdo do modelo dindmico; X, ; € a estimativa do vetor de estado,
no instante K —1; u,_, é o vetor das entradas/controlo, no instante k —1; Pk‘k_l ¢é a matriz de
covaridncia a priori, ou seja, a previsdo da estimativa da covaridncia no instante k dado a

estimativa em k—1; B _, representa a matriz de covariancia a posteriori, no instante k —1;

Q,_; representa a covariancia do ruido associado ao processo e é dada pelas equacoes (2.44) e
T . . .
(2.45); () representa a transposta do vetor; A, representa a matriz Jacobiana de derivadas

parciais da funcdo f () em relacao a X e é definida por:

A - of (x,u)
- oX X=R, (2.54)
U=uy
Em relagao ao grupo de equagodes measurement-update, estas sdo dadas por:

K, =Py H! (HIP, HT +R) (2.55)

k= PP | Pk PPl R -55
Ry =Ry + Ky (yk - h(),\(k\k—l)) (2.56)
P =(1=KH) By (2.57)

Sendo que, K, representa o ganho do filtro de Kalman no instante k; R, representa a

covariancia do ruido associado as medigGes e é dada pelas equacoes (2.47), (2.48) e (2.49); X,
representa a estimativa a posteriori do vetor de estado, ou seja, é a estimativa atualizada pelo
filtro apds ter conhecimento das medi¢des Yy,; | representa a matriz identidade; B ¢é a
estimativa a posteriori da matriz de covariancia, isto é, a matriz atualizada com base nas
medicoes Y, ; H, representa a matriz Jacobiana de derivadas parciais da funcao h() em

relagdo a X e é definida por:

(2.58)

O EKF baseia-se no pressuposto que uma linearizacao local é suficiente para lidar com as nao-
linearidades de um sistema dindmico. Assim sendo, o modelo linearizado é utilizado em

substituicdo das fun¢des nao-lineares originais [3, 23, 121, 130].
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2.2.2.2 Vantagens e Limitacoes do EKF

A escolha de um filtro é um fator importante e deve adequar-se:

e As caracteristicas do sistema dinamico;
e A eficiéncia final que se pretende;

e Ao tempo/complexidade computacional que a situacio exige.

Desta forma, todos os métodos terdo vantagens e limitacGes quando aplicados em ambientes

especificos. Esta seccdo nomeia alguns em relacido ao EKF.

A popularidade do EKF deve-se em grande parte a sua simplicidade, uma vez que, a linearizacao
é um processo comum, facil de compreender e aplicar. Quando aplicado em sistemas quasi-
linear, isto é, em sistemas pouco nao-lineares, o EKF tem a capacidade de manter a eficiéncia do
filtro de Kalman linear, possuindo um desempenho geral bastante satisfatério, sem

comprometer o tempo computacional. [26, 172, 173, 174].

Contudo, ao lidar com sistemas altamente nao-lineares, o EKF tende a apresentar um
comportamento instavel e divergente. Nao-linearidades muito severas correspondem, na sua
maioria a densidades/distribui¢bes muito mais pronunciadas (bimodais ou distorcidas), o que

degrada significativamente o desempenho do EKF [130].

Uma outra limitacao deste filtro € ser restrito a problemas Gaussianos, ou pelo menos apresenta
desempenhos superiores nestas condicoes. Esta restricio impede, por exemplo, o uso de
modelos hierarquicos ou mesmo de modelos definidos por distribuicbes muito ndo-gaussianas
[175]. Em adicdo, o EKF requer que as fungoes, tanto do modelo dindmico como do modelo das

medicOes, sejam diferenciaveis, o que em alguns casos é uma limitacao.

Em alguns sistemas dindmicos a computacdo das matrizes Jacobianas é simplesmente
impossivel, por exemplo, em modelos que possuam mudancas bruscas no seu comportamento.
Mesmo nos casos em que as matrizes existem e podem ser calculadas, a sua computagao pode
ser propensa a erros, com um debug dificil e demoroso, o que é uma limitacao para aplicacoes
em tempo-real, ou seja, aplicacbes em que o tempo é um fator critico, por exemplo, o
seguimento radar e problemas de navegacgio, em que se pretende algoritmos rapidos e eficientes
[6, 176].

Um outro ponto a mencionar ¢ a suscetibilidade do EKF as condigGes iniciais assumidas. Se esta
escolha for significativamente diferente dos valores reais, o filtro apresenta comportamentos

erraticos e divergentes [177].

Por fim, é de referir que apds as transformacoes nao-lineares, a distribuicdo das variaveis (ou
densidade, para o caso continuo) ja nao segue uma distribuicdo normal. Assim, o EKF passa a

atuar como um estimador ad hoc que apenas aproxima por linearizacao, a regra de Bayes [23].
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2.2.3 Filtragem de Kalman Unscented

O filtro de Kalman Unscenteds (UKF — Unscented Kalman Filter) foi inicialmente proposto por
Julier e Uhlmann [64] como alternativa ao EKF. O intuito era propor um novo método com
capacidade para solucionar algumas das limitacbes presentes na linearizacdo e,
consequentemente, obter maior precisdo nas estimativas [65-67]. O UKF define-se como um
método numérico livre de derivadas, que utiliza a transformacao unscented (UT - Unscented

Transform) como mecanismo mais direto e explicito para transformar a média e a covariancia.

A propagacao das variaveis aleatorias € uma operagao critica na filtragem de Kalman. Enquanto,
no EKF este processo é realizado através da linearizagao de primeira-ordem, no UKF é realizado
através da propagacao de amostras deterministicas, ou seja, a distribuicio de estado também é
representada por variaveis aleatérias gaussianas que se propagam através de um conjunto de
pontos deterministicos, mais conhecidos como os pontos-sigma. Estes pontos capturam a
verdadeira média e covaridncia do sistema com uma precisao até a terceira-ordem das séries de

Taylor, independentemente, do sistema ser muito ou pouco nao-linear [67].

2.2.3.1 Transformacao no ambito da Filtragem Unscented

A transformacdo unscented4 foi desenvolvida com o intuito de colmatar as limitacoes da
linearizacdo e é um método que permite calcular as propriedades estatisticas de uma variavel
aleatéria que passa por uma transformacgao nao-linear. A ideia é utilizar um conjunto de pontos,
denominados por pontos-sigma, selecionados de forma deterministica e que sao propagados
pela nao-linearidade do sistema. Estes pontos permitem parametrizar a média e a covariancia

da distribui¢ao da probabilidade da variavel transformada [68, 178].

Embora, a transformacdo unscented se equipare a estimacdo Monte-Carlo, estas sdo
significativamente diferentes. Na estimacdo Monte-Carlo os pontos s3o selecionados
aleatoriamente, enquanto, na transformacio UT sdo selecionados deterministicamente, o que
permite reter informacoes especificas sobre a distribui¢ao [66]. Em regra geral, a transformacio
UT permite reter qualquer tipo de informacao, sobre qualquer tipo de distribui¢ao (gaussiana ou
nao) [178, 179]. Contudo, nesta tese, considera-se o caso da distribuicdo gaussiana e as

informacoes a reter sdo da média e da covariancia.

Considerando que uma variavel aleatéria X , com dimensdo n, propaga-se ao longo de uma

funcado nao linear S=g¢g ( X ) . A média desta variavel aleatdria é dada por X e a sua covariancia

é dada por Py . Assim sendo, a varidvel X pode ser aproximada por (2n +1) pontos-sigma,

definidos por [3, 6, 64, 68]:

ZXo=X (2.59)

13 Terminologia utilizada na literatura portuguesa.
14 Terminologia utilizada na literatura portuguesa.
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Zi:)h( (n+/1)Px) L i=1...n (2.60)

%=X=(J(n+2)B) i=n+L..2n (2.61)

Sendo que, ()I indica a coluna da matriz que est4 na posicdo i; n representa o nimero total de

estados; 4 € R e representa um parametro escalar definido por:

ﬂ,zaz(n+1<)—n (2.62)

Este parametro, para além de fornecer um grau de liberdade extra para “ajustar” os momentos
de aproximacao de ordem superior, também pode ser usado para reduzir, de uma forma geral,
os erros da previsdo. Para distribuices gaussianas é aconselhavel escolher o valor de A4, de tal
forma que, A =3—n. Esta escolha minimiza a diferencga entre o momento padrao gaussiano e os
pontos-sigma até a 42-ordem [66]. Contudo, se uma distribuicdo nido-gaussiana é assumida, a
escolha de 4 deve ser feita através da equagio (2.62), de forma a evitar que esta tome valores
negativos, porque se este for o caso, existe uma grande possibilidade da matriz de covariancia

também assumir valores nao-positivos e semi-definidos [66, 85].

O pardmetro o determina a propagacdo dos pontos-sigma ao redor da média, por outras
palavras, controla o tamanho da distribuicdo e idealmente assume valores pequenos, isto €,
0<a <1, sendo que, geralmente o valor padrio é a=10". O pardmetro x é um escalar
secundario e normalmente assume o valor de zero. Deve assumir valores x>0 de modo a

garantir que a matriz de covariancia é semi-positiva [3, 68].

Os pesos da média, W,", e da covariancia, W,®, associados ao ponto da posicdo i sio definidos

por [3, 6, 65, 68]:

m_ A
WO _(n+ﬂ,) (263)
we =2 +(1-a +p) (2.64)
° " (n+4) 04
Wm—; i=1...,2n
i _2(n+ﬂ) ) Ty (2.65)
We=— 1 i=1..2n
i _2(n+/1) ,1=1..., (2.66)

O parametro £ € utilizado para introduzir o conhecimento a priori da distribuigdo de X . Para

distribui¢bes gaussianas assume-se que £ =2 [68, 180]. E importante ter em conta que, W,
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controla o reposicionamento dos outros pontos-sigma, ou seja, se W, >0, os pontos tendem a
afastar-se da origem. Porém, se W, <0 os pontos tendem a reposicionar-se perto da origem.

W, <0 é uma condicdo valida porque, na transformagao UT, os pontos ndo sao uma funcao de

densidade de probabilidade, logo ndo requerem restricoes de ndo-negatividade [67].
Para calcular as propriedades estatisticas de S é necessario:

1. Propagar os pontos-sigma pela funcio nio-linear ¢ através da seguinte equacio:

S;=9(x).i=0,...2n (2.67)

2. Calcular a média de S, que é dada pela média ponderada dos pontos transformados a

partir da equacao (2.63), ou seja:
_ 2n
S=>W"s (2.68)
i=0

3. Calcular a covariancia de S através do produto externo dos pontos transformados:

Po=Y We(S-5)(s,-5) (2.69)

Como ¢é possivel verificar pelas equacoes (2.68) e (2.69), a média e a covaridncia possuem a
forma de vetores e sao calculadas através de simples operacdes matematicas, o que torna o uso

deste algoritmo acessivel, mesmo para modelos mais complexos.

2.2.3.2 Algoritmo do UKF

O algoritmo do UKF pode ser implementado de duas formas diferentes: “non-augmented” ou
“augmented”. Independentemente da escolha, a previsao de estados resulta em duas
transformacoes UT concatenadas: uma realizada para a funcao do processo, e outra para funcio

das medicoes. A diferenca na implementagio esta na segunda UT [181].

No caso do UKF “augmented” com ruido aditivo, os pontos-sigma calculados na primeira UT,
isto é, calculados para a propagacao da funcao de processo, podem ser utilizados na segunda UT,
para a propagacao da funcdo das medicoes [67]. Assim sendo, os pontos sdo projetados apenas
uma vez, e consequentemente, diminui-se a carga computacional do algoritmo. Apesar desta
aparente reducdo na carga computacional, é necessario ter em conta que, no caso do UKF
“augmented”, as matrizes de estado e da covaridancia aumentam a medida que os componentes
do ruido (tanto do processo como das medi¢Oes) aumentam, consequentemente, hd um

acréscimo na carga computacional [181]. No caso do UKF “non-augmented” com ruido aditivo,
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os pontos sigma calculados na primeira UT, simplesmente refletem as informacoes estatisticas,
ou seja, nao tém em conta os efeitos do ruido [85, 182, 183]. Por isso, logo antes da segunda UT,
o algoritmo projeta novamente um segundo conjunto de pontos-sigma?s, de forma a incorporar
a presenca do ruido. Apesar desta aparente “maior carga computacional”, muitos autores, por
exemplo, [181, 182] verificaram que a segunda propagacao de pontos-sigma requer menos carga
computacional do que os célculos que envolvem as matrizes do algoritmo “augmented”. Assim
sendo, verifica-se que no geral, para ruido aditivo, o UKF “non-augmented” requer menos carga

computacional.

O algoritmo apresentado nesta tese é o UKF “non-augmented” com ruido aditivo (branco,
gaussiano, independente, ndo-correlacionado de média zero). Tendo em conta, o modelo
dindmico dado pela equagido (2.43) e o modelo das medi¢ées dado pela equacdo (2.46), as

equacoes do UKF sao dadas pela seguinte tabela [3, 67, 68, 182]:

Inicializacdo do Filtro de Kalman Unscented:

Considerar o vetor de estado inicial: %o = E[ %]
. A . N
Considerar a covariancia inicial: P o =E| (X —=%0)(Xe —%0)

Equacoes time-update:
Primeira transformagao Unscented.

Calcular a estimativa a priori do vetor . an oo
Kk-1 = ZWi Zi, kk-1
de estado: 20

Calcular a estimativa a priori da

covariancia:

2n T
_ c ~ A ~ oY
Pk = ZWi (li, k-1~ Xk\k—l)(li, Kk-1 ~ Xk\k—l) +Qa
i-0

Equac6es measurement-update:

Segunda transformacdo Unscented.
Calcular o ganho de Kalman: Ky =Py, Kk-1 Py_i‘k,l

Calcular o vetor de estado a . . .
- Xigie = Xigpes + Ky (Yk _yk\k—l)
posteriorti:

n . T
Calcular a covariancia a posteriori: Pk‘k = Pk‘k_l - Ky Py' k-1 Ky

Tabela 2.3 — Algoritmo do Filtro de Kalman Unscented

15 Em muitas aplicagbes reais, esta nova projecdo € negligenciada, isto porque, ndo compromete os
resultados finais [85, 183].
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A primeira projec¢do dos pontos-sigma € obtida através:

Ko, k-1k-1 = )A(k—uk—l (2.70)
Xk = Rt +( (n+4)R, k-1k-1 )i yi=l..n (2.71)
X, etk = X _( (n+2)P, k11 )iin ,i=n+1...2n (2.72)

Sendo que, n representa a dimensdo do vetor estado; A é obtido através da equacio (2.62) e
k=1223,..;

E preciso ter em conta que as raizes quadradas nio possuem uma solucdo tinica. Contudo, as
propriedades do algoritmo permitem que este seja valido independentemente da escolha. [64]
recomendam a decomposi¢io de Cholesky como um método robusto e eficiente para lidar com

esta situacao, especialmente em aplicacGes online.

Os pontos-sigma sao propagados pelo modelo nao-linear dindmico através da equacao:

Z, Kk-1 = f (Zi, k—l‘k—l’ukfl) , 1=0,..,2n (2.73)

Sendo que, u,_, € o vetor das entradas/controlo, no instante k —1; f () corresponde a funcao

nao-linear que descreve a evolucao do modelo dindmico do processo;

A previsdo do estado, que neste caso é dado pela média, )A(k\kfl’ e a previsdo da covariancia,

Pk‘kfl, sao calculadas por:

2n
)A(k\k—l = Zwimffi, klk-1 (2.74)
i~0
2n T
Pok-1 = 2 W (7(i, Kk~ Xk\k—l)(zi, Kk~ Xk‘k—l) +Qy (2.75)
i~0

Onde, W," e W,° sdo obtidos através das equacgdes (2.63 — 2.66); Q,_; representa a covariancia

do ruido associado ao processo no passo k —1, dada pelas equagdes (2.44) e (2.45). A segunda
projecao de pontos-sigma é obtida através [3, 67, 68, 182]:
X0, k-1 = Xt (2.76)
X et = R +( (n+4)R, k-1 ) i=l..n (2.77)
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Zi,k\k—lzy(k\k—l_( (n+/1)Px,k\k—1) ci=n+l..2n (2.78)

i-n

, T
E preciso ter em consideracao que a matriz da raiz quadrada deve ser tal que: JPJP =P.

Estes novos pontos sdo propagados através do modelo das medicGes:

Yi,k\k—lzh(li,k\k—l) , 1=0,...,2n (2.79)
Em que, h () representa a funcao nao-linear que descreve a evolucao do modelo.

A previsao das medicOes, que neste caso sao dadas pela média, Y1 @ covariancia, Py’ 1> €2

covariancia-cruzada, ny sdo calculadas através:

 klk—1

2n
Yigr = 2 WY Kk (2.80)
i—0
2n T
P = 2 W (Yi, k-1~ yk\k—l)(Yi, k-1~ yk\k—l) +Ry (2.81)
i~0
2n of T
Po. k1 = Zwi (Zi, kk-1~ Xk\k—l)(yi, k-1~ yk‘k—l) (2.82)
i—0

Sendo que, W," e W sdo obtidos através das equagdes (2.63 — 2.66); R, representa a

covariancia do ruido associado as medic6es no passo k e é dada pelas equacoes (2.47 — 2.49).

Por fim, calcula-se o ganho de Kalman K, e atualiza-se a média, )A(k‘k , € a covariancia, Pk‘k , de

forma a obter o estado filtrado:

K¢ = ny, k\k—lei,lk\k—l (2.83)

kk\k = f(k\k—l +Ky (Yk —)A’k\k_l) (2.84)
T

Pk\k = Pkk-1— Ky Py, k\k—lKk (2.85)

2.2.3.3 Vantagens e Limitacoes do UKF

O UKF foi desenvolvido com o intuito de colmatar algumas limitagbes presentes no EKF,
nomeadamente na linearizagdo, através de mecanismos diretos e explicitos que transformam a
média e covaridncia [67]. Por isso, é um filtro livre de derivadas [184] que utiliza um conjunto

de pontos-sigma para aproximar as nao-linearidades do modelo, consequentemente, captura
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momentos de ordem superior, de uma forma mais eficiente do que as aproximacoes das séries

de Taylor, presentes no EKF [68].

O UKF tem a habilidade de preservar a distribuicdo normal ao longo da transformagio nao-
linear, o que permite uma propagacao direta da média e da covariancia [76]. Apesar da
transformacao unscented calcular o valor da média com muita precisdo, tal ndo acontece com o
valor da covariancia, que é subestimado. Isto acontece porque, o conjunto de pontos-sigma sio
precisos apenas até a segunda-ordem [67]. Contudo, o UKF tende a apresentar uma precisio

superior ao EKF.

Outra vantagem do algoritmo do UKF é que pode ser aplicado em problemas com fung¢des néo-
diferenciais ou mesmo com ruido nao-gaussiano, para além de que, nao requer o calculo das

matrizes Jacobianas/Hessianas, ao contrario do que ocorre com a implementagdo do EKF [66,
85].

Uma limitacdo do UKF ¢é a sua imprecisdo nos momentos de ordem superior devido ao calculo
das raizes quadradas, uma vez que, estas tém um impacto direto na forma como os erros sao
distribuidos. A escolha das raizes quadradas pode gerar instabilidade numérica e um aumento

na carga computacional, independentemente da ordem dos momentos [66].

Apesar de alguns autores defenderem que a complexidade computacional do UKF é idéntica ao
do EKF, por exemplo, [67, 185], outros demonstram nas suas implementac6es que este nao é o

caso e que o UKF apresenta uma complexidade computacional superior [78, 186].

E preciso ter em conta que UKF é um algoritmo muito dependente dos seus parametros e a sua
escolha tem um impacto direto na precisio das estimativas [5], o que tende a ser uma limitacao

em muitos casos.

2.2.4 Filtragem de Kalman de Cubatura

O filtro de Kalman de Cubatura (CKF — Cubature Kalman Filter) é conhecido pela sua
matematica rigorosa, isto porque, baseia-se na regra de cubatura-esférica-radial de terceiro grau
[89]. Foi desenvolvido por Arasaratnam com o intuito de transformar o problema do filtro

Bayesiano 6timo, num problema em que o foco é resolver numericamente integrais com

momentos multivariados [127, 187].

A regra de cubatura-esférica-radial permite obter, deterministicamente, um conjunto de pontos,
denominados por pontos de cubatura, que sao dimensionados linearmente com o vetor de
estado. Desta forma, o CKF pode obter solucoes sistematicas para os problemas de filtragem

nao-linear de sistemas com elevada dimensao [187].

Sob a premissa gaussiana, este é o algoritmo mais préximo que ha do filtro bayeasiano [3]. Isto

porque inicialmente, o CKF foi desenvolvido assumindo que a densidade a priori, ou seja, a
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densidade prevista para o vetor estado-medicGes, é gaussiana [87]. Segundo os seus autores,
esta é uma abordagem que promete ser numericamente mais estavel e precisa, quando em

comparacdo com os outros algoritmos.

2.2.4.1 Algoritmo do CKF
Considerando um sistema nao linear com ruido aditivo, em que os modelos de processo e

medicGes sao dados, respetivamente, por [3, 5, 88, 187]:

Yi =h (X, Uy )+ (2.87)

Em que, XeR" representa o vetor de estado no instante k ; f () representa a funcao nao-

linear que descreve a evolucdo do modelo dindmico; Ue R" representa o vetor das entradas de

controlo; W, representa o ruido relacionado com processo e é definido como sendo branco,

gaussiano, independente, ndo-correlacionado, de média zero e covaridncia Q, dada pelas
equacoes (2.44) e (2.45); Y€ R™ representa o vetor das medicdes; h() representa a funcio

nao-linear que descreve o modelo das medicoes; V, representa o ruido relacionado com
medicoes e é definido como sendo branco, gaussiano, independente, nao-correlacionado, de

média zero e de covaridncia R, dada pelas equacoes (2.47 - 2.49).

O CKF assenta no pressuposto de que a previsdo da densidade, p(Xk |Dk_1) , € a densidade de
probabilidade do filtro, p(yk |Dk ) , sdo ambas gaussianas. Consequentemente, a densidade
posterior, p(xk |Dk) também é considerada como tal. Partindo deste pressuposto, a solucdo do
CKF foca-se em apenas calcular a média e a covaridncia com maior precisao. D, ; é dado por

k-1 s . - P
Dy =(uy.y, )|:1 e representa o historico dos pares inputs-medigoes, até e incluindo k —1.

A fase de previsdo do filtro CKF é composta pela computacdo da média, )A(k‘kfl , € a respetiva

previsao da covariancia da densidade gaussiana, Pk‘kfl . Assim sendo, tem-se:

K1 = E[ F(XygoUir) + Wk—1|Dk—1:| (2.88)

Assumindo que W,_; possui média zero e é ndo-correlacionado com a sequéncia de medigoes,

entao tem-se:
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X1 = E[ f (kal’uk—1)|Dk—l]
= JRn f (X1 Uis) p(Xk—1|Dk—1) dx,_y (2.89)

:.[R" f (kal'uk—l)N(Xk—l;)’\(kfl‘k,lv Pkfﬂk—l) dx,

De forma similar, a matriz covariancia é dada por:

Pk = E[(Xk _)’\(k‘k—l)(xk _)’\(k\k—l)T |Yk1}

(2.90)
_ T o N
= Jgn f (Xk—l’uk—l) f (Xk—l’uk—l)N(Xk—l’Xk—l\k—l’ Pk—l\k—l) dx, 4 = Kik-1Rk k-1 +Qy1

A fase measurement-update do filtro CKF inicia-se com a computacao da previsao da densidade

das medicoes, dada por [3, 5, 88, 1871:

p(v |Dk—1)=N(yk;yk\k—l' Py, k\k-l) (2.91)

Sendo que, a previsao das medigoes yk‘k_l, € a sua covariancia Py e covariancia-cruzada

y, klk-12

P

. k-1 sao obtidas por:

Yir = I h(kaUk)N(inﬁk\k_lv Pk\k_l)dxk (2.92)
Rn
Py k1= _[ h(X Uy )h" (%, U )&(Xk;f(k\k—l’ Pk\k—l)dxk _yk\k—lyl\k—l +Ry (2.93)
Rn
Py, kk-1= I xeh" (X, Uy )N(Xk KXifir Pk\k—l)dxk _)A(k\k—ly?(—\k—l (2.94)
Rn

Assim que uma nova medicao é recebida, o CKF computa a densidade posterior, p (Xk |Dk ) :

p(xk|Dk):N(Xk;f(k\k’ Pk\k) (2.95)
Onde,
K = Xigus + K (Yk _9k\k—1) (2.96)
T
Pk = Faka + KRy, i1 K (2.97)

O ganho de Kalman, K, , é calculado através da expressao:
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K =Py, k\k—lpy;l, Kk (2.98)

Por observacgio das equacGes anteriores, é possivel verificar que a solucdo do filtro Bayesiano é

reduzida a computacdo de integrais multidimensionais, cujo integrantes estdo na forma

( funcdo ndo linear x gaussiana).

2.2.4.2 Regra de Cubatura

A regra de cubatura para aproximar uma integral com n-dimensdes com pesos gaussianos €
dada por [3, 5, 88, 188]:

1 2n
[ 1) N0xP) dem 23 (ur PP (2.99)
i=1

Rﬂ

Sendo que, u representa a média; PY? representa a raiz quadrada da covaridncia P que

1/2PT/2

satisfaz a relacio P=P . O conjunto de pontos de cubatura (2n) é dado por &, em que

i representa o elemento na posicao i do seguinte conjunto:

1 0 -1 0
0 : 0 :
n . s T 3 . L] Tty .
\/7 : 0 : 0 (2.100)
0 1 0 -1

A regra de cubatura é importante para avaliar numericamente as integrais multidimensionais
presentes na fase de previsdo e na fase de corre¢cdo do CKF. [189-191] demonstraram que uma
regra de cubatura 6tima possui duas propriedades: (i) todos os pontos de cubatura estdo dentro
da regido de integracdo, (ii) todos os pesos de cubatura sdo positivos. Ao garantir estas

propriedades, garante-se também que o CKF possui desempenhos 6timos.

Os pontos de cubatura para a fase de previsdo sdo obtidos através da seguinte expressao

matematica [3, 5, 88]:

_ pl2 o
Zi k-1 = B X (2.101)

Sendo, i=1,2,...,2n em que h representa o tamanho do vetor de estado. A propagacdo dos

pontos obtidos anteriormente é dada por:
Zigr=f (Zi, k—1\k—1’uk—l) (2.102)
A média prevista e a matriz de covariancia presentes nas equagoes (2.89) e (2.90) sdo dados por:
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N 12 .
Kk = =2 k-1 (2.103)
2ni3
2
P, =izn" - =R K+ Q (2.104)
Kk = 5 4 lll,k\k—l i k-1 ™ Rik-a Rk T Rk 104
i=

Ao utilizar as equagbes (2.92), (2.94) e (2.99), a previsao das medicGes e as suas respetivas

covariancias sdo dadas por:

l 2n
Yi-1= %Zyi, Kjk-1 (2.105)
i-1
13 T .
Py, Kk-1 = %;yi, k-1 Yi, k-1~ Yig-1Yiea + Ry (2.106)
1 2n T . o
Py ki1 = %éll k-1 Yi k-1 ™ Rik-1Y Kk (2.107)
Onde,
Yi k1= h(li, k-1 Uk ) (2.108)
U2 N
i k-1 = k‘k—légi F k-1 (2.109)

O estado atualizado e a sua covariancia podem ser obtidos através das equacées (2.96) e (2.97).

A tabela seguinte ilustra o algoritmo do CKF de uma forma sucinta [3, 5, 88, 187]:

Inicializacdo do Filtro de Kalman Cubatura:

Considerar o vetor de estado inicial: Xoo

Considerar a covaridncia inicial: Po\o

Equacoes time-update:

. . oA 1/2 /2
Fatorizar a matriz de covariancia: Rk = R R
_pv2 o

Calcular os pontos de cubatura: i xak1 = k,l‘k,lfi AR
Propagar os pontos obtidos anteriormente: Xi k1 = f ( i k-1 Uk_l)
Calcular a estimativa a priori do vetor de . 12 .

Xik-1 = Z_Zzi‘ klk-1
estado: Nz

57



Calcular a estimativa a priori da

12, .7 . AT
- Pok1 = W Kkt X, ket ™ KigeaXigea + Qi
covariancia: 2n =

Equac6es measurement-update:

. . A U2 pT/2
Fatorizar a matriz de covariéncia: Pk\k,l R Pk\kfl

. _ Pl/2 &
Avaliar os pontos de cubatura: Xk = B 6+ X

Propagar os pontos através do modelo nao-

. . VA 1] AN O
linear das medicoes: ke ( h ke k)

=]
Calcular o ganho de Kalman: Ky = By, 1Py, k=t
Calcular o vetor de estado a posteriori: Ko = Xiger + K (yk - )A/k‘k,l)
A - T
Calcular a covariancia a posteriori: Pk = Bar T KBy, s K

Tabela 2.4 — Algoritmo do Filtro de Kalman de Cubatura.

2.2.4.3 Transformacao no ambito da Filtragem de Cubatura

Ao considerar uma func¢io nao-linear [3, 5, 88, 188]:
s=h(X) (2.110)

Em que, X e Py representam a média e covaridncia de X € R", respetivamente. Tal como § e

P

. representam a média e covariancia da funcdo s, respetivamente. Estes parametros podem

ser obtidos através da transformacao de cubatura, dada pelos seguintes passos:

1. Calcular 2n pontos de cubatura:
7 =X+ Py i=1..,2n (2.111)

Sendo, PY? araiz quadradade P e & ,acoluna i da seguinte matriz:

1 0 -1 0
0 : 0 :
n y , . A .
\/7 5 0 : 0 (2.112)
0 1 0 -1

Os respetivos pesos sdo obtidos por:
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W, =— i=1...,2n (2.113)

2. Propagar os pontos de cubatura através da fun¢ao nao-linear:

si=h(x) i=1..,2n (2.114)

3. Calcular a média e covariancia de S:

S~ » Ws. i=0,...,2n (2.115)

P~ ZWi (SiSiT -3 §T) i=0,..,2n (2.116)

2.2.4.4 Vantagens e Limitacoes do CKF

O CKF é um algoritmo que depende da regra de cubatura esférica-radial para computar
numericamente integrais multivariados, presentes na estimacao/filtragem nao-linear Bayesiana
[127, 187]. Esta regra permite a determinacido de pontos de cubatura, que sdo propagados
linearmente em relacdo ao vetor de estado de um determinado sistema dindmico. O CKF

permite assim, obter solug¢des para sistemas de elevada dimensao.

Algumas das suas vantagens mais notaveis sdo: a auséncia de derivadas no seu algoritmo e o
facto do CKF ser a aproximacdo mais semelhante que h4 do filtro Bayesiano para lidar com

problemas de filtragem gaussiana nao-linear [3, 5, 88].

Na maioria das aplicacOes, especialmente de navegacdo, o CKF apresenta uma implementacao
mais exigente e consequentemente, uma complexidade computacional superior, quando
comparado, por exemplo, ao EKF. Por isso, este tltimo é a escolha preferencial e atualmente
mais utilizada para lidar com este tipo de sistemas, mesmo sabendo que os resultados do CKF

sdo superiores [102].

Se compararmos o CKF e o EKF quando aplicados em sistemas de navegacdo integrados e
estabelecendo uma relacao com a observabilidade do sistema, verifica-se que quanto menor for
o grau de observabilidade, melhor é o desempenho do CKF em relacdo ao EKF [102]. Em relagao
a sistemas fortemente acoplados, verifica-se que o desempenho destes dois algoritmos é
bastante semelhante. Por sua vez, em situacées de grandes desalinhamentos ou mesmo de
interrupcao do sinal GPS (nos casos em que as medicoes sao realizadas via GPS), o CKF possui

desempenhos superiores ao EKF [102].

O CKF tal como o UKF evitam a linearizacao através da propagacao de pontos [3, 5, 88, 192].

Consequentemente evitam os céalculos das matrizes Jacobianas e desta forma evitam os
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problemas causados pelo truncamento linear, como a baixa precisao de posicionamento e erros

de divergéncia [88, 192].

Enquanto, no UKF os pontos sigma facilmente possuem pesos negativos, especialmente se o
sistema for multidimensional, no CKF os pontos de cubatura sdo obtidos através de regras de
derivagdo e principios matematicos bastante exigentes que garantem pesos iguais e positivos

para todos os pontos, o que permite que o filtro possua uma maior estabilidade e precisdo [192,

193, 194].

Uma semelhanca entre o CKF e o UKF é que estes possuem um ntmero fixo de pontos. Na
maioria dos sistemas, esta carateristica significa um aumento na precisao dos resultados. Porém
e dependendo dos casos, pode também significar um aumento na complexidade computacional
[5, 88].

Uma limitacdo do CKF é que este requer um conhecimento exato de toda a informacao
estatistica do ruido, caso contrario, a sua estimativa sera precaria [192]. Outra limitagao é que,
em alguns casos, a densidade posterior é inacessivel. Isto acontece principalmente quando o
CKF ¢é aplicado em sistemas multidimensionais, uma vez que, é também necessario a
computacdo de integrais multidimensionais. Mesmo quando este calculo é possivel, torna-se
exigente propagar a densidade posterior nos passos seguintes do algoritmo. Para além de que,
nao ha nenhuma garantia que a nova densidade posterior se mantenha na sua forma fechada e

finita (estatisticamente), em termos de quasi-momentos.

O CKF é um algoritmo dependente do hardware digital, e se este possuir alguma imprecisao
numérica, o CKF apresentara um comportamento altamente divergente ou mesmo uma falha

total nos seus resultados.

Em regra geral, a precisao do CKF é superior ao EKF ou mesmo ao UKF [3, 88, 187, 193].
Contudo, muitos autores defendem que esta elevada precisao esta associada a um maior tempo e
complexidade computacional [97, 195]. Porém, hi autores que defendem que a complexidade

computacional é muito semelhante aos restantes filtros [96, 187, 196].

2.2.5 Filtragem de Kalman Ensemble

O filtro de Kalman de Ensemble (EnKF — Ensemble Kalman Filter) é um método baseado na
implementacdo Monte-Carlo e foi inicialmente proposto para campo da geofisica por Evensen
[50, 197] com o objetivo de proporcionar uma solu¢do aproximada para os problemas cujo

vetores de estados sdo definidos por grandes dimensdes.

O filtro de Kalman padrao utiliza explicitamente toda a distribuicao de estado, ou seja, calcula
algebricamente a média e a covariancia [17]. Contudo, em sistemas de elevada dimensao, nao é
de todo fiavel utilizar toda a distribuicao de estado. O EnKF surge com o intuito de resolver esta

limitacao [198]. Este algoritmo representa a distribuicdo do sistema através de uma amostra
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aleatoria, denominada por ensemble, reduzindo assim a dimensao real do problema. Quando
novas observacoes/medicoes estdo disponiveis, o algoritmo atualiza os elementos do ensemble
através de um deslocamento linear, em oposicdo a reponderacao dos seus pesos, como ocorre
em outros algoritmos da filtragem de Kalman. Esta abordagem s6 é possivel partindo do
pressuposto de que o modelo estado-espaco é linear e Gaussiano, quando este nao é caso, novas

aproximacoes sao introduzidas no algoritmo [50, 51, 57].

2.2.5.1 Algoritmo do EnKF
O EnKF é um estimador sub-6timo que obtém as estatisticas do erro através de solugdes
baseadas no método de Monte-Carlo ou na integracido por ensemble, de forma a resolver as

equacoes de Fokker-Planck presente no seu algoritmo.
A implementacao do EnKF pode ser sintetizada pelos seguintes pontos:

1. Representar estatisticamente o erro e calcular os pontos do ensemble.

2. Propagar estes pontos através do modelo de processo e medicoes. Evensen denominou
esta fase como “forecast”, contudo na engenharia é mais conhecida como “previsao”,

time-update [50].

3. Atualizar os pontos do ensemble através da filtragem de Kalman, com base nas
estatisticas do erro e a medida que novas medigOes sao realizadas. Os cientistas
meteoroldgicos denominam esta fase como a “fase de anéalise”. Em contrapartida, na

engenharia é denominada por “correcio”, measurement-update.

Inicialmente, para representar a estatistica do erro, é assumido que no passo k existe um

7

. - . f N
ensemble de N estimativas com erros (aleatérios) associados. Este ensemble, y, € R™N ¢

representado por:

s (kaly---,xkf“ ) (2.117)

Sendo que o subscrito f; representa o membro i do “forecast ensemble”, ou seja, o subscrito

f representa a fase previsao. A média do ensemble, ikf e R", é definida:

a1l
Xg :_Zxk (2.118)

A matriz do erro da covariancia do ensemble, Ekf eR™N , ¢ dada por:
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fal f, of f —f
(= :[xk1 =X e XN —xk] (2.119)

s 4, =f . 4, J L] 7
E importante notar que neste método, X, , isto é, a média do ensemble na fase forecast, é

considerada a melhor previsdo do estado. Sendo que, o erro é obtido pela diferenca entre a

melhor estimativa e o estado atual.

O erro do output do ensemble é dado por, Ej e RPN,

f,  of fn _of
Ey. :[ykl =Yoo VY ] (2.120)
O subscrito a representa a fase analysis e Y representa o vetor das medicoes.

As matrizes de covaridncia sdo aproximadas da respetiva forma: Pkf é aproximado por Pkf ,

Px;k é aproximado por Px;k e finalmente Py;k é aproximado por Py;k . Assim tem-se:

sfa b ey

K =N _1Ek (Ek ) (2.121)
5 f 1 flet \
nyk ZE-Ek (EYk) (2.122)
. 1 T

fo_ f(ef
P = 15 (B ) (2.123)

O vetor de estado da fase forecast é dado por:
f, - i
X = T (XE Uy )+ w (2.124)

Em que, f () representa a funcdo ndo-linear que descreve a evolucdo do modelo dinamico;

ueR" representa o vetor das entradas de controlo; W, representa o ruido relacionado com
processo e é definido como sendo branco, gaussiano, independente, nao-correlacionado, de

média zero e covaridncia Q, dada pelas equacgdes (2.44) e (2.45).

A matriz de covariancia do erro ¢ calculada com base em W, e converge para Q, a medida que

N — o [63].

Ao iniciar a fase measurement-update, calcula-se o ganho de Kalman, K, , da seguinte forma:
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Kk =P (If’f )71 (2.125)
Posteriormente, calcula-se o vetor de estado atualizado:
xB =x/ +K, (yk - h(xQi )) (2.126)
A fungdo h(-) descreve o modelo das medicdes.

O EnKF realiza um ensemble de assimilacido de dados em paralelo, em que i=1,...,N. Sendo

que:
A
Xp =W2Xk' (2.127)
i=1

O ensemble pode ser formado apenas com os estados quando o modelo do processo é nao-linear
e o modelo de medicoes é linear. Neste caso, as equacOes apresentadas anteriormente terao

ligeiras modificagoes.

E importante também realcar que neste algoritmo o calculo da variancia possui uma divisdo por

(N —1) em vez do expectavel N . Isto ocorre como fator de correcao a média da populacio

desconhecida, mais conhecido como correcao de Bessel. O objetivo é reduzir o bias presente nos

calculos da variancia [199].

A tabela 2.5 representa de uma forma sucinta o algoritmo EnKF. As equagbes desta tabela

seguem [63].

Filtro de Kalman de Ensemble:

Equacoes time-update (forecast):

Calcular o membro do ensemble: X:‘H =f (XE‘ Uy ) + W
T -f A 1 N f;
Calcular a média do ensemble: X, = WZXKI
i=1

Calcular a matriz do erro da covariancia

do ensemble:

Calcular o erro do output do ensemble Ey, = [ylﬁl S TR AR }

Calcular as matrizes de covariancia: P . E/ (E ! )T Pl = Iy ( ! )T
: 1k Vi YYk Vi \ Yk
9y
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Equacoes measurement-update (analysis):

. ¢ _Bf (Bpf V!
Calcular o ganho de Kalman: K, = - (PYYk )
Calcular o vetor de estado atualizado: X3 =X + K, (yk - h(x;i ))
oa 18 .
Calcular a média do estado: X = ] Xy

Tabela 2.5 — Algoritmo do Filtro de Kalman de Ensemble.

2.2.5.2 Vantagens e Limitacoes do EnKF
O EnKF pode ser definido como uma aproximacdo do filtro de Kalman que utiliza tanto
amostras estocasticas [54, 57] como deterministicas [59, 200], mais conhecidas por ensemble,

para representar a distribuicdo de estado.

O sucesso do EnKF deve-se em grande parte a sua simplicidade e capacidade de adaptacado
mesmo em sistemas de elevadas dimensées [51, 63]. Ao contrario do EKF, este é um método que
nao necessita da linearizacao e consequentemente, é livre de derivadas, uma vez que, utiliza o
modelo nao-linear diretamente. O EnKF foi projetado para solucionar algumas limitacoes do
EKF quando este é aplicado a sistemas de elevadas dimensoes. Estas limitacGes sdo por
exemplo, os enormes requisitos computacionais que estdo associados ao armazenamento e

integracdo direta da matriz de covaridncia do erro [198].

Uma das vantagens do EnKF é a propagac¢io dindmica e a transformagdo dos membros do
ensemble, que sao faceis de implementar e possuem um custo computacional relativamente

baixo.

Para um dado ensemble, independentemente do seu tamanho, o EnKF tem a capacidade de
fornecer um estado inicial 6timo, o que facilita na obten¢do de bons resultados. Em regra geral,
os seus resultados sao superiores aos restantes filtros (EKF, UKF e CKF), mesmo para tamanhos
de ensemble pequenos, isto é, tamanhos na ordem dos 50 a 100 elementos [63]. Em alguns
casos, possuir um namero limitado de membros do ensemble pode ser uma limitacao no sentido
em que mais facilmente sdo introduzidos erros na amostra da covariancia. Normalmente esta
limitacao é mais acentuada em problemas de maiores dimensoes, ou seja, com maiores janelas

de célculos.

O EnKF computa as perturbacées assumindo que estas evoluem linearmente, isto significa que
as perturbacoes sdo consideradas como gaussianas e assim permanecem em toda a janela de

assimilacdo. Esta caracteristica pode influenciar negativamente o desempenho do filtro, pois se
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o modelo e suas as perturbacoes forem (muito) nao-lineares ou mesmo se as janelas de anélise

forem muitos longas, a condi¢cdo gaussiana ja nao é adequada nem se verifica [53].

Uma vantagem do EnKF é que este atualiza os seus membros (ensemble) através de uma
deslocacao linear dos seus pontos, ao invés de recalcular os seus pesos, como ocorre nos
restantes algoritmos de Monte-Carlo. Esta caracteristica permite que o algoritmo se mantenha

estavel mesmo em problemas de elevada dimens3o e evite a degeneragio dos seus dados [51].

E importante ter em consideracio que mesmo perante um modelo perfeito, existe nao-
linearidades que provocam uma discrepancia entre os valores reais e os valores obtidos, tanto no
EnKF como nos restantes algoritmos. Na maioria das vezes, isto acontece devido a uma

subestimacdo da covariancia do erro durante a fase de previsao.

2.2.6 Outras Variacoes do Filtro de Kalman

E importante referir que as variacdes dos métodos de filtragem tdm como objetivo colmatar
alguma insuficiéncia existente nos métodos desenvolvidos até o momento. Mas é preciso ter
consciéncia que nem todas elas terao desempenhos satisfatérios em todas aplicacoes, pois cada
sistema/modelo tem carateristicas proprias que terdo de ser adequadas as capacidades dos
algoritmos. Ou seja, os métodos de filtragem terdo vantagens e limitagoes, desempenhos mais
favoraveis ou menos favoraveis, consoante as suas caracteristicas, as caracteristicas do sistema,

bem como, do desempenho final que se pretenda e do objetivo da missao.

Posto isto, nas ultimas décadas, verificou-se um aumento acentuado no aparecimento de novas
estratégias e métodos com o intuito de melhorar o desempenho da filtragem de Kalman. Por
exemplo, [201] propuseram uma versiao robusta e iterativa do EKF baseado no método de
maxima verosimilhanga. [202] incorporaram um algoritmo genético no EKF com o intuito de
otimizar as matrizes de covariancia e assim aumentar a estabilidade e precisdo em estimativas
rapidas. [203] apresentaram uma técnica que combina a informacao da funcao de densidade de
probabilidade a priori com a informacao a posteriori, de tal forma que aumenta a eficiéncia do
EKF. Esta proposta foi validada num problema de localizacao (2D) em que os angulos sdo a
Unica informacio emitida. [204] implementaram um EKF intervalado de modo a aumentar a

eficiéncia do classico EKF, numa situacdo de seguimento de misseis balisticos.

[205] propuseram um UKF condicionado com o objetivo de obterem maior precisao em testes
hibridos, ao modelar numericamente subestruturas. [206] implementaram um filtro UKF
robusto e adaptativo como solucdo para um problema de detecdao e diagnostico de falhas em
modelos ndo-lineares de veiculos aéreos supersonicos. [207] também desenvolveram um
método adaptativo baseado no UKF, com o intuito de estimar o estado de carregamento de
baterias (litio-ion) em veiculos tanto elétricos como hibridos. [208] propuseram um método
UKF sequencial para solucionar o problema de seguimento radar, quando as medicdes de

alcance e taxa de alcance estao correlacionadas. [209] desenvolveram um filtro UKF adaptativo
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para detetar mudancas repentinas na rigidez de sistemas estruturais quando estes sao expostos
a excitacoes induzidas por terramotos. [210] implementaram um filtro UKF robusto e
adaptativo capaz de reduzir simultaneamente o efeito do erro do modelo dindmico e o efeito do
erro do modelo das medicoes. Este método foi testado no seguimento de um veiculo durante
uma manobra orbital. [211] propuseram um filtro UKF modificado para sistemas nao-lineares

estocasticos e aplicaram-no na estimacao de uma 6rbita autonoma de satélites.

[212] implementaram um filtro CKF adaptativo para um sistema de navegacdo ultra rigido
acoplado de um veiculo hipersénico. [213] propuseram um CKF adaptativo de raiz-quadrada
para estimar a atitude de um veiculo aeroespacial. Os autores demonstraram que este método
melhora a estabilidade numérica do classico CKF, possui taxas de convergéncia superiores e
erros inferiores nas estimativas. [214] desenvolveram um filtro CKF melhorado em que a taxa de
convergéncia e a precisdo do filtro é superior ao classico CKF e ao EKF. Com o objetivo de
melhorar a precisao e rapida resposta em problemas de seguimento de manobras de alvos [215]
propuseram um filtro CKF com 5 graus de liberdade em que ha a interacio de multiplos

modelos em simultineo.

Estes sdo apenas alguns dos muitos exemplos existentes na literatura.

2.2.7 Conclusao

Neste capitulo foram introduzidos conceitos relevantes a compreensdo dos processos
estocasticos bem como conceitos de probabilidade e estatistica que sdo fundamentais para o
dominio da filtragem. Este capitulo também apresenta a filtragem de Kalman e os seus métodos
mais conhecidos, sendo estes: o Filtro de Kalman Estendido, o Filtro de Kalman Unscented, o
Filtro de Kalman de Cubatura e Filtro de Kalman de Ensemble, onde os respetivos algoritmos,

vantagens e limitacoes sdo analisados.
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Capitulo 3

3. Filtragem Nao Linear Adaptativa

As técnicas de filtragem sdo muito populares em engenharia devido as inimeras situacbes em
que ha a necessidade de estimar o estado de um sistema com base em medi¢des imperfeitas. Em
sistemas dinamicos lineares com modelos de observacao também lineares, o filtro de Kalman é
considerado a melhor ferramenta. Porém, a maioria dos sistemas reais sao nao-lineares, o que
impulsionou o desenvolvimento de técnicas capazes de lidar com estas caracteristicas. A mais

popular, principalmente no seguimento radar é o EKF.

O EKF é uma extensao do filtro de Kalman baseado nas séries de Taylor de primeira-ordem. A
ideia é substituir o modelo nao-linear pelo seu equivalente linearizado, mantendo a estrutura
classica do filtro linear. Porém, em sistemas (altamente) ndo-lineares, esta solucido tende a
divergir. As razoes estdo maioritariamente relacionadas com erros inerentes a modelagdo do
sistema e/ou as aproximacoes lineares utilizadas, bem como aos erros associados as matrizes de
covariancia. Assim sendo, o sucesso do EKF depende diretamente do pressuposto de que os
parametros a priori do sistema, as matrizes de covariancia e os momentos estatisticos do ruido
sdo adequadamente calculados. Esta é a maior dificuldade, uma vez que, as equacdes (exatas)
nio-lineares sdao aproximadas por um modelo de estimagdo sub-6timo. Por conseguinte, o
desempenho do filtro é afetado, podendo demonstrar sinais de instabilidade e divergéncia nos
seus resultados. Contudo, estes comportamentos podem ser atenuados por algoritmos de

filtragem adaptativa 6tima.

Deste modo, esta tese tem como principal objetivo propor um método de filtragem adaptativa

6timo baseado no EKF:

e Adaptativo porque pretende-se que o algoritmo ajuste os seus parametros
iterativamente a medida que novas medi¢oOes estdo disponiveis, ou seja, pretende-se que
os parametros sejam calculados online e que sejam atualizados em cada iteracdo. A

adaptabilidade do filtro (proposto) tem como principal objetivo:

1. Diminuir os erros inerentes a modelacao do sistema e/ou as aproximacoes
lineares. Este objetivo é alcancado através da recomendacao de um novo ponto
de linearizacao, que € atualizado (adaptado) a cada iteracao do filtro;

2. Diminuir os erros associados a matriz de covaridncia, sendo esta também
atualizada (adaptada) a cada iteracdo do sistema. Este objetivo é alcancando
através da implementacao de um fator de correcao;

3. Diminuir os erros associados aos momentos estatisticos do ruido através de

uma implementacio adaptativa das matrizes correspondentes.
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e Otimo porque pretende-se minimizar o erro final das estimativas. O RMSE (Root-

Mean-Square-Error) é o critério de validacao utilizado.
¢ Baseado no EKF porque este é 0 método mais utilizado no seguimento radar.

Assim sendo, esta tese propdoe um filtro de Kalman estendido melhorado, denominado por
improved Extended Kalman Filter (iEKF), onde a matriz de covariancia assume uma expressao
puramente estatistica calculada online, isto é, durante a operacao do sistema, de forma a que, os
seus valores possam ser ajustados (adaptados) em cada iteracio; e onde é proposto um novo
ponto de linearizacdo, que tal como a matriz de covariancia, é atualizado online de forma a
obter-se modelos de estimacdo que se aproximem do estado 6timo, para além da adaptabilidade

classica das matrizes de ruido.

Estes parametros sdo o maior foco do iEKF, porque qualquer erro associado ao seu calculo é
diretamente refletido num agravamento da estabilidade e convergéncia do filtro. Ao ser
implementada uma estrutura adaptativa pretende-se que estes parametros sejam ajustados
durante a atual operacao do sistema e assim obter resultados finais superiores. O iEKF tem uma
validacdo computacional em alternativa a validacdo matematica. Os resultados preliminares

foram apresentados em [171] e publicados em [216].

3.1 Técnicas Adaptativas Propostas

Nesta secgdo sdo descritas as técnicas propostas nesta tese: adaptabilidade do ponto de
linearizagdo do modelo dindmico e das medigGes, bem como ao célculo a priori da matriz de

covariancia e a adaptabilidade das matrizes de ruido.

3.1.1 Ponto de Linearizacao

A linearizacdo é um passo muito importante na implementacio do algoritmo, seja este o EKF ou
o iEKF, primeiro porque é muito suscetivel a erros e, segundo, porque permite que o filtro
beneficie ao méaximo de toda a informacdo a priori disponivel. Dai ser um passo que exija

cautela.

Se varias lineariza¢Ges consecutivas ndo representarem uma boa aproximacao do modelo, o

filtro apresentara um comportamento divergente e erratico.

Uma das limitacoes do EKF sdo os erros de truncamento oriundos da linearizacdo, ou seja,
provenientes das aproximacdes baseadas nas series de Taylor de primeira-ordem. Estes erros

terdo maior magnitude dependendo:

1. do nivel de nao-linearidade do sistema, ou seja, quanto mais nao-linear for um sistema,

maior a probabilidade de haver erros nas suas aproximacoes.
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2. da discrepancia entre o ponto de linearizacao utilizado e o seu valor real.

3. das préprias matrizes Jacobianas que em alguns casos sao dificeis de calcular.

Desta forma, esta tese propée um novo ponto de linearizagdo com o intuito de atenuar alguns

destes erros e as suas consequéncias.

No que se refere a sistemas dinamicos, a abordagem classica é efetuar a linearizagdo em torno
da dltima estimativa do estado, ou seja, o ponto de expansdo é dado pela estimativa mais
recente do vetor de estado®, a estimativa a posteriori. O problema estid quando este ponto nao é
igual ou préximo do valor “real”, pois a utilizagdo de um ponto inadequado introduz erros nas

equacoes do filtro.

De acordo com a teoria de analise matematica [217, 218], matrizes Jacobianas de ordem-i visam
transformar func¢ées de um espago nao-linear de ordem-i em um espaco linearizado. Neste
procedimento as matrizes Jacobianas s3o calculadas em relacdo ao ponto de expansdo
matematico. Mas tal como anteriormente, em casos altamente nao-lineares este ponto apresenta

uma discrepancia do valor “real”.

De forma a reduzir a diferenca entre o ponto de linearizacao escolhido e o seu valor correto, esta
tese propoe utilizar como ponto de expansao o valor entre a Gltima estimativa do estado e o
ponto de linearizacio matematico do modelo, ou seja, utilizar a média entre a estimativa a
posteriori e o ponto de linearizagdo obtido matematicamente. Assim sendo, as matrizes

Jacobianas sdo calculadas através das seguintes expressoes:

e Amatriz Jacobiana A, de derivadas parciais da funcao f () em relacdo a X é dada por:

_of (x,u) |
A= o (Rt (3.1)
2

U:Uk71

Sendo que, X" é o ponto de linearizacio do modelo obtido por:

li - A
X =K+ A (Xk—l - Xk—l) + W (3.2)

Em que, X, representa o vetor de aproximacao dado por:

16 H4 autores que defendem o uso da estimativa a priori do vetor de estado. Contudo, o uso da estimativa a
posteriori fornece resultados mais precisos pelas razoes obvias: este ponto esta atualizado, filtrado e teve
em conta as medicoes mais recentes.
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% ~ T (X 1,Uy 1) (3.3)

f() representa a funcio ndo-linear que descreve a evolucio do modelo dindmico; Ue R’
representa o vetor das entradas de controlo; X, representa o vetor atual do estado do sistema;
W, representa o ruido relacionado com processo e é definido como sendo branco, gaussiano,
independente, ndo-correlacionado, de média zero e covariancia Q, dada pelas equagoes (4.44) e

(4.45); X, representa a estimativa a posteriori do vetor de estado, no instante k e é definida

por:

X = )A(k\k—l + Ky (Yk - h()’zk\k—l)) (3-4)

A equac@o (3.4) resulta das equacdes measurement-update do filtro. K, representa o ganho do
filtro de Kalman no instante k ; y, representa o valor atual do vetor de medi¢Ges no instante

k;h () representa a funcdo que descreve o modelo das medigoes.

e A segunda matriz Jacobiana H, de derivadas parciais da funcdo h() em relacdo a X

dada por:
o oh(x)
k= OX X_(y(k+h(xk'0)) (3'5)
- 2
Sendo que,
¥« ~h(%,,0) (3.6)

Desta forma, as matrizes Jacobianas, A, e H, possuem um caracter adaptativo, sendo
atualizadas a cada iteracdo do filtro. Estas matrizes dependem diretamente das medigbes Yy, e

estimativas X, mais recentes e por isso, tém de ser calculadas no momento atual (online), isto €,

nao podem ser calculadas off-line.

Perante uma situacdo em que o calculo online nao é uma opgdo, a tnica alternativa é efetuar
uma linearizacdlo em torno da trajetéria nominal, pois esta pode ser conhecida

antecipadamente. Esta solu¢do representa uma reducdo na carga computacional, mas também

menor precisao nos resultados. Outro aspeto a ter em consideracéo, é que, se as funcoes f () e

h() forem descontinuas, nao se pode aplicar nem o EKF nem o iEKF.
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A ——— estado filtrado
f(x) — cstado “real”
= |inha tangente
X, ponto de linearizagdo

Ponto de linearizagio

@ novo ponto de linearizacdio proposto nesta tese
@ ponto de linearizacdo se a reta tangente da fungdo ndo-linear for usada

@ ponto de linearizagdo se a estimativa mais recente do vetor de estado for usada
Figura 3.1 — Ilustracao dos pontos de linearizacgao.

A figura 3.1 ilustra a escolha do ponto de linearizagao proposto nesta tese (o ponto a vermelho).
O ponto marcado a preto representa o ponto utilizado quando a estimativa mais recente do
vetor de estado é usada. O que se verifica é que, na maioria dos casos, este valor difere do valor
real, logo o uso tinico deste valor nao € a escolha mais pertinente. O mesmo ocorre com o ponto
representado a cinzento. Este ponto é obtido pela reta tangente a funcao nao-linear, ou seja, € o
ponto do modelo matematicamente linearizado, mas tal como o anterior, em situagées muito
nao-lineares, verifica-se que este também difere do valor real. Por isso, o uso tinico deste ponto
também nao representa a melhor solucdo. Assim sendo propde-se a média entre estes dois
pontos (ponto representado a vermelho) como ponto de expansao da linearizacdo em sistemas
(muito) nao-lineares, de forma a obter um ponto mais préoximo do valor real e assim minimizar

os erros da aproximacao e aumentar a estabilidade do filtro.

3.1.2 Matriz de Covariiancia

Um outro pardmetro que esta tese propoe melhorar é a matriz de covariancia a priori. Isto
porque, uma propagacao erratica da matriz de covariancia compromete o desempenho geral do

filtro, principalmente a sua convergéncia.

71



A preocupacdo com as matrizes de covaridncia deve comecar logo na estimativa inicial Py, que é

assumida e possui um papel fundamental, pois um inicio erratico, dificilmente é corrigido.

7

A covariancia é responsavel por refletir o grau de confianga que se tem nos resultados da

filtragem, ou seja, valores de P baixos, indicam maior confianca nas estimativas e assim sendo
a estimativa atual possui um maior peso na atualizacdo do estado seguinte. Enquanto, valores de
P altos demonstram menor confiancga nas estimativas, logo, as medi¢Ges tém um maior peso na

atualizacio do estado seguinte.

A matriz de covariancia é dada pelo segundo momento estatistico do estado, ou seja:

P =€([x-E()[x-E(] )

= {[Afx- 2w AL
=E(A[x-E(x)][x-E(x)] A"+

Alx-E(x)Jw" +

W[X— E(X)]T AT +WWT) (3.7)
- AE([X— E(x)][x- E(X)]T)AT

AE([x—E(x)]w" )+

E(W[X— E(x)]' )AT +E(ww")

=APA" +Q

A equacdo (3.7) possui indice, ou seja, os seus pardmetros variam com K , mas esta notacdo nao

foi denotada de modo a simplificar a equacao.

De forma a melhorar eficientemente a matriz de covariancia a priori, esta tese propée um
calculo adaptativo, em que a matriz é estimada e ajustada com base na ltima estimativa da
matriz de covariancia e através da analise dos residuais (ou inovacgdes) a medida que novas
medicOes sao realizadas. Por outras palavras, é proposto o uso da norma de Frobenius da matriz
de covariancia (cruzada) como fator de correcao. Isto porque, a norma de uma matriz possui a
capacidade de quantificar os erros e perturbacées do sistema, e neste caso, comportar-se como

um fator de correcao.

Assim sendo, a matriz de covariancia a priori proposta é definida por:

P
Pek1 = (3-8)
[Fo e

Sendo que, B _; é oresultado atualizado da matriz de covariancia obtido no passo anterior:
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Ro=(1- Kka)Pk\k—l (3.9)

||||F representa a norma de Frobenius da matriz e P, representa a matriz de covaridncia-

cruzada dada por:

Py = E[exxe;y] (3.10)
Onde,
€ = [Xk—l - )A(k\k—l:| (3.11)
€y =[yk - h(*k\m)} (3.12)
ex € €, representam os residuais do modelo dindmico do processo e das medigdes,

respetivamente; X, ; representa o vetor de estado no passo (k—l); X,_, representa a

estimativa do vetor de estado; Yy, _, representa o vetor das medic¢oes também no passo (k —1) .0
uso do termo h()?k‘kfl) permite que haja um mapeamento direto entre as medicoes e o estado,

consequentemente, proporciona uma convergéncia mais rapida do filtro.

Ao utilizar a equacao (3.10) evita-se o envolvimento direto das matrizes Jacobianas e os erros a

elas associados, assim sendo, obtém-se resultados mais precisos.

Nos casos em que o vetor de estado e o vetor de medi¢oes possuem a mesma dimensao, diz-se
que ocorre uma normalizacao perfeita, caso contrario ocorre uma extensao da normalizagdo sem

impacto negativo nos resultados.

E importante ter em conta que:

e Se, em alguma situacgao " ny”F for igual a zero, deve-se utilizar o dltimo valor nao nulo

da covariancia, ou seja, utiliza-se o tltimo valor de Pk‘k_l nao nulo. Contudo, este sera

um caso extremamente raro, uma vez que, ”ny”F é baseado em residuais e estes nao

serdao nulos em sistemas reais.

. ”ny”F toma valores nulos em sistemas deterministicos com ruido inexistente, e neste

caso a equacdo (3.10) ndo serd apropriada.
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3.1.3 Matrizes de Ruido
As incertezas presentes nas matrizes de ruido, tanto do processo (matriz Q) como das

observacoes (matriz R), possuem um impacto significativo no desempenho do filtro. Por
exemplo, a solucdo do EKF tende a divergir quando estas matrizes sdo inadequadas, ou seja,

quando os seus valores (assumidos) nio sdao os mais corretos. Isto porque, Q e R influenciam o

peso que o filtro aplica nas informac6es mais recentes do processo e das medicées.
Convencionalmente, a matriz R ¢é assumida com base no conhecimento a priori dos

instrumentos de medicao e a matriz Q é definida através de um processo de tentativa-e-erro ou

através da experiéncia do utilizador ou mesmo através de uma anéalise empirica intensiva.
Na pratica, estes valores sdo geralmente fixos e iguais durante todo o processo de estimacgao.
Esta inflexibilidade influéncia o desempenho do sistema negativamente, principalmente em dois

aspetos:

e Primeiro, os valores das matrizes Q e R dependem do meio envolvente do sistema e

da sua propria dindmica. Ou seja, obter uma andlise fidvel a priori, mesmo que

intensiva, € muito improvavel,

e Segundo, o ajuste (tunning) a priori do filtro é complicado e exige vérios anos de
experiéncia do utilizador, o que dificulta a sua aplicacdo bem-sucedida em campos mais

amplos.

De forma a combater estas limitacdes e com o objetivo de aumentar a robustez do iEKF, esta
tese propoe o uso da estimacdo adaptativa baseada na inovacao, inicialmente proposta por

[219]. Assim sendo tem-se [8]:

Re=Cu — Hkpk\k_lHlI (313
Qc = K Cy Ky (3.14)

Onde, H, representa a matriz Jacobiana de derivadas parciais da funcao h() em relacdo a X
definida pela equacao (3.5); Pk‘k_l ¢ a matriz de covariancia a priort; K, representa o ganho do

filtro de Kalman no instante k ; C,, é a matriz de inovacio dada por:

1
Cu = WZU.UT (3.15)

Sendo, u=[yk - h()A(k‘kf1 )} representa a discrepancia entre as medicOes e a estimativa mais

recente.

74



3.2 Algoritmo Proposto - iEKF

Para um determinado sistema dindmico nao-linear dado por:

Em que, xeR" representa o vetor de estado no instante k; f(-) representa a func¢éo ndo-

linear que descreve a evolucio do modelo dinAmico; U e R" representa o vetor das entradas de

controlo; W, representa o ruido relacionado com processo e é definido como sendo branco,
gaussiano, independente, ndo-correlacionado, de média zero e covaridncia Q, dada pelas

equacgoes (3.14).

O modelo de medigoes é dado por:

Y = h(xk)+vk (3.17)

Em que, y€R™ representa o vetor das medicdes; h() representa a funcdo nao-linear que

descreve o modelo das medicdes; Vv, representa o ruido relacionado com medicoes e é definido
como sendo branco, gaussiano, independente, nao-correlacionado, de média zero e de

covaridncia R, dada pelas equacoes (3.13).

O primeiro passo do algoritmo iEKF é a linearizacdo do modelo do sistema e das medicGes, de

modo a substituir as fun¢6es nao-lineares por fungdes linearizadas. Assim sendo tem-se:

Yy =¥+ H, (Xk — Xy )+ Vi (3.19)

Sendo que, X, e Yy, representam, respetivamente, o valor atual dos vetores de estado e das
medicOes no instante K ; X, representa a estimativa a posteriori do vetor de estado, no instante

k; X, e ¥, representam, respetivamente, os vetores de aproximacao do estado e das medicoes

definidos por:

K~ f (R Ugy) (3-20)

¥ ~h(%,) (3.21)

X, representa a estimativa a posteriori do vetor de estado, no instante k ; A corresponde a

matriz Jacobiana dada pela equagdo (3.1); H, corresponde a matriz Jacobiana dada pela
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equacao (3.5). Ao utilizar as expressoes (3.1) e (3.5), a linearizagao é feita em torno de um ponto
mais proximo do seu valor real. E assim sendo, o filtro possui uma maior capacidade para lidar
com as nao-linearidades dos modelos. Para além de que, terd um comportamento mais estavel e

estimativas mais precisas.

As equacées time-update do iEKF sao dadas por:

)A(k\k—l =f (f(k—lvuk_l) (3.22)
P
P = k-1
k-1 ”ny”F (3.23)

Onde, X representa a estimativa a priori do vetor de estado; f () representa a fun¢ao nao-

klk-1
linear que descreve a evolucdo do modelo dindmico; U,_; € o vetor das entradas/controlo, no

instante k —1; Pk“H é a matriz de covaridncia a priori; B,_; representa a matriz de covariincia

a posteriori, no instante k—1; P, representa a matriz de covariancia-cruzada dada pela

equacao (3.10);

||F representa a norma de Frobenius.

Em relacdo ao grupo de equagdes measurement-update, estas mantém-se iguais ao EKF e sao

dadas por:
Ki =Py tHi (HiRgeHE + R, )fl (3.24)
X = )A(k\k_l +Ky (Yk - h(kk\k_l)) (3-25)
Ro=(1-KHy) Pk (3.26)

Sendo que, K, representa o ganho do filtro de Kalman no instante k ; H, representa a matriz
Jacobiana dada pela nova equacdo (3.5); R, é a covaridncia do ruido associado as medicoes e é
dada pelas equagdes (3.13); X, representa a estimativa a posteriori do vetor de estado; | é uma

matriz identidade; B, é a estimativa a posteriori da matriz de covaridncia.

E necessario ter em conta que apesar das expressdes matematicas do grupo measurement-

update serem as idénticas ao EKF, estas terdo valores e resultados diferentes, pois o novo ponto
de linearizacdo tem um impacto direto na matriz H, que consequentemente influencia os
valores do ganho de Kalman e da matriz de covariancia a posteriori. O mesmo ocorre em relacao

a nova expressao de Pk‘k_l e R, , que possuem uma influéncia direta no ganho de Kalman e na
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matriz de covariancia a posteriori. Ou seja, apesar das expressdes serem idénticas, todas elas

terao valores diferentes do classico EKF.

A tabela 3.1 descreve o algoritmo do iEKF de uma forma sucinta. O iEKF é um algoritmo mais

robusto, com parametros adaptativos eficientes e faceis de implementar. A sua estrutura

adaptativa permite que filtro tenha capacidade de melhorar e adaptar os seus resultados de uma

forma auténoma e ideal, sem parametros artificiais nem empiricos.

Inicializacao do iEKF:

Assumir o vetor de estado inicial:
Assumir a covariancia inicial:

Assumir uma matriz R, inicial:

Assumir uma matriz Q, inicial:

Equacoes time-update:

Calcular a estimativa a priori (previsao) do vetor de estado:

Calcular a estimativa a priori (previsao) da covariancia:

Equac6es measurement-update:

Calcular o ganho do filtro de Kalman:

Calcular o vetor de estado a posteriori (estimativa

atualizada):

Calcular a covariancia a posteriori (estimativa atualizada):
Atualizar a matriz de ruido R, :

Atualizar a matriz de ruido Q, :

Xy =X,
P = Phicia
Ro = Rinicial
Qo = Qinicial

Xes = | (X1 Uica)
P
By

Pk\k—l =

F

-1
Ky = Pk\k—lHII (Hkpk\k—lHII + Rk)

Rie = Rygea T Ky (yk - h(kk\k—l))
R :(I - Kka)Pk\k—l
R =Cu —H(R HII

k1

Qk = Kkak Kg

Tabela 3.1 — Algoritmo do iEKF.

3.3 Conclusao

Este capitulo apresenta um algoritmo de filtragem robusto e adaptativo denominado por iEKF,

isto é, improved Extended Kalman Filter, onde para além da adaptabilidade classica das

informacoes estatisticas, também é proposto uma matriz de covariancia adaptativa e um novo

ponto de expansao das matrizes Jacobianas que confere adaptabilidade as matrizes de transigao.
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Capitulo 4

4. Simulacoes Numeéricas

Este capitulo tem como principal objetivo validar os parametros adaptativos propostos no
capitulo 3 em problemas de estimacao de seguimento radar. Os casos de estudo sdo a estimacao
de oOrbitas de satélites artificiais, transferéncias orbitais, reentradas na atmosfera de veiculos

aeroespaciais e a estimacdo de trajetorias de aeronaves comerciais.

Assume-se que o radar/sensor” estd num ponto fixo da superficie terrestre e que este fornece
observacoes em relacdo a distancia radar-alvo e aos angulos de azimute e elevacdo, ou seja,
fornece as coordenadas esféricas do alvo. A finalidade é possuir informacGes precisas sobre a

posicao e velocidade dos veiculos aeroespaciais.

Nos casos de estudo sdo implementados tanto o algoritmo do EKF, descrito na seccao 2.2.2,
como também o algoritmo do iEKF, proposto no capitulo 3. Estes métodos sdo analisados e

comparados.

4.1 Caso 1: Orbita de um Satélite Artificial

Geralmente, a estimacdo de 6rbitas tem como proposito estimar os parametros que definem a
dindmica orbital. Por outras palavras, o processo de estimacdo de 6rbitas tem como principal
objetivo estimar e prever o estado de um satélite artificial a partir de observacoes feitas através

de um radar.

A dinamica do satélite é descrita por um conjunto de equacoes aproximadas, em que o grau de
aproximacio pode ser ajustado consoante a missdo. Isto porque, as 6rbitas sdo influenciadas por
um conjunto de forcas externas (forca gravitacional terreste, resisténcia atmosférica, pressao da
radiacdo solar, marés, gravitacdo de miltiplos corpos celestes, os proprios propulsores, entre

outros) que sao dificeis de modelar e prever.

A modelacao de todas estas forcas é um processo de elevada complexidade, que resulta num
conjunto de equagbes dindmicas muito nao-lineares. Semelhantemente, as
observacoes/medicoes também sdo nao-lineares em relacdo a dindmica do objeto e as varias

influéncias que muitas vezes nao estio incluidas nos modelos de observacao.

A seccao seguinte apresenta os modelos matemaéticos utilizados para calcular a posicdo e

velocidade do satélite, bem como os modelos matematicos utilizados na observacao dos dados.

17 Casos reais de estimacao de drbitas em torno da Terra requerem mais do que um sensor, distribuidos
geograficamente, de forma a obter-se uma cobertura total da trajetéria. Contudo nesta tese, é assumido
apenas um sensor. Assume-se que este é capaz de fornecer uma cobertura total, mesmo que fisicamente
impossivel, pois o objetivo da tese é validar o método proposto.
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4.1.1 Localizacao do Radar

Assume-se que o radar esta situado em Lisboa e possui as seguintes coordenadas:

lat, 4, =0,67676 rad (4.1)

long,,gar =—0.15944 rad (4.2)
hradar =45m (4.3)

Que correspondem a latitude, longitude e altitude (em relacdo ao nivel do mar). Estas

coordenadas sdo convertidas em coordenadas cartesianas:

X agar = 4915855,810164245 m (4.4)
Yiagar = —790499, 2027175036 m (4.5)
Zyier = 3972946,110957089 m (4.6)

As equacoes (4.4 - 4.6) representam a posicao do radar num referencial que possui o centro da

Terra como origem.

Os parametros universais referentes ao planeta Terra utilizados durante a computacao sio

definidos por:
Frorra = 6378x10° m (4.7)
Grerra = 6,67 %107 Nm? / kg? (4-8)
MTerra =5, 97 X1024 kg (4-9)
:uTerra = GTerra * M Terra (4'10)

Em que, I, corresponde ao raio da Terra, G, é a sua constante gravitacional, M,

representa a sua massa e L, corresponde ao seu parametro (constante) universal.

4.1.2 Modelo Dinamico

As equacoes da dindmica de um satélite em torno do campo gravitacional da Terra podem ser

descritas por coordenadas esféricas [220]:

F=r6?sin? g +rgf — Aoy, (4.11)
r
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résing =-2résing —2rég cosg +u, (4.12)
rd =—2¢d +ro”sing cosd +u, (4.13)

Onde, f4g,, € o pardmetro da Terra dado pela equacdo (4.10); r ¢é a distancia radial entre o
satélite artificial e o centro da Terra; € € o angulo entre o eixo X e a projecao de r no plano XY;

@, € o angulo entre o eixo Z e o vetor I, tal como mostra a figura 4.1; (ur Uy, U ¢) representam

os componentes da aceleracio na direcido de (ir g, i¢) respetivamente.

Neste caso, a dindmica do satélite ¢ modelada como um ponto de massa.

}J’

X

Figura 4.1 — ITlustracao do referencial que define as equacoes da dindmica de um satélite artificial.

As equacoes (4.11 - 4.13) podem ser reescritas tendo em conta as perturbacoes na aceleracao que

o satélite sofre devido aos potenciais gravitacionais da Terra. Geralmente, estes sdo suficientes
para determinar as principais acelera¢des causadas pelo segundo harménico zonal, J,. Assim

sendo, tem-se [220]:

Yy - 3 3cos’ g1
F =rd*sin® g +rg’ —%+§/ﬁerra 3y Frerra -r—4¢+ur (414)
. =200 u
0 =———— 204 cotp +—2
; ¢ cotg, rsing (4.15)
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—2¢¢ 2
r

. u
+6%sing, cosg, +3yTerra-J2-%-cos¢, sing, +T¢ (4.16)

Em que, J, =1,0826x107°.

Para além das equacbes da dindmica é necessario definir os pardmetros orbitais, representados

na figura 4.2.

l’ a
perigey &
, hp ha
——p >

p ' Va

Figura 4.2 — Representacdo dos parametros orbitais de uma elipse.

Sendo que, hp representa a altura desde a superficie da Terra até o perigeu; h, representa a
altura desde a superficie da Terra até o apogeu; I, representa a distancia do centro da Terra até

ao perigeu; I, representa a distdncia do centro da Terra até o apogeu e finalmente a e b

representam o semieixo maior e menor da elipse, respetivamente.

4.1.3 Simulacoes e Resultados

A orbita eliptica é inicialmente projetada com as seguintes dimensoes:

h, =400x10°m

h, =200x10°m

Sendo que os restantes parametros sdo obtidos através [221, 222]:
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My = Frera + 1, (4.17)

ra = rTerra + ha (4'18)
=T
e=
nr (4.19)
r,+r
a=——2F (4.20)
2
3
T=21 |2 (4.21)
Hrerra

Em que h;, h,, r, e r, sdo os pardmetros definidos na figura 4.2; I, corresponde ao raio da
Terra dado pela equacao (4.7); e corresponde a excentricidade da 6rbita e em 6rbitas elipticas o
seu valor é 0 <e<1; a corresponde ao semieixo maior da elipse; T corresponde ao periodo de
uma trajetoria completa; i, corresponde ao pardmetro universal da Terra dado pela equacao

(4.10).

A tabela 4.1 apresenta os valores destes parametros orbitais.

Paridmetros Simbolo Valor
Altitude do Perigeu h, 200 km
Altitude do Apogeu h, 400 km

Raio do Perigeu r 6578 km
Raio do Apogeu f 6778 km

Semieixo Maior a 6678 km

Excentricidade da Orbita e 0.01497
Inclinacdo da Orbita I 10°deg

T

Periodo da Orbita 5433.74693sec = 90.56 min

Tabela 4.1 — Caso de Estudo 1: Elementos Orbitais.

As equacgées (4.14 - 4.16) sdo implementadas de forma a obter-se uma trajetoria de referéncia.
Esta orbita é simulada em Python e com o auxilio do método de Runge-Kutta de quarta ordem -

RK4 (anexo E). Para tal, considerou-se as seguintes condigoes iniciais:

[r v 00 ¢ §]=
[6,57800e + 06 —1,29764e—01 1,156332—03 1,15633e—03 1,48353¢+00 0,00000e+00]

O resultado esta representado na figura 4.3.
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z[m]

*[m) 4 .

Figura 4.3 — Caso de Estudo 1: Representacao 3D da orbita de referéncia.

O radar posicionado em Lisboa, com as coordenadas descritas em (4.4 — 4.6), fornece as

medicGes desta trajetéria através da expressao:

[y2 2 2

Y, = tanl[%}rvzk (4.22)
k

[z
sin l(—kj+v3k
rk '

Considerou-se os seguintes valores para o desvio padrao do erro:

oo =001 oy =+0.1
o, =10 o,=v2 o,=42
o, =90 o, =+/90

Em que o, e oy representam o desvio padrdo utilizado nas matrizes de covariancia Qy e Ry

respetivamente; o, 0, e 0, representam, respetivamente, o desvio padrao utilizado no ruido
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associado as medicGes feitas pelo radar, ou seja, associado a cada coordenada (r, 0, ¢) ; Oy € 0y

representam o desvio padrao associado as matrizes do ruido w, e Vv, , respetivamente.

As medigbes obtidas pelo radar estdo representadas na figura 4.4. Ainda em relagio a esta
figura, é importante notar que, a coordenada r também possui ruido, da mesma forma que 6 e

@ , mas como a escala desta coordenada é bastante grande, o seu grafico aparenta ser uma linha.

le7

—— Medigbes
—— Trajetdria de Referéncia

0.4

r T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
=250 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000 3250 3500 3750 4000 4250 4500 4750 5000 5250 5500
Tlsl
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Figura 4.4 — Caso de Estudo 1: Medicoes realizadas pelo radar.

O vetor de estado é composto pelas coordenadas cartesianas do satélite e assim sendo é dado

por:

X =[% Yo z] (4.23)

Para inicializar os algoritmos (EKF e iEKF) foi assumido os seguintes valores:

X, =[5279549,85228 6104,90287 3923823,12641]

7,124789 7,124789 7,124789
P, =|7,124789 7,124789 7,124789
7,124789 7,124789 7,124789

Neste caso, a matriz de covaridncia é uma matriz de (3>< 3) . E importante referir que todos os

valores e condicGes aqui descritos sdo exatamente iguais para ambos os filtros, ou seja, sdo
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exatamente iguais para o EKF e iEKF. Pois, ao manter-se todas as condigOes iniciais iguais,
garante-se que a diferenca nos resultados se deve tinica e exclusivamente as alteracgGes

propostas nesta tese. Este principio é aplicado a todos os casos de estudo.

As matrizes Jacobianas sdo obtidas através das seguintes expressoes:

o, or, or | X, % OX |
x oy a o 00 og
Akzaaixk % % e sz% % %y—; (4.24)
) o, oz, or
w oy a %0 o

Sendo que, as coordenadas esféricas sio dadas por: r, =X +YyZ+2, 6 =tan! [ﬁ}
X
k

. oq| Z . ~
@ =sin 1(—'(} e as coordenadas cartesianas sdo dadas por: X, =T, COSH, COSd,,
g

Yy =K Sing, cosg, , z, =1, sSing, .

Para comparar ambos os métodos (EKF e iEKF) de uma forma justa e direta, utilizou-se o RMSE

(Root Mean Square Error), isto é, o indice de desempenho definido pela raiz quadrada do erro
da estimagdo, sendo T, o ntimero total de passos utilizados na simulagéo, ou seja, o ntimero de

time-steps. O RMSE foi calculado tanto para a posicao como a velocidade:

Ts

2 2 2 %
[(Xk =) (=) + (72 }

RIVISEPOSi(;éloK =| = T (4.25)
s
T, LV
> (v |
RMSEVeIocidadek = 7T— (4.26)

Sendo que, V, é a velocidade de referéncia obtida por: V, = /X% + V¢ + 2} e \7,( é a velocidade

estimada obtida por \7k = \/)A(f + 95 + 25 .
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As figuras 4.5 até 4.8 demostram os resultados do RMSE obtidos para a posicao e velocidade,
onde a linha azul representa o RMSE do EKF e a linha a vermelho o RMSE do iEKF. A figura 4.5
e 4.7 ilustram uma comparacao entre os dois filtros. As figuras 4.6 e 4.8 apresentam apenas os

resultados do iEKF, de modo a permitir uma anélise mais detalhada sobre este.

11
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— [EKF
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71
2 97
2
é
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Tls]
Figura 4.5 — Caso de Estudo 1: Comparacao do RMSE do EKF e iEKF para a posicao.
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Figura 4.6 — Caso de Estudo 1: RMSE do iEKF para a posigio.
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Ao analisar os graficos verifica-se que o uso das técnicas propostas, permitem resultados mais
precisos, sendo que o iEKF apresenta um erro inferior a 0,21 m e o EKF um erro inferior a 11 m
aproximadamente, para a posicdo. Em relacao a velocidade, figuras 4.8 e 4.9, o iEKF apresenta

um erro inferior a 0,42 m/s e o EKF um erro inferior a 23 m/s, aproximadamente.
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Figura 4.7 — Caso de Estudo 1: Comparac¢do do RMSE do EKF e iEKF para a velocidade.
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Figura 4.8 — Caso de Estudo 1: RMSE do iEKF para a velocidade.

E possivel observar pela figura 4.7 que o EKF possui oscilacdes mais acentuadas que o iEKF

(figura 4.8), este comportamento é derivado da instabilidade tipica e ja bem conhecida do EKF
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ao lidar com sistemas muito ndo-lineares. Em contrapartida, o iEKF possui uma maior
estabilidade e uma menor oscilacido dos seus picos, ou seja, os resultados sdo mais constantes, o

que significa que este algoritmo lida melhor com as nao-linearidades dos modelos.

Outro fator importante de ser mencionado é a complexidade computacional: o iEKF e o EKF
possuem o mesmo grau de complexidade e consequentemente o mesmo tempo computacional.

Ou seja, as novas alteracdes nao influenciam negativamente o tempo computacional do iEKF.

Em suma, para condi¢des de inicializacdo e ruido idénticas, verifica-se que o iEKF possui um

desempenho superior.

4.2 Caso 2: Transferéncia Orbital

As transferéncias orbitais ocorrem quando um veiculo aeroespacial se desloca de uma orbita
para outra. Estas transferéncias podem ser dramaticas (por exemplo, no caso de uma mudanca
de uma oOrbita baixa de estacionamento terrestre para uma o6rbita interplanetaria) ou suaves

(por exemplo, nas fases finais de uma operacao de rendezvous).

Neste caso de estudo, é considerado uma transferéncia orbital de Hohmann para um satélite
artificial. Normalmente, os satélites possuem Orbitas especificas dependendo dos seus objetivos
de missdo. Contudo, na maioria dos casos, esta 6rbita ndo é alcancada diretamente a partir do
lancamento, seja devido ao tipo de veiculo langador, ou devido ao local de langamento ou
simplesmente porque o custo de combustivel necessario para atingir a 6rbita final logo no inicio
é demasiado dispendioso. Independentemente do motivo, sdo necessarias manobras orbitais
que provoquem mudancas ou transferéncias orbitais para que o objetivo de missdo seja

alcancado.

As manobras sao realizadas através de propulsores que estdo a bordo. Normalmente, embora
nem sempre, sdo realizadas numa sequéncia de rajadas de curta duracao e muitas vezes em mais
de um ponto da orbita. Isto porque, o ajusto orbital com apenas um impulso implica que a
orbita inicial e final tenham pelo menos um ponto em comum. A razdo fisica é que apds o
impulso ser aplicado numa determinada localizacdo da o6rbita, esta altera-se e repete-se a si
mesma passando sempre no ponto em que foi aplicado o impulso. A tinica forma de obter uma
orbita final que ndo intersecte com a 6rbita inicial, é aplicar multiplos impulsos. Este é o caso de

estudo seguinte, em que é considerado uma transferéncia de Hohmann coplanar.

4.2.1 Modelo Dinamico

A transferéncia de Hohmann foi inicialmente criada para solucionar o problema de
transferéncia orbital entre duas 6rbitas circulares, sendo que a 6rbita de transferéncia possui a
forma eliptica. Esta transferéncia tem como principal objetivo identificar a mudanca orbital de

menor consumo de combustivel, o que é equivalente a identificar a transferéncia com o menor
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AV, - Neste caso de estudo, assume-se que os propulsores reagem de uma forma impulsiva, ou

seja, todas as mudancas na velocidade sdo instantaneas.

De acordo com o principio de transferéncia orbital de Hohmann, a mudanca de uma o6rbita

circular de raio I, para uma orbita coplanar e concéntrica também circular de raio r,, requer

uma oOrbita de transferéncia eliptica em que o seu perigeu corresponde a I;, ou seja, I, =F €0

seu apogeu corresponde a I, , ou seja, I, =T, , tal como representado na figura 4.9

Num determinado ponto da 6rbita 1 é aplicado um impulso na direcdo de voo para incrementar

a velocidade Av,, de forma a que, o veiculo aeroespacial transite da orbita 1 para a orbita de
transferéncia (6rbita eliptica). Posteriormente, é feito outro incremento de velocidade Av,, de
modo a que o veiculo transite para a segunda o6rbita circular (6rbita 2). Se Av, néo for efetuado,

o veiculo permanece na orbita de transferéncia.

Orbita 2

Orbita de Transferéncia

-y
- -

Orbita 1

apogeu

Figura 4.9 — Representacao de uma transferéncia de Hohmann.

O semieixo maior, a, da 6rbita de transferéncia é dado por [221-224]:

. L+,
rans 2

(4.27)

Em que I, corresponde ao raio da érbita circular inicial (6rbita 1 da figura 4.9) e r, corresponde

ao raio da orbita circular final (6rbita 2 da figura 4.9).
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As respetivas velocidades sdao dadas por [221-224]:

V1 — f/uT;rra (4.28)
1
2
Vtransl — Hrerra _ Hierra (4'29)
rp a’(rans

V2 — /uTerra
r

24t Iz
Vi, = [ s (@
a rans

Sendo que, V, corresponde a velocidade da orbita inicial (6rbita 1); V,

(4.30)

rans, COITESpONde &

velocidade no perigeu da 6rbita de transferéncia, ou seja, corresponde a velocidade necessaria

para o satélite transitar da orbita inicial para a érbita de transferéncia; V, corresponde a

velocidade da orbita final (6rbita 2); V, corresponde a velocidade no apogeu da orbita de

rans,
transferéncia, ou seja, corresponde a velocidade necessaria para o satélite transitar da orbita de

transferéncia para a oOrbita final; x4, corresponde a constante universal da Terra dada pela
expressdo (4.10); I, corresponde ao raio do perigeu da 6rbita de transferéncia; r, corresponde

ao raio do apogeu também da 6rbita de transferéncia.

Assim sendo, os AV sao obtidos através:

AVl :Vtransl _Vl (4.32)
AV :VZ _Vtransz (4.33)
AVigiar = |[AVy +[AV, | (4.34)

A transferéncia de Hohmann também pode ser aplicada entre 6rbitas elipticas coplanares desde
que possuam a mesma linha de apsides. Contudo, neste caso de estudo, a transferéncia é

realizada entre duas 6rbitas circulas coplanares.

4.2.2 Simulacoes e Resultados

As oOrbitas sdo implementadas através das equagdes (4.14- 4.16), com a ajuda do algoritmo de

Runge-Kutta de quarta ordem (RK4).
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Escolheu-se aleatoriamente duas oOrbitas coplanar e circulares, em que a transferéncia entre

estas € realizada através de uma o6rbita eliptica. Os dados considerados foram:

I, =11878000 m

r, =15878000 m

Sendo que I, representa o raio da 6rbita inicial e I, representa o raio da 6rbita final. Neste caso

os incrementos de velocidade sdo positivos porque transita-se para uma orbita superior.

A tabela 4.2 representa de uma forma sucinta os parametros orbitais assumidos.

Parametros Simbolos Valor
Orbita Inicial - 1
Raio n 11878 km
Excentricidade da Orbita e 0
Inclinacdo da Orbita i 0°deg

Orbita de Transferéncia

Raio do Perigeu r 11878 km

Raio do Apogeu n 15878 km

Semieixo Maior a 13878 km

Excentricidade da Orbita e 0.14411
Inclinacdo da Orbita [ 0°deg

Periodo da Orbita T 19921.56635sec ~ 332.03min
Orbita Final - 2
Raio r, 15878 km
Excentricidade da Orbita e 0

Inclinacdo da Orbita i 0°deg

Tabela 4.2 — Caso de Estudo 2: Elementos Orbitais.
As condicoes de inicializacao do algoritmo RK4 sao:

e Orbita 1 (inicial):

[r v 00 ¢ 4=
[118780e+07 2,38267e+02 4,87456e—04 4,87456e—04 1,57079e+00 8,91438e—19]

e Orbita de transferéncia:
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[r v 606 ¢ ¢|=
[1,18780e + 07 —1,48829e—01 3,15396e—04 3,15396e—04 1,48353e+00 0,00000€ + 00]

e Orbita 2 (final):

[r v 60 6 ¢ ¢|=
[1,58780e+07 —1.66660e +01 3,15396e —04 3,15396e—04 1,5707% +00 1,22385¢ —19]

Os resultados obtidos pelo algoritmo de RK4 estdo representados nas figuras 4.10 e 4.11, sendo
que a figura 4.10 corresponde ao grafico de coordenadas polares, isto é, ao grafico de r em

funcdo de @ e a figura 4.11 ilustra a mesma trajetéria, mas em 3D, ou seja, em funcio das

coordenadas (X, Y, Z) .

Na figura 4.10, a trajetoria a azul representa a 6rbita inicial, a trajetéria a vermelho representa a

transferéncia de Hohmann e a trajetoria a verde representa a 6rbita final.

90°

1le7

—— Orbita de Transferéncia
—— Orbita Inicial
—— Orbita Final

180°

270°

Figura 4.10 — Representacao polar da transferéncia orbital de Hohmann, obtida através do

algoritmo de RK4.
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Figura 4.11 — Caso de Estudo 2: Representac¢ao 3D da trajetéria de referéncia.

Considera-se que o radar estd posicionado em Lisboa, com as coordenadas sendo dadas pelas

equagdes (4.4 — 4.6). Este mede a trajetéria representada na figura 4.11 através da equagdo

(4.22).
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Figura 4.12 — Caso de Estudo 2: Medicoes realizadas pelo radar.
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A figura 4.12 ilustra as medicOes obtidas pelo a radar em comparacdo com a trajetéoria de
referéncia, isto é, a trajetoria sem ruido. Tal como anteriormente mencionado, a coordenada r

também possui ruido tal como € e ¢, mas como a sua escala é demasiado elevada, esta

aparenta ser uma linha.

O desvio padrao possui os seguintes valores:

oo =+0.01 asz/m
o=\ 0y=\7 0,=2
o, =V90 o, =4/90

Sendo que oy e oy representam, respetivamente, o desvio padrdo utilizado das matrizes de
covariancia Q, e Ry; o,, 0, e 0, representam, respetivamente, o desvio padrao associado ao

ruido de cada coordenada (r,6?,¢) ; o, € o, representam o desvio padrdo associado as

matrizes do ruido W, e v, , respetivamente.

O vetor de estado é dado pela equacdo (4.23) e as matrizes Jacobianas sao dadas pela equacao

(4.24). As condicbes de inicializacao dos filtros (EKF e iEKF) sao assumidas e dadas por:

X, =[310261e+06 -5,68979e—01 1,53794e+00]

7,46356 7,46356 7,46356
P, =|7,46356 7,46356 7,46356
7,46356 7,46356 7,46356

Todos os valores sao exatamente iguais para ambos os filtros, s6 assim é possivel garantir que a

diferenca nos resultados é consequéncia tinica e exclusiva das alteracGes propostas nesta tese.

O desempenho dos filtros é comparado e avaliado através do RMSE da posicdo e velocidade

dado pelas equacées (4.25) e (4.26), respetivamente.

Os resultados estao representados nas figuras 4.13 - 4.16, sendo que a linha a azul representa o
erro do EKF e a linha a vermelho representa o erro do iEKF. E possivel verificar, que tal como
acontece com o caso de estudo 1, o EKF possui um erro muito superior ao iEKF. Para a posicao,
o EKF apresenta um erro maximo de 6,5 m (figura 4.13) e o iEKF apresenta um erro maximo de

0,11 m (figura 4.14).
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Figura 4.13 — Caso de Estudo 2: Comparacdo do RMSE do EKF e iEKF para a posicao.
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Figura 4.14 — Caso de Estudo 2: RMSE do iEKF para a posicao.

As figuras 4.15 e 4.16 ilustram o RMSE da velocidade. Verifica-se que os resultados do EKF (a
azul), apresentam um comportamento de maior instabilidade, com flutua¢oes muito mais
acentuadas do que o iEKF. Este comportamento é derivado da instabilidade tipica e ja bem

conhecida do algoritmo do EKF ao lidar com sistemas muito nao-lineares.
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Figura 4.15 — Caso de Estudo 2: Compara¢ao do RMSE do EKF e iEKF para a velocidade.
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Figura 4.16 — Caso de Estudo 2: RMSE do iEKF para a velocidade.

Através da figura 4.15 e 4.16 verifica-se que o EKF possui um erro maximo de 13 m/s, em

oposicao ao iEKF que possui um erro méximo de 0,27 m/s.

E também possivel verificar que o iEKF apresenta resultados muito mais estaveis que o EKF.
Desta forma pode-se concluir que, o iEKF apresenta estimativas superiores: mais precisos,

estaveis e confijveis.
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4.3 Caso 3: Reentrada na Atmosfera

Uma das maiores preocupacdes da exploracido espacial sempre foi a entrada controlada na
atmosfera. Mesmo nos dias de hoje, em que ha acesso a uma tecnologia bastante amadurecida, a
entrada atmosférica continua a ser uma grande preocupacio, seja para missoes em Orbitas
terrestres em que o payload necessita de retornar, seja para missoes interplanetirias que visam

a aterragem em outros planetas com atmosfera, mas principalmente em missoes tripuladas.

A tecnologia envolvente numa entrada atmosférica tipica é bastante interdisciplinar, isto porque
o sistema deve estar apto a satisfazer inimeras funcées associadas a ampla gama de regimes de
voos e condicOes atmosféricas presentes nesta fase. Basicamente, o sistema tem de estar
habilitado a fornecer uma dissipacdo controlada e combinada de energia cinética e potencial,
associadas a uma determinada velocidade e altitude do veiculo aeroespacial durante toda a fase
de entrada. Uma dissipac¢ao controlada significa que o veiculo mantém as suas cargas dindmicas
e térmicas dentro dos limites aceitdveis. Para tal, é necessario que a trajetbéria seja
cuidadosamente projetada e que os sistemas de navegacao/orientacdo sejam altamente precisos
[224, 225]. Esta precisao também ¢é necessaria para o contacto com a superficie, que

normalmente possui restricées tanto do local de repouso como da atitude do veiculo.

As subseccoes seguintes implementam uma reentrada balistica na atmosfera com motor inativo

(“idle thrust”). As reentradas balisticas sdo caraterizadas por uma sustentacao e tracdo nulas.

4.3.1 Modelo Dinamico

As equactes da dindmica de um veiculo aeroespacial na reentrada da atmosfera com motor

inativo sao [225, 226]:

h=V sin y (4.35)
.V cosysiny
¢_rc cosd (4:39)
-V
0= r—cos y COSy (4.37)
Cc
v=_P_ gsiny (4.38)
m
. L V g
=——CcosB+cosy| ——=
7= c0sh 7[rc Vj (4.39)
y=—————Lsinfg+ v cosysiny sin@
Y mV cosy roosd o (4-40)
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Sendo, h a altitude, ¢ a longitude, € a latitude, V a velocidade, y o dngulo da trajetéria de

voo, ¥ o angulo de azimute do veiculo, £ o angulo de inclinacdo do veiculo, D a resisténcia

(arrasto) do veiculo, L a sustentagdo do veiculo, g a aceleracdo gravitica, I, a distancia entre o

centro da Terra e o veiculo, m a massa do veiculo aeroespacial.

Os parametros aerodindmicos e atmosféricos sao dados por:

1
D= ECDS PV 2 (4.41)
_1 2
L —ECLS,OV (4.42)
r 2
g=g ﬂj (4.43)
° ( Frerra TN
p=pe™ (4-44)

Em que, Cj é o coeficiente de resisténcia, C, é o coeficiente de sustentacdo, p € a densidade

atmosférica, p, é a densidade atmosférica a superficie terrestre, S é a area de referéncia do

veiculo aeroespacial para a sustentacdo e a resisténcia, Ir,,, é o raio da Terra e B é o

coeficiente inverso da altitude.

A figura 4.17 ilustra uma reentrada tipica na atmosfera.

Altitude da reentrada

Superficie Terrestre

N,
“Trajetéria da reentrada
AY

Y
Y
.

Figura 4.17 — Representacdo de uma reentrada na atmosfera.
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4.3.2 Simulacoes e Resultados

A trajetoria de reentrada foi projetada com base nas equagoes (4.35 - 4.40) e com a ajuda do

algoritmo de RK4. Os parametros considerados foram:
e Veiculo Aeroespacial:
m =1350 kg p=60° §$=2,8m? Cp=2,0

Sendo, m a massa do veiculo aeroespacial, f o seu angulo de inclinacio, S a area de

referéncia para a sustentacdo e a resisténcia e C, o coeficiente de resisténcia. Normalmente,
numa reentrada balistica considera-se a sustentacdo nula, logo ndo ha necessidade de definir o

coeficiente de sustentacdo, C, . Os parametros terrestres e universais sao dados pelas equacdes

(4.7 — 4.10) e B=0,1354x10". As condicdes de inicializacio do algoritmo de RK4 sdo:

[h p 6V y 1//] =
[1,22000e +05 0,00000e+00 0,00000e+00 7,50000e+03 -3,49066e—02 6,98132e—01]

O resultado obtido estd representado na figura 4.18. Esta é a trajetéria de reentrada na

atmosfera efetuada pelo veiculo aeroespacial.
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Figura 4.18 — Caso de Estudo 3: Representacdo 3D da trajetoria de reentrada.

O radar, de coordenadas dadas pelas equacbes (4.4 — 4.6) rastreia a trajetéria da figura 4.18

através da equacao (4.22). O resultado destas medicGes est4 ilustrado na figura 4.19.

100



le6

—— Medigoes
4.2 4 —— Orbita de Referéncia

500
Time [s]

ES

~

R KT & )
BTV ki u”,l,_.,,”,,ﬁ.l AXRTRAN P T

theta [rad]

o

500
Time [s]

1 LAl N A Ijlruln Nl i “ A ) llul 0 LI ) nl “1 M
N ]Tl ! NIr \[w" r'n IR r”nulx ||| 1 1l " R !l"”H’ i

-4

phi [rad]
o

0 100 200 300 400
Time [s]

500

Figura 4.19 — Caso de Estudo 3: MedicGes realizadas pelo radar.

O desvio padrao de cada parametro é:

o0 =001 o =01
6. =V10 0,=\2 o,=\2
6, =30 o, =30
Sendo que o, e oy representam o desvio padrdo utilizado nas matrizes de covariancia Q, e

Ry, respetivamente; o, o, e o, representam o desvio padrdo associado a cada coordenada

(r, 0, ¢) , respetivamente; o, e o, representam o desvio padrao associado as matrizes do ruido

W, eV, , respetivamente.

O vetor de estado é dado pela equacdo (4.23) e as matrizes Jacobinas sdo obtidas através da

equacao (4.24). As condicdes de inicializacao dos filtros (EKF e iEKF) sao:

= [6 50014e +06 -3,03361e—01 2,42702e— 01]

6,21956 6,21956 6,21956
P, =|6,21956 6,21956 6,21956
6,21956 6,21956 6,21956
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O desempenho dos filtros é comparado e avaliado através do RMSE da posicao e velocidade
dado pelas equagdes (4.25) e (4.26), respetivamente. Os resultados estdo representados nas

figuras 4.20 - 4.23, onde a linha azul reflete o desempenho do EKF e a linha vermelha reflete o

desempenho do iEKF.
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Figura 4.20 — Caso de Estudo 3: Comparacdo do RMSE do EKF e iEKF para a posicao.
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Figura 4.21 — Caso de Estudo 3: RMSE do iEKF para a posi¢ao.

E possivel observar através da figura 4.20 e 4.21 que o EKF, tal como nos casos anteriores,

apresenta um erro superior que o iEKF, sendo que este dltimo apresenta um erro maximo de
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aproximadamente 0,21 m, tal como constatado pela figura 4.21, enquanto o EKF apresenta um

erro maximo de aproximadamente 12 m.
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Figura 4.22— Caso de Estudo 3: Compara¢do do RMSE do EKF e iEKF para a velocidade.
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Figura 4.23 — Caso de Estudo 3: RMSE do iEKF para a velocidade.

500

Em relacdo as figuras 4.22 e 4.23 referentes ao erro da velocidade, verifica-se que, tal como

acontece anteriormente, o desempenho do iEKF é mais preciso sendo que, este apresenta um

erro maximo de aproximadamente 0.55 m/s e o EKF apresenta um erro maximo de 21 m/s,

aproximadamente.
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4.4 Caso 4: Trajetéria de uma Aeronave Comercial

Nas ultimas décadas houve um grande desenvolvimento na induastria da aviagdo e
consequentemente, um espacgo aéreo progressivamente mais lotado, em que todos os dias ha
cada vez mais aeronaves a voarem em simultaneo. Este crescimento expOe varias questes de
seguranca e gestao de espaco, onde € exigido o desenvolvimento de sistemas de navegacao aptos

a lidar com esta nova realidade, isto é, sistemas precisos e eficientes [227, 228].

Atualmente, os sistemas de navegacdo operam em “tempo-real” de modo a que eventuais
correcoes na trajetéria sejam efetuadas no imediato. O objetivo é manter a aeronave o mais
préximo possivel do plano de voo, ou seja, da trajetéria planeada. Pois, na maioria das vezes,
esta ja é uma trajet6ria 6tima e por isso mais conveniente. Outro objetivo é garantir que todas as
normas de seguranca de voo sdo executadas, e assim evitar, por exemplo, possiveis colisoes

entre aeronaves. Tudo isto s6 é possivel com métodos de estimacao precisos e eficientes.

Nas subsecc¢Oes seguintes, a estimacao de uma trajetéria comercial é analisada.

4.4.1 Modelo Dinimico

As equagdes da dindmica de voo com 3 graus de liberdade sdo dadas por [229]:

X =V c0S y Cosy (4-45)
y =V cosysiny (4.46)
h=Vsiny (4.47)
V :1(T cose —D-Wsiny) (4.48)
m
W= _1 (Tsine+L)sing (4-49)
mV cosy
. 1 :
y:(—vj((T sing +L)cos S —W cosy) (4.50)
m

Sendo, X a coordenada do eixo X, y a coordenada do eixo Y, h a altitude, V a velocidade, ¥ o
angulo de azimute do veiculo, ¥ o angulo da trajetéria de voo, # o angulo de inclinagdo do

veiculo, D a resisténcia (arrasto) do veiculo dada pela equacdo (4.41), L a sustentacdo do

veiculo dada pela equacdo (4.42), ¢ o angulo de ataque referente a tracdo, g a aceleracdo

gravitica, W o peso do veiculo dado por W =mg , onde m ¢é a sua massa.

A figura 4.24 ilustra uma trajetéria tipica de uma aeronave comercial. E importante notar que a

figura ndo esta representada a escala real, mas o intuito é ilustrar as principais fases de voo.
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_— cruzeiro

descida

! (aproximacao a aterragem)

F==1E-

descolagem pouso

Figura 4.24 — Fases de voo.

4.4.2 Simulacoes e Resultados

Neste caso de estudo, a trajetéria de referéncia foi projetada com dados reais, ou seja, esta
trajetoria foi voada por uma aeronave comercial que efetuou um voo entre Lisboa e Roma. Os
dados foram obtidos pelo site: https://uk.flightaware.com/, que permite rastrear aeronaves em
tempo-real e obter os dados de voo de forma gratuita. Alguns dos dados disponiveis sdo: o tipo
de aeronave, a sua posicdo, altitude, velocidade e tempo. A figura 4.25 ilustra a trajetoéria

escolhida, tal como apresentada no site Flightware.

T o
FlightAware

500 km = 1
200mi Past Flight Speed Q) 10x Loop @ oft

LIS 13:03 WEST 15:37 WEST
FCO 14:03 CEST 16:37 CEST

Filed Speed | View track log

Fonte: https://uk.flightaware.com/

Figura 4.25 — Trajet6ria de uma aeronave comercial (entre Lisboa e Roma).
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A trajetoria da figura 4.25 pode ser representada em coordenadas cartesianas (X, y) juntamente

com a altitude, h, ou seja, em relacio a (X, 2 h) , tal como representado na figura 4.26.

10000
8000
2. 6000
ES
4000
2000 4.65 &
4.70 ~°
les -0.50 —0.25 0.00 4.90
: 025 459 4.05
¥ [m] ' 0.75 1.00 .

Figura 4.26 — Caso de Estudo 4: Representacao 3D da trajetdria de referéncia.

O radar de coordenadas dadas pelas equacbes (4.4 — 4.6) rastreia a trajetoria da figura 4.26
através da equacao (4.22). A figura 4.27 ilustra este seguimento. O desvio padrao utilizado em

cada parametro é:

0o =+001 o =401
o, =10 o,=v2 o,=42
o, =90 o, =90

Sendo que o, e oy representam, respetivamente, o desvio padréo utilizado nas matrizes de
covaridncia Q, e R; o\, 0, e 0, representam, respetivamente, o desvio padrdo associado a
cada coordenada (r,9,¢); o, € o, representam o desvio padrao associado as matrizes do

ruido W, e V,, respetivamente.
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Figura 4.27 — Caso de Estudo 4: Medicoes realizadas pelo radar.

A figura 4.27 ilustra o resultado do seguimento radar, ou seja, ilustra as medic¢oes do radar sobre
a trajetéria comercial entre Lisboa e Roma. E importante mencionar que a coordenada r

também possui ruido, mas como a sua escala é elevada, o seu grafico aparenta ser uma linha.

O vetor de estado é dado pela equacao (4.23) e as matrizes Jacobianas pela equacdo (4.24). Para

inicializar os algoritmos (EKF e iEKF) foi considerado os seguintes valores:

XO=[4915393,87294 —790309,17542 3973868,64073]

13,02144 13,02144 13,02144
P, =113,02144 13,02144 13,02144
13,02144 13,02144 13,02144

Todas as condigOes sdo exatamente iguais para ambos os filtros, de modo a garantir que as

diferencas nos resultados sdo tnica e exclusivamente devido as alteracGes propostas nesta tese.

O desempenho dos filtros é avaliado através do RMSE da posicdo e velocidade dado pelas
equacoes (4.25) e (4.26), respetivamente. Os resultados estdo representados nas figuras 4.28 -
4.31, sendo que a linha a azul representa o erro do EKF e a linha a vermelho representa o erro do
iEKF.

A figura 4.28 e 4.29 representam o RMSE da posicdo. E possivel observar que o EKF possui um

erro maximo de 23 m e o iEKF possui um erro maximo de 0,21 m.
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Figura 4.28 — Caso de Estudo 4: Comparacao do RMSE do EKF e iEKF para a posicao.
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Figura 4.29 — Caso de Estudo 4: RMSE do iEKF para a posigao.

As figuras 4.30 e 4.31 ilustram o RMSE da velocidade. O EKF possui um erro maximo de 38 m/s

enquanto, o iEKF possui um erro maximo de 0,48 m/s.
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Figura 4.30 — Caso de Estudo 4: Comparacao do RMSE do EKF e iEKF para a velocidade.
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Figura 4.31 — Caso de Estudo 4: RMSE do iEKF para a velocidade.
E possivel observar que os picos da figura 4.31, referentes ao iEKF possuem uma tendéncia a

diminuir ao longo do tempo, ou seja, a convergir, o que pode ser interpretado como: o algoritmo

do iEKF possui uma maior capacidade de adaptar-se as nao-linearidades do modelo.
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4.5 Conclusao

Este capitulo tem como principal objetivo validar o algoritmo do iEKF. Os casos de estudo
analisados foram: a estimacdo de Orbitas de satélites artificiais, transferéncias orbitais,
reentradas na atmosfera de veiculos aeroespaciais e a estimacao de trajetérias de aeronaves

comerciais, onde o desempenho do EKF e iEKF é comparado através do RMSE.
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Capitulo 5
5. Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusao

O processo de estimar os parametros que descrevem o comportamento de um sistema dinamico
a partir de medicoes com ruido denomina-se por filtragem ou estimacao. No campo aeroespacial
esta é uma tematica de elevada relevancia, pois a natureza dos sistemas e aplicacbes exige
métodos excecionalmente rapidos, eficazes e precisos. Principalmente em &areas como o
seguimento radar, navegacdo inercial e aviso de colisio. A maior dificuldade estd em
desenvolver métodos de filtragem que sejam capazes de lidar nao s6 com as incertezas e
perturbacoes do meio envolvente, mas também com a complexidade dos sistemas nfo-lineares e

com as imprecisoes inerentes aos instrumentos de aquisi¢ao de dados.

Nas ultimas décadas, os filtros de Kalman foram a ferramenta mais utilizada para solucionar
esta problemaética, em especial o filtro de Kalman estendido (EKF). Os métodos correntes ou sdo
baseados em aproximagdes locais e lineares do sistema, ou sdo baseados em métodos derivados
dos algoritmos de Monte-Carlo, que por sua vez, requerem calculos intensivos e tempos
computacionais elevados que podem limitar o desempenho do préprio sistema. O EKF é
baseado no pressuposto de que uma linearizac¢ao local do sistema é suficiente para lidar com as
suas nao-linearidades. A sua acessivel abordagem contribuiu para a sua popularidade,
especialmente na engenharia. Porém, perante sistemas altamente nao-lineares, este apresenta

diversas limitagoes, tais como, estimativas erraticas, comportamentos instaveis e divergentes.

De modo a colmatar algumas destas limitacoes esta tese propés um algoritmo o6timo e
adaptativo baseado no EKF. Para alcancar este objetivo foi necessario completar uma série de
outros objetivos de igual importancia. Primeiro, foi realizada uma analise ao problema do
seguimento radar. Segundo, foi feita uma analise aos métodos de filtragem de Kalman nao-
linear: EKF, UKF, CKF e EnKF em que sdo analisados os algoritmos, vantagens e limitagoes. De
seguida, é proposto um filtro de Kalman estendido melhorado, 6timo e adaptativo, denominado

por improved Extended Kalman Filter iEKF).

O iEKF é considerado 6timo porque minimiza o erro final das estimativas, adaptativo porque
ajusta os seus parametros iterativamente sempre que uma nova medi¢do estd disponivel e é

baseado no EKF porque este é o filtro mais popular. A adaptabilidade do iEKF permite que este:

1. Diminua os erros inerentes a modelacdo do sistema através do ponto de linearizacao

proposto, pois este é atualizado (adaptado) em cada iteracao do filtro.
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2. Diminua os erros associados & matriz de covariancia através do uso da norma de
Frobenius como fator de correcao.
3. Diminua os erros associados aos momentos estatisticos do ruido através de uma

implementacao adaptativa das matrizes Q e R.
O iEKF foi validado em quatro casos de estudo, sendo eles:

e Estimacdo de uma 6rbita de um satélite artificial;
e Estimacdo de uma transferéncia orbital de um veiculo aeroespacial;
e Estimacio de uma reentrada balistica na atmosfera;

e Estimacdo de uma trajetoria de uma aeronave comercial.

Em que, o principal objetivo era estimar a posicao e a velocidade dos veiculos aeroespaciais da
forma mais precisa possivel. O EKF e o iEKF foram ambos implementados e comparados. Todas
as condicOes iniciais foram idénticas para ambos os métodos, de forma a garantir que as
diferencas nos resultados sdo tnica e exclusivamente devido as alteracoes propostas. O critério

de comparacao utilizado foi o RMSE (Root Mean Square Error).

Os resultados demostram que ao otimizar e adaptar as matrizes de covariancia, as matrizes
Jacobianas e as matrizes associadas ao ruido obtém-se estimativas mais precisas, confiaveis e
estaveis. Verificou-se que o iEKF apresenta valores de RMSE substancialmente mais pequenos,
quando em comparacdo com o EKF, o que permite afirmar que este possui uma maior

capacidade para lidar com sistemas nao-lineares.

As simulac6es demonstraram que o iEKF apresenta um erro maximo de 0,21 m em contraste ao
EKF que apresenta um erro maximo de 23 m para a estimacdo da posicao. Em relacdo a
estimacao da velocidade, o iEKF apresenta um erro maximo de 0,55 m/s e o EKF apresenta um

erro maximo de 38 m/s, o que é uma diferenca relativamente grande.

E importante referir que as alteracoes propostas no alteram a complexidade computacional, ou
seja, o iEKF e o EKF possuem a mesma complexidade e consequentemente o mesmo tempo
computacional. Porém, a estrutura adaptativa do iEKF exige que este seja implementado em
situacoes online, isto porque as matrizes Jacobianas, as matrizes de covariancia e o ganho de

Kalman dependem diretamente das medigoes.

Em suma, o iEKF é um método promissor para a estimagdo de estados, com potencial para
substituir o classico EKF, especialmente para aplicagoes aeroespaciais com uma vertente online.
O iEKF é um algoritmo robusto, com paradmetros adaptativos eficientes e faceis de implementar.
Desde as novas matrizes Jacobianas, ao fator de correcdo da matriz de covariancia a priori, até
ao processo de inovacdo das matrizes de ruido, o iEKF é um algoritmo sem parametros

artificiais nem empiricos. A sua estrutura adaptativa permite que filtro tenha capacidade de
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melhorar e adaptar os seus resultados de uma forma auténoma e ideal. Nos casos de estudo

analisados foram observadas melhorias significativas na estimacao com o uso do iEKF.

5.2 Trabalhos Futuros

Com os avangas da tecnologia, os sistemas de navegacao estdo cada vez mais presentes no nosso
dia-a-dia e este desenvolvimento continua a exigir métodos de filtragem cada vez mais flexiveis,
robustos e precisos. E apesar da grande pesquisa cientifica neste campo, ainda ha margem para

progressos.

Esta tese pretende contribuir para a filtragem nao-linear adaptativa propondo o filtro de
Kalman estendido melhorado e adaptativo (iEKF). As aplicacoes consideradas assumem
condicées de ruido branco e Gaussiano. Porém, seria importante alargar esta analise a
sistemas/aplicacbes com outras condicées de ruido, por exemplo, ruido nao-Gaussiano e/ou

nao-branco.

Apesar de todas as simulagOes desta tese terem sido implementadas de uma forma realistica, é
importante validar o iEKF com dados reais. O caso de estudo 4 foi simulado com dados reais,

contudo é importante expandir esta validacdo a outros casos, em que os modelos de

perturbacées sejam incluidos.

Seria também interessante analisar o desempenho do iEKF em aplicacoes fora do sector

aeroespacial, por exemplo em sistemas de posicionamento de acistica subaquatica.
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Anexo B — Funcao Dirac Delta
A funcdo Dirac Delta, §(x) é uma construcdo matematica denominada por funcdo ou

distribuicdo generalizada. Esta funcdo possui valor zero em todos os pontos exceto em x=0,

cujo valor é infinitamente grande, de tal forma que a integral total da funcdo é 1. Assim ¢é

definida por:
5(x)= 0 se x=0 B
Tl se x=0 (B.1)
Onde, obrigatoriamente satisfaz a identidade:
[~ 8(x) ax=1 (B.2)

Formalmente, uma funcido Dirac Delta é definida como o limite de uma sequéncia Delta
convergente. O exemplo de uma sequéncia Delta convergente é a fun¢do Gaussiana, definida

por:

1 aa
Fa(x)Zme A (B.3)

Esta funcao satisfaz as propriedades de uma sequéncia Delta convergente para « — 0, ou seja:

Iio F, (x) dx=1 (B.4)
F,(x)>0 quando x=0
F, (x) > _ (B.5)
» guando x=0
A funcao Dirac Delta possui uma propriedade fundamental dada por:
[7 t(x)5(x-a)dx=f (a) (B.6)

paratodo f(x), cujarepresentacio é considerada como uma funcéo de teste adequada.
Uma funglo de teste adequada é toda a funcdo que é diferencidvel (um nimero qualquer de

vezes) e que todas as suas derivadas podem ser colocadas fora de um qualquer intervalo finito,

ou seja:
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[t (x)(x-a)dx=f(a) (B.7)

a—¢&
Para £>0.

Matematicamente a fun¢do Dirac Delta nao é considerada uma funcgao, isto porque é demasiado
singular. Assim sendo, os matematicos denominam-na por distribuicdo Delta, ou seja, € uma
ideia generalizada de funcdo que pode ser usada apenas em integrais. Na verdade, a funcio
Dirac Delta pode ser considerada com um operador que “puxa” o valor de uma funcio para

Zero.
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Anexo C — Linearizacao

Uma aproximagcdo linear de uma funco nao-linear pode ser obtida através do uso das series de
Taylor. Esta nova aproximacao é denominada por modelo linearizado. Uma vantagem em
utilizar modelos linearizados é a sua simplicidade matematica e o grande potencial em gerar

resultados analiticos.

Assumindo que a,x sdo numeros diferentes, k>0, J é um intervalo entre a,x e f é uma

fun¢do com k derivadas continuas no intervalo J , sendo que a derivada k +1 também pertence

a este intervalo, entdo existe um ponto ¢ no intervalo J tal que:

f(a f a 2 fk(a Kk
f(x)=f(a)+ T )(x—a)+%(x—a) bt )(x—a) +R (x) (C.1)
)
Onde, Ry (x)= W(x—a) representa a funcdo f depois do termo k do polinémio de
+1)!

Taylor.

Considerando um processo descrito pelo seguinte conjunto de equacées:

o

i fi (X, u") = £ (X', X', U, Uy ) (C.2)

Para i=1..,n, sendo que X' representa o vetor das varidveis de estado, x%,..X', e U

representa o vetor das variaveis manipulaveis, u';,...,u',.

Se o processo das variaveis de estado x'; mudar numa vizinhanca de um estado estavel (steady-

state) x';° sob a influéncia das variéveis u'j, entdo é possivel aproximar as nio-linearidades.

Assim sendo, tem-se:
O:fi(x's,u's):fis (C.3)
E assumido que algumas variaveis de u' f para j=1,..,m sdo conhecidas.

A funcdo f;(+) é aproximada pela expansdo das series de Taylor truncadas apenas para os

termos de primeira ordem:
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i{j (x1- x1)+...+(§fnj (x=x5)+ (C.4)

S S
of; of . . .
Sendo que, [6—'J com |=1..ne La—] com j=1..m representam as derivadas parciais
X u

de XI| =X‘|S (S Ulj =u'

j >

]

respetivamente. Estas derivadas parciais sdo constantes e dadas por:

(C.5)

(C.6)

E possivel observar a partir da equacéo (C.3) que o primeiro termo da equacio (B.4) é zero.

Sabendo que,

Entao,

dt

dt

dx’y _
dt

dx
= _dt =8y X+ 3 Xy F U+ DU,
_dx
e =8y Xq + .o By Xy +0ogUy +. Do U
dx,
dt =8y X + .o+ Ay Xy + DUy + DU

(C.7)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)

Em que, X representa o vetor do desvio das variaveis de estado e u representa o vetor do desvio

das variaveis manipulaveis.

A equacdo (C.11) pode ser reescrita da seguinte forma:
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dx

— = Ax+Bu C.ia2
m (C.12)
Onde,
(2 a, - apy |
N R (C.13)
_anl anZ ann _
(b by b |
b b ... b
B= ?1 2:2 . 2:m (C.1g)
_bnl bn2 bnm i

A equacao (C.12) representa a equacdo diferencial linearizada. Sendo que esta equacdo e a

equacao (C.2) descrevem a dindmica do modelo. As diferencas entre elas sao:
1. Aequacao (C.12) é apenas uma aproximacao.
2. A equacao (C.12) utiliza o desvio das variaveis

3. Aequacao (C.12) é linear com coeficientes constantes.

Para além da linearizacdo do modelo do processo também é necessario linearizar o modelo dos
outputs (também denominado por modelo das saidas ou medi¢oes). Considerando a seguinte

equacao de saida:

Y =g (xu) (C.15)

Onde, k=1,..,r e y' representa as varidveis de saida. O estado estavel (steady-state) é

representado por:
y‘ks=gk(x's,u's) (C.16)
O desvio das variaveis de saida é obtido por:
Ve =YY (C17)
Consequentemente, tem-se:

yk:gk(x's+x, u's+u)—gk(x's,u‘5) (C.18)
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Se usarmos as series de Taylor, apenas com os termos lineares, obtém-se a seguinte

aproximacao:

gk (X', u‘)igk(x's, u‘5)+é£2§]—:] (X'I_X'IS)JFE(%J (x'j—x'js) (C.19)

j=1

E tal como anteriormente, as derivadas parciais sao contantes dadas por:
a S
o= 2| com 1=1..n (C.20)
ox'|

S
dy :(si} com j=1..,m (C.21)

O desvio das variaveis de saida é definido por:

yl =(‘11X1++Clnxn +d11U1++dlmUm (C,22)
Yr =Cp1Xq +.oo 4 Crn Xy + AUy 4.+ d Uy (C.24)

Se y representa o vetor do desvio das variaveis de saidas, entdo as equagdes (C.22 — C.24)

podem ser representadas de uma forma mais compacta:

y =Cx+Du (C.25)
Onde,
C1 G2 -+ O
C C cee C
c=|® = (C.26)
Crl Cr2 Crn
dip dyp dim
doi doy oo d
D=| 2 # (C.27)

As equacoes (C.12) e (C.25) representam os modelos linearizados do processo e das medigoes.

144



Anexo D — Gradiente, Matrizes Jacobianas e Hessianas

O operador de gradiente de um vetor x de dimensao n é definido por:

sz ﬂ i (D.l)
0% OXq

O vetor gradiente de uma funcdo f (x) de dimensdo m é dado por:

K Mo I

. 0% 0% 0%
Vif(x) =| ©[R(x) - fa()]=] P (D.2)

9 Ao

X, oX,, OX,,

A transposta da equacao anterior (D.2) é a matriz Jacobiana (mxn):

LA

o . 0% X,
LOET=[Vif (0] = & (D-3)

i i

0% Xy

As dimensdes m e n sdo, geralmente (mas nao necessariamente), iguais. Facilmente é

demonstrado que:
Vx'=1 (D.4)
E se amatriz A for simétrica, entdo:
V, (x'Ax) = 2AX (D.4)

A matriz Hessiana de uma func@o escalar ¢(x) em relacdo ao vetor x de dimensdo n é dada

por:

¢ ¢
% (x) | c’ﬁxl‘ax1 . 6x1f3xn
B (X) = 2 =V,Vyé(x)=| - : (D.5)
%9 %9
| O%Xn 0% OXn Xy |
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A equacao (D.5) é obviamente uma matriz simétrica de dimensao (nxn).

As equacOes apresentadas neste anexo sao Uteis para a estimacdo linear, ou seja, sdo uteis para

linearizacdo de sistemas nao-lineares durante o processo de estimacao.
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Anexo E — Algoritmo de Runge-Kutta de 42 Ordem

Dado um determinado sistema control4vel descrito por:

x=f(x,u) (E.1)

X(tg) = Xg (E.2)
Sendo, x € R" o vetor de estado e ueR" o vetor de controlo.

Assumindo o valor X, no instante ty, os estados seguintes (para t;,t,,t;...) sdo determinados

por:
1
Xk+l:Xk +E(K1+ZK2+2K3+K4) (E'?))
Sendo,
K, :h.f[tk +E, X +1K1J (E.5)
2 2
K3=h.f(tk+n, Xk+1K2j (E.6)
2 2
K4 =h.f (tk +h, Xg + K3) (E.7)

Em que, h representa o passo na simulacao, X =X(t), U =u(t,), para k=0,123... e t

representa o tempo no passo k.
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Anexo F — Norma de Frobenius

A norma de Frobenius é dada por:

=

|Ale = {anzn]a” J (trace(A’ A)) (F.1)

j=1li=1

Por outras palavras, a norma de Frobenius é definida como a raiz quadrada da soma dos

quadrados das entradas, ou seja, pode ser definida como a norma Euclidiana-2 de uma matriz

quando esta é simplesmente considerada como um vetor C™ .
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