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O Ensino da Sucessdo de Neper

Capitulo 1:

INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos um estudo acerca do ensino do tema “Sucessdes” no
ensino da Matematica em Portugal. Em particular, focamos a nossa aten¢do no estudo

da sucessdo de Neper, (1+1] :
n

O nosso principal objectivo é fazer uma analise do ensino da sucessdo de Neper ao
longo das ultimas cinco décadas, ou seja, estudar a forma como esta sucessao tem vindo
a ser tratada no contexto do ensino das sucessdes nos curriculos do ensino secundario.
De um modo mais geral, também pretendemos observar a evolucdo do curriculo de
Matematica em Portugal, no ensino secundario, ao longo das ultimas seis décadas.

Geralmente, o curriculo das disciplinas, tanto em Portugal como nos outros paises,
tem sofrido alteragBes ao longo dos tempos. Tal deve-se a varios factores, tais como
mudancas sociais, politicas, tecnoldgicas. No que se refere as alteragdes curriculares da
Matematica das Ultimas seis décadas, estas foram discutidas em inlimeras conferéncias®
e tém vindo a ser objecto de estudos publicados ndo s6 em teses académicas, artigos,
livros, como também em artigos de jornais e revistas de indole ndo académica.
Remetemos o leitor interessado para algumas referéncias:

e Livro de Investigacdo em Educacdo Matemaética - implicacBes curriculares, da

autoria de Jodo Pedro da Ponte, José Manuel Matos e Paulo Abrantes, editado
pelo Instituto de Inovacdo Educacional, que se debruca sobre a investigacao em

Educacdo Matematica realizada em Portugal até final de 1996;

! por exemplo, o Seminario de Vila Nova de Milfontes de 1988 — teve como um dos seus principais
impulsionadores e responsaveis, Paulo Abrantes. Este encontro constituiu um momento marcante na
discussdo das questdes curriculares em educacdo matematica em Portugal. Nele, a avaliagdo, embora
ainda sem grande visibilidade, comega a ser discutidal. E chamada a atengdo para a sobrevalorizacio da
componente sumativa da avaliacdo e o uso quase exclusivo dos testes escritos. Nas orientacdes entdo
preconizadas aponta-se para a necessidade de se alargar o dmbito da avaliacdo, privilegiando a sua
vertente formativa, nela se incluindo a auto e a heteroavaliacdo, e o desenvolvimento de processos
avaliativos coerentes com as outras componentes curriculares, nomeadamente de natureza diversa e
adequados a especificidade dos alunos (APM, 1988).
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e Investigacdo sobre investigacdes matematicas em Portugal, Jodo Pedro da Ponte
- http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/jponte/docs-pt/03-Ponte(Rev-SPCE).pdf;

e A avaliacdo das aprendizagens em Matematica: Um olhar sobre o seu percurso,
Leonor Santos, Universidade de Lisboa, Faculdade de Ciéncias, CIEFCUL,

Projecto DIF - http://area.fc.ul.pt/artigos%20publicados%20nacionais/E.pdf;

e Reflexdes sobre os curriculos de Matematica em Portugal, Rui Feiteira e Marilia
Pires - http://www.oei.es/oim/Union_016.pdf#page=183 (Revista

Iberoamericana de Educacién Matematica, Dezembro de 2008);

e O Curriculo de Matemética do Ensino Secundario — Brochura Didactica da
Matematica de Ponte, J.P., Boavida, A., Boavida, A., Graca, M., e Abrantes, P.
(1997), Lisboa: DES do ME.

Tal como j& referimos, no presente trabalho apenas focamos as alteracOes
curriculares ocorridas a partir da década de 50. Os programas de entdo consistiam em
relacBes de contelidos a tratar e de algumas notas para cada um dos ciclos de ensino.?
Uma das razbes que levou a alteracdo dos curriculos no final da década de 50 foi a
insuficiéncia de conhecimentos dos alunos que ingressavam nas universidades (0s
cientistas protestaram contra 0s conhecimentos ministrados no ensino secundario). Em
Portugal seguiu-se esta tendéncia de alteragdo curricular, um movimento conhecido
como o movimento da Matematica moderna, e cujo principal impulsionador foi o
Professor José Sebastido e Silva. Este movimento levou a introducdo de alguns tdpicos
de valor nas novas aplicacBes da Matematica (obviamente, a introducdo de novos
topicos levou a remocdo de outros considerados ultrapassados): conjuntos, relaces
binarias, estruturas algébricas, l6gica; a abordagem da geometria deixou de ser
geométrica para passar a ser algébrica. Um aspecto a salientar € que, a par desta
mudanca dos conteddos, também houve preocupagdo a nivel da alteracdo das
metodologias de ensino.

As criticas a Matematica moderna, algumas fundamentadas no fraco desempenho no
dominio do calculo e do raciocinio por parte dos alunos, levaram a que, na década de
80, ocorresse uma alteragdo dos curriculos. Nos novos curriculos dos anos 80 e 90

emergem novos temas de estudo, tais como a matematica discreta, estatistica e

2 = . n . . - ;- .
E de salientar que a énfase do ensino na década de 50 era o treino das técnicas de calculo.
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probabilidades; a resolucdo de problemas surge como um aspecto essencial da
actividade matematica; sdo introduzidas as novas tecnologias computacionais no ensino.

E de notar que, a partir da década de 80, os curriculos sdo entendidos num sentido
mais geral pois contém ndo sO 0s temas a tratar, os objectivos, as competéncias, como
também focam as metodologias e abordagens de ensino. Além disso verifica-se, desde
entdo, um destaque da investigacdo sobre o processo de aprendizagem: a cultura da sala
de aula® é, para muitos, determinante da visdo da Matemética por parte dos alunos, e a
investigacao procura encontrar formas de criar na sala de aula um ambiente de estimulo
para a experiéncia matematica.

Ao estudarmos a evolucéo dos curriculos do Ensino Secundario observdmos que a
Sucessdo de Neper deveria merecer uma atencdo especial no nosso trabalho. De facto,
trata-se de um exemplo muito elucidativo da evolucao do ensino das sucessées ao longo
das ultimas cinco décadas: tomaremos o exemplo da sucessdo de Neper para ver a forma
como tém vindo a ser expostos e analisados 0s contetidos programaticos das sucessdes

nos manuais escolares. Para além disso, consideramos que o estudo da sucessdo de

3

e Asnovas escolas querem mudar o ensino em Portugal, Alexandra Prado Coelho -
http://www.publico.pt/Cultura/as-novas-escolas-guerem-mudar-0-ensino-em-portugal_1440839;

e Entenda-se a cultura da sala de aula como um tema que tem vindo a ganhar crescente importancia no
ensino e na aprendizagem da Matematica. Actualmente, reconhece-se que a aprendizagem da
disciplina, tanto ao nivel da aquisicdo de conhecimentos como do desenvolvimento de capacidades
matematicas, como ainda do cultivar de certas atitudes nos alunos, ndo é independente do contexto
em que decorre, ou seja, este € um processo situado que depende de um conjunto largo de factores.
Desde logo, os papéis desempenhados na aula pelo professor e pelos alunos tém uma influéncia
marcante naquilo que pode ser aprendido. Estreitamente associadas com esses papéis estdo as
interacgBes que sdo geradas entre os diversos actores na aula e o estatuto da comunicagdo em todo o
processo pedagdgico. A comunicagdo pode ser, fundamentalmente, um instrumento de ensino do
professor ou algo que é inseparavel de toda a actividade da sala de aula e, portanto, inseparavel do
modo como se aprende. Neste Programa defende-se a segunda perspectiva, através de um forte
envolvimento do aluno no discurso da aula, através da apresentacdo e discussdo de ideias. A cultura
de sala de aula que assim emerge implica do aluno o comprometimento na construcéo e validacdo do
conhecimento matemético e do professor a assun¢do de um “didlogo verdadeiro”, equilibrando
disponibilizacdo de informag8o e regulacdo do discurso. Os desafios que o professor langa aos
alunos — as tarefas — contribuem igualmente para a criacdo da cultura da sala de aula. Uma aula em
que predominam tarefas rotineiras é bem diferente de uma outra em que as tarefas de natureza
probleméatica ocupam um lugar de destaque, dado que a actividade dos alunos tenderd a ser
diferente. A forma como os alunos trabalham — individualmente, grupo ou toda a turma — é um outro
elemento revelador de diferentes culturas de sala de aula.
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Neper é importante por si sO, pois esta encontra muitas aplicacbes noutras areas, tais
como a Fisica e a Economia.

O método de investigacdo que utilizamos foi a analise de diversos manuais
escolares. Tal como refere [PBGA97], “o curriculo de Matematica...inclui igualmente o
plano dos materiais educativos, onde sobressai 0 manual escolar. Qualquer manual

escolar constitui sempre uma interpretacgdo...do curriculo oficial.”

Vejamos agora, com detalhe, a estrutura de cada um dos capitulos do trabalho que
aqui apresentamos. O trabalho é dividido em cinco capitulos. O capitulo 1 é a
introducdo, que consta de um resumo, menciona 0s objectivos, identifica as questdes de
investigacdo e refere a estrutura do trabalho.

No capitulo 2, “Sucessdes”, comegamos por referir aplicacdes do numero de Neper.
Depois, introduziremos generalidades sobre sucessdes numéricas e sucessdes de
fungdes, nomeadamente da série de Taylor, bem como as suas condigdes suficientes de
convergéncia. Finalmente, abordaremos o numero de Neper como limite da sucessdo

1 1 1 , - . 1Y
1+E+Z+---+m bem como o nimero de Neper como o limite da sucessé@o (1+Hj :

O capitulo 3, “ As Sucessdes no ensino da Matematica em Portugal ao longo das
ltimas seis décadas”, consistira numa breve descricdo da estrutura do Ensino da
Matematica em Portugal (1950 — 2010), sera apresentado o programa oficial de
Matematica actualmente em vigor. De seguida, abordar-se-d0 0s conteddos
programaticos que constituem a tematica das Sucessdes apenas das ultimas cinco
décadas. Posteriormente sera feito um estudo das sucessGes nos manuais escolares de
1960 a 2010, onde focamos a forma como € introduzido o conceito de sucessao; a
contextualizacdo do tema “ Sucessdes” e relacdo com a tematica das “Funcdes”; as
metodologias de ensino; e, finalmente, o ensino da sucessdo de Neper nestas ultimas
quatro décadas.

No capitulo 4, “O Ensino da Sucessdo de Neper”, proceder-se-a4 a constatacao de
N—+o0 n

1 n
como a demonstracdo de e= lim (1+—j ¢ apresentada em alguns dos manuais

escolares e expor-se-a as limitacdes da calculadora grafica no estudo da sucessdo de

Neper.
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Por fim, o capitulo 5 é dedicado a apresentacao das conclusées do nosso estudo, e de

algumas possiveis linhas de investigacao futura.
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Capitulo 2:

O NUMERO DE NEPER

2.1. APLICACOES DO NUMERO DE NEPER

O numero de Neper representa-se pela letra e, deve-se ao matematico escocés John
Napier (1550-1617) e a designacdo e ao matematico suico Leonhard Euler (1707-
1783). Pensa-se que a escolha do simbolo e se deve ao facto de ser a primeira letra da
palavra "exponencial™.

O namero de Neper é uma constante que surge em varias aplicacdes cientificas.

A série infinita e =1+%+%+%+%+--- que foi descoberta por Newton em 1665,

n
e pode ser obtida da expansdo binomial (1+%j quando n tende para +o. O valor
deste limite € um namero irracional (além disso €, também, transcendente, uma vez que
ndo e solucdo de qualquer equacdo algébrica de coeficientes racionais). O nimero de
Neper, escrito com dez casas decimais: e =2,7182818285 (a ultima casa decimal
resulta de arredondamento).

Na matematica o nimero de Neper € usado como base da funcdo exponencial e sua
inversa, o logaritmo na base e diz-se neperiano e denota-se geralmente por In, tendo-se
y=Inx< x=¢’ Vx>0, sendo a fungdo exponencial a funcdo inversa da funcao
logaritmo. Recorre-se & formula de Taylor para definir a funcdo

2 Xn Xn+1

X X
e =1+X+—+---+—+
2! n! (n+1)!

e"* com xeR, 6, 10,[.
Pode-se encontrar o nimero de Neper nos seguintes integrais:

1. O integral definido que € usado na teoria das probabilidades, jow e_%dx = \/% ;

-t
2. O integral exponencial que se denota por E; (x)= L ert ;

Relatério de Estagio 6
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3. A transformada de Laplace definida por L{ f (t)} :I: e f (t)dt (ver [Ince56],

onde esta é utilizada para resolver equacgdes diferenciais lineares).
O numero de Neper € utilizado como base dos espagos lineares, transformacoes
lineares e também se define a FoOrmula de Euler (Analise Complexa) por

e =cosx+i sinx.

A formula de Euler, e” +1=0, liga cinco constantes fundamentais da matematica
0,Lerei=~-1.

A fracgdo continua infinita que envolve o e e r, foi descoberta por Euler em 1737,

1
1

2+23
34 °

4+ 4
5+...

e=2+
1+

Note-se que todo o numero irracional pode ser escrito como uma frac¢do continua
infinita. O reciproco também é valido, ou seja, se um ndmero tiver uma representacao
em frac¢do continua infinita entdo € irracional [Mont57]. Outra frac¢do continua infinita
de Euler envolvendo o numero de Neper é dado por

e_+1:2+ !
e—1 1

Na resolugdo dos tridngulos esféricos também esté patente a regra de Neper: seja 0

triangulo esférico (ABC) rectangulo em A. Trés elementos (os dois dados e o elemento

a calcular) s6 podem ocupar duas disposi¢des, ndo contendo o angulo recto: ou séo
consecutivos e chama-se médio e conjuntos aos dos extremos, ou dois elementos estdo
separados do terceiro, por outros elementos, e neste caso chama-se médio a este ultimo,

dizendo-se os outros dois separados. A regra de Neper enuncia-se da seguinte forma:

Relatério de Estagio 7
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“num triangulo esférico rectangular o co-seno do elemento médio € igual ao produto das
co-tangentes dos conjuntos ou senos dos separados, substituindo-se, porém, para 0s
catetos a funcdo trigonométrica indicada, pela sua complementar”.

Figura 1: Triangulo esférico rectangular

Por exemplo, suponhamos dados o cateto b e o angulo C. Para calcular a, B e c, tem-se,
respectivamente, pela aplicacao da regra:
cosC =tgbcota; cos B =cosbsenC; senb =cotCtgc .

Na Fisica, o nimero de Neper aparece, por exemplo, associado a desintegracdo
radioactiva. Uma substancia radioactiva desintegra-se espontaneamente segundo uma
lei de decrescimento exponencial dada pela expressdo m = mee™, onde mo é a massa
inicial, k € uma constante positiva que depende da substancia em causa e t € o0 tempo em
anos. O numero e tem, também, importancia pratica noutras areas tais como a
economia, a engenharia, a biologia ou a sociologia.

Vejamos um exemplo no caso da economia. Seja P um capital composto de n vezes
por ano, durante t anos, a uma taxa anual de juros r. Se permitirmos que n aumente sem
limites, a soma do dinheiro, S, € obtida a partir da formula S = P (1 + r/n)nt. O limite

em n parece aproximar-se de 2,718.

2.2. GENERALIDADES SOBRE SUCESSOES REAIS

Consideremos o conjunto dos nimeros naturais N = {1, 2,3,...} .

2.2.1. Definicdo (ver [Lima95]):

Relatério de Estagio 8
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Uma sucessdo de numeros reais € uma funcdo x:N — R, definida no conjunto

N dos nimeros naturais e tomando valores no conjunto R dos nimeros reais. O

termo de ordem n da sucessdo x, x(n), ser4 denotado por X, .

Ao longo do texto escreveremos (xn) para indicar a sucessao X.

2.2.2.

2.2.3.

2.24.

2.2.5.

Definicéo (ver [Lima95]):
Uma sucessdo (x,) €é limitada se existirem nimeros reais a, b tais que

as<x,<b, VvVneN

Definigdo (ver [Lima95]):

Uma sucesséo (x,) diz-se crescente (ndo decrescente) se x, <X, VneN

(respectivamente, x, <X,.;, Vne N); (x,) diz-se decrescente (n&o crescente) se

n+1?

X, > X,,,, Vne N (respectivamente, x, > x,,,, VneN). Uma sucessdo (X,)

n+1? n+1?

designa-se por monotona se for ou crescente, ou ndo decrescente, ou decrescente
Ou ndo crescente.

Definicéo (ver [Lima95]):

Dizemos que um ndmero real a é limite da sucessédo (x,), e escrevemos

limx, = a se se verificar a seguinte condi¢&o:
Ve>03n, eN;n>n; =|x, —a|<e.

Propriedade (ver [Cara98]):
Se uma sucessdo tem limite positivo, entdo existe uma ordem a partir da qual

todos 0s termos sao positivos.

Utilizaremos a notacéo V, (x,) para designar uma vizinhanga - ¢ do nimero real

Xo, OU Seja, para designar o intervalo aberto ]x0 —&, X% + g[, e>0.

2.2.6.

Proposic¢ao (ver [Lima95]):

Toda a sucessdao monotona e limitada é convergente.

Relatério de Estagio 9
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2.2.7. Teorema (Teorema da sucessdo enquadrada) (ver [Ferr93]):

Sejam (X, ). (Y,).(z,) sucessdes reais. Suponha-se que existe uma ordem p tal
que, para qualquer n> p,setem x, <y, <z e limx =limz, =a. Ento, (yn)
é tambem convergente e limy, =a.

Demonstracéao:

Fixado arbitrariamente ¢ > 0, existem inteiros g e r tais que x, €V, (a) para n>(

e z,eV,(a)para n>r. Sendo s 0 maior dos niimeros p, g e r ter-se-, para n>s:
a-e<x <y <z <a+e¢

e portanto y, €V, (a). O

2.2.8. Teorema (ver [Ferr93]):
Sejam (x,), (y, )duas sucessGes convergentes e suponha-se que limx, <limy,.

Entdo, a partir de alguma ordem, verifica-se a desigualdade x, <, .
Demonstracéo:

Seja a=limx , b=limy e tome-se 8=b—Ta

b-a , , .
— é um namero positivo, por sera<b

Determinados inteiros p e q tais que x, €V, (a) para n>p e y, eV, (b) para
n>q ter-se-a, para qualquer inteiro n>max{p, q} :

X, <a+e=b-g<y,. m

2.2.9. Corolério (ver [Lima76]):
Sejam (x,) e (,) sucessBes convergentes. Se x, <y, paratodo neN, entéo

limx, <limy,.

Demonstracao: (Por reducdo ao absurdo)

Relatério de Estagio 10
2009/2010



O Ensino da Sucessdo de Neper

Se fosse limx,>limy,, entdo teriamos O<limx, —limy, =lim(x —y,) e, dai,
teriamos X, —y,>0 para todo n suficientemente grande, o que constitui uma

contradicao relativamente a hipotese. O

2.3. GENERALIDADES SOBRE SUCESSOES DE FUNCOES : A SERIE DE
TAYLOR

Denotaremos a n-ésima derivada de uma fun¢do f num ponto a por £ (a). Uma
funcao real de varidvel real f:l1 — R €é n vezes derivavel no intervalo | quando existir
f(”)(x) para todo xel, e f diz-se n vezes derivavel num ponto ae | se existir um
intervalo aberto J contendo a tal que f € n—1 vezes derivavel na interseccdo | N J e,
além disso, existir " (a).

Diremos que f:1 — R édeclasse C", e escreveremos f eC" para significar que

f é n vezes derivavel em | e que " ¢ uma funcdo continua em I.

2.3.1. Definicao (ver [Lima95]):

Seja f uma funcdo, f :1 — R, n vezes derivavel no ponto ael.

n f (k) (a)
k=0 k!

O polinémio T, (x)= (x—a)k designa-se por polindmio de Taylor de ordem

n de f em torno do ponto a.

2.3.2. Férmula de Taylor

Seja f:1 <R — Ruma funcdo n vezes derivavel em ael .

Entdo, f pode escrever-se como

Relatério de Estagio 11
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f(x)=T,(x)+R,(x), vxel, (1)

onde T, e o polinomio de Taylor de ordem n de f em torno de a,

R, (%)

eonde R (x) verifica lim———-=0, Vxel.
x—>a(x_a)

A funcéo R, de (1) é conhecida como o resto de ordem n.

Veremos, nos teoremas seguintes, que o resto de ordem n se pode definir através de um
integral, da seguinte forma:

R, (X)==[ (x=t)" f™(t) dt.

2.3.3. Lema (ver [Apos91]):

Se f é de classe C* numa certa vizinhanga de a, entdo, para todo o x nessa vizinhanca,

tem-se:
f(x)=f(a)+f'(a)(x-a)+R(x)
R(¥)= [ (x=1) (1)t
Demonstracéo:

De acordo com a definicdo de resto tem-se
R(x)=f(x)-f(a)-f'(a)(x-a)
= ["(t)dt-f'(a)[ dt
=[TH(t)-1'(a)] ot

O ultimo integral pode escrever-se na forma J':u dv, fazendo u= f'(t)-f'(a) e

v=t-X.
. du y dv .
Assim T f"(t), EZl e integrando por partes vem
R (%)= [ udv=uv|X=["(t=x) f"(t)dt = (x~t) F"(t)dt
Relatério de Estagio 12
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umavez que u=0 quando t=a e v=0 quando t =X e 0 teorema esta

demonstrado. O

O resultado correspondente para um polinémio de aproximacéo de grau n é dado

pelo seguinte teorema.

2.3.4. Teorema (ver [Lima95]):

Se f ¢ de classe C"™'numa vizinhanca de a, entdo, para todo o x dessa

vizinhanca, verifica-se a formula de Taylor

n f(k) K
f(0)=3 kfa)(x_a) +R,(x) 2)
com
R, ()= 2 [(x-0) 109 1) at ®
Demonstracéao:

O teorema demonstra-se por inducdo matematica.
Para n=1 o teorema é verdadeiro, com base no lema 2.3.3.
Supondo que é verdadeiro para algum n, vamos demonstra-lo para n+1.

Da formula de Taylor (2) escrita com n+1 e com n e subtraindo membro a membro

permite-nos obter

(n+l) a n+l
Ru(0=R, (0l (x-a)
(n+1) a o
:R“(X)_(fnJrlgn?(X_a)
(n+l) a X—a n+l
:R“(X)_f nl( )( n+i

n+l
Através da expressdo de R (x) e tendo em conta que %ﬂ:(x—t)" dt,

obtemos

Relatério de Estagio 13
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1 ex ) . f(n+1) . )
Ry1(¥)=—, (x-1) fl )(t)dt—%ja(x—t) dt “
:% “(x=t)"[ £ (1)~ 109 () | ot

O integral (4) pode escrever-se na forma jxu dv com u=f"(t)-f"(a) e

~(x-t)"

v=———"— Integrando por partes para u=0 quando t=a e que v=0 quando

(n+1)

t = x, obtemos

1 x 1 x 1 X n+. n+
Roi(X)== udv:—vadu:(nH)!L(x—t) FE) () dt

n!-a

Isto completa a passagem de n a n+1, pelo que o teorema é verdadeiro para todo

n>1. O

Consideremos agora uma funcdo f :1 — R de classe C”. Se a for um ponto interior do

n £k
intervalo |, entdo podemos escrever f (x)=>" f I(sa)(x—a)k +R,(x), para xe .
k=0 -

2.3.5. Definicao (ver [Lima95]):

+o0 f(")(a)

A série de poténcias ZT(x—a)k chamaremos série de Taylor de f em torno do
k=0 .

ponto a.

CONDICOES SUFICIENTES DE CONVERGENCIA DA SERIE DE TAYLOR

Note-se que toda a funcdo que seja C* num intervalo | possui uma série de Taylor
em cada ponto interior a e | . Mas a série de Taylor pode convergir ou divergir. Veja-se

0 seguinte exemplo.
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2009/2010



O Ensino da Sucessdo de Neper

2.3.6. Exemplo (ver [Silv94]):

2
e sex>0

Consideremos a fungdo f (x)=
0 sex<0

As derivadas de qualquer ordem de f no ponto zero séo nulas.

O polinébmio de Taylor de f no ponto zero é nulo e a sua férmula de Taylor €
f(x)=0+R,(x).
A série de Taylor de f é a série cujos termos séo todos nulos. Logo, € convergente para

todo o x e 0 seu intervalo de convergéncia é ]—oo;+oo[. Mas a soma da série de Taylor

ndo é obviamente igual a funcao f.

Estudemos o resto:

_%2
tem-se lim R (x)= € se x>0
n—+o0 O se XSO

O limite ndo é zero para x>0. Mas e%Z é sempre diferente de zero para x >0. Logo,

em nenhum intervalo do tipo |-r,r[ se tem que a funcéo f é igual & soma da sua série

de Taylor.

Do teorema 2.3.4. provou-se que o resto de ordem n é definido por intermédio de um
integral em que qualquer intervalo em torno do ponto a no qual f () seja uma funcao
continua. Portanto, se f é infinitamente derivavel, temos sempre essa representacdo do

erro, pelo que a série de Taylor converge para f (x)se, esose, R (x) tende para zero

quando n — .

2.3.7. Teorema (ver [Figu96]):

A condicdo necessaria e suficiente para que a fungdo C*, f:1 —> R, sejaa soma da

série de Taylor numa vizinhanga V, (X,), X, € I, é que limR (x)=0, VxeV (X,).

Partindo deste resultado utilizam-se as condigdes que se seguem.

2.3.8. Proposigéo (ver [Lima95]):

Relatério de Estagio 15
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Seja f:1 >R uma funcdo indefinidamente diferenciavel e suponha-se que

existem constantes M,k >0 tais que, numa vizinhanca V (X,),se tenha
‘f(”)(x)‘s Mk", VxeV(x,), n>p, neN.
Entéo f é soma da sua série de Taylor em V_(x,).

Demonstragao: considerando, por exemplo, o resto de Lagrange:

n+1
Rn(x)zuf”+1(x0+9n(x—x0)), 0<4g, <1,

(n+1)!
Tem-se
(k|X_XO|)n+1
Rn(X)‘SMTl)I, XGV(XO)
pois para x €V, (X,)
k _ n+1
Iim—( L 0
e (n+1)!
logo, a conclusdo obtém-se através do teorema. O

2.3.9.Corolario (ver [Lima95]):

Se existe M>0 e &>0 tal que em V,(x) se tenha
‘f(”)(x)‘s M, ¥xeV, (%), n>p, neN, entdo f é soma da formula de Taylor

emV,(X,).

2.3.10. Teorema (ver [Apos91]):

Se a derivada de ordem (n+1) de f satisfaz as condicdes

m< ™ (t)<M ()

Relatério de Estagio 16
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para todo o t num certo intervalo contendo a, entdo para cada x pertencente a esse

intervalo tém-se as seguintes estimativas para o erro:

(X_a)n+1 3 (X_a)ml
m (n+1)! (x)< (n+1)! ©x-a ©
(a_x)n+1 3 5 (a_x)n+l
mm_(—l)Rn(x)_MW se x<a (7)

Demonstragao: suponhamos em primeiro lugar que x>a. Entdo o integral de
R, (x) esta estendido ao intervalo [a,b]. Para cada t neste intervalo tem-se (x—t)" >0,

de modo que as desigualdades em (5) da-nos

n+l n n+1
O G g (0
n! n! n!

Integrando de a a x obtemos

m px n M X n
) (=) dtSRn(x)SHL(x—t) dt 8)
. a (X_a)n+l
A substituicio u=x—t, du=—dt da-nos j (x—t)" dtzj u" du =~——=—, e assim
a 0 n+1

(8) reduz-se a (6).

Se x<a, a integracdo vem alargado ao intervalo [x,a]. Para cada t neste intervalo

temos t > x, de modo que (-1)" (x—t)" =(t—x)" > 0. Portanto, podemos multiplicar as

L (x-t)

n!

desigualdades (5) pelo factor ndo negativo (—1) e integrar de x até a para

obtermos (7). O
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2.4. O NUMERO DE NEPER COMO LIMITE DA SUCESSAO 1+l+l+-~+ 1

1 2! n!
Consideremos o numero de Neper e, e mostremos que este pode ser obtido como o

- « 1 1 1 - <
limite da sucesséo 1+5+§+m+_l’ utilizando para tal os resultados da secgéo
12! n!

anterior.

Seja f (x)=e". Da formula de Taylor temos que

Entao,

Logo,
n Xk
e => —+R,(X). 9)

oo K!

2.4.6. Lema:
O resto de ordem n da funcdo e verifica
R, (x)|< ¢ X", vxeR.

(n+1)!

Demonstracéo:

n+1)

Como f(“”)(x) e*, a derivada f! € monotona crescente em cada intervalo e,
portanto, satisfaz as desigualdades e° < f () (t) <e° em cada intervalo da forma [b, c] :

Sendo ¢ um ponto entre zero e x, considere-se, o intervalo da forma [0, x]
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As  desigualdades

para R, (x)do teorema 23.9. sdo verificadas com
m=e’=le M =¢°.
Tem-se
n+l n+1
X <R, (x)<e X se O<x<c,
(n+1)! (n+1)!
ou seja,
R, (x)|< ¢ X", 0<x<c. O
(n+1)!
2.4.7. Lema: e:Iim(l+l+i+---+iJ.
1 21 n!
Demonstracao:
Do lema anterior, para x fixo, tem-se:
. . e‘x‘ n+1
lim R, (x)= lim X" =0 VvxeR
n—+o0 n—+o0 (n +1)|
Portanto, pela proposicéo 2.3.6.,
40 Xk
ef=> ", VxeR . (10)
= k!
+00 1 i
Logo, para x=1, temos que e = ZE’ ou ainda,
k=0 K-
e:Iim[1+l+i+--~+i) (12)
1 21 n!
O
Relatério de Estagio 19

2009/2010



O Ensino da Sucessdo de Neper

n
) - 1
2.5. O NUMERO DE NEPER COMO O LIMITE DA SUCESSAO (1+ﬁj

Utilizaremos os resultados da seccdo 2.2 para mostrar que o numero de Neper é o limite

de (1+1j :
n
2.5.6. Teorema (ver [Cara98]):

@) Iim(1+ lj existe e estd compreendido entre 2 e 3.
n

Demonstracdo: o teorema decomp@e-se em dois:

) O Iim(1+£j existe.
n

. 1Y ,
Provemos que a sucessao de termo geral u, :(1+—j (n =1, 2, ) é de termos
n

positivos e crescente. Para provar que os termos sdo todos positivos basta notar que,
1 n

qualquer que seja n inteiro e positivo, (1+—j é uma poténcia de base positiva,
n

portanto, também positiva. Para demonstrar que a sucessdo € crescente, desenvolvamos
o termo geral segundo a formula do bindmio de Newton.

Vem

u, =(1+£j Clanxt+ r](n_l)><i2+ n(n_l)(n_z)xis+ n(n_l)(n_z)“'ZXlxi
n n 1x2 n 1x2x3 n 1x2%x3x-+-xN "

, 0U, pondo 1x2x---x p=p! e permutando em cada parcela os numeradores das duas

fraccdes,

., =(1+1j =1+lxﬂ+ixn(n—1)+lxn(n—l)(n—2)+m+ixn(n—l)(n—2)---><2x1
n

1 n 2! n? 3! n® n! n"

Ou ainda, (12)

TIPS PN RIS 01N 0 R (P RSP0 U R (PCS OO E
n 1 2! n, 3l n n n! n n n

Daqui resulta que
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un >1+1+ix(1_i)+ix(l_i)(l_ij+...+ 1 X(l_ij(l_ij(l_
1n 21 n-1) 3! n-1 n-1 (n-1)! n-1 n-1

Note-se que o segundo membro da desigualdade é precisamente u__,. Conclui-se,

pois, que u, , <Uu, paran inteiro e positivo qualquer. Logo, a sucess&o € crescente, c.qg.d.

) n
Demonstre-se agora que a sucessdo de termo geral un:(1+— é limitada
n

superiormente. Da igualdade (12), resulta, notando que os parénteses do segundo
membro sdo todos menores que a unidade,

un=(1+£j astpt oL (13)
n ! ! n!

E, por ser p!>2°" para p >3, inteiro e positivo, vem de (13) que:

1
2n—1 '

u, =(1+l) <1+1+1+i2+---+
n 2 2

Ou, notando que as parcelas a partir da segunda constituem uma progressao

1
geométrica de razédo %cuja soma é _21” , entéo
1-=
2
1
1y o 1
u=(1+—| <l+—=%-=1+42-——<3, VneN,
" n -1 2"t
2

0 gue prova que a sucessao (un) é limitada superiormente. Logo, 0 I|m(1+—] existe
n
e é finito.

O

1)  Seja L:Iim(1+1j .Entdo, 2< L <3.
n

De (13) resultou, como vimos,

u, =(1+£J <3, VheN
n

Logo, tem-se |im[l+£j <3
n

Relatério de Estagio
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De (12) decorre, com n=>2, por supressdo de termos positivos do segundo membro da
igualdade,

u, =(1+1J >1+£=2
n 1!

Portanto, vem lim__ (1+1] >2
n

Tem-se, por fim, 2 < Iim(1+1J <3 =
n

Note-se que podemos mostrar que o limite da sucessao (1+—) é igual ao limite dado
n

na seccédo anterior (cf. (11)).

2.5.7. Teorema (ver [Cara98, Figu96]):
Iim(1+£j =e
n

Demonstracéao:
Considerem-se as sucessoes de termo geral

b, :(1+1j
n
1

1 1
a, =l+—+—+--+—.
1 2! n!

Analisemos primeiro a sucessdo b,. Com auxilio da formula do bindmio de Newton

tem-se

b =(1+£j =1+n~1+ n(n—l)‘inrerM.i
n 21 n n! n

ou seja,

R S
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Desta ultima representagdo observa-se que b, € soma de parcelas positivas, cada

uma das quais crescente com n. Como o namero de parcelas também cresce com n, logo

se conclui que (b,)é sucessdo crescente. Constata-se ainda que b, <a, <3. Assim, as

duas sucessdes consideradas sdo ambas crescentes e limitadas e, portanto convergentes.

Como b, <a, paratodo o n, resulta desde logo que
limb, <lima, (14)

Por outro lado, fixando pe N, tem-se para n> p,

b, 21+1+%(1_%j%H)@_%}...%(1_%](1_%]..( p_lj

Passando ao lim(e mantendo p fixo) vé-se que o segundo membro da anterior

desigualdade converge para a,. De acordo com a proposicéo 2.2.6.,
limb, >a, VpeN.

Passando de novo ao limite quando p tende para +oo, e recorrendo a mesma

proposicdo, conclui-se que

limb, >lima,. (15)

Logo, de (14) e (15), conclui-se que limb, =lima,, i.e.,

lim 1+1 =lim 1+1+i+---+i )
n 1 21 n!

De (11) segue-se que Iim(1+£j =e. O
n

Vejamos ainda uma generalizacéo do resultado anterior

Relatério de Estagio 23
2009/2010



O Ensino da Sucessdo de Neper

2.5.8. Proposicdo (ver [Figu96]):
lim (l+£] = lim (1+£] =e.
X—>+00 X X—>—0 X

Demonstracao:

No limite quando x tende para mais infinito. Seja x >1e designemos por | (x) o maior

inteiro menor ou igual a x, ou seja, I (Xx)<x.

Tem-se | (x)<x<1(x)+1
1
Logo, —— >
0go )

Pela monotonia da exponencial de base maior que 1 tem-se:

o] () o)

Considerando n= | (x) vem:

1+1(x) 1+n 1 n
lim 1+i = lim (1+lj = lim (1+lj . lim (1+£j =e.
X—>+00 | (X) n—+o n n—+o n n—>+w n

De modo anélogo para n=1(x)+1:

< | =
'_\
'_\
'_\

. 1Y
1(x) 1 lim|1+=
- 1 - 1 N—+co n e
lim 1+m =lim|1+= :—1:I:e.
X—>+0 X N—+0 n
lim (1+ij

Para obter o a demonstracdo do limite quando x tende para menos infinito considera-se

o valor de x, =—(1+x)=-1-x.

Entao,
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X X % —1-x
lim (1+1j _ Iim(x—ﬂj “im | 5| 2 im | X
X—>—00 X X—>—00 X X, —>—%0 Xl + 1 X ——%0 Xl + 1

-1 _x1_ 1 1 1 X
= lim [[ a J [ a ] = lim [(H—j -(1+—j ]zl-e—e
el X +1 X, +1 X —>+00 X, X,
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CAPITULO 3:

AS SUCESSOES NO ENSINO DA MATEMATICA EM PORTUGAL AO
LONGO DAS ULTIMAS SEIS DECADAS

3.1. A Estrutura do Ensino da Matematica em Portugal nas ultimas
seis déecadas (1950 - 2010)

Analogamente ao que acontece com as restantes disciplinas, o curriculo da
Matematica em Portugal tem, ao longo dos tempos, vindo a sofrer alteracdes,
verificando-se uma alteragdo nao so nos temas tratados, mas também na sua abordagem.
Nesta seccdo apresentamos uma breve descricdo da evolucdo dos curriculos de
Matematica para 0 ensino secundario, bem como o seu enquadramento na estrutura do
ensino em Portugal, nas Ultimas seis décadas.

Comecemos por referir 0s anos 50*, época em que se intensificou um movimento
internacional para a modernizacdo do ensino da Matematica e das Ciéncias, o qual ficou
conhecido como o movimento da Matematica moderna®. De acordo com [PBGA97], tal
movimento deveu-se ao peso crescente dos cientistas na sociedade (relembremos que
foi nos anos 50 que, por exemplo, ocorreu 0 lancamento do primeiro satélite da Unido
Soviética), e aos seus protestos “contra o crescente fosso entre os conhecimentos
ministrados aos alunos no ensino secundario e 0s conhecimentos que se consideravam

desejaveis para o inicio dos estudos superiores” (citacdo de [PBGA97, pg. 4]). Este

* Eis os contetdos que constavam nos programas de Matematica do 3° ciclo do ensino liceal, aprovados
em 1948 (decreto n® 37112 de 22 de Outubro de 1948): a algebra compreendia o estudo de funcdes,
limites, polindmios, equacfes, analise combinatoria, nimeros complexos, derivadas; a trigonometria
envolvia o estudo das funcgdes circulares directas e inversas, 0 uso de tabuas trigonométricas (naturais e
logaritmicas) e a resolucdo de equacBes trigonométricas; a aritmética racional envolvia os ndmeros
inteiros, potenciacgdo, sistemas de numerac&o, divisibilidade, divisores e multiplos.

5, o . . - . o . .

A situacdo do ensino da Matematica em Portugal era alvo de muitas criticas que sublinhavam a reduzida
competéncia dos alunos ao nivel do calculo — apesar do ensino ser essencialmente orientado para o
dominio do Célculo.
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movimento defendia a substituicdo de algumas matérias, entdo consideradas
ultrapassadas, por novas matérias que encontravam novas aplicacdes da Matematica, a
par da apresentacdo da Matematica de um modo unificado. Foram assim privilegiadas
as tematicas conjuntos, relagdes binérias, estruturas algébricas (grupo, anel, corpo, etc),
e logica; a abordagem da trigonometria passou de geométrica a algébrica; foram
introduzidos alguns topicos de estatistica e de teoria das probabilidades. Além disso,
pretendia-se que o papel dos alunos na descoberta matematica fosse um papel mais
dinamico®.

Em Portugal, o0 movimento da Matematica moderna ocorreu em dois periodos: nos
anos sessenta, onde se salienta o papel de Sebastido e Silva, e a partir da década de
setenta, onde a elaboracdo de novos programas e manuais escolares se generalizou aos
alunos dos restantes niveis de ensino’.

Assim, também em Portugal, na década de sessenta, 0 movimento da Matematica
moderna levou a reformulagdes dos curriculos da Matematica. Tal como acontecia a
nivel internacional, também em Portugal se introduziram novas matérias, se eliminaram
matérias tradicionais e, sobretudo, introduziu-se uma nova abordagem da Matematica e
uma linguagem pontuada pelo simbolismo da Logica e da Teoria dos Conjuntos. No
novo programa do Ensino Complementar surgem como novos temas: Légica, Teoria
dos Conjuntos, Estruturas Algébricas, Probabilidades, Nimeros Complexos, Estatistica,
Calculo Integral, e Calculo Numérico Aproximado. Sdo mantidos alguns temas como o
Célculo Diferencial, Geometria Analitica e Trigonometria e é retirada a Aritmética
Racional [AiVa05].

O principal impulsionador do movimento Matematica moderna em Portugal foi o
professor José Sebastido e Silva. O professor José Sebastido e Silva elaborou manuais,
assim como livros para os professores, onde se contemplavam as referidas novas
matérias. Contrariamente ao que ocorria noutros paises, onde se verificava um
extremismo formalista e um privilegiar da matematica pura, nos seus manuais

verificava-se um empenho nas aplicacdes da Matematica. Alguns exemplos:

6 Segundo [PBGA97], as aplicagdes da Matematicas foram secundarizadas, acabando por desaparecer
dos programas e dos manuais escolares

7 . . . . ., .
Os programas entdo elaborados vigoraram, a menos de pequenos ajustes, até ao inicio da década de
noventa.
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Transformacdo de energia eléctrica em calor (7° ano, vol.1, p.171);

Desintegracao radioactiva (7° ano, vol.1, p.172);

Crescimento populacional (7° ano, vol.1, p.174);

Descida em para-quedas (7° ano, vol.1, p.176-8);

O espaco-tempo de Minkovski (7° ano, vol.2, p.160);

Aplicacéo do calculo das probabilidades aos seguros (6° ano, p.471).

A iniciativa do Professor José Sebastido e Silva permitia criar uma maior
aproximacdo entre a Matematica do Ensino Secundario e a Matematica do Ensino
Superior. Ele redigiu um texto - piloto constituido por trés volumes, o primeiro para o 6°
ano e o segundo e terceiro para o 7°ano [AiVa05]. De acordo com o seu volume I, o
conceito de sucessdo aparece no 7°ano, num subcapitulo da “Introducdo ao Célculo
Diferencial”, designado por “Teoria dos limites de Sucessdes”.

Houve também outra iniciativa nas escolas técnicas (notemos que a iniciativa do
professor José Sebastido e Silva teve lugar nos liceus) estando envolvidos o0s
professores Aires Biscaia, Santos Heitor, Francelino Gomes e Vitor Pereira.

A partir de 1967 houve criacédo do Ciclo Preparatorio do Ensino Secundario (com a
designacdo de 1° e 2°anos). Uma das alteracdes foi o encurtamento do curso geral dos

liceus de sete para cinco anos e na cria¢do de dois anos de ensino liceal [AiV&05].

A estrutura do ensino liceal passou a ter a seguinte estrutura:

{ Ensino Liceal ’

—

[ Curso Geral (3 anos) J [ Curso Complementar }

(3%, 4° e 5° anos) (1° e 2° anos)

1
[ Ciéncias ] ( Letras ]

Esquema 1: Estrutura do Ensino Liceal

No inicio dos anos setenta foram introduzidos novos programas em todos 0s niveis
de ensino. Em 1974 sdo publicados, pelo Ministério da Educacdo e Cultura, entdo
presidido pelo Professor José Veiga Simdo, novos programas para o Ensino Liceal (O

Professor Sebastido e Silva ndo participou neste processo). Na Matematica sdo publicados
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dois programas: um relativo a Matematica Moderna, onde é ainda patente o a influéncia
do Professor Sebastido e Silva, e um outro programa relativo & Matematica Cléssica
para 0 1° ano. [AiVa05] Nesta remodelacdo deu-se énfase ao abstracto e formal, e as
aplicacbes da Matematica acabaram por desaparecer dos programas e dos manuais

escolares.

Entre 1974 e 1986 o0 ensino secundario estava estruturado em dois grandes blocos:
0 Curso Unificado (duracdo de trés anos, oferecendo para o 9%no varias areas
vocacionais) e o Curso Complementar (subdividido em dois ciclos). O 1° ciclo do curso
complementar integrava o 10° e 11° ano de escolaridade e o 2° ciclo era composto pelo

12° ano, como se pode observar no esquema seguinte:

[ Ensino Secundario ]
Curso Unificado Curso Complementar 12® ano
(5 anos) (2 anos) 1980/81
I . |

10° ano 11° ano
1978/79 1979/80

Esquema 2: Estrutura do Ensino Secundério (1974 — 1986)

Por observacdo do esquema 2, no Curso Complementar, o 10° ano comegou a
funcionar no ano lectivo de 1978/79 e o 11°%no no ano lectivo de 1979/80. E no ano
lectivo de 1980/81 entrou em funcionamento o 12°no, ou seja, 0 2° ciclo do Ensino
Complementar [AiVa05].

Nos anos oitenta deu-se novamente um movimento de reforma da Matemaética.
Relembremos algumas das criticas aos programas da Matematica moderna que surgiram
no inicio dos anos 80: “acabamos por assistir a um ensino de Matematica orientado
numa oOptica essencialmente dedutiva, focando os aspectos l6gicos, privilegiando o
estudo dos mais diversos tipos de estruturas, desde as mais “pobres” as mais ricas. A
Matemaética aparece aos olhos dos jovens como ciéncia acabada, artificialmente criada,
sem qualquer ligagdo com a realidade”® [Pont02, pg. 7]. “O simbolismo carregado e a

énfase em estruturas abstractas revelavam-se, afinal, de dificil compreensdo para os

8 Citagdo de Antonio St. Aubyn (1980)
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alunos... as competéncias dos alunos no raciocinio, na resolucdo de problemas e no
dominio do célculo ndo mostravam os desejados progressos” [Pont02].

Perante isso deu-se a publicagdo da Lei de Bases do Sistema Educativo, a 14 de
Outubro de 1886, onde houve novas exigéncias, tais como o alargamento da

escolaridade obrigatoria e a integracdo no ensino do 12°no.

A estrutura do ensino secundario passa a ser a seguinte:

{ Ensino Secundario J

| | 1
10°ano J [ 11%ano ‘ [ 12%ano

Esquema 3: Estrutura do Ensino Secundario (1986)

No final dos anos 80, em consequéncia da reforma introduzida pela Lei de Bases do
Sistema Educativo (Decreto n°286/89 do D.R. n°198), o Ministério da Educacgdo
procedeu a uma reformulacdo geral de programas. Uma das mudangas que entéo se
verifica nos 10° e 11° anos é a passagem da disciplina de Matemética de 5 para 4 horas
semanais. Nestes novos programas de Matematica da-se énfase a resolugdo de
problemas desde 0 ensino bésico, e permite-se 0 uso das novas tecnologias “quando
possivel e necessario” [Pont02].

Em 1991 sdo publicados novos programas para o Ensino Secundério, postos em
pratica no ano lectivo de 1991/92 (e vigoraram até 1997). A aplicacdo destes novos
programas de Matematica fora acompanhada de um movimento de protesto, onde
algumas das criticas se encontravam ligadas a demasiada extensao do programa para ser
leccionado em 4 horas semanais.

No ano de 1997 deu-se um novo processo de revisdo curricular no ensino
secundario, denominado “reajustamento”. A Equipa Técnica responsavel foi coordenada
por Jaime Carvalho e Silva. Assim, novos programas do ensino secundario entraram em
vigor no ano lectivo de 1997/98. Neles se da continuidade a tradicdo de privilegiar a
iniciacdo a Analise Infinitesimal, sem esquecer o Céalculo Algébrico e a Trigonometria,
assim como se d& um lugar significativo a Geometria, a Estatistica e as Probabilidades.

Um dos aspectos mais marcantes neste processo de revisdo curricular é a énfase no uso
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das calculadoras graficas. De acordo com J. Pedro da Ponte, “...este programa teve o
merito de estabilizar a situacdo no ensino secundario. Dado o seu equilibrio e 0 modo
cuidadoso como foi posto em pratica, trata-se de um dos momentos de desenvolvimento

curricular em Matematica mais conseguidos no nosso pais.”

3.1.1. PROGRAMAS OFICIAIS

Com base no site da Direccdo Geral de Inovacdo e de Desenvolvimento Curricular

tivemos acesso ao programa oficial de matematica A do 11°ano, actualmente em vigor,
cuja homologacdo foi feita em 01/04/2002. Os autores foram os professores Jaime
Carvalho e Silva (Coordenador), Maria Graziela Fonseca, Arsélio Almeida Martins,
Cristina Maria Cruchinho da Fonseca e llda Maria Couto Lopes.

Matematica A — 11° Ano:

Tema Il — Sucessdes Reais

24 aulas de 90 minutos (8 semanas)

A resolucdo de problemas permite chegar ao conceito de sucessdo, aceder a
compreensdo de propriedades importantes de sucessOes particulares e
especialmente uteis, bem como a necessidades de elaboracdo de representacfes
formalizadas. Este assunto permite também, com facilidade e vantagens, a
utilizacdo intensiva de calculadoras. E permite exercicios de comunicacéo (pela
fala e pela composigdo escrita). As propriedades das progressdes e outras
sucessOes definidas por recorréncia justificam a aprendizagem do método de

inducdo matematica.

Pré-Requisitos: Os estudantes precisam de deter capacidades de célculo

elementares e devem dominar o conceito de funcéo.

DESENVOLVIMENTO:
SUCESSOES

e Definicdo e diferentes formas de representacao.
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e Estudo de propriedades: monotonia e limitacao.
e Progressdes aritméticas e geométricas: termo geral e soma de n termos

consecutivos.
1 n
e Estudo intuitivo da sucessdo de termo geral (1+—] num contexto de
n

modelagdo matematica; primeira definicdo do nimero e.

LIMITES:

¢ Infinitamente grandes e infinitamente pequenos.

e Limites de sucessdes e convergéncia. Nocdo de limite real. llustragdo
de alguns resultados que justifiqguem a unicidade do limite seguida da
demonstracdo desse teorema.

e A convergéncia das sucessdes mondtonas e limitadas. Exemplos de
sucessdes mondtonas nao convergentes. Exemplos de sucessdes
limitadas ndo convergentes. Critério de majuracdo e teorema das
sucessdes enquadradas.

e Problemas de limites com progressdes.

3.2. CONTEUDOS PROGRAMATICOS

Vejamos os conteudos programaticos de alguns manuais que nos propomos analisar.

Ano do | Conteldos programaticos Conteldos

Manual de 11°ano programadticos de

Escolar 12°ano
» Nocéo e exemplos de sucessoes:

e Definicéo;

o Exemplos de sucessoes;

COMPENCIO RPRNIYAETY

de Algebra

e Sucessoes finitas e infinitas;
e Sucessdes monoétonas;

Ensino Liceal .
e Termo geral de uma sucesséao.

— 2%iclo
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» Nocdo de infinitamente grande e
1960 infinitamente pequeno:
e Crescimento indefinido e
crescimento infinito;
o Infinitamente grande e definicao;
o Infinitamente pequeno e definicao.
» Nogéo de limite:
e Definicdo;
e AplicagBes geométricas da nogdo de
limite.

Nada a apresentar

e Conceito de sucessdo de numeros
reais;

e Sucessdes mongtonas;

e Progressoes aritméticas e progressoes
geométricas;

e Termo geral das progressdes;

e Soma de n termos consecutivos das

Compéndio progressoes;

de e Sucessdes limitadas;

e Convergéncia de uma sucessao;

¢ Conceito de infinitésimo;

¢ Unicidade do limite de uma sucessdo
de nGmeros reais;

1976 e Limite da sucessdo constante;

e Critérios particulares de
convergéncia:

oCritério das sucessdes monotonas;
oCritério das sucessoes
enquadradas.
e Algebra dos limites;
e Simbolos de impossibilidade e do

Matematica —
1° volume

Nada a apresentar

simbolo de indeterminacao %;

e Limites infinitos;

¢ Operacdes com limites infinitos;

¢Os simbolos de indeterminacdo
2, Oxooeoo—o0;
o0

e Limite da exponencial;

e Limite da soma dos termos de uma
progressao geomeétrica;

e Métodos de aproximacdes
sucessivas;
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e Convergéncia de uma sucessao;
e Pormenores de terminologia;

Compéndio
de e Primeiros teoremas sobre limites;
/i ees | e Algebra dos limites;
ANno e Métodos de iteracdo;
Propecettico Y edi gl particulares de
—2°volume convergéncia:
o Critério das sucessoes
1978 monGtonas; ) Nada a apresentar
o Critério das sucessoes
enquadradas.

e Simbolos de impossibilidade e
simbolos de indeterminag&o;
e Limites infinitos;
e OperagOes com limites infinitos;
e Regras de célculo com o simbolo o;
¢ Novos simbolos de indeterminacao;
e Limite da exponencial;
eSoma de todos os termos duma
progressao geomeétrica;
e AproximacOes por meio de séries.
Série binomial.
» Limites de Sucessoes:
e Conceito de sucessdo e de
subsucessao;
e Sucessdes mongtonas;
e Sucessoes limitadas;
e Limite de uma sucesséo;
e Sucessdes convergentes e sucessOes
Matematica — divergentes;
Tomo | e Operagdes com limites;
o Infinitamente grandes;
1979 e Extensdo da nocdo de limite duma
Sucessao;
e Operacg0es sobre limites infinitos;
e A recta acabada;
o Indeterminagdes;
e Estudo  intuitivo da  sucessdo
a",aeN;
e Soma dos termos de uma progressao
geomeétrica;
e Exemplos de calculo de limites de
sucessoes.

_ > Método de indugao

Nada a apresentar
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matematica;
> Sucessbes de nlmeros reais

Nada a apresentar (complemento):
o Definigdes:
_ oSucessdo de nimeros reais;
Livro de oSubsucessio  de  uma
Texto - 12° SUCESSA0;

Matematica

oSucessdes convergentes;

oSucessdes monadtonas;

oSucessodes limitadas.

e Teoremas sobre limites;

e Estudo da sucessao
(a“ ) ach;

e Generalizagdo da
designagdo da sucesséo
a¥,aeR exeR;

e Estudo da sucessdo de

termo  geral (1+%).

Defini¢do do numero e.

» Func0es reais de variavel natural:
e Conceito de sucessdo;

Livro de oe )
Texto — 11° e Formas de definir uma sucessao:
Matematica 0 Termo geral;
o0 Processo de recorréncia. Os conteudos correspondentes
e Conceito de subsucesséo; séo os do manual correspondente
1988 e Sucessdes monadtonas: ao ano de 1986.

0 Sucessdes crescentes;
0 Sucessdes decrescentes.
e Sucessoes limitadas:

0 Majurantes e minorantes de
um conjunto;

o Conjuntos limitados;

0 Sucessdo limitada.

e Progressdes  aritméticas e

geomeétricas:

0 Definicdo;

0 Termo geral;

O Soma de n termos
consecutivos.

» Limites de sucessdes:
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Matematica —
teoria e
pratica — 2°
volume

1993

Erro de um valor aproximado.
Vizinhanga;

Limite de uma sucesséo;
Sucessdo convergente;
Propriedades dos limites;
Operagfes com  sucessdes
convergentes;

Infinitamente grandes;

Infinitamente grandes e
infinitésimos;

Operacdes com limites
infinitos;

Indeterminagdes;

Estudo intuitivo da sucessdo
n—a";

Soma de todos os termos de
uma progressao geométrica.

» SucessOes de nmeros reais:

e Definicdo de sucessédo de
nUmeros reais;

e Subsucessdo de uma

sucessao;
e Sucessdo mondtona;
e Sucessao limitada.

Propriedades;
e Sucessdo convergente e

sucessao divergente.
Propriedades;

e Infinitamente  grandes.
Propriedades;

e Classificagédo das
sucessbes  quanto  a
existéncia e natureza do
limite;

e FEstudo da  sucessdo
a",aeNR;

e Regras de calculo com o
simbolo «o;

e Simbolos de
indeterminacao.

» Teorema das sucessdes
enguadradas.
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Matematica —
Livro de
Texto — 2°
volume

1998

Sucessoes —
Parte 3

Sucessdes. Nogdes basicas:

0 Sucessdo mondtona;

0 Sucessao limitada.
Infinitamente grandes e
teoremas;

Infinitésimos e teoremas;
Sucessdes convergentes;
Progressdes aritméticas:

0 Definigéo;

0 Termo geral;

O Soma de n termos
consecutivos.

Progressdes geométricas:

o0 Definicdo;

0 Termo geral;

O Soma de n termos

consecutivos.
Termo geral e soma de n termos
consecutivos.

Nada a apresentar

Sucessdes;
Sucessdes monotonas;
Sucessoes limitadas;

Majurantes, minorantes e
enguadramentos;
Progressdes aritméticas:

o0 Definicdo;

0 Termo geral;

O Soma de n termos
consecutivos.
Progressdes geométricas:

0 Definigéo;

0 Termo geral;

O Soma de n termos

» Sucessdao de termo geral.

Propriedades.

Nada a apresentar

1 n
> A sucessdo (1+—) :
n

e Limite da Sucessao

(]

¢ Aplicacdo do nimero e ao
célculo de limites.

Né&o fazia parte do programa o
estudo das sucessoes.
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Espaco 11

2004

consecutivos.
Monotonia de uma progressao
geomeétrica;
Limite de uma sucessao:
O Infinitamente  grandes e
infinitésimos (Definicao);

0 Sucessdes infinitamente
grandes e sucessoes
monaotonas;

0 Sucessdes infinitamente
grandes e sucessoes
limitadas;

0 Subsucessao de uma
sSucessao;

O Infinitamente  grande e
infinitésimos de referéncia;

0 Teoremas sobre infinitamente
grandes e infinitésimos;

0 Sucessoes convergentes
(Definicao e teoremas);

o Classificagéo das sucessoes.

Célculo do limite de sucessoes:

0 OperacBes com sucessdes
convergentes e divergentes;

o Levantar algumas
indeterminacdes;

0 Soma de todos os termos de
uma progressao geomeétrica.

O namero de Neper;

O ndmero de Neper na

matematica financeira;

Principio da Inducéo

matematica;

Extensdo do principio de

inducdo matematica.

Sucessoes:

Modos de definir uma sucessao;

Sucess0es monétonas;

Sucessdes limitadas;

Progressoes aritméticas:

o Definigdo;

0 Termo geral;

O Soma de n termos
consecutivos.

Progressdes geométricas:

0 Definicao;
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0 Termo geral;
O Soma de n
consecutivos.
¢ Indugdo matematica;
e Estudo intuitivo da sucessdo de

termos

1
termo geral [1+—) num

n
contexto de modelacéo
matematica;
» Limites:
¢ Infinitamente grandes positivos
e negativos;
¢ Infinitamente pequenos

(Infinitésimos);
> Limites de
convergéncia:

¢ Nocdo de limite real;

e Convergéncia da
constante;

e Operacdo com limites;

e Operagbes com infinitamente
grandes;

e Sucessdes monotonas, limitadas

e convergentes;

e Teorema das
enquadradas;
e Problemas com
progressoes.
» Sucessoes:
e Definicdo;
e Sucessdes monotonas;
e Sucessoes limitadas;
» Progressoes aritméticas e
geométricas:
e Definicdo;
e Termo geral;
e Soma dos n
consecutivos;
¢ Monotonia de uma progressdo
aritmética.
» Limites de Sucessoes:
e Nocdo intuitiva de limite de
uma sucessao;
e Limites infinitos;
e Classificacdo das

sucessoes e

sucessao

sucessoes

limites de

Sucessdes — termos

Parte 3

2009

sucessoes

> Limites de sucessoes
(Revisdo do 11°ano):
e Calculo de limites de
sucessoes;
e Calculo de limites de

sucessdes envolvendo o
namero de Neper;

e Limite da soma dos
termos de uma
progressao geométrica.
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quanto a existéncia e natureza
do limite;

e Subsucessdo de uma sucessao;

e Teoremas e propriedades sobre
sucessoes;

e Teoremas e operacOes sobre
sucessdes convergentes;

e Operacdes com limites
infinitos;

e Indeterminagdes;

e Estudo da sucessdo a",ae R ;

e Soma dos termos de uma
progressao geomeétrica;

e NUmero de Neper;

e Inducdo Matematica.

Matematica 10.° Ano
Livro de e Definigéo;

(o sycessdes monétonas;
1993 e Sucessdes limitadas.

Da observacdo dos conteldos programaticos presentes em cada manual escolar
constata-se que nestas Ultimas quatro décadas o capitulo das Sucessfes é organizado de
forma idéntica, abordando de uma forma geral os mesmos conteldos.

De modo a poder observar-se as diferencas entre os contetdos programaticos dos
varios manuais, optamos por comparar 0s manuais de ano escolar mais préoximo.

Ao comparar o manual escolar [Cala60] com [GAR76], observa-se que ndo séo
abordadas as progressdes aritméticas e geométricas. No manual de 1960 ndo sdo
referidas as sucessOes limitadas, apenas se refere a nogdo de limite de uma sucesséo,
ndo sdo abordados os simbolos de indeterminacdo, a algebra de limites, as operagdes
com limites infinitos, o limite da exponencial, a convergéncia de uma sucessdo. E
notdria uma grande diferenca a nivel de conteldos programaticos, isto deve-se a serem
anos em que a estrutura do ensino da Matematica sofreu frequentemente mudancas a
nivel do programa curricular.

A nivel de estruturacdo, o manual de [Cala60], “Compéndio de Algebra”,
apresenta-se somente com texto (defini¢Ges, alguns exemplos e exercicios praticos no

final do capitulo) recorrendo a poucas figuras relacionadas com o tema “Aplicacbes
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geométricas da noc¢do de limite”. O manual de [GAR76], “Compéndio de Matematica”,
apresenta-se de uma forma diferente do anterior, pois j& € mais pormenorizado na
exposicao dos contetdos programaticos,

Relativamente ao manual de [GAR76] e [Silv78] os conteudos programaticos séo
0S mesmos, a excepcdo de um conteldo que ndo é abordado no manual de [GAR76],
“Métodos de aproximacdes sucessivas”, e no manual de [Silv78] sdo estudados métodos
de iteragdo e formula de recorréncia. Estes dois manuais séo precedidos de um capitulo
intitulado de “Calculo Numérico Aproximado”.

Comparativamente aos manuais de [Silv78] e [FrGo79], observa-se que os

conteddos programaticos no manual de 1979 fazem referéncia ao conceito de

subsucessdo e a recta acabada (au{—oo&oo}), enguanto que o manual de 1978 nédo o

faz, sendo todos os outros contelidos iguais.

Comparativamente ao manual entre [FrGo79] e [NVAS87], observa-se que no
manual de [NVA87] se refere 0 modo de definir uma sucessédo pelo processo de
recorréncia, 0S majurantes e minorantes de um conjunto, o erro de um valor aproximado
e 0 conceito de vizinhanga. Neste mesmo manual é antecedido pelo capitulo das fungdes
polinomiais, ao qual se seguem as Sucessoes e os limites de sucessoes.

No manual de [NVA86] os contelidos abordados no 12%no sdo um complemento

do 11°no e é introduzido como novo tema o metodo de indugdo matematica.
De acordo com os manuais de [NVA87] e [Cama93], os contetdos do manual de
[Cama93] sdo um complemento ao estudo referente a sucessdes de nimeros reais, feito
no 11°no, no 12%no sdo introduzidos contedos relacionados com o célculo de limites,
nomeadamente o teorema das sucessdes enquadradas e o estudo da sucessdo de termo
geral e respectivas propriedades. Por exemplo, o manual de [NVA87] ndo revé a
sucessdo pelo processo de recorréncia.

Os conteudos programaticos do manual de [LiGo94] sdo os mesmos que O
complemento inserido no manual de [Cama93], apesar de que no manual de [LiG094]
estd implicito o conceito de subsucesséo, enquanto no manual de [Cama93] é abordado
como conteudo. A estruturacdo do manual de [Cama93] é idéntica ao do manual de
[NVAS8T].
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No manual de [NeBr98], no 12°%no apenas é abordado o estudo da sucessdo
(1+1j e respectivo limite (entdo designado por nimero de Neper).
n

Relativamente aos manuais de [Neve00] e [CRR04], ai sdo abordados os mesmos
contetidos divergindo apenas no teorema das sucessfes enquadradas que ndo é abordado
no manual de [Neve00].

No manual referente ao 12° ano do ano de [Neve00] ndo fazia parte do programa o
estudo das sucessdes, nem mesmo constava no manual a revisdo das mesmas.

E de notar que os manuais de [Cama93] (inclusive) até a actualidade apresentam
uma estruturacdo diferente dos manuais até entdo, pois os livros mais actuais séo
compostos por mais exemplos, mais exercicios para consolidacdo dos contetdos
programaticos, esquemas, figuras ilustrativas dos contetdos a leccionar, contudo
omitem demonstracGes que antes de [Cama93] eram abordadas. Em todos estes manuais
o0 tema das Sucessdes € antecedido pelo tema das funcdes.

3.3. ESTUDO DAS SUCESSHOES NOS MANUAIS ENTRE 1960 E 2010

3.3.1. O CoNCEITO DE SUCESSAO

Para analisar a evolugdo da aprendizagem do conceito de sucessdo nas Ultimas
quatro décadas, passaremos a analisar a forma como é introduzido o conceito de
sucessdo em alguns dos manuais, de modo a identificar as diferencas entre estes.

Observemos como as defini¢des sdo apresentadas nos manuais escolares.

[Cala60] — “Chama-se sucessdo numérica toda a colecgdo de nimeros dispostos numa
certa ordem (uns ap0Os o0s outros), tornado deste modo possivel a sua enumeragdo. Os
ndameros que constituem a sucessdao chamam-se termos da sucessdo. Considerada a
sucessdo sob aquele aspecto, resulta que 0s seus termos se podem numerar — 0 que

significa poder-se indicar qual é 0 1.°, 2.°, 3.° etc., termos da sucessdo”.
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1. Conceito de sucessfio de ndimeros reais

O termo sucessdo € |4 nosso conhecido. Expressdes como
sucessdo dos ndmeros pares positivos
sucessdo dos numeros impares positivos
sucessio dos nUmeros pPrimos

sucessdo dos dias e das noites

sdo de uso corrente. Mas afinal, gue deve entender-se, em Matemética,
por sucessdo ¢ Damos a resposta, apresentando a seguinte

definicdo: Chama-se sucessédo de elementos dum conjunto A
a toda a aplicacdo de M em A.

Recordando o conceito de sequéncia, vemos que o conceito de sucesséo
o generaliza. Por esse facto as sequéncias sdo, por vezes. designadas por

sucessies finitas.
Se os transformados de todos os elementos de B forem ndmeros reais,

a sucessdo dir-se-a sucessdo real ou sucessdo de nuameros reals. Temos,

assim, a

definicdo; uma sucessdo de ndmeros reais € uma aplicacéo de M em R

Como exemplos de sucessOes podemos apresentar as aplicagdes seguintes:

1 -

My ndn 3 [ . rT-

—  n._srestodadivisdoden por2

2
M_atl M _a

Tal como fizemos a propdsito das sequéncias, representaremos por &
a imagem de 1, por a, a imagem de 2, ..., por a, a imagem de n, tendo-se,
portanto, para representar uma sucessdo n._,f (n) o esguema

da; dg &y dg ... 8y ...
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ou, mais simplesmente,

8y, B85 Gg v Gn

&, diz-se o primeiro termo (ou termo de ordem 1) da sucessdo, a; 0 2.2 termo
(ou termo de ordem 2). ..., designando-se duma maneira geral por termo de
ordem n numa sucessdo o transformado de n nessa sucessao.

[Silv78] -

20. Pormenores de terminologia. O conceito de "sucessao’
foi apresentado j4 no 2.2 ciclo. Dar (ou definir) uma sucessdo de

numeros reais equivale a dar um processo qualquer, pelo qual, a cada
ndmero natural n, fique a coresponder um determinado ndmero
real u_. Neste caso, u, ¢ o primeiro termo da sucessdo, U, 0 segundo
termeo da sucessdo, etc.; un’é o termo da ordem n {(ou termo geral) da
sucessdo. Deste modo, a varidvel u, representa uma funcdo real da
variavel natural n ou seja uma apfcagdo

n up de INem IR
A

E & precisamente esta aplicagéo (ou funcgdo) que se chama ‘suces-
&io de ndmeros reais’. Tal aplicagdo & normalmente chamada ‘a2 suces-
sdo de ftermo geral up, ou, simplesmente, a 'sucessdo uy’. Em wvez
da notagdo u, podem também usar-se notagdes tais como u(n),
f(n), %(n), ..., que se empregam habitualmente a respeito de fungdes
em geral (isto &, escrevendo a varidvel independente n entre parén-
teses, a seguir ao simbolo da fungdo, em vez de pdr essa varidvel
como indice).

Como qualquer outra funglo, uma sucessdo pode, em muitos
casos, sor definida por uma expressdo designatdria (chamada, neste
caso, 'expressio do termo geral’), como se verifica nos exemplos
anteriores. Mas também se define muitas vezes uma sucessdo por
um processo de recorréncia. de que vimos alguns exemplos no n.? 18,
ao tratar do método de Newton para extraccOes de raizes. Mais tarde
trataremos, em pormenor, de métodos de recorréncia.

Dum modo geral, dado um conjunto A qualquer, chama-se
sucessBo de elementos de A toda a aplicacio nuun de IN em A
Por exemplo, a expressdo i" define uma sucessdo de ndmeros com-

plexos:
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[Cama93] -

FUNCOES DE DOMINIO IN: SUCESSOES

Definicio

Imaginemos que tinhamos uma bola a um metro do solo.

Dreixamos cair a bola e ela subiu até metade da altura inicial. Voltou
a cair e subiu novamente metade da altura anterior, e assim sucessi-
vamente.

A distancia, em metros, que a bola percorreria, nas descidas, seria
dada pela expressio:

1

+ 15+...

1 1 1
14+ =+ —+ =
2 4 8
Esta expressio tem infinitas parcelas, pois teoricamente a bola nunca
mais pararia. Humanamente € impossivel escrever todas as parcelas
da sorma, mas é possivel calcular o seu valor que é 2 . Estas somas

sdo estudadas mais tarde (estudo das séries); para ja estudamos o
comportamento das suas parcelas.

1

p oL 1

1
2 ''4 '8 ' 16

A esta sequéncia infinita chama-se sucessio.

Ima sucessdo pode ser encarada comeo uma funcio de dominic IN

1 «fs 1
N
f (n) A&
:
4].
‘4 s S i
B
1 2oy
3 e 18 e e "]
o 1 2 3 4 T
n - f(n)
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Uma sucessio é uma funcio de dominio IN.

O grifico de uma sucessio € um conjunto de pontos iso-

lados.

- d R §
[ 1

-" t ‘ =

© | Uma sucessin de mimeros reais & | _1

[ vma fingiode N em IR. |

| |

= |

T " 2 |

[CRRO04] -

Considere-se a sequéncia numérica:
4,7,10,13,16, 19, ...

A esta sequéncia numeérica pode associar-se um modelo geométrico
constituido por uma sequéncia de “quadrados” feitos com fosforos, como €

sugerido na figura.

Assim, a ordem de cada elemento da sequéncia é possivel associar-lhe
o namero de fosforos da figura correspondente.

TTPpPR A |

N2 de fosfatos
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Tem-se, assim, uma funcdo v, real de variavel natural (IV):

u: N = R
n—3n+1

Chama-se sucessdo de nimeros reais, ou, simplesmente, sucessao,

a uma funcdo que a cada numero natural faz corresponder um
numero real.

As sucessoes tém notacoes e nomenclatura proprias.

F usual utilizar-se a notagdo (L/,) para designar a sucessio

u:N —= R
neu,

INGMO9] -

1. Sucessoes. Definicoes \
1.1 Definicao de sucessao

O Pedro vive do lado impar de wma rua, na B
casa que fica em 40.° lugar. Qual é o mimero n

da porta da casa onde vive o Pedro?

Lugar da rua N.? da porta d

1
3

>
_— _—
N ) ou -
3 o :
> 2n—1
» 2x40-1=79 _

A porta da casa do Pedro tem o namero 79 .

A correspondéncia n«__» 2n — 1 € uma fungao cujo dominio é o
conjunto dos nimeros naturais, IN={1, 2, 3, ...}, e o contrado-
minio € um subconjunto de todos os numeros reais, R . Por isso a
fungao chama-se sucessao.
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1, 3, 5, 7, ..., 2n-1, ... +— sdo os termos da sucessio.
| ! |

17 termo 4." termo n’ termo {n.? l&-se enésima)
ou ou ou

termo de termo de termo de

ordem 1 ordem 4 ordem n

A expressdo (2n — 1) chama-se termo geral da sucessdo e escreve-se:
a,=2n-1 ou fin)=2n-1

E efinigao]

Uma sucessao de nimeros reais, (o,) ., € uma funcdo, f, real de
varidvel natural em que o dominio & o conjunto dos nimeros naturais e
as imagens s3o nimeros reais.

f:N—R

n*-‘___./" ﬂ'n

* Os valores da funcao:

G, @3, vy Opp s
sdo os termos da sucessao.

e f(n) = a, & o termo geral da sucessao.

Assim numa sucessao:
n — ordem do termo

fin) = a, —— € o termo geral da sucessdo de naumeros reais
(f (n)) ou (a,) — representa a sucessdo

{f (n)} ou [a,} —— representa o contradominio

A sucessdo também pode ser representada como uma fungio qualquer:

f:IN—IR
nw_a2n—1 ou ag,=2n-1

Nos manuais que estudamos, tem-se vindo a verificar grandes diferencas na forma
de apresentar a definicdo de sucessdo, sendo que estas diferencas sdo bastante notdrias

nos manuais anteriores a 1993 relativamente aos posteriores a essa data.
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Uma primeira nota é que, devido ao tema “sucessGes” ser introduzido a seguir as

funcgdes, a sucessao é sempre retratada como uma particularidade das funcgdes.

Observa-se que nos manuais que abordamos anteriores a 1993 a unidade didactica
das sucessbes se inicia com a apresentacdo da definicdo de sucessdo, sendo
posteriormente apresentados alguns exemplos. Nos manuais [GAR76] e [Silv78] da-se a
definicdo mais geral, de sucessdo de elementos dum conjunto A.

Nos manuais posteriores a 1978 até 2009, a definicdo de sucessdo é antecipada pela
apresentacdo de exemplos que vém do quotidiano (por exemplo, actividades com
fosforos, contagem de nimeros de portas numa rua), exemplos estes que por vezes sao
trabalhados exaustivamente (compare-se a abordagem de [GAR76] com a de [Cama93],
[CRR04], [Neve09]). Nestes manuais a definicdo é apresentada de uma forma mais
simplificada, contudo continua a manter-se o rigor tedrico que 0s manuais mais antigos

expunham em texto mais corrido.

3.3.2. CONTEXTUALIZACAO DO TEMA “SUCESSOES” E RELACAO COM

OUTRAS TEMATICAS, TAIS COMO AS “ FUNCOES™

Em seguida serdo expostos dois exemplos de como a contextualizagdo das

sucessdes com a tematica das fungdes surge em alguns dos manuais escolares.

Comecgamos por indicar a definicdo de limite de uma funcédo real de variavel real

segundo Heine.

3.3.2.1. Definicéo (de Heine):

Seja f uma funcdo real, de variavel real, e a um ponto de acumulacdo do seu

dominio.

Diz-se que f(x) tende para b quando x tende para a e escreve-se

lim_, f(x)=b
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se, e somente se, a toda a sucessdo de valores de x do dominio f tendente para a (sendo
esses valores diferente de a) corresponde uma sucesséo de valores de f(x) tendente

para b.
lim,,, f(x)=b < W¥(x,)x,>a A (x,eD, \{a},vneN)= f(x,)—>b

No manual de [NVA87], depois de se ter estudado o tema das sucessdes e ao
introduzir a definicdo de limite de uma fungéo, segundo Heine, recorre a exemplos em
gue € usado as sucessdes para comprovar a definicdo de limite.

Vejamos o seguinte exemplo [NVA87, pg. 156 - 157]

Consideremos, definidaem R, a funcéo

3x
x?+1

Xy =

E vamos mostrar a partir da definicdo que Iirr21 y =§ .

Seja (x,)uma qualquer sucesséo de valores de x convergente para 2 por valores
diferentes de 2

Xy X yeony Xoyeoe = 2,
A que corresponde a sucessdo (y, ) de valores da funcéo

3% 3X, 3X,
xZ+1 x2+17  x P +1

n

Ora,
lim(y, )= lim—_-_30mX,__
X" +1 (limx,)" +1
Como x, =2
3limx, _3x2 _6
(Iimxn)2+1 22+1 5
Entdo, é verdadeira a proposicéo
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V(Xn)ZXn —>2/\(Xn eDy\{Z},VneN): Y, _)g

e, portanto,

limy=—.

X—2

No manual escolar de [NGMOQ9], averigua-se que apods ter sido leccionada a
tematica das sucessdes no 11°no, e visto que no 12°%no se faz uma revisdo das
sucessoes, nomeadamente o limite das sucessoes.

Pode referir-se o facto de que no 12°no se faz o estudo das fungGes exponenciais

recorrendo a tematica das sucessoes.

Como se pode observar em seguida [NGMO09, pgs. 12-13]:

Exempla i

Durante as ultimas décadas verificou-se que a populagio mundial crescia

2% aovanoe que em 1992 era cerca de 6 milhares de milhio.

Mostre que a populagdo P pode ser dada pela expressio
P{t)=6(1+0,02) com t emanose t=0 correspondea 1992,

Represente graticamente a fun¢io. Qual serd a populacao em 2100 2
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Com a ajuda da calculadora, construiu-se a seguinte tabela:

Tempo em Populagiao mundial em
anos (t) milhares de milhde (P)
(1992 — t=10)
| [+
| 0
| e !
| 1 6+6x0,02=6(1+0,02)
i ! & i .
2 | 6 (1+0,02) (1+0,02) =6 (1+0,02)°
3 | 6 (1+0,02)" (1+0,02) =6 (1+0,02)°
30 6 (1+0,02)*
60 6 (1+0,02)%
t 6 (1 + 0,02)°

A populagio mundial pode ser encontrada pela fungio:
P(t)=6(1+0,02),
com t em anos apos 1992 .

Assim, no ano 2100 (2100 - 1992 = 108) , a populagao mundial pre-
vista serda 6 % (1,02)'" = §1 nulhares de milhao.

Representando graficamente a fungao P, vem:

M=l 02 0

Y=E0.928545

Relatério de Estagio
2009/2010

52



O Ensino da Sucessdo de Neper

3.3.3. METODOLOGIAS DE ENSINO

Vejamos as indicagdes metodologicas relativas aos programas curriculares dos anos
1994, 2000, 2004 e 2009, e que constam em [LiG094], [Neve00], [CRR04] e [NGMO09]
respectivamente.

As indicagdes metodoldgicas sugeridas no manual de 1994 sdo que, 0s conceitos
deverdo ser intuidos, numérica e geometricamente, antes de serem definidos; as
defini¢bes, sem perda de rigor, serdo dadas em linguagem corrente. Esta unidade deve
ser entendida como uma introducdo ao conceito de limite (& Heine) de funcéo real de
variavel real, razdo porque a «pratica» relativa a sucessdes serd reduzida a exemplos
essenciais. O conceito de sucessdo convergente serd dado a partir da nocdo de
infinitésimo. [LiG094]

Segundo [Neve00], os programas curriculares sugeriam que as sucessdes devem
aparecer como uma forma de organizar possiveis resolucBes para situacdes
problematicas que sdo apresentadas, com base em aspectos da realidade (social) e em
aspectos do estudo das diversas ciéncias (Matematica incluida). O estudo das sucessdes
pode e deve ser servir para evidenciar conexfes entre a matematica e as outras
disciplinas: a introducdo do conceito de sucessdo e das suas propriedades pode ser feita
introduzindo varios problemas de tipo geométrico tal como vém propostos no articulado
do actual programa. Outros exemplos sugestivos podem versar assuntos diversos: da
geometria — por exemplo, comprimento da espiral construida a partir de quartos de
circunferéncias; da economia — por exemplo, problemas com empréstimos ou depo6sitos
bancéarios com juros sobre um capital constante (ou variavel); da biologia — por
exemplo, céalculo do nimero de elementos de uma populacdo considerado um
determinado modo de reproducéo de cada elemento.... O estudo das sucessées como
fungdes de variavel natural deve ser feito s6 depois de terem sido construidos varios
exemplos/modelos. Mas a escrita de expressdes para 0s termos gerais das sucessdes
deve ser procurada como forma de representar as situagdes que se véo descrevendo. Do
mesmo modo se devem introduzir as nogdes de termo, de ordem, ou até de razdo, etc. O
estudo da monotonia, minorantes, majurantes, etc. deve ser feito a medida que vao

aparecendo como aspectos a considerar durante a resolucdo dos diferentes problemas.
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Do mesmo modo, devem ser abordadas as propriedades de certas sucessdes
(progressodes). Estes problemas devem ainda servir para introduzir a definicdo por
recorréncia para casos simples. Os estudantes podem utilizar livremente a calculadora.

O professor deve explorar 0 uso da calculadora e deve ajudar a construir tabelas, a
desenhar e a interpretar graficos. SO depois de serem experimentadas variadas
redaccOes, devem ser introduzidas as redac¢Bes simbdlicas consagradas. As redaccgdes
simbdlicas devem entdo ser testadas com exercicios rapidos. Depois de se terem
introduzido as nog¢des de sucessdao como funcao de variavel natural, de ordem, de termo
geral, etc. podem apresentar-se exemplos de sucessfes definidas pelo seu termo geral e,
utilizando a calculadora grafica, através de calculos e representacdes graficas de
sequéncias de termos, chegar aos conceitos de infinitamente grande, de infinitamente
pequeno, de limite de uma sucessdo. Cada definigdo deve ser suportada por exemplos e
contra-exemplos que esclarecam as ideias imediatas e corrijam eventuais concepcoes
alternativas e erradas. Deste modo, os estudantes ganham confianca nos seus proprios
saberes e compreendem as novas aquisicdes como complementares e facilitadoras,
aprofundamentos das suas competéncias para dar respostas a situagcdes cada vez mais
complexas. As definicbes sdo estabelecidas em linguagem corrente seguindo-se-lhes as
conclusbes a tirar de cada exemplo e contra-exemplo. Apds cada redaccdo em
linguagem corrente deve ser estabelecida uma redaccdo em simbologia matematica e
devem entdo ser aplicados exercicios rapidos em que as definicBes simbolicas sejam
testadas.

De acordo com [CRRO04] as sugestdes/orientacOes referidas € que se deve encarar as
sucessdes como um caso particular das funcBes ja estudadas, mas com notacdes e
nomenclaturas especificas. Identifica situagdes diversas do dia-a-dia em que o0 conceito
de sucessédo esteja presente. Por exemplo, reconhecer sucessdes e determinar o termo
geral € um bom exercicio que se deve trabalhar. Verificar que a condigéo € hereditaria e
apresentar sempre uma conclusdo. Recorrendo a calculadora, faz um estudo intuitivo da

. 1Y : . .
sucessao (1+—J , construindo tabelas de valores. Verifica que a sucessdo tende para
n

um determinado valor que é representado por e~ 2,7182818 (numero irracional)

designado por numero de Neper. Os limites de sucessdes e 0s conceitos de infinitamente
grandes devem ser consolidados ap6s varias experiéncias com diversas sucessdes, com

recurso a calculadora, a tabelas, graficos e célculos. Recorre a exemplos e contra-
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exemplos para cada uma das situacdes. Para cada um destes conceitos, faz em casos
simples, a correspondéncia entre a linguagem corrente e a linguagem simbdlica. Deve
aplicar por linguagem prépria que uma sucessdo ndo pode convergir para dois valores
distintos. Tentar dar exemplos de: sucessdes monotonas limitadas, sucessdes monotonas
ndo limitadas e sucessdes limitadas e ndo monotonas. Tentar dar exemplos de sucessdes
que satisfacam determinadas condic¢es, como, por exemplo: convergente para 2 e
decrescente e, convergente para 2 e crescente. Aplicar, em casos simples, o critério de
majuracdo e o teorema das sucessdes enquadradas para justificar a convergéncia (ou
ndo) de sucessdes. E, nos problemas com limites de progressdes € importante que
verifigue 0 que se passa para alguns valores da varidvel n, conjecturar o0 que se passa
guando n — +oo e validar a conjectura.

Relativamente a [NGMO09] as sugestdes metodoldgicas sdo similares as de 2000,
apenas com o reforco de que os estudantes utilizem conhecimentos j& adquiridos sobre
algumas funcdes reais de variavel real e os transfiram com as devidas cautelas para as
sucessbes. E importante que se aproveitem momentos como este para obrigar 0s
estudantes a reflectir (pedindo-lhes contra-exemplos em que 0s reciprocos nem sempre
sdo validos). O estudante podera ser solicitado a estudar, por exemplo, a curva de VVon
Koch ou o poliedro fractal. Os estudantes encontrardo assim uma interessante
caracteristica das figuras fractais enquanto utilizam propriedades das progressoes.
Descobrirdo que tém comprimento (ou superficie) infinito e uma superficie (ou volume)

finita (quer a tratem no plano ou no espago).
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CAPITULO4:

O ENSINO DA SUCESSAO DE NEPER

B . 1Y
41. A DEMONSTRACAODE €= |Im(l+ H] NOS MANUAIS ESCOLARES

A sucessao de Neper ¢ estudada nos manuais escolares de 1986, 1993, 2000, 2004 e
2009, que constam em [NVA86], [Cama93], [Neve00], [CRR04] e [NGMO09],

respectivamente.

O manual escolar [NVA86] (livro de Texto — 12°) faz o estudo a sucessdo de Neper

de termo geral [1+£j , do seguinte modo:
n

O limite da sucesséao de termo geral u, = (1+— , que vamos provar existir, é um
n
numero muito importante em toda a Analise Matematica.

A existéncia deste numero, que se designa por e em homenagem a Euler, ficara

assegurada depois de provarmos que a sucessdo € monotona e limitada.
Com efeito temos:
1. A sucessdo é crescente:

O termo de ordem n da sucessdo obtém-se pelo desenvolvimento do binémio de

Newton.
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n 2 n
U, :(1+£J =1+ nC1><£+ “sz(lj et ”Cnx(lj
n n n n

:1+nx£+—n(n_1)xi2+ n(n_l)(n_z)x—
n 2! n 3! n
1 nn-1 1 n n-1 n-2
=1+1+—x—x —X—X X + -
n n 3 n n n

R

Do mesmo modo, teriamos:

Un+l:2+i 1_i +£ 1_i 1_i +
2! n+l,/ 3! n+1 n+1

+(nil)x(1_nilj...(1_ﬁj

Comparando as n+1 parcelas do desenvolvimento de U

conclui-se:

v U

n+l

v" A primeira parcela é igual;

tem mais uma parcela positiva;

n(n-1)(n-2)...[n(n-1)] 1

2

n!

n n

j..

n+1

n+1

e

n+1

-.-%(1-#)(1-&}-.(1

X

n-1

n+1

com as nparcelas de U,

v Cada uma das restantes parcelas de U, é menor que a correspondente

parcelade U, .
Portanto, ¥ne N, u, <u,,, < (u,) é crescente.

2. A sucessdo é limitada:

Além da sucessdo

U, :(1+£j :2+l(1_iJ+
n 2! n

Consideremos as duas sucessdes seguintes:

1
n

-

1
n

n-1)

_j...[l_”(_

|
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1 1 1 1 1 1
Vo =24+—+—++— €& W =2+-+5+ -+t
2! 3! n! 2 2 2

Comparando termo a termo as trés sucessoes, temos

U, <V, <W,,vneN\{1},

Mas como,
1 1 1
1?!?1--

N |-

.,F

x x i £ 1 .
séo termos de uma progressdo geomeétrica de razdo E , a Sua soma sera

n-1
1-[ 1 -
1 1 1 1 2 (1}
—t ottt g x——F—=1-| =
2 2 2 2 1_1 2

2
Logo,

n-1
W, = 2+1—(1]
2

Il

N

|
7 N\
N
N—
=]
AN

N

w

Podemos entéo escrever,
2<u, <V, <w,<3,n>2
O que prova que u, € limitada.
1 n
Provou-se que a sucessdo de termo geral (1+—j é crescente e limitada, logo é
n

convergente.

O limite desta sucessdo é, por defini¢do, o nimero e.

Iim(1+£j =e~2,71828
n
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Este nimero e chama-se NUmero de Neper e o seu valor aproximado pode

determinar-se calculando os sucessivos termos da sucessao.”

De seguida, apresentamos as demonstragdes que foram usadas para calcular o limite

un
« X
da sucessao de termo geral (1+—J .
“Para demonstrar que, sendo (un) infinitamente grande positivo ou negativo, se tem
un
: X .
lim1+— | =e*, VxeR,
Provaremos sucessivamente:

1. u,—»>+o= Iim(l+ij =e
u

n

Se u, € infinitamente grande positivo, existe uma ordem p a partir da qual todos os
termos da sucessao sdo maiores que 1. A partir da ordem p (n > p), se representarmos
por k, o maior inteiro contido em u,, temos:

k,<u <K,+1,n>p (16)

e, pela monotonia parcial da divis&o,

1 1 1 1 1 1
<—<— e 1+ <l+—<1+—
k,+1 u, K k,+1 u K

n n n n n

Atendendo a (16) e como as bases sdo maiores do que a unidade, vem:

1 K, 1 Up 1 K, +1
1+ < 1+— | <[ 1+—
[ kn +1) [ Unj L KHJ

Como

Kk, +1 [ 1
1+ L =1+ 1 x| 1+ 1 —>exl=e
k,+1 k,+1 k,+1

Conclui-se pelo teorema das sucessdes enquadradas, que limu, =e.
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2. un—>—oo:>Iim(1+i] =e
u

n

Se u, — —oo, entdo, v, =-U, — +o

Temos, sucessivamente,

Iim(1+ij =|im[1—ij :Iim[v"_lj
u, v, v

Como

v -15>40 e Iim[1+ ! jzl
v, -1

vem finalmente,

Iim(1+ij:ex1:e
un

Un
: X
3. un—>+oo:>I|m[l+—j =e"

e Se x=#0,
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entédo, pela primeira ou segunda demonstracéo,

un un
— 5 400 quer — — —oo, temos:
X X

Consequentemente se u, € um infinitésimo grande ou negativo,

Iim[1+iJ =", VxeR.”

u

n

quer

un
. 1Y), . . X
Note-se que lim|1+= | é um caso particular da sucessdo | 1+— | quando u, —>oo.
n

No manual escolar de [Cama93] sdo dadas as seguintes indicacOes gerais para a

demonstracéo.

SUCESSAO DE TERMO GERAL:

x \e
(1+ . ) L u,—= e xelR

Caso particular (v, =n A x=1)

Consideremos a sucessao:

v, = (1 - ,1, )
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Prova-se que:

— +(v,) @ mondtona crescente
- (v,) @ limitada:

2<v, <3 YrnelN

ou seja, (v,) & uma sucessido convergente

— lim v, = 2,71828........
Por definigdo, o numero de Nepper, e, é tal que:
e=271828........

Propriedades

1. im [1 + 1]"" e
Hy

W,

2. lim (T + = }"' - e, xelR
i,

M’ﬂ—'-u:\

Verificacao :
lim (14 X }““: lim (1 ot )—’L
"Ilﬂ_'.l':ﬂ " H"—FI:D u.ll
X
= lim (1 + 1l
Mo = LY
X o
= | lim (1+ T
X o
= &

No manual escolar [CRR04] o estudo da sucessdo de Neper é introduzido

recorrendo a actividade que a seguir se apresenta.
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N 1
“ O ESTUDO INTUITIVO DA SUCESSAO DE TERMO GERAL (1+—

n

DE MODELAGCAO MATEMATICA”

n
j NUM CONTEXTO

Actividade 10

Um banco oferece juros a uma taxa anual de 4%. No entanto, tem varias
modalidades que diferem apenas na periodicidade da composicao dos juros
isto &, no niimero de vezes que, ao longo do ano, sio acumulados os juros na
conta do cliente (capitalizam), permitindo, assim, que os juros pagos aumen-
tem o capital, dando origem a mais juros.

Num folheto informativo encontra-se um quadro com as vdrias moda-
lidades e respectivas condicdes.

- Capital inicial |

Maodalidade A |

Maoidalidade B

Modalidade C

Modalidade D

Capitalizacbes

Até 1000 € :
anuais
De 1000 até Capitalizagoes | Capitalizagtes
3000 € anuais semestrais
De 3000 até Capitalizagoes | Capitalizagdes | Capitalizagoes
5000 € anuais semestrais mensais
Superior a 5000 € Caputallzgt;ﬁes Eapltailza:;lﬂes Cap:tal:zal:;ues Capltfl!li?agoes
anuais semestrais mensais didrias
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O Sr. Silva vai depositar 2000 €. Qual a modalidade que lhe é mais
favordvel e qual o capital que poderd obter ao fim de um ano?

Tendo em conta o valor a depositar, o Sr. Silva podera optar apenas
entre capitalizagdes anuais, em que os juros serdo pagos ao fim de
cada ano, ou capitalizacoes semestrais, isto é, os juros sao divididos
em duas partes e, assim, ao fim de seis meses, sio depositados na
conta 50% dos juros, o que vai aumentar o capital, aumentando o ren-
dimento mais um pouco no segundo semestre.

No primeiro caso, o Sr. Silva recebera
2000 + 2000 x 0,04 = 2000 x (1 + 0,04) = 2080

Se as capitalizagdes forem semestrais, e designando por v, e u, o capi-
tal obtido no fim da primeira e da segunda capitalizagdo respectiva-
mente, o capital do Sr. Silva sera:

- no fim do 1° semestre

0,04

v, = 2000 + 2000 x 5 = 2000 x e

1+ ——|=2040; ()
2

— no fim do 2° semestre

3\
u, = 2040+ 2040:&% = 204Dx[1+ 0,04
/

Como se sabe que 2040 = 2000 x L1 + GF;MJ {resultado obtido em (1)},
pode-se deduzir que

0,04 0,04

2
u, = 2000 X(T +T)x(1 +0’—34] = 2000 x [1 + T] = 2080,8

Capital inicial Modalidade A Modalidade B
2000 € 2080 € 2080,80 €
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2. Sabendo que um cliente pretende depositar 6000 €, qual o capital que
podera obter ao fim de um ano em cada uma das modalidades?

Para dar resposta a esta questao é conveniente fazer um estudo com-
parativo dos valores que é possivel obter em cada caso.

Através de um processo analogo ao anterior, calculam-se os montan-
tes a receber em cada modalidade.

Se designarmos por b,, c, e d, o montante acumulado ao fim de n
capitalizacoes (n € IN) em cada uma das modalidades B, C e D,

obtém-se:

n
b,,=6000><[1+0'—;}4], ng2

n
£ =E;DGU><£1+U£ ], n<12

—

fn
ﬂ*gf} , n<365

2

d, = 6000 x (H

Os montantes que se podem obter ao fim de um ano nas varias moda-
lidades sdo:

= h2424;

2
b, = 6000 X [1 4 D*‘MJ

12
¢, = 6000 x [1 . MJ ~ 6244 45;
12

363
dygs =6000% | 1+ 224 | < 6244,85.
| 365
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Modalidade B ! Modalidade C | Modalidade D

Capital inicial | Modalidade A

62424 € 624445 € b244,85 €

Observa-se que a variagao nao é muito significativa, mesmo quando =
passa para capitalizacoes didrias.

Qual a expressao que permite calcular o montante C obtido ao fim de
um ano quando o capital inicial é C,, a taxa de juros anual é j, com »
capitalizagdes ao longo do ano?

Generalizando o estudo feito anteriormente, € imediato que, ao fim d=

0
um ano, C:CGX[H.-{.] .

Nesta actividade, recorreu-se a uma sucessao do tipo u, = {1+ i] .
n

Uma sucessdo deste tipo e de grande importancia em matemdtica é 2
que se obtém paraj=1.

A sucessao (1 AT 1Jn
n

Vamos proceder ao estudo intuitivo desta sucessao, recorrendo a cal-
culadora gréfica.

Introduzindo a expressdo da sucessdo na calculadora e definindo uma

janela de visualizacao que nos permita observar as imagens dos vinte pri-

meiros termos,

Plokd Plotz Flot3 W IHDO Doy

??Hil"'F% aMin=l TP lotSter=1
Ry - 19 3 W e i nMax=20 MLn=

uinMin2 B PlotStart=1 Amax==za
Ulni= Plotster=1 scl=1

vinMiny= Knir=8 Yrin=8
nuini= Kmax=20 max=q

winMini= tuscl=0 Y=cl=R
observa-se:
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usld+l/ni*m

weif
..... Holl Y2 B32EPET &

Recorrendo a | TRACE | e percorrendo as imagens, verifica-se que os

termos vao aumentando e se situam entre dois e trés. Serd que este com-
portamento se mantém a medida que n aumenta?

Se definirmos a janela,

WIHDOW
»Min=
wMax=S00
FlotStart=28
PlotSter=50
Amin=g8
Zmax=5aa

JEscl=1606

podemos visualizar as imagens de 50 em 50, até 500, ficando assim com
uma ideia intuitiva do que podera acontecer a medida que n aumenta.

u=li+ilm)

W0
i ——— s B R ]

Estas observacbes sugerem que a sucessdo € estritamente crescente e
os termos da sucessao sao inferiores a 3, o que, na realidade, acontece.

Podemos considerar como minorante o seu primeiro termo e 3 como
majorante.

n
2< [1 + l) <3,vne N, donde se conclui que é limitada.
n
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n
- = - T
Prova-se que, a medida que n aumenta, os termos da sucessao [1+—
n

tendem para um nimero irracional, que se representa por e e se designa por
nimero de Neper.

e=2,718 281 828 45...
Assim, podemos definir o nimero de Neper, e, como sendo o valor

_l n
para o qual tende a sucessao [1+ ;] a medida que n aumenta.

]
3 1
Simbolicamente, lim [1 + —) = e.
n

Os manuais escolares [Neve00] e [NGMO09] sao similares. Vejamos, por exemplo,
como é abordado o nimero de Neper no manual escolar [NGMO09].

Se colocarmos num banco 1 euro a taxa anual de 100% ., no final
do ano o capital duplicaria.

No final de dois anos teriamos 4 euros, no final de trés 8 euros, ...

{1+100% de1)={1+1})

1€ 1(1+1)=2€ 1 (1+12=4& 1(1+1)P3=8¢€

i 1 2 3 anos

Se o juro fosse calculado mensalmente teriamos no fim de um ano

| v12 | Y12
1(1+_—J . 1+—) %1 eurow
Vg 12,
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Se o juro fosse calculado diariamente teriamos no fim de um ano

1 \36s
1 (1 +—-—) = 2,71 euros.
365,

Se o juro fosse calculado minuto a minuto, segundo a segundo, o
capital iria aumentado, mas teria um limite.

Se dividissemos 0 ano em # partes iguais, fazendo tender # para
infinito, ter-se-ia:

Bin (1 +%)"= 2,718281828...

Nunca, um euro, no final do ano, poderia dar trés euros. O maximo
rendimento nio ultrapassaria

lim (1 +l)" =2 718...
H

- 'l n .
A sucessio de termo geral a,=(1 + ;| ¢ convergente e o seu

limite designa-se por niimero de Neper e representa-se por e.

E efinicgao Nimerode Neper
lim 'f.l ) = e
i '.\ i
0 nimero e é um nimero irracional, isto & corresponde a uma dizima
infinita nao periddica.
e=2,718281828459...

Com uma calculadora grafica podemos procurar valores aproxima-

dos do limite da sucessdo de termo geral a, = (1 + %)H .

 2.718281628

*1in)tn e
o e i .
.

il

ﬁﬁ%F
AeeE LYY= GESHEET
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O numero de Neper, ¢, é hoje um nimero importante em quase
todas as areas do conhecimento.

MNamero de Neper

0 1 2 e 3 4

Na Matemadrica, noutras ciéncias € em partjcular na Maremartica
Financeira, tem particular interesse o calculo de limite de sucessoes
onde esta presente o numero de Neper.

n—+o0

1 n
Constata-se que a demonstracdo de e= lim (1+—j surge apenas nos manuais
n

escolares estudados de [NVA86] e [Cama93], sendo que no manual escolar de [NVAS86]
é feita uma demonstracdo completa, enquanto que no manual escolar de [Cama93] séo
apenas dadas orientagdes gerais para esta se efectuar.

Nos restantes manuais escolares que aborddmos, o estudo do limite da sucesséo de

Neper, (1+—] , € levado a cabo recorrendo a modelacdo matematica. Aqui estdo bem
n

presentes as tendéncias das reformas curriculares que referimos anteriormente,
nomeadamente a utilizagcdo das novas tecnologias na sala de aula, pois a tendéncia nos
manuais escolares a partir de 2003 é que o estudo da sucessdo e Neper seja um estudo
intuitivo, recorrendo a utilizagdo da calculadora grafica. A calculadora grafica permite a

visualizacdo grafica da sucessdo de Neper, e 0 numero de Neper, e, é definido como

- 1Y . -
sendo o limite de (1+—j . Estudaremos com mais detalhe algumas actividades com a
n

calculadora gréfica na seccdo seguinte, onde se mostra que a sua utilizagdo pode sugerir
algumas davidas relativamente ao valores do limite da sucessdo, quando esta tende para

valores “elevados” (tais como para n=500).

Relatério de Estagio 70
2009/2010



O Ensino da Sucessdo de Neper

4.2. AS LIMITACOES DA CALCULADORA GRAFICA

A calculadora pode ser usada para estudar, do ponto de vista experimental, o limite

de uma funcdo, neste caso concreto, o limite da sucesséo de Neper.

O programa de Matematica A de 11°Ano, homologado em 01/04/2002 em vigor até
2010, prevé o estudo intuitivo da sucessdo de termo geral (1+£] num contexto de
n

modelacdo matematica, devendo o numero de Neper ser definido como o limite desta
sucessdo. Para determinar um valor aproximado para este limite, devera ser utilizada a
calculadora gréfica.

Por exemplo, tal como ja foi referido na subseccdo 3.2.5, o0 manual [Neve09]

apresenta a definicdo do ndmero de Neper como sendo o limite da sucessdo

I : , e
a, = (l+— . O célculo de valores aproximados do nimero de Neper é feito recorrendo
n

ao uso de uma calculadora grafica. Os valores aproximados somente sdo apresentados
paran =25, isto é, a, =2,6658363, que possui somente um algarismo correcto!

Apesar deste manual seguir a indicacdo metodoldgica do programa oficial, ndo

alerta para as limitagdes no uso da calculadora grafica.

Vejamos as seguintes actividades propostas em trés manuais do 11°ano.
[GoVi04] — Xegmat:

1.2 Obtém com a calculadora vérios termos da sucessao (1 + —j] de modo a
n

| confirmares que & uma sucessao crescente, majorada e de modo a fazeres

uma estimativa do valor de e.

2." Compara o valor que estimaste para e com o que podes obter na calcula-
dora, usando a funcao e’

Faz | SHIFT |, | "] [1], |EXE| (Casio) ou

2nd, [e¥], ( 1]}, [ENTER (Texas)
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[JAFBO03] - Infinito — volume 2:

Calculadora

sty T \n
Calculemos alguns termos da sucessao ( 1+ n] . programando uma

calculadora, recorrendo a uma folha de célculo no computador ou

usando a calculadora gréfica do modo seguinte:

Tecle MODE | e escolha Seq e Dot.

Em Y=, vem u, =, e introduz-se a funcao

(T+1<n)an L
definindo em |WINDOW| nMin = 1, nMax = 100 e o rectangulode )| ... ...... ,_-.1-.
visualizacao [0, 10] % [0, 3] .
Teclando 'GR_A.?H vé-se um gréfico sobre o qual estao representa-
dos 0s pontos iselados do grafico da sucessao, ou seja, os pontos de
abcissa natural, 1.
L]
, Ln=2z Un=z 669594
Com a tecla | TRACE | podemos percorrer, quanto gueiramos, o gra-
fico, verificando-se que nao se encontram valores de u, inferiores a 2 il | Ll
nem superiores a 3. E_ % 26
g 2.370Y
; 2.441Yy
Pode também, simplesmente, editar em |Y=|a funcao Y, =(1 +—IJ”, [ EEEEE
. X 7 2.E4EE
teclar|2nd| | ThiSet | e escolher =
s m=1
TbiMin=1
Thi=1 n | Us
ET| .67y
para fazer x = n, varidvel natural. Os pontos (n, u.) sac, entao, os Eg EEEE%
pontos de abcissa natural do graficode y,. (1] .55
n o |
Tecle |2nd| | Table | e verd uma tabela como 2 apresentada em 3. i EP03E
=38
Volte a teclar |2nd| | ThiSet | e mude para Thl = 10 e ThiMin = 30 e
n | Us
teclando de novo |2nd| | Table | obterd nova tabela, como a apresen- FTHEE| = riic
1 i <710
tada em 4. Yy 2.riyg
S c.715h
Repita o procedimento para obter, ainda, a tabela apresentada em 5. gﬂﬂ %;153
B c.r166
5. [IR=280
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[CRRO4] - Espaco 11:

1 n
A Sucessao (“ﬁj

Vamos proceder ao estudo intuitivo desta sucessao, recorrendo a cal-

culadora gréfica.

Introduzindo a expressao da sucessdo na calculadora e definindo uma
janela de visualizacao que nos permita observar as imagens dos vinte pri-

meiros termos,

nﬁul. Plotz Flol3 I,.IIHIEEI,.I HITDtS {
wriLr=E BrLN= aps
.yt n)Eé 141770 nnaﬁia En?n—é

uf.n-mn}ﬂ Flotstart=1 Amax=za
mplni= PlotSter=1 Ascl=1

vinMin)= dAnirn=8 Yrmin=8
wuini= Xmax=20 Ymax=d

wlnMin)= 4u5zcl=N Yzcl=R
observa-se:

e

us(i+L/0) n

swuq
I!'*!.F a5 G320P07 4

Recorrendo a | TRACE | e percorrendo as imagens, verifica-se que os
termos vao aumentando e se situam entre dois e trés. Sera que este com-

portamento se mantém a medida que n aumenta?

Se definirmos a janela,

PlutSteP-EB

ANLA=
Amax=50a
Jascl=160
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podemos visualizar as imagens de 50 em 50, até 500, ficando assim com
uma ideia intuitiva do que podera acontecer a medida que n aumenta.

[ uz=li+ilni*n

wezlD
" s " : B (i B ]

Estas observacdes sugerem que a sucessao € estritamente crescente e
0s termos da sucessao sdo inferiores a 3, o que, na realidade, acontece.

Podemos considerar como minorante o seu primeiro termo e 3 como
majorante.

n
2< (1+ l} <3,vne IN, donde se conclui que € limitada.
n

f

\ : o 1

Prova-se que, a medida que n aumenta, os termos da sucessao | 1+—
n

tendem para um numero irracional, que se representa por e e se designa por
namero de Neper.

e=2,718 281 828 45...

O objectivo destas trés actividades baseia-se em obter uma aproximagédo para o
limite da sucessao de Neper, considerando que uma sucessdo tome valores tdo préximos
do seu limite quanto se queira, desde que se tome um termo de uma ordem
suficientemente elevada.

E utilizada a calculadora gréafica para ter uma maior precisio dos valores obtidos.
Mas acontece que tal nem sempre se verifica. Para determinadas ordens, os valores
expressos pela calculadora grafica afastam-se do nimero e. Por conseguinte, o aluno
que nao esteja familiarizado com a sucessdo de Neper e que desconheca o valor exacto
do nimero e, podera ser induzido em erro pelos resultados que visualiza na calculadora

gréfica. Devido a isto o aluno devera ser chamado a atencao por parte do Professor de
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que embora a calculadora gréafica possa permitir ter uma ideia do limite de uma

sucessdo, em alguns casos, devido aos erros de arredondamento, ela poderé apresentar
l n

um valor que pouco tenha a ver com o valor exacto do limite de [1+—j :
n

Com a calculadora grafica Casio CFX — 9950 GB Plus, obtém-se as aproximagoes

n
de termos da sucessao (1+£j :

n
: (-3
n

10 2.59374246
10° 2.704813829
10° 2.716923932
10°* 2.718145927
10° 2.718268237
10° 2.718280469
10’ 2.718281693
10° 2.718281815
10° 2.718281827
10" 2.718281828
10" 2.718281828
10" 2.718281828
10" 2.718281828
10" 1
10" 1
10" 1
10" 1

Tabela 1: Valores obtidos pela Casio CFX — 9950 GB Plus

Constata-se que as aproximacdes obtidas na tabela 1 vdo sendo melhores a medida

que n aumenta. Para n=10%, com k de 1 até 10 (inclusive), as aproximagdes obtidas
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exibem k algarismo correctos. Devido a calculadora grafica apresentar os resultados
com dez algarismos, atinge-se para n=10" o limite da regularidade proporcionada por
esta. E para n=10" até n =10" obtém-se a mesma aproximagcéo que em n=10".

Para n=10* com k >14 , obtém-se sempre o valor 1.

1
Isto deve-se ao facto de se ter 1+W:1’ k >14 , uma vez que para a calculadora

gréfica, % , k>14 | é arredondado para zero.

Considere-se o exemplo de n= 2" e observe-se a tabela seguinte.

“ (-3
n

2 2.25

2? 2.44140625
2° 2.565784514
2 2.637928497
2° 2.676990129
2° 2.697344953
27 2.70773902
28 2.712991624
2’ 2.715632
2'0 2.716955729
2! 2.717618482
2" 2.717950081
2" 2.718115936
2! 2.718198878
2 2.718240351
2'® 2.718261089
2! 2.718271459
2" 2.71827664
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220 2.718280514
22 2.71828157
2°% 2.71828159
227 2.71828160
28 2.718281606
229 2.718274311
2%0 2.718274313
2% 2.717924089

Tabela 2: Valores obtidos pela Casio CFX — 9950 GB Plus

Da tabela 2, constata-se que a melhor aproximacao do nimero de Neper obtém-se

para n=2* com 25<k <27.

Tendo em consideracdo que
10" < 2* <10"
seria de esperar que a aproximacdo obtida fosse tdo boa quanto a aproximacdo obtida

para n=10", a qual apresentava os dez algarismos correctos.

Contudo, o aluno ira verificar que relativamente aos valores calculados se tem que

1 % 1 101
(1 + Fj < (1 + WJ ,

0 que acaba por contradizer o conteddo que lhe foi dado antes sobre o crescimento da

sucessao de Neper.
Além disso, para n =2x10" obtém-se na Texas Tl — 83

(1+1j =7.6207901
n

Note-se que este resultado contradiz a informacdo contida nos manuais de que

todos os termos da sucesséo estdo no intervalo [2,3] .
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~+00

No subcapitulo 2.3. mostrou-se que e = » —

Recorrendo a calculadora grafica Casio CFX — 9950 GB Plus, constréi-se

k!

a

seguinte tabela de valores, de modo a observar qual a melhor aproximacdo para o

numero de Neper.

"]
n _
i
1 1
Zi=£+1:l+1: 2
Sy ol n
2 2
i 1,11 oi05-25
ST ol 2
3 3
ot L L 5.1 2666666667
Sy ol 1 21 3l 6
1 ]
3 =~ 2708333333
oo K!
5 51
S L = 2716666667
o k!
6 e 1
3 = = 2718055556
o k!
7 ]
Y 2 = 2718253968
oo K!
8 e |
S L - 271827877
oo k!
9 2 1
S = = 2718281526
o k!
10 0]
Y = = 2718281801
oo K!
11 1
S L~ 2718281826
o k!
12

12 1
Zm =2.718281828
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13 13 1
> = =2.718281828
k=0 kl

14 41
D —=2.718281828
k=0 k!

20 2.718281828

Tabela 3: Valores obtidos pela Casio CFX — 9950 GB Plus

A negrito encontram-se 0S digitos correctos do namero

e =2,7182818284590452354, ou seja, como a calculadora grafica apresenta dez digitos

obtém-se a aproximacdo do numero de Neper quando n=12.
Neste caso a série estudada é convergente, pelo que ndo existem divergéncias por
parte da calculadora grafica, ou seja, ndo leva os alunos a retirarem falsas conclusdes.
Mas note-se que tal nem sempre acontece, como podemos ver no exemplo que se

segue:
4 £ ~ 1 9 <
De acordo com a calculadora grafica, o valor da sucessdo u, =—, para n>10", é
n

sempre igual a zero. Assim sendo, a série harmdnica, que sabemos ser divergente,

passaria a seria convergente uma vez que tem os termos todos nulos a partir de uma

certa ordem. Entdo, como na calculadora toda a serie Zun com u, — 0 é convergente,
n=1

poderemos afirmar que a calculadora “transforma” a condi¢do necessaria para uma série

convergente, numa condicdo suficiente. [Gome05]

Dados estes dois exemplos constata-se que € necessario ter em atencdo quais as
limitacGes do uso da calculadora grafica e o aluno ser consciencializado pelo professor
de que, embora a calculadora possa permitir ter uma ideia do limite, nalguns casos,
devido aos erros de arredondamentos, ela podera apresentar um valor que pouco ou

nada tem a ver com a realidade.
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Capitulo 5: CONCLUSAO

A realizacdo deste trabalho permitiu-me fortalecer o meu conhecimento de
conceitos da Anélise Real.
Pode-se observar as possiveis aplicaces do niumero de Neper, visto que esta patente em
diversas areas nao so da matematica (algebra linear, analise complexa, anélise real) mas
também na fisica e economia.

Foi muito atil elaborar os subcapitulos precedentes ao estudo do limite da sucessao

1 1 1 . e «
l1+—+—+.--+— e ao de provar que o numero de Neper € o limite da sucesséo

1 2! n!
1 n
(1+—j , pois deu para compreender o fundamento destes limites, tanto que fortaleci o
n

estudo acerca da formula de Taylor e das condigdes de convergéncia da serie de Taylor.

Para conseguir compreender certas mudangas no ensino da matematica
nomeadamente ao nivel do ensino secundario, senti que era importante explorar a
estrutura do ensino nas Ultimas cinco décadas. Na realizacdo desta parte da investigacdo
deparei-me com algumas dificuldades, tais como em obter os programas oficiais destas
ultimas décadas, tendo por isso apresentado s6 0 programa actualmente em vigor para o
ensino secundério relativamente & temética das sucessdes. Como 0s manuais escolares
mais recentes colocam os programas actualmente em vigor, consegui assim obté-los a
partir de 1994, e isso ajudou também a comparar os diferentes tipos de sugestfes
metodoldgicas. Observei que apds ter sido homologado o actual programa de
matematica A do 11°%no alguns dos manuais escolares continuaram a optar pelas
mesmas tarefas introdutdrias dos conceitos.

Nestas Ultimas décadas observa-se que houve muitas mudancas a nivel de exigéncia
de contelidos programaéticos, apesar de serem 0S mesmos, existe outro nivel de
exigéncia que em 1960, por exemplo, ndo existiria. Sendo caso disso 0 uso constante
das novas tecnologias, nomeadamente a calculadora grafica, para apreender certos
resultados, tais como o limite da sucesséo de Neper.

Uma possivel investigacdo futura, no ambito da tematica aqui explorada, seria a
andlise da evolugdo de outros conceitos/temas fundamentais nos curriculos da

Matematica, tais como os limites e as derivadas.

Relatério de Estagio 80
2009/2010



O Ensino da Sucessdo de Neper

Referéncias Bibliograficas:

[AiVa0o5] Aires, AP.F. e Vazquez, M.S., O Conceito de Derivada no Ensino
Secundario ao longo do Século XX, Universidade de Tras-os-Montes e Alto Douro e

Universidade de Salamanca / Espanha, 2005.

[Apos91] Apostol, T. M., Célculo, Célculo com funcbes de uma variavel, com uma
introdugéo & Algebra Linear, Volume 1, Editora Reverté, S. A., Rio de Janeiro, 1991.

[Cala60] Calado, J.J.G., Compéndio de Algebra — Ensino Liceal — 2° ciclo. Livraria

Popular de Francisco Franco, Lisboa, 1960.

[Cama93] Camara, A.M., Matematica — Teoria e Pratica — 12.°ano — 2.° vol., Edi¢bes
Rumo, L." . Lisboa, 1993.

[Cara98] Caraca, B. J., Conceitos Fundamentais da Matematica, Gradiva — Publicacdes,
L.%, Lisboa, 1998.

[CRRO4] Costa, B., Resende, L.C. e Rodrigues, E., Espaco 11 — Ensino Secundario —
11.°ano, Edi¢bes ASA, Porto, 2004.

[Ferr93] Ferreira, J. C., Introducdo a Analise Matematica (5.%edicdo), Servico de

Educacao Fundacdo Calouste GulbenKian, Porto, 1993.

[Figu96] Figueira, M.S.R., Fundamentos de Analise Infinitesimal, (3% edicéo)
Universidade de Lisboa, Faculdade de Ciéncias, Lisboa, 1996.

[FrGo79] Freitas, A.C. e Gomes, F.,Matematica — 11°ano de Escolaridade (2.° ano dos

cursos complementares, Tomo I. Livraria Popular de Francisco Franco, Lisboa,1979.

[GAR76] Garcia, M.M., Anjos, A.O. e Ruivo, A.F., Compéndio de Matematica — 2.°

ano, Curso Complementar — 1.° vol., Empresa Literaria Fluminense, L.%. Porto, 1976.

[Gome05] Gomes, P.C.C., Funcbes e calculadoras graficas: andlise de algumas
inferéncias errdéneas., Tese de Mestrado, Escola de Ciéncias, Universidade Do Minho,
Portugal, 2005.

[GoVi04] Gomes, F. e Viegas, C., XEQMAT 11° ano — volume 2, Texto Editora, Lisboa,
2004.

Relatério de Estagio 81
2009/2010



O Ensino da Sucessdo de Neper

[Ince56] Ince, E., Ordinary Differential Equations, Dover, New York, 1956.
[Jorg04] Jorge, A.M.B. (et al.), Infinito 11° Ano — volume 2, Areal Editores, Porto, 2004.
[Jorg06] Jorge, A.M.B. (et al.), Infinito 11° Ano — volume 3, Areal Editores, Porto. 2006.

[Lima95] Lima, E. L., Curso de Analise, volume 1 (8.2edi¢cdo), Projecto Euclides,
Brasilia, 1995.

[LiG094] Lima, Y. e Gomes, F., Xeqgmat — 11.°Matematica, Livro, Lisboa, 1994.

[Mont57] Montel, P., Lecons sur les récurrences et leurs applications, Gauthier-Villars.
Paris, 1957.

[NVA86] Neves, M.A.F., Vieira, M.T.C., Alves, A.G., “ Livro de Texto — 12°

Matematica”, Porto Editora, Porto, 1986.

[NVA87] Neves, M.AF., Vieira, M.T.C., Alves, A.G., Livro de Texto — 11°
Matematica, Porto Editora, Porto, 1987.

[NeBr09] Neves, M.A.F., Brito, M.L.C., “ Livro de Texto, 2°vol. — 10° Matematica™,
Porto Editora, Porto, 1993.

[NeBro8] Neves, M.A.F. e Brito, M.L.C, Matemética 12.° ano — Livro de Texto — 2.°
vol., Porto Editora, Porto, 1998.

[Neve0O] Neves, M.A.F., Sucessbes — Matematica A — 11.°ano- Parte 3, Porto Editora.

Porto, 2000.

[NGMO09] Neves, M.A.F., Guerreiro, L. e Moura, A., Sucessbes — Matematica A —
11.°ano, Porto Editora, Porto, 20009.

[NGMO09] Neves, M.A.F., Guerreiro, L. e Moura, A., Funcdes Ill — Matematica A —
12.°ano, Porto Editora, Porto, 2009.

[PBGA97] Ponte, J.P., Boavida, A., Graca, M., e Abrantes, P., O Curriculo de
Matematica do Ensino Secundario — Brochura Didactica da Matematica, Lisboa: DES
do ME, 1997.

Relatério de Estagio 82
2009/2010



O Ensino da Sucessdo de Neper

[Pont03] Ponte, J.P., O ensino da matematica em Portugal: Uma prioridade educativa?.

Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa, Portugal, 2003.

[Silv78] Silva, J. C., Compéndio de Matematica — Ano Propedéutico - 2.° vol., Gabinete
de Estudos e Planeamento do Ministério da Educacdo e Investigagdo Cientifica, Mafra,
1978.

[Silva94] Silva, J. C., Principios de Analise Matematica Aplicada, Departamento de
Matematica — FCTUC, Universidade de Coimbra, MCGRAW-HILL, Lisboa, 1994.

[Silv95] Silva, J. C., A Histéria da Mateméatica e o Ensino da Matematica.

Departamento de Matematica, Universidade de Coimbra, Portugal, 1995.

[SiLe96] Silva, J. C., Leal, C. M., Analise Matematica Aplicada — EXxercicios,
actividades, complementos e provas de avaliacdo, Departamento de Matematica —
FCTUC, Universidade de Coimbra, McCGRAW-HILL, Lisboa, 1996.

[Silv97] Silva, J. C., A Histdria da Matematica nos novos programas de Matematica em
Portugal, Departamento de Matemaética, Universidade de Coimbra, Portugal, 1997.

[Silv10] Silva, J. C., O Pensamento pedagogico de José Sebastido e Silva — uma
primeira abordagem, Departamento de Matematica, Universidade de Coimbra,
Portugal, 2010.

Relatério de Estagio 83
2009/2010



	0BNos anos oitenta deu-se novamente um movimento de reforma da Matemática. Relembremos algumas das críticas aos programas da Matemática moderna que surgiram no início dos anos 80: “acabamos por assistir a um ensino de Matemática orientado numa óptica essencialmente dedutiva, focando os aspectos lógicos, privilegiando o estudo dos mais diversos tipos de estruturas, desde as mais “pobres” às mais ricas. A Matemática aparece aos olhos dos jovens como ciência acabada, artificialmente criada, sem qualquer ligação com a realidade”FF [Pont02, pg. 7].  “O simbolismo carregado e a ênfase em estruturas abstractas revelavam-se, afinal, de difícil compreensão para os alunos... as competências dos alunos no raciocínio, na resolução de problemas e no domínio do cálculo não mostravam os desejados progressos” [Pont02].

