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Resumo

Neste trabalho, faz-se um estudo sobre a aplicacdo do método de elementos finitos na
resolucdo de uma equacdo diferencial parcial generalizada de Black-Scholes que surge
ao calcular o preco de opc¢des, considerando os custos de transac3o.

Outro objetivo deste trabalho é o estudo da EDP Delta Greek. No estudo da equacio
Delta de Black-Scholes ndo linear, supde-se que o coeficiente de difusdo da equacdo
parabélica n3o linear para o preco V' & uma funcdo linear do preco do ativo subja-
cente da opcdo e do Gamma Greek V,,. A existéncia de solucdo viscosa é provada,
usando o vanishing viscosity method. Regularizando a equacdo, adicionando uma pe-
quena perturbacdo ao problema inicial, uma sequéncia de solucdes aproximadas u°® é
entdo construida e, em seguida, o método de limites fracos é aplicado para provar a
convergéncia da sequéncia para a solug¢do viscosa da equacdo Delta. Os problemas apro-
ximados construidos demonstram ter boa regularidade, o que permite o uso de métodos
numéricos eficientes e robustos. Discretizam-se entdo os problemas aproximados, utili-
zando o método dos elementos finitos com aproximac&o de grau arbitrario no espaco e
o método de Crank-Nicolson no tempo. Prova-se a convergéncia das solucdes discretas
e obtém-se a ordem de convergéncia em funcdo dos pardmetros de discretizacdo. Para
ilustrar os resultados tedricos e a aplicabilidade do método, sdo apresentados alguns
resultados numéricos implementados em Matlab.

Para as opcBes americanas, os problemas sdo considerados de fronteira livre. Um termo
de penalidade é acrescentado & equac3o para resolver a mesma em todo o dominio espa-
cial. O método de elementos finitos com bases de Hermite sdo usados para discretizar na
direcdo espacial e o método de Crank-Nicolson na direcdo temporal. A fronteira livre é
estimada a partir da condicio da primeira derivada. A eficiéncia e a precisdo do método
proposto sdo testadas numericamente. Neste sentido, os resultados computacionais sdo
fornecidos para alguns modelos de opcdes europeias e americanas de compra e venda
e estes confirmam o comportamento teérico das solucdes e também sdo concordantes
com as solucdes exatas para o caso linear.

Palavras-chave

Método dos elementos finitos, método de Crank-Nicolson, equacio de Black-Sholes nio
linear, Equacdo Delta, Custos de transacdo, Opcdes Europeias e Americanas, Conver-
géncia.
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Abstract

We study an application of the finite element method for solving numerically a generalized
partial differential Black-Scholes equation which arises when calculating option prices
with transaction costs.

Another aim of this work is to study the PDE Delta Greek. When studying the nonlinear
Black-Scholes Delta equation, the diffusion coefficient of the nonlinear parabolic equation
for price V' is assumed to be a linear function of the option underlying asset price and
the Gamma Greek V... The existence of a viscous solution is proven using the vanishing
viscosity method. Regularizing the equation, by adding a small disturbance to the initial
problem, a sequence of approximate solutions u° is constructed and then the method of
weak limits is applied to prove the convergence of the sequence to the viscous solution of
the Delta equation. The approximate problems constructed show good regularity, which
allows the use of efficient and robust numerical methods. The approximate problems are
then discretized using the finite element method with arbitrary degree approximation in
space and the Crank-Nicolson method over time. Convergence of the discrete solutions
is proved, and the convergence order is obtained in function of discretization parameters.
In order to illustrate the theoretical results and the applicability of the method, some
numerical results implemented in Matlab are presented.

For American options, free-bound problems are considered. A penalty term is added
to the equation so that it may be solved in the enter special domain. The FEM with
Hermite polynomials is used for spatial discretization in the spatial direction and the
Crank-Nicolson method for temporal discretization. The free boundary is estimated
from the condition of the first derivative. The efficiency and accuracy of the method
proposed are tested numerically. Computational results are presented for some European
and American trading option models, and these confirm the theoretical behavior models
of the solutions and are also in agreement with the exact solutions in the linear case.

Keywords

Finite element method, Crank-Nicolson method, non-linear Black-Scholes equation, Delta
equation, Transaction costs, European and American options, Convergence.



Aproximacdao Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas



Aproximacdo Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

Conteddo
(1 Introducao| 1
5 E Tedn M IER 7
[2.1 Desigualdades elementares| . . . . . . . . ... ... L. 7
[2.2  Detinicdes e conceitos basicos| . . . . . . ... 7
[2.3  Distribuices| . . . . . .. . 10
[2.4  Espacos de Lebesgue|. . . . . .. ... 10
[2.5 Espacos de Sobolev| . . . . . . ... ... 12
26 TmersBes . . . . . . .. 13
[2.7 Espacos de Bochner| . . . . . .. ... ... 14
2.8 Teoremas fundamentais . . . .. ... ... ... 15
2.9 Processo estocastical . . . .. ... 17
[2.10 Integrais estocasticos|. . . . . . . .. ... 19
[2.11 Equacdes diterenciais|. . . . . . . .. ... 21
[2.12 Equacdes diterencials estocasticas| . . . . . . . ... ... ... .. 22
[2.13 Equacdes diferenciais parciais| . . . . . . . .. ... 24
[2.14 Aplicacdo do calculo estocastico em financas| . . . . . . ... ... ... 26
[2.15 Obtencdo da equacdo diterencial de Black-Scholes| . . . . . . . .. . .. 27
[2.16 Solucdes viscosas|. . . . . . . . . .. 28
[3 Opcoes e Modelos de Volatilidade com custos de transacao 33
................................... 33
[3.1.1 Opcdes de compra europeial . . . . . . . . .. .. ... ... .. 33
[3.1.2 Opcdes de venda europeias| . . . . . . . ... ... ... ... 34
[3.1.3 Opcbes de compra americanas|. . . . . . . . . . . . .. ..... 34
[3.1.4 Opcdes de venda americanas | . . . . . . . .. .. .. ... ... 35
[3.2 A férmula para o preco de opcdo de compra europeial. . . . . . .. ... 36
[3.3 Deducdo explicita de uma familia de solucdes da equacdo de Black- |
[ Scholeslinear. . . . . . . . . . . . ... 38
[3.4  Modelos de Volatilidade com custos de transacdo|. . . . . . .. . .. .. 40
3.5 Modelode leland . . .. ... ... ... ... 41
3.6 Modelo de Paras e Avellaneda | . . . .. ... . ... ... ... ..., 41
[3.7 Modelo de Boyle e Vorst|. . . . . . . .. ... ... ... ... ... 41
[3.8 Modelo de Hodges e Neuberger| . . . . . . . . . . ... ... .. .... 41
B9 Modelo de Barlese Soned . . . . . . .. ..., 42
3.10 Modelo de Kratkal . . . . . . . ... .. ... .. ... ..., 43
[4 Equacdo Delta de Black-Scholes niao linear| 45
[4.1 EquacdoDelta|. . . . . . . . .. ... 45
[4.2  Regularizacdo| . . . . . . . . .. ... 47
[4.3 Estimativas apriorif. . . . . . .. ... 50
[4.4  Convergéncia da solucdo viscosal. . . . . . . . . ... ... ... .... 64
[4.5 Discretizacdo do problema regularizado| . . . . . . .. .. ... ... .. 66
[4.5.1 Discretizacdo no tempo| . . . . . .. ... 70
[4.5.2  Aproximacio da solucio inicial da equacdo de Black-Scholes| . . . 75

X



Aproximacdao Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

453 Resultados numéricosl . . . . ... ... L 76

[5 Equacao de Black-Scholes nao linear| 79
5.1 Opcbes europelas| . . . . . . . . . ... 79
[5.1.1  Discretizacdo noespaco|. . . . . . . . .. .. L 80

[5.1.2  Discretizacdo no tempo| . . . . . . .. ... L. 86

513 Resultados numéricosl . . . . ... ... 86

5.2 Opcbes americanas|. . . . . . . . . . . ... 89
[5.2.1 Discretizacdo noespaco|. . . . . . . . ... 89

[5.2.2  Discretizacdo no tempo| . . . . . . ... 90

5.2.3  Resultados numéricos| . . . . ... ... ... L 91
6__Conclusao e Trabalho Futuro | 99
Bibliogratia 101

X



Aproximacdo Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

Lista de Figuras

3.1 Simulacdo numéricade W.|. . . . .. ... 43
[4.1 Analise de convergéncia para e . . . . . ... 77
[4.2  Analise de convergéncia para hcom k=1|. . . ... .. . ... .... 77
[4.3 Analise de convergéncia para hcom k=2.|. . . . . . ... ... .... 77
[4.4  Analise de convergéncia para 0.| . . . . . . .. .. ... 77
[4.5 Derivada para diterentes valoresde a| . . . . . . . .. ... .. 78
{4.6 Solucdo para diferentes valoresde a.| . . . . . . . .. ... . 78
[5.1 Analise da convergénciapara heparad| . . . . . . . .. . .. .. ... 87
5.2 Solucdo obtida). . . . . . ... 87
(5.3 Analise da convergénciapara h. . . . . . . .. ... 87

(5.4 Solucdo (a esquerda) e sua derivada (a direita) para equacdo de Black-
| Scholes ndo-linear com diferentes custos de transacio para uma opcéo
[ de COMpPra europela.| . . . . . . . . .. ... 88
.5 Solucdo (3 esquerda) e sua derivada (a direita) para equacdo de Black-
—

Scholes n3o-linear com diferentes custos de transacdo para uma opcao

devenda europeia.| . . . . . . . ... 88

(5.6 Solucdo obtida (a esquerda) e a derivada (a direita) para equagdo de |

| Black-Scholes linear, para opcdes de compra|. . . . . . . . .. .. ... 92
[5.7 Posicdo da fronteira livre para o caso linear, para opcdo de compra.| . . . 92

[5.8 Solucdo obtida (a esquerda) e a derivada (a direita) para equacio de |
[ Black-Scholes linear, para opcées devenda]. . . . . . . . . . . . . ... 93
[5.9 Posicdo da fronteira livre para o caso linear, para opcdo de venda.| . . . . 94
[5.10 Analise da convergénciaparah. . . . . . . .. .. ... ... ... ... 95
(5.11 Posicdo da fronteira livre S;(¢) para o modelo de Leland com varios

nameros de Le (a esquerda) e para o modelo de Barles e Soner para

[6.12 Posicdo da fronteira livre S;(#) para o modelo de Kratka com varios
valores de M (a esquerda) e a posicdo da tronteira livre para os varios
modelos de custos de transacdo estudados (a direita).| . . . . . .. ... 96

[5.13 Solucdo e a derivada para os diferentes modelos estudados| . . . . . . . . 97

Xiii



Aproximacdao Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

X1V



Aproximacdo Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

Lista de Tabelas

I5.1 Comparacdo da precisio para opcdes de venda americanas| . . . . . . . . 95

XV



Aproximacdao Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

XVi



Aproximacdo Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

Capitulo 1

Introducao

A avaliacdo de opcdes com base em processos estocasticos data de 1877, quando Charles
Castelli escreveu o livro "The Theory of Option in Stocks and Shares". Duas décadas
depois, Louis Bachelier, em "Théorie de la spéculation” apresentou a primeira forma
analitica para o calculo do preco de uma opcdo. Em 1955, no seu artigo ndo publicado
intitulado "Brownian Motion in the Stock Market", Paul Samuelson, prémio Nobel de
economia em 1970, mostrou que o preco de um ativo pode ser modelado por um pro-
cesso chamado Movimento Browniano Geométrico.

Em 1962, A. James Boness apresentou uma dissertacdo intitulada "Theory and Measu-
rement of Stock Option Value", onde mostrava um modelo de avaliacdo de op¢des que
representou um salto relevante em relacdo aos seus antecessores e serviu de base aos
trabalhos desenvolvidos por Black e Scholes. Desde a sua criagdo em 1973, o modelo
desenvolvido por Fisher Black e Myron Scholes, continua a ser um dos preferidos e que
fornece uma base para a teoria das opcdes financeiras. A equacio linear de Black-Scholes
é dada por

1
0=V, + 50252\/55 +rSVs—1V, S>>0, 7€]0,T] (L.1)

onde V é o valor da opcdo, T a data de vencimento, S o preco do ativo subjacente, o
a volatilidade e r a taxa de juros sem riscos.

A equacido permite avaliar o preco das opcdes europeias e é obtida partindo de
alguns pressupostos que a seguir se enumeram:

(i) O valor financeiro do ativo subjacente a op¢do pode ser modelado através de um
movimento Browniano geométrico;

(i) N3o existem custos de transacdo associados a gestdo de portfolios de ativos finan-
ceiros, nem taxas a pagar no mercado;

(iii) O mercado ndo permite oportunidade de arbitragem;
(iv) E permitido fazer short selling;

(v) Existe uma taxa isenta de riscos que é constante ao longo da vida da opcéo, ao
qual é possivel emprestar e pedir emprestado a essa mesma taxa qualquer ativo
financeiro;

(vi) A volatilidade do ativo subjacente é conhecida e permanece constante durante a
vida da opcio;

(vii) A transagdo do ativo financeiro é feita em tempo continuo e as mudangas no seu
preco sdo também em tempo continuo;

(viii) Podem obter-se partes fraccionarias de um ativo;

(ix) O ativo financeiro ndo paga dividendos durante a vida da opc&o.
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O modelo classico de Black-Scholes é notavel por ter uma solucdo explicita para opcdes
europeias de compra e venda. Muitos pesquisadores tentaram obter a solucdo da equacéo
de Black-Scholes analitica e /ou numericamente, usando varios métodos. Para um resumo
dos métodos classicos (Binomial, Monte Carlo, Diferencas finitas, elementos finitos), ver
[41] e [54], por exemplo.

Para outras abordagens pode referir-se por exemplo, Khatskevich que em [36] obteve o
preco de exercicio de uma opcdo na forma de uma série polinomial de Legendre. Em
[28] Edeki, Ugbebor e Owoloko propuseram para o calculo do valor de uma op¢do um
método conhecido como Projected Differential Transformation Method. Bohner, San-
chez e Rodriguez [13] aplicaram o método de decomposicdo de Adomian.

Em [35] fez-se o estudo da equacdo de Black-Scholes linear para op¢cdes de compra euro-
peias e americanas. Na discretizacdo no espaco utilizaram o método de elementos finitos
e, no tempo, o método de Euler explicito. Representaram a solucdo analitica, resolvendo
o problema, utilizando a transformada de Fourier; numericamente utilizaram o método
dos elementos finitos e fizeram um estudo comparativo com o método das diferencas
finitas. Embora os métodos dos elementos finitos possam parecer, a primeira vista,
algo complexo para financas, onde uma grande classe de problemas é unidimensional no
espaco, sdo muito flexiveis e oferecem boas aproximacdes (ver [54], por exemplo).

A equacio de Black-Scholes € muito eficaz em mercados sem custos de transacdo, mas
os custos de transacdo podem surgir na negociacdo de titulos, por exemplo. Apesar de
serem geralmente pequenos, podem levar a um aumento no preco da opc¢do, caso em
que a metodologia de atribuicdo do preco de Black-Scholes ndo é valida, uma vez que
n3o existira cobertura perfeita. Consequentemente, diferentes modelos foram propostos
para modificar a equacio a fim de acomodar os custos de transacdo como, por
exemplo, os referenciados em [6, 40, 43]. Nesses modelos, a volatilidade constante é
substituida por uma volatilidade modificada que pode depender do tempo, do preco do
ativo, do valor da opcdo e das suas derivadas. O modelo resultante é uma equacdo nio
linear na forma n3o-divergente.

Para esta equacdo n3o linear ndo existe solucdo explicita (conhecida), sé foi provado que
tem uma solug&o viscosa [6] e as técnicas numéricas disponiveis sdo muito reduzidas em
relacdo ao modelo linear.

Em 2003, Fournié e Jungel [26] deduziram um esquema de diferencas finitas compactas
de alta ordem para o modelo de Black-Scholes ndo-linear, com custos de transacao apre-
sentados em [6], que provou ser incondicionalmente estavel e ndo oscilatério. Recente-
mente, foram feitos alguns estudos sobre a solucdo numérica da equacdo de Black-Sholes
com custos de transacdo, onde foram aplicados os métodos das diferencas finitas .

J. Ankudinova e M.Ehrhardt [4] fizeram um estudo comparativo entre modelos com
custos de transacdo e o modelo linear. A influéncia dos custos de transacido modelados
pelas volatilidades dadas pelos modelos de Leland, Barles e Soner e Krakta foi calcu-
lada pelo método de Crank-Nicolson no tempo e pelo método das diferencas finitas no
espaco. Estudaram a diferenca entre o preco da opcdo de compra europeia com custos
de transacdo e o preco da opcdo de compra europeia sem custos de transacdo. Os
resultados numéricos obtidos indicam um desvio de preco economicamente significativo
entre o modelo padrdo de Black-Scholes (linear) e os modelos n&o lineares (com custos
de transacdo).

Company, J6dar e Pintos [17] construiram e analisaram outro esquema de diferencas fini-
tas para o modelo de Black-Scholes n3o linear, deduzido por Barles e Soner. Analisaram
a consisténcia e estabilidade do método e apresentaram alguns exemplos numéricos.
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D. Lesmana e S. Wang [44] desenvolveram um método numérico para uma equagdo dife-
rencial parcial parabdlica ndo linear resultante da atribuicdo do preco de opcdes europeias
com custos de transacdo. O método baseia-se num esquema de diferencas finitas upwind
para discretizacdo no espaco, e um esquema totalmente implicito para discretizacdo no
tempo. A convergéncia da solucdo do sistema discretizado para a soluco viscosa do
problema continuo foi provado, mostrando que o esquema é consistente, monétono e
estavel. Propuseram um método iterativo de Newton para resolver o sistema algébrico
n3o linear e mostraram que a solucdo do sistema é numericamente estavel. Foram feitas
simulacdes para ilustrar a precisdo e a utilidade do método e observaram-se ordens de
convergéncia 1.6 e 2 nas normas discretas L™ e L?, respetivamente. Os resultados
também mostraram que o preco de uma opcdo europeia é uma funcdo crescente do
pardmetro ”a” do custo de transacdo.

Radoslav Valkov em [55] apresentou uma analise de convergéncia, usando o positivity-
preserving fitted finite volume element method FVEM para equacdo de Black-Scholes
generalizada transformada num intervalo finito, degenerado em ambos os pontos da
fronteira. Inicialmente, formulou o FVEM como o método de elementos finitos de Petrov-
Galerkin, usando uma descretizacdo no espaco, anteriormente proposta pelo autor em
[56]. Foi estabelecida a coercividade de Garding da correspondente forma discreta e
bilinear. Obteve-se a estabilidade e limites de erro para a solucdo do sistema totalmente
discreto. A analise do impacto da transformacdo do dominio finito na solucdo numeérica
do problema original foi feita.

O estudo de (1.1)) para uma opg¢do de compra americana seria redundante, pois o valor
de uma opc¢do de compra americana é igual ao valor de uma opcdo de compra europeia,
se nenhum dividendo for pago e a volatilidade for constante. Para tornar o modelo mais
realista, consideraremos uma modificacdo para opcdes americanas, em que S paga um
dividendo continuo ¢, que é dada por

1
0=V, + 502521/35 + (r—q)SVs — 1V, S >0, T €]0, 77, (1.2)

Devido ao facto de que uma opcdo americana de compra e venda possa ser exercida a
qualquer momento até a expiracdo, o dominio de .S deve ser dividido em duas regides, a
regido de paragem onde a opc¢do é exercida e a regido de continuidade onde a opcdo é
mantida, dando origem ao aparecimento da fronteira livre que separa estas duas regides.
Além disso, a equacio de Black-Scholes é valida apenas na regido de continuidade.
O método binomial introduzido por Cox, Ross, e Rubinstein [19] é um método simples e
eficaz para avaliar as opcdes americanas sem utilizar as equacdes e (1.2). No que
diz respeito a solucdo numérica do modelo de Black-Scholes para opcdes americanas,
existem duas abordagens principais: o método da penalidade e 0 método de fixacdo da
fronteira.

Na abordagem do método da penalidade, a fronteira livre é removida pela adicdo de um
termo de penalidade a equacdo de Black-Scholes. O problema pode entdo ser resolvido
em todo o dominio com métodos robustos (ver [34], [37] e [60], por exemplo).

No método de fixacdo da fronteira, é feita uma mudanca de variaveis para transformar
o problema numa equacdo diferencial parabélica ndo linear num dominio fixo (ver, por
exemplo [31], [47] e [68] para um estudo comparativo).

Recentemente, foram feitos esforcos para adaptar os métodos conhecidos a equacio de
Black-Scholes n&o linear com custos de transacdo. Com a volatilidade n3o constante,
ndo ha solucdo explicita conhecida; entretanto a existéncia e unicidade da solucdo viscosa
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é provada em [8],[9].

Sevéovic [21], propds uma transformacdo num dominio fixo para o problema nio linear
de calcular o preco de uma opcdo americana, que foi investigado em alguns artigos
recentes (ver [4] e [23], por exemplo). Como a equacdo transformada contém um termo
convetivo forte, o método de divisdo do operador foi usado para superar as dificuldades
numéricas. Além disso, a fim de determinar completamente o sistema de equacdes que
calcula o valor da opcdo, uma equacdo adicional para a posicdo da fronteira livre teve
de ser deduzida.

Egorova et al. [29] usaram um novo método de transformacdo, onde a fronteira foi
forcada para seguir uma certa trajetéria conhecida no tempo. O novo problema trans-
formado foi resolvido por varios métodos de diferencas finitas, como esquemas explicitos
e implicitos. Foram aplicados os métodos de Broyden e Schubert como modificacdo do
método de Newton, para o caso da equacdo ndo linear. Um método explicito de dire-
¢do alternada com precisdo de segunda ordem no tempo foi usado como exemplo para
demonstrar a técnica em opcdes americanas com custos de transacdo. Os resultados
numéricos mostraram a eficiéncia e a ordem de convergéncia destes métodos.

Em [22] foi apresentado um novo método por meio de uma transformagdo do problema
de fronteira livre para desigualdade variacional de Gama com a nova variavel, a opcdo
Gama. Foi aplicado um modified projective successive over-relation method, a fim de se
construir um esquema numérico efetivo para a discretizacdo da desigualdade variacional
Gama. Finalmente, foram apresentados varios exemplos computacionais para a equacio
de Black-Scholes ndo-linear, para atribuicdo de precos das opcdes americanas de compra
sob a presenca de custos de transacdo.

Barles e Soner [6] provaram a existéncia de solucBes viscosas para o seu modelo e fizeram
algumas simulacées usando o método de diferencas finitas, mas nenhuma analise de con-
vergéncia foi realizada. Entretanto, sabe-se que esquemas explicitos tém a desvantagem
de condi¢Bes restritivas nos parametros de discretizacdo (por exemplo, a razdo entre o
tempo e espago) serem necessarias para se obter esquemas estéveis e convergentes. Além
disso, a ordem de convergéncia é 1 (um) no tempo e 2 (dois) no espaco. Pooley et all.
[49] estudaram numericamente a convergéncia de alguns esquemas de diferencas finitas
aplicados a uma equacdo de Black-Scholes n3o linear e apresentaram alguns exemplos
onde os esquemas de discretizacdo ndo monétonos (como o de Crank-Nicolson) podem
convergir para solugdes incorretas ou levar a instabilidade. Em [27], os autores combi-
nam técnicas de esquemas de diferencas compactas de alta ordem para construir solucées
numéricas da equacdo n&o linear transformada, usando a transformacdo = = In(S/K)
com valores fixos do termo de volatilidade ndo linear para fazer a formulacdo linear.
Essa transformacdo faz com que o dominio espacial [0, 00| se transforme em | — oo, 00
e, nos calculos, esse dominio infinito deve ser truncado, o que essencialmente omite a
degeneracdo da equacdo em S = 0. Mostraram que a solucdo utilizando o método
das diferencas finitas converge local e uniformemente para a Gnica solucdo viscosa da
equacgao.

Company, Jodar e Pintos, em [18], propuseram uma técnica de semi-discretizacdo que
aproxima a equacio nio-linear a sistema de equacdes diferenciais ordinarias e resolveram
o sistema usando o esquema de Euler implicito. Para que o esquema de alta ordem fun-
cione, é usada uma técnica de suavizacdo da condicdo do payoff, que, essencialmente,
altera a natureza do problema de atribuicdo do preco.

As derivadas parciais da solucdo, as Greeks sdo consideradas de grande importancia nas

4
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financas. Em particular, a primeira derivada espacial, chamada Delta Greek em financas,
é a chave para o processo de hedge no tempo, isto &, a projecdo de portfélio contra
movimentos do mercado, na medida em que isto segue dos argumentos de hedging da
equacdo Black-Scholes. Existem poucos estudos relacionados com o calculo da Delta
Greek diretamente. Em [56], apresenta-se uma abordagem numérica da Delta Greek e
o preco da opgdo na equagdo de Black-Scholes-Barenblatt. Em [38], desenvolveram um
método numérico upwind para calcular a Delta Greek do problema n3o linear. Recen-
temente, Koleva e Vulkov [39] construiram e analisaram a monotonia e a preservacdo
do sinal de esquemas de diferencas finitas de equacdo Delta. Propuseram alguns pro-
cedimentos iterativos de Newton e Picard para a resolucdo dos sistemas de equacdes
algébricas ndo lineares.

A teoria das solucdes viscosas continuas para equacdes elipticas e parabélicas de segunda
ordem totalmente n3o lineares foi introduzida por Crandall-Lions para as equacdes de
Hamilton-Jacobi e estd bem estabelecida atualmente. Para mais detalhes sobre essa
teoria, aconselhamos a leitura de [20]. Entretanto, para as equacdes Delta, como a
condicdo inicial & descontinua, ndo é de se esperar uma solucdo continua e as teorias
convencionais de solucdes viscosas ndo se aplicam. Existem varias definicdes de solu-
¢Bes viscosas descontinuas, mas a maioria delas é bastante ad hoc. Em [16], podemos
ver as (ltimas pesquisas desenvolvidas sobre a unicidade e regularidade das solucdes
descontinuas da equacdo de Hamilton-Jacobi, com dados iniciais descontinuos que so
continuos fora de um conjunto de medida nula. Os autores provaram que as solucdes
descontinuas do problema sdo Gnicas quando a condicdo inicial é continua em todos os
lugares. Esclareceram as conexdes entre as solucdes descontinuas de diferentes nocdes.

Geralmente, um método de alta ordem exige que a solucdo para a EDP seja suficiente-
mente regular para atingir a ordem de convergéncia esperada. No entanto, sabe-se que
a equacido de Black-Scholes n3o linear, geralmente, ndo possui solu¢des classicas regula-
res, mas apenas solucdes viscosas. Portanto, uma solucdo numérica para a equacdo de
Black-Scholes n3o linear por um esquema numérico de alta ordem n&o é necessariamente
mais preciso do que o de um esquema de discretizacdo de primeira ordem, principalmente
devido a ndo regularidade dos dados iniciais e a solucdo exata. Como as Greeks sdo re-
levantes para a anélise quantitativa, sdo necessarios métodos numéricos confidveis para
a atribuicdo do preco das opc¢des, que ndo apenas proporcionem uma boa aproximacio
ao preco, mas também os seus derivados.

Almeida et al., em [I], [2], [24], estabeleceram a convergéncia, propriedades e ordens
de erro para as solucdes totalmente discretas de uma classe de equacdes ndo-lineares
de difusdo e reacdo nio-local, usando um método de elementos finitos linearizado e de
Crank-Nicolson-Galerkin com aproximac¢&es polinomiais de grau arbitrario.

Em [12], Bdhmer apresentou um método intuitivo de elementos finitos ndo padronizado
em (!, para aproximar a solucdo classica de uma equacio eliptica geral no linear de
segunda ordem. Usando alguns argumentos intrincados de consisténcia e estabilidade,
provou, sob certas condicdes, a existéncia de uma solucdo Gnica e também derivou
estimativas de erros de ordem ideal quando u for suficientemente regular.

Um dos objetivos deste trabalho é estudar a aplicacdo do método dos elementos finitos
de [1], [3] e [24] a equacdo de Black-Scholes em op¢des europeias e americanas com
custos de transacdo. Ainda neste trabalho, pretendemos fazer o estudo da convergéncia
do método de elementos finitos complementado com o método de Crank-Nicolson e, por
fim, fazer a comparacio dos resultados computacionais obtidos com o uso dos diferentes
métodos.
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Neste trabalho, estudamos uma simplificacdo da equacdo de Black-Scholes n3o-linear
proposta por Barles e Soner [6], com foco na correspondente equagdo Delta. Provamos a
existéncia e unicidade da solucdo viscosa descontinua para a equacdo Delta. Em primeiro
lugar, regularizamos a equacdo adicionando um pequeno parametro de perturbacdo e, em
seguida, aplicamos o método de limites fracos para provar a convergéncia das solucdes
classicas do problema regularizado para a solucdo viscosa da equacdo Delta.

Ainda neste trabalho, e isto para o caso das opcdes de compra e venda europeias,
aplicaremos o método de Béhmer com bases constituidas por polindmios de Hermite
cubicos de classe C'! para a discretizacdo no espaco e o método Crank-Nicolson para
discretizacdo no tempo. Alguns exemplos serdo apresentados para testar a eficiéncia e
a precisdo do método proposto.

No estudo da equacdo de Black-Scholes n3o linear para opcdes americanas, vamos usar o
método da penalidade. Para a discretizacdo no espaco usaremos, os polinémios cibicos
de Hermite e para a discretizacdo no tempo usaremos o método de Crank-Nicolson.

As raz&es para usarmos os métodos de elementos finitos com bases de Hermite, sdo a sua
regularidade, o seu pequeno erro de truncatura, a regularidade intrinseca das derivadas
parciais e a auséncia de custos adicionais significativos para obter as Greeks.

Esta trabalho est4 organizado da seguinte forma: no capitulo [2} sdo definidos alguns
conceitos matematicos basicos e notacdes, bem como conceitos inerentes ao calculo
estocastico aplicado a teoria financeira, equacdes diferenciais, que serdo fundamentais
nos capitulos seguintes. No capitulo [3| sdo lembrados os conceitos de opcdes Vanilla e
também definimos alguns modelos de custos de transacdo que serdo muito importantes
para o nosso estudo. No capitulo [4] apresentamos uma versdo da equacdo de Black-
Scholes a que chamamos de equacdo Delta. Num dominio fixo, define-se o problema
regularizado, introduzindo um pardmetro . Demonstram-se estimativas para a solucdo
do problema regularizado em func3o de ¢ e prova-se que o problema regularizado possui
solucdo viscosa. E deduzida a ordem de convergéncia do método de elementos finitos
de Lagrange, quando aplicado ao problema regularizado. Discretiza-se o problema no
espaco e tempo e provam-se as estimativas do erro e ordem de convergéncia para as
soluctes discretas. No final do capitulo, sdo apresentados exemplos da implementacio
do método em Matlab. No capitulo [f] estuda-se a equacio n3o linear de Black-Scholes
com opcdes europeias € americanas. A fronteira livre é calculada juntamente com a so-
lucdo do problema. Para discretizacdo do problema no espaco sdo utilizados polinémios
de Hermite e na discretizacdo no tempo o método de Crank-Nicolson. Finalmente, sdo
apresentados exemplos de implementacdo do método em Matlab.

Alguns dos resultados obtidos neste trabalho, foram apresentados em seminarios na
Universidade da Beira Interior como em conferéncias internacionais "17"¢ International
Conference on Computational and mathematical Methods in Science and engineering:
Volume |-VI, Editor: J.Vigo-Aguiar: Proceeding. ISSN:2312-0177.ISSN-L:2312-0177.
ISBN: 978-84-617-8694-7, em Cadiz, Julho, 2017. Espanha" e "2" International
Conference on Computational Finance ISEG, Universidade de Lisboa, Editors: Manuel
Guerra e Jodo Janela: Proceeding. Lisboa, Setembro 4-8, 2017. Portugal.
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Capitulo 2

Ferramentas Tedricas e Matematicas

Neste capitulo, introduzem-se as no¢des matematicas e as notacdes usadas ao longo do
trabalho. S3o incluidos alguns resultados classicos bem conhecidos da Analise que, ao
enuncia-los aqui, torna a leitura do trabalho mais confortavel. Os resultados sdo apenas
enunciados, pois as demonstracdes estdo em grande parte dos manuais de Analise Ma-
tematica e Analise Funcional (ver resumos em [15], [30] e [53], por exemplo).
Apresentamos, também neste capitulo, as principais diretrizes do célculo estocastico.
Primeiro, resumimos os principais conceitos e resultados associados aos processos es-
tocasticos, introduzimos o integral estocastico, o lema ou férmula de Itd, equacdes
diferenciais e equacdo diferencial estocastica. Fazemos a conex3do entre as equacdes di-
ferenciais estocastica e as equacdes diferenciais parciais. Uma das principais aplicacdes
do calculo estocastico em Financas é feita com a equacdo de Black-Scholes (Ver [10],
[46], [50], [51] e [57]). E, no final do capitulo, abordamos questdes relacionadas com as
solugBes de equagdes diferenciais (ver [20], [42] e [45]).

2.1 Desigualdades elementares

De seguida, apresentam-se algumas desigualdades fundamentais que sdo muitas vezes
usadas nas demonstracdes. Ao longo deste trabalho, denotam-se as constantes simples-
mente por C, independentemente do seu valor.

Lema 2.1. (Cauchy) Sejam a,b > 0 e € > 0 nimeros reais, entdo,

a? b

h< S +

a —_— .
- 2 2¢

Lema 2.2. (Young) Sejam a,b > 0,1 < p,p’ < +00 e € > 0 nameros reais, entdo,

cab P 1 1
ab§—+—,, -+ =1
p P p P

Lema 2.3. (Desigualdade Triangular) Sejam a,b € R, entdo,
la + 0| < |al + [b].

A igualdade ocorre se, e somente se, a e b tiverem o mesmo sinal

2.2 Definicoes e conceitos basicos

Se A e B sdo dois conjuntos e f & uma funcdo definida em A, com valores em B, ent3o
escreve-se f : A — B. Se M C A, fiju denota a restricdo de f em M. A composicdo
de funcdes é representada por f o g e definida por (f o g) = f(g(x)).
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Definicdo 2.4. Seja X um espaco normado e x um ponto em X. Dado » > 0 um
nimero real, definimos bola aberta e bola fechada da seguinte forma:

e A bola aberta de centro x e raio r & o conjunto, denotado por B, (x), dos pontos
de X cuja distancia ao ponto z é menor do que r. Ou seja

B(z) ={ye X :|ly -zl <r}

e A bola fechada de centro x e raio r € o conjunto, denotado por Er(x), dos pontos
de X que estdo a uma distancia menor ou igual a r do ponto z. Ou seja

Bi(x)={ye X :|ly—zl <r}
Definicdo 2.5. (Conjunto limitado) Um conjunto M C X & limitado se existirem
z e X er >0 tais que M C B,(x).

Definicdo 2.6. (Sucessdo limitada) Uma sucessdo {z,}>2, é limitada se existir
C >0 tal que ||z,]| < C, Vn € N.

Definicdo 2.7. (Interior) Um ponto a € M é ponto interior se existir » > 0 tal que
B,(a) C M. O conjunto dos pontos interiores de M diz-se o interior de M e denota-se
por int(M). O conjunto M é aberto se M = int(M).

Definicdo 2.8. (Convergéncia forte) Uma sucessdo {z,}32; C X converge (forte-
mente) para z € X, quando k — o0, se,

lim ||z — x|/ x = 0.
k—ro0

Neste caso, escreve-se,

lim z;, = x, ou simplesmente x;, — x.
k—o0

Definicdao 2.9. (Fecho) O fecho do conjunto M C X é o conjunto M definido por:
M = {z € X : existe uma sucessdo {7} C M tal que ), — x}.
O conjunto M é fechado se M = M.

Definicdo 2.10. (Fronteira) O conjunto,

OM =Mn(X\M)
é chamado a fronteira de M.

Definicdo 2.11. (Conjunto conexo) Um conjunto aberto 2 C R? & dito conexo
se dois quaisquer pontos de € puderem ser unidos por uma linha poligonal totalmente
contida em €.

Definicdo 2.12. (Dominio) Um dominio & um conjunto aberto e conexo.

Definicdo 2.13. (Continuidade forte) Uma funcdo f : X — Y é continuaema € X
se para qualquer € > 0 existe 0 > 0, tal que:

|z —allx <6 = [If(z) = fla)lly <e
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Definicdo 2.14. (C*(Q)) Para k € N e Q C R?, C*(Q) representa o conjunto de
todas as funcdes definidas em () e que tém todas as derivadas até a ordem £ continuas
em €.

Definicdo 2.15. (Holder-continuidade, Lipschitz-continuidade) Uma funcdo f :
X — Y, é Holder-continua com expoente i € ]0, 1] se existir uma constante C', tal que:

1f(a) = FO)lly <Clla=Dblly, abeX.
Se 1 = 1 diz-se que f & Lipschtz-continua. E se Q C R? ¢ aberto, entdo C**(Q2) denota
o conjunto das funcdes de C*(2) cuja derivada de ordem k & Holder-continua em ©,

com expoente L.

Definicdo 2.16. (Dual) O conjunto de todos os funcionais lineares continuos em X é
chamado dual de X e denotado por X*.

Proposicdao 2.17. O conjunto X*, com a norma,

1l = sup BL0L g ey
222 ullx

é um espaco de Banach.

Definicao 2.18. (Espaco reflexivo) Um espaco de Banach X diz-se reflexivo se
(X*)* = X.

Definicdo 2.19. (Convergéncia fraca) Seja X um espaco linear normado e {u, } €
X, diz-se que {u,} converge fracamente para u € X se,

lim f(u,) = f(u), VfeX"

n—oo

Neste caso, escreve-se u,, — u.
Teorema 2.20. Se u,, — u em X, entdo u,, — u em X.

Teorema 2.21. Se X é um espaco de Banach e {u,} € X converge fracamente para
u € X, entdo {u,} é limitada.

Definicdo 2.22. (Operador compacto) Um operador linear limitado A : X — Y
é dito compacto se para cada sucessdo limitada {u,}>2, € X existe uma subsucessdo
{un, }72, € {un}o2, € X, tal que {A(u,,)} converge fortemente em Y.

Observacdo 2.23. Um operador compacto também pode ser denominado operador
linear completamente continuo.

Definicao 2.24. (Convergéncia fraca *) Seja X um espaco linear normado, X* o
dual de X e {f,}>, C X*. Diz-se que f, converge fracamente-*, e escreve-se f, — f,
se,

lim f,(u) = f(u), YueX.

n—oo
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2.3 Distribuicoes
Seja 2 um dominio de R¢.

Definicdo 2.25. (C§°(2)) Define-se por C§°(§2) o espaco linear das fungdes v €

C>°(Q2) cujo suporte,

suppv = {x : v(z) # 0}

€ um conjunto compacto de (2.
Denota-se por D’'(2) o dual de D(Q2) = C5°(Q).

Definicdo 2.26. (Distribuicdo) Os elementos de D'(2) sdo chamados func¢des gene-
ralizadas ou distribuicdes.

Seja v = (g, -+ , ) € N, considera-se || = > " | .

Definicdo 2.27. (Derivada distributiva) Uma distribuicdo D*f € D’'(f2) é dita
derivada distributiva (ou generalizada) de ordem « da distribuicdo f € D'(Q) se,

(Df,0) = (=1)*I(f, D), ‘v e D(Q).
Observacdo 2.28. Toda a distribuicdo tem derivada de qualquer ordem.

Observacdo 2.29. As derivadas distributivas, até a ordem &, de uma funcéo f € C*(Q)
sdo iguais as derivadas de f, por isso denotar-se-a por,

olel f

A1, pan’
Oxf xom

tanto a derivada distributiva como a derivada classica.

2.4 Espacos de Lebesgue

Seja A C R? um conjunto mensurével a Lebesgue. Denota-se por |A| = meas(A) a
medida de Lebesgue de A.

Diz-se que duas funcdes, fi; e fo, mensuraveis definidas em A, sio equivalentes se
diferirem num conjunto de medida nula. Neste caso, escreve-se f; = f> qtp (quase em
toda a parte) em A ou fi(z) = fo(x) pqt (para quase todo) x € A.

Definicdo 2.30. (Espaco L?) Para p € [1,400|, LP(A) é o espaco linear de todas
as (classes de equivaléncia das) fun¢es u mensuraveis em A para as quais,

/ lulP dx < oco.
A

Proposicdo 2.31. O espaco LP(A) equipado com a norma,

1
p
[ullzocay = (/ IU(m)!pdm) , 1<p<oo,
A

é um espaco de Banach.

10
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Definicdo 2.32. (Espaco L™) L*(A) & o espaco linear de todas as (classes de equi-
valéncia das) fun¢des v em A para as quais:

esssup(u) = inf{ sup |u(z)|: Z C A,meas(Z) =0} < 0.
z€A\Z

Proposicdo 2.33. O espago L*°(A), equipado com a norma:
[[ul[ Lo 4) = ess sup(u),

é um espaco de Banach.

Proposicdo 2.34. Os espaco LP(X) tém as seguintes propriedades:

e Se 2 C X & um dominio, entdo C§°(£2) é denso em LP(Q2), 1 < p < oc.

e (Desigualdade de Minkowski)
lu+ollerxy < llullzroo + ollre,  Vu,o € LP(X), 1< p < +oo.
e (Desigualdade de Hdlder)
, 1 1
u@p(e)|dr < ool 1Py < 4o 4=
a

Vu € LP(X), v e LP (X).

O espaco L%(X) & um espaco de Hilbert com produto escalar:

(u,v):/uvda:, u,v € L*(X).
b

e Se meas(X) <ooel<p<qg<oo, entdo LX) C LP(X) e,

11
ullrxy < (meas(X))r™ 4 ||lullpex), Yue LP(X).

Sejam,
l<p<r<g<tooer=2+120<a<l1 euec [P(X)NLIYX) entdo
ue L'(X)e,

lall ey < el el

Definicdo 2.35. Diz-se que u € L, (X) se uj4 € LP(A) para todo o conjunto limitado
AC X, tal que A C X.

Proposicdo 2.36. Seja 1 < p < oo. Se u, — u em LP(X), entdo existe uma
subsucessdo {u,, }7°, tal que u,, — u pqt z € X.

Lema 2.37. Seja A um aberto limitado de R?, g, e g funcdes de LI(A), 1 < ¢ < oo
tais que:

lgkllzaay < C, gk — ¢, qtp em A,

entdo g, — g em LI(A).

11
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2.5 Espacos de Sobolev

Definicdo 2.38. (W"?(Q)) Seja k > 0 um inteiro e 1 < p < oo. Denota-se por
WHP(2) o espaco de todas as funcdes u € LP(S2), tais que as suas derivadas distributivas
até a ordem k sdo também elementos de L?(f2), ou seja,

WEP(Q) = {u: D*u € LP(Q), |a|=0,---,k}.
O espaco W*P(Q) pode ser equipado com a norma,

P

”uHWk’p(Q) = Z HDauHLp(Q , paral <p<oo
|a|=0
e
k
||| oo () = Z essgup\DO‘u].
|a|=0

Define-se também em W*?((2) a seminorma,

ulwrpi) = Z HDO‘uHLP(Q , paral<p<ooel<j<k.
|al=j

Proposicdo 2.39. Os espacos W*? tém as seguintes propriedades:
e Para 1 < p < oo, WFP(Q2) € um espaco de Banach.
e O espaco H*(Q2) = W*?2(Q) & um espaco de Hilbert com produto escalar,

(u,v) = / Z D*uD%v dzx.

|a|=0
e Para 1 < p < oo, C*(Q) & denso em WHP(Q).
Definicdo 2.40. (W*(Q))
WEP(Q) = CF(@) em Wh#(0).

Neste trabalho, interpreta-se W?(€2) como o conjunto das funcdes u € W"P(Q) tais
que D%y = 0 em 92 para todo |a| < k — 1. Denota-se também HEF(Q) = WF*(Q).

Observacao 2.41. |- |ykpk(q) € uma norma em WJP(Q). Em particular, denota-se,
1
9 2
il = (] 1Vl o)

LP(Q) = WO2(Q) > WhP(Q) D W*(Q) D

Observacao 2.42.

Definicdo 2.43. (W7 (Q)) Se 1 < p < oo, denota-se por W*'(Q2) o espaco dual
de Wy”(Q), L + 5 =1 e por Hy*(Q2) o dual de H*().

12
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2.6 Imersoes

Definicdo 2.44. Sejam X C Y dois espacos lineares normados, com as normas || - || x
e || - ||y respetivamente. Define-se o operador identidade por:
I:X—=Y

u— I(u) =u

Definicdo 2.45. (Imersdo continua) Se I é continuo, ent3o diz-se que é uma imers3o
continua de X em Y e escreve-se X — Y.

Proposicdo 2.46. A continuidade da imersdo [ é equivalente a existéncia de uma
constante C' > 0 tal que:

[ully < Cllullx Yu € X.

Definicdo 2.47. (Imersdo compacta) Se I é completamente continuo, entdo diz-se
que I é uma imersdo compacta e escreve-se X —— Y.

Teorema 2.48. Sejam X e Y dois espacos lineares normados, ent3o,

X—=>Y=Y < X"

X oY =Y o X7

Teorema 2.49. Sejam k > 0, 1 < p < oo e  C R? um dominio de Lipschitz e
limitado.

o Se k<4 entdo Whr(Q) — L9(Q), onde =1 &
p q

’
e Se k= %, entdo WHP(Q) — LI(Q) Vg € [1,0].
o Se <k < f+1, entdo WHP(Q) — COFP(Q).

e Se k= % + 1, entdo WHP(Q) — C%(Q) Va €]0,1].
o Se k> 1241, entdo WHP(Q) — C¥H(Q).

Teorema 2.50. Sejam k& > 0, 1 < p < oo e  C R% um dominio de Lipschitz e
limitado.

o Se k< g, entdo WhP(Q) < LI(Q) Vq € [1, p*[, onde ,% =

[SHES]

1
p
e Se k= %, entdo WHP(Q) —— LI(Q) Vg € [1,00].
e Se k> 2 entdo WkP(Q) —— C(Q).
p
Teorema 2.51. (Desigualdade de Poincaré) Se u € HZ (), entio,
lullr2@) < Cl[Vullr2@),
onde C' depende apenas de (2.
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2.7 Espacos de Bochner

As funcdes que descrevem problemas evolutivos sdo, geralmente, da forma u = u(z,t),
onde t >ty é o tempoe x = (11, - ,74) € R? & 0 espaco. Por vezes, & conveniente
separar as variaveis considerando u uma funcdo que depende do tempo e tem valores
num espaco de Banach. Entdo, se u = u(z,t), considere-se a funcdo u(t) = u(-,t)
que a cada t faz corresponder o valor u(t) que é uma funcdo de x que pertence a um
determinado espaco de funcdes.

Definicdo 2.52. (L*(a,b; X)) Seja X um espaco de Banach. Para 1 < p < o0
define-se LP(a,b; X') como sendo o espaco das funcdes u : [a,b] — X, tais que:

el 2oy = /wwm&ﬁ < oo para 1 < p < oo

l|w]| Loo (a,psx) = ess sup |lu(t)||x < oo.
te(a,b]

Proposicao 2.53. O espaco L>(a,b; X') € um espaco de Banach.

Definicao 2.54. Sejam a,b € R, a < b e X um espaco de Banach com norma || - || x
Diz-se que a funcdo u : [a,b] — X é continua num ponto ¢, € |[a, b] se,

lim [Jut) — u(to)]]x = 0.
t€la (l))]

Denota-se por C°([a,b], X) o conjunto de todas as fun¢des continuas no intervalo [a, b]
e com valores em X.

Proposicdo 2.55. O espaco C°([a, b]; X), equipado com a norma,

[ulleoqapixy = max lu(t)] x,

te(a,b]
é um espaco de Banach.
Definicdo 2.56. Diz-se que a funcdo u : [a,b] — X é diferenciavel no ponto ¢, € [a, ]

se existir w € X tal que:

=0.
X

lim
h—0

—w

h

Neste caso, 2 (ty) = uy(to) é chamada derivada forte de u em t,.

Definicdo 2.57. Uma funcdo f € L'(a,b; X) tem derivada generalizada se existir uma
funcdo g € L'(a,b; X) tal que:

b
d
/df :/go t)dt, Yo € D(a,b).

a

Neste caso, escreve-se & = f, = g.

14
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Definicdo 2.58. (W"?(a,b; X)) Seja X um espaco de Banach. Para k =1,2,--- e
p € [1,00], define-se,
& f

WkP(a,b; X) = {f € LP(a,b; X) : =5 € IP(a,b;X), j=1,--- ,k}.

Em W*?(a,b; X) pode definir-se a norma:

P

k .
d’ f
HfHkap(a,b;X) = (Z H%Hiﬂa,b;X})
j=1

Estes espacos tém as mesmas propriedades que foram enunciadas para os espacos L”. De
uma forma semelhante, podem definir-se os espacos C’k([a, bl; X) das funcdes continuas
e diferenciaveis, em t, até a ordem k, no intervalo |a, b] e com valores em X.

Definicao 2.59.

C’k([a,b];X) ={fe CO([a,b};X) : % € CO([a,b];X), j=1--- k}.

Teorema 2.60. Sew € L*(0,T; Hj(2)) eu, € L*(0,T; H(2)) entdou € C°([0, T7]; L*(Q)).

2.8 Teoremas fundamentais

Nesta seccdo, enunciam-se alguns teoremas que sdo necessarios nas demonstracdes, mas
ndo se enquadram nas seccdes anteriores.

Teorema 2.61. (Banach-Alaoglu) Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha-
se que a sucessdo {u,}2°, € X é limitada. Entdo existe uma subsucessdo {u,, }72, €
{up}ee, € X eu € X tais que:

— U.

Un,,

Teorema 2.62. (Banach-Alaoglu) Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha-
se que a sucessdo { f,}>>, € X* é limitada. Entdo existe uma subsucessdo {f,, }32; €
{fn}22, € X* e f € X* tais que:

fur = I

Teorema 2.63. (Brouwer) Se f : R* — R? ¢ continua na bola fechada B,(x) e
f(By(z)) C B,(z), entdo existe x € B,() tal que: f(z*) = z*.

Corolario 2.64. (Brouwer) Seja f : B,(z) — R? continua e (f(z),z) > 0 Vz €
OB,(7). Entdo, f tem um zero.

O teorema seguinte é uma generalizacdo do teorema de Brouwer.

Teorema 2.65. (Schauder) Seja X um espaco de Banach, M C X um conjunto
ndo vazio, limitado, fechado e convexo, e seja F' : M — M um operador compacto.
Ent3o existe, pelo menos, um ponto fixo u € M de F.
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Teorema 2.66. (Lema de Fatou) Seja f, : X — [0, 00| uma sucessdo de funcdes
mensuraveis. Entdo,

lim inf f, dz < lim inf | f,dx.
Xn—)oo n—oo X

O teorema que se segue, estabelece um conjunto de condic@es suficientes para se pro-

ceder a troca de limites com integral, quando as funcdes a integrar tomam valores

complexos.

Teorema 2.67. (Convergéncia dominada) Seja f, : X — C uma sucessdo de
funcdes mensuraveis e g : X — [0,00) uma funcdo integravel, isto é g € L'(X), tal
que para todon > 1 se tem |f,| < g. Se f = lim f, entdo f € L'(X) e,

n—oo

lim fndz:/fda:.
X X

n—o0

Teorema 2.68. (Green) Seja €2 um conjunto convexo limitado com fronteira Lipschitz-
continua e seja u,v € C*(2). Entdo,

/vAudmz/ UVu~nds—/VUVuda:,
Q o9 Q

onde n é o vetor normal unitario exterior a fronteira de ).
Teorema 2.69. (Gronwall) O teorema tem duas formas de ser apresentado.

(i) Forma diferencial Suponha-se que h e r sdo integraveis em |a, b| e ndo negativas
qtp em Ja,b[. Se y € C([a,b]), v € L'(Ja,b[) e a desigualdade seguinte &
satisfeita:

yi(t) < h(t) +r(t)y(t) pat ¢ €la,b],

entdo:
t

u(t) < [ wa) + / h(s) ds | elir®e.

a

(i) Forma integral Suponha-se que h é continua em |[a,b], 7 integravel em |a,b|
e h,r > 0 q.t.p. em |a,b[. Se y & uma funcdo continua em |[a,b] e satisfaz a

inequacao:
t

y(t) < h(t) + / r(s)y(s) ds, ¢ € [ab],

a

entio:
t

y(t) < h(t) + /h(s)r(s)efst "M ds, t € [a,b].

a

Teorema 2.70. (Teorema de Nirenberg) Se u pertencer a L(€)) em Q C R? e suas
derivadas da ordem m, D™u, pertencem a L"(Q2), 1 < ¢, r < oco. Para as derivadas
Diu,0 < j < m, a seguinte desigualdade & valida

| D7l o) < C|Dmu|%r(9)lu|;?g),
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onde . . .
J m
—=tqal-—=]+0—-a)-,
p d (7’ d) ( )q
para todo « no intervalo % < a < 1. As constantes dependem apenas de d,m, j,q,7 e

Q.

A demonstracio deste Teorema pode ser encontrada em [48], paginas 125-127.

Teorema 2.71. (Desigualdade de interpolacio de Gagliardo-Nirenberg) Seja o
intervalo / C R limitadoe 1 <r < oo, 1 < ¢ < p < co. Entdo existe uma constante
C tal que

1/2 1/2 ,
lu o< C Nl u sl w gy Yu € WEP(D),

L, Lo L, . . 1 l l l
onde p é a média harménica de ¢ e r, ou seja s =3 <q + r).

A demonstracdo deste Teorema pode ser encontrada em [15], pagina 233.

Definicdao 2.72. Dada uma funcido regular f em €, podemos definir o operador, deno-

tado por I, f, como a funcdo que coincide com f nos pontos {[)]}721 ou seja,

B =3 [Pt

Lema 2.73. Se v € H*1(Q) N HL(Q), entdo

I Inf = fllrz@) + RIVUInf = Pz < CREH F e q)-

2.9 Processo estocastico

Teorema 2.74. (Teorema do Limite Central) Sejam {X,,} >} uma sucessdo de

varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (iid), com média u e
desvio padrio o, e X,, = %Z?:l X, entdo

_ X

Zy,
o\v/n

~ N(0,1). (2.1)

Definicdo 2.75. Um Processo estocastico X & uma colecdo de variaveis aleatérias
(X, teT)=(Xy(w),teT,weN)
definido em algum espaco de probabilidade (€2, 4, P).

Um processo estocastico muito importante é o movimento Browniano, que tem desem-
penhado um papel central nas Financas.

Definicdo 2.76. Um processo estocastico continuo com valor real W = (W}),5, no
espaco de probabilidade (2, A, P) é chamado de movimento Browniano (padrdo) ou
processo de Wiener, se as seguintes condicdes forem verificadas:
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e W(0)=0.
e Paratodo 0 =ty < t; < --- < t,,, 0sincrementos
Wy =Wy =Wy, Wey =Wy, ooy, We, = Wo |
sdo independentes.
e Para s < t, a variavel aleatéria W; — W, tem distribuicdo Gaussiana N (0, \/t — s).
e I/ tem trajetérias continuas.

Definicdo 2.77. Assumindo que (Q;):>o € uma colecdo de o-algebras no mesmo espaco
de probabilidade (€2, A, P).
A colegdo (Q;),5, & chamada de uma filtracdo se

Q,C Q; paratodo0<s<t.

Nota 2.78. Uma filtracdo pode ser considerada como um fluxo crescente de informa-
¢oes.

Representando por o(Y') a o-algebra gerada pelas informacdes fornecidas pela variavel
aleatéria Y, podemos definir o conceito de processo adaptado.

Definicdo 2.79. Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade.

e Um processo estocastico X = (X;);>o € dito adaptado a filtracdo (Q;);>o se, para
qualquer ¢, X; é Q;-mensuravel, ou seja.

o(X:) C Q; paratodot > 0.

e Diz-se que o processo X é adaptado ao movimento Browniano W se X for adap-
tado a filtragem Browniana natural (Q;):>o . Isso significa que X; é uma funcdo
de W, para s <'t.

Nota 2.80. Um processo estocastico X é sempre adaptado a filtracdo natural gerada
por X
Q; =o0(Xs, s <t).

A nocdo de martingale é fundamental na teoria de precificacdo de derivados financeiros.

Definicdo 2.81. Um processo estocastico X = (X;)¢>o € chamado de martingale em
Q; se as seguintes condicdes forem verificadas

e Para todot >0, E(|Xy|) < 0.
e X é adaptado a filtracdo Q.

e Para todo 0 < s < t, X, & a melhor predicio de X; dado Q,, ou seja.

E (X,|Q,) = X..

Proposicdao 2.82. A funcdo valor esperado de uma martingale é constante.

Proposicdao 2.83. O movimento Browniano é uma martingale.
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2.10 Integrais estocasticos

Falamos do conceito de integral estocastico de It6. E usado em Financas para modelar
o valor de uma carteira que resulta da negociacdo de ativos em tempo continuo. Devido
ao facto de uma trajetéria Browniana n3o ser diferenciavel e ter variacdo quadratica, o

célculo usado para manipular esses integrais difere do céalculo comum.

t
Portanto, estas integrais sdo representadas na forma [ X, dWW;, onde (W;);>0 &€ um
0

movimento Browniano em Q; e X = (X;);>¢ € um processo adaptado em Q.

Definicdo 2.84. O processo estocastico C = (C;);>0 € considerado simples se as se-
guintes propriedades forem satisfeitas:

e Existe uma particdo
T :0=th<ti < ---<th_1<t,=T,

e uma sequéncia (Z;,i = 1,...,n) de variaveis aleatérias

C. — Z, se t=T
b Zi se i1 <t<t;, 1=1,...,n.

e A sequéncia (Z;) é adaptada para (Q, ,)i=1,..» ou seja, Z; € uma funcdo do
Movimento Browniano até o momento t; ; e satisfaz E(Z?) < oo para todo o
1=1,---,n.

Definicao 2.85. O integral estocastico de 1t6 de um processo simples C em [0,7] é
dado por

T
n

/CS dWS = thi—l(Wti - Wti71> - Z Zl(Wtz - Wti71>'
0 =1

i=1

O integral estocastico de 1t6 de um processo simples C em [0,¢], t;,_1 <t < t, é dado
por

t t k—1
/ C, dW, = / Colioay(s) AW, = 3 Zi(Wi, — Wi _,) + Ze(W; — Wi,
0 0 =1

0
onde a soma vazia Y Z;(W;, —W,,_,) =0.

=1

Na proposicdo a seguir, apresentamos algumas propriedades fundamentais do integral
estocastico de um processo simples.

Consideramos
t

L(C) = /CS dWs, parat € [0,7].

0

Proposicdo 2.86. Se C = (C;):>p € um processo simples, entdo

19



Aproximacdao Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

1. O processo estocastico (I;(C))o<i<r € uma martingale relativamente a filtragdo
Browniana natural Q,.

N

. O integral estocastico de 1t6 tem valor esperado zero.

w

. O integral estocastico de It6 satisfaz a propriedade de isometria.

t 2 t

E /cs dW, :/E(cg) ds, tel0,T].

0 0

I

. O integral estocastico de It6 é linear.

(&1

. O processo (I:(C))o<t< possui trajetérias continuas.

Nota 2.87. A definicdo de integral estocastico sera estendida a uma classe maior de
processos que denotamos por D.

Definicdo 2.88. Dizemos que o processo C = (Ct)q<t<p pertence a classe Da, b] se as
seguintes condicdes forem atendidas

e O processo C é adaptado a filtracdo natural.
b
e O integral [ E(C2) ds é finito.

Dizemos que o processo C = (C;)¢>0 pertence a classe D se C € DJ0, t] para todo ¢t > 0.

Proposicao 2.89. Seja C = (C;)o<t<r um processo de classe D.
Ent3o, existe uma sequéncia (C(”))neN de processos simples, tal que

T
/E [C.—C™]" ds — 0.
0

t

Escrevendo I(C™)) = fCS(") dWs, temos que as sequéncias (I(C™)) do integral esto-
0

castico de Itd convergem em média quadratica para um (nico processo, ou seja, existe

um @nico processo I(C) em [0,7] de modo que

E{ sup [1(C) — 1 (c<”>)]2} 0.

0<t<T

Definicdo 2.90. Seja C = (Ct)o<t<r um processo de classe D.
O dnico limite médio quadratico I(C), garantido pela Proposicdo 2.89] é chamado de
Integral estocastico de C e é definido por

t
[t(C):/cdeS, te0,7).

0

Propriedade 2.91. Se C = (C;)o<t<r € um processo de classe D entdo
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—

. O processo estocastico (1;(C))o<i<r € uma Q;-martingale.

N

. O integral estocastico de Ité6 tem valor esperado zero.

w

. O integral estocastico de Itd satisfaz a propriedade isometria
t 2 t
E /cs dw, | = /E(Cf)ds, t €10,T).
0

0

4. O integral estocastico de It6 é linear.
5. O processo I(C) possui trajetérias continuas .

Definicdo 2.92. Um processo X = (X;)o<i<T que possui a representacdo

t t
X, = Xo+ / AWMds 4 / APaw, (2.2)
0 0

com processos A1) e A adaptados em Q, de forma que os integrais acima sejam bem
definidos nos sentidos Riemann e It6, respectivamente, é chamado de Processo de Ité .

A equacdo integral (2.2) pode ser representada em sua forma diferencial
dx, = AVdt + APaw,,
que descreve a "dindmica" do processo estocastico X.

Proposicdo 2.93. Se um processo X = (X;)o<¢<r tiver representacdo , entdo os
processos A1) e A sio determinados exclusivamente, no sentido de que, se X tiver
outra representacdo (2.2), onde A sejam substituidos por processos adaptados D)
entdo A® e D coincidem pqt, i = 1, 2.

Teorema 2.94. (lema de Itd) Seja X = (X;)p<t<r um processo de It6 com repre-
sentacdo (2.2) e f(¢,x) uma funcdo cujas derivadas parciais de segunda ordem sejam
continuas. Entdo

f(f7Xt) = f(07X0)

t

of w9f 1oy
+/ [E% (s, X,) + Al a:U(s,)(s)juz (AP) oy (5, X,)| ds
t af
@ 9] W
—I—/A,; o (Sst)d 5 (23)

0

2.11 Equacoes diferenciais

Definicdo 2.95. Uma equacdo diferencial ordinaria EDO de ordem n é uma equacio
que envolve uma funcdo desconhecida de uma dnica variavel e as suas derivadas.
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Definicdo 2.96. Uma equacio diferencial estocastica EDE é uma equacdo diferencial
em que um ou mais dos seus termos é um processo estocastico.

Definicdo 2.97. Uma equacio diferencial parcial EDP & uma equacio envolvendo uma
funcdo desconhecida de duas ou mais variaveis e algumas das suas derivadas parciais. E
chamada de EDP de ordem k-ésima, se tiver a forma.

F(DFu(x), D" 'u(z),- -, Du(z),u(x),z) = 0,

onde
dk71

FREXRY ' % .. xRIXRXxO =R

é dado, e
u: =R

é desconhecida. A EDP é chamada

(i) Linear se tiver a forma

> aa(x)Du(z) = f(x).

o] <k
para determinadas funcdes, a,(a = (g, -+ ,a1),|al = a3+ -+ a, < k) e
f, D*u(x) := {D*u(z)||a| = k} sendo o conjunto de todas as derivadas parciais

de ordem k.

(i) Semi-linear se tiver a forma

Z ao(2)D*u(x) + ag(D*tu, - - -, Du,u, ) = 0.
la|=k

(iii) Quasi-linear se tiver a forma

Z ao(D" Y, -, Du,u, ) D*u(x) + ag(D*tu, - -, Du,u,z) = 0.

laf=Fk
(iv) E totalmente n3o-linear, se depender ndo linearmente da mais alta ordem das suas

derivadas.

Nota 2.98. Em termos praticos, vamos trabalhar nesta tese com EDP’s de segunda
ordem com as variaveis z e t.

2.12 Equacoes diferenciais estocasticas

Estamos interessados em encontrar um processo estocastico X = (X;):>o que satisfaca
a equacio diferencial

dXt = u(t,Xt)dt + O'(t,Xt)th, XU = }/, (24)

onde, como sempre, W = (W,);>o indica o movimento Browniano e u(t,x) e o(t, z)
sdo funcdes deterministicas, com t € IR" e 2 € IR.

A aleatoriedade da solucdo X, se existir, resulta, por um lado, da condicdo inicial e, por
outro lado, do ruido gerado pelo movimento Browniano.
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Podemos interpretar a equacdo (2.4) como a equacdo do integral estocastico

t t

X, =Xo+ //L(S,Xs)dS + /U(S,XS)dVVS, t >0, (2.5)
0 0

onde o primeiro integral do lado direito é um integral de Riemann e o segundo é um
integral estocastico de Ito.

A equacdo ([2.5) é chamada equacdo diferencial estocastica de It6.

O movimento Browniano W & chamado processo de condugdo da EDE (2.5)).

Definicdo 2.99. Uma solucio forte para EDE ([2.5]) € um processo estocastico adaptado
a W, X = (X})i>0 que satisfaz as seguintes condicbes

e Os integrais que ocorrem em ([2.5) sdo bem definidos como integrais de Riemann
e de Itd respectivamente.

e X satisfaz

t t
X, =Y + //L(S,Xs)ds + /O’(S,Xs)dws vt > 0.
0 0

Enquanto a solucdo forte de (2.5) se baseia na trajetéria do movimento Browniano
subjacente, para as solucdes fracas, o comportamento da trajetéria ndo é essencial.
Solucdes fracas X sdo suficientes para determinar as caracteristicas distributivas de X,
como as funcdes de valor esperado, varidncia e covariancia do processo.

Uma solucdo forte ou fraca X da EDE é chamada processo de difusdo. No caso
particular, se considerarmos p(t,z) = 0 e o(t,z) = 1, concluimos que o movimento
Browniano é um processo de difusdo.

Sobre a existéncia e unicidade de uma solucdo forte temos o Teorema seguinte.

Teorema 2.100. Se as func¢des de coeficientes u(t,z) e o(t,x)
e sdo continuas e

e satisfazem uma condicdo Lipschitz com relacdo a variavel z, ou seja, existe uma
constante K tal que, paratodot € R e z,y € R

\u(t,x) — pt,y)| + lo(t, ) —o(t,y)| < Klz —yl,

e se a condicdo incial Y
e possui um segundo momento finito: E(Y?) < oo, e
e & independente de W = (W;)>o,
entdo a EDE tem solugdo forte e tnica X em [0,7], T > 0.
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2.13 Equacoes diferenciais parciais

Nesta seccdo, pretendemos relacionar a solucdo X no intervalo de tempo [t, T, para T
fixoet < T, da EDE

dX, = u(s, Xs)ds+ o(s, Xs)dW;
Xt = X

com a solucdo do seguinte problema de valores na fronteira

1 2
)+t ) o+ 0%t )T (t) = O

ot or 2
u(T,z) = @(z),

onde u(t,x), o(t,z), e ®(t,z) sdo funcdes deterministicas.
Define-se o operador infinitesimal T do processo X para qualquer funcdo em C?*(IR)

por
a 1, 0?
7= ,u(t,x)% + 29 (t,x)@.

Assim, em termos do gerador infinitesimal, a férmula de 1t6 (2.3)), assume a forma

t t
0 0
f(t, Xy) = £(0, Xop) +/ [8_{(5’)(5) +If(s,XS)} ds + /J(S,Xs)a—i(&Xs)dWS
0 0
Usando Z, pode escrever-se o problema de valores na fronteira como
ou
E@’ z)+Zu(t,z) = 0 (2.6)
w(T,z) = P(z). (2.7)

Aplicando a formula de It6 ao processo u(s, X;) no intervalo de tempo [t, T, obtemos

T
w(T, Xr) = u(t,Xt)—i—/{%(z,Xs)+Iu(s,X5)}ds
t
r 0
+/a(s,XS)a—Z(s,Xs)dW5.

t

Como wu satisfaz (2.6)), o integral no tempo & nulo. Tomando o valor esperado e as-
sumindo que o integral estocastico existe, ele anula-se também, deixando-nos com a
féormula

u(t, z) = By . [@(X7)],

onde a notacdo E,, enfatiza que o valor esperado deve ser calculado tendo em conta o
valor inicial X; = .
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Proposicdo 2.101. (Feynman-Kac férmula de representacdo estocastica) Suponha-
se que u é uma solucdo do problema de valores na fronteira

Ou

ot (¢, ) + N(twf)@ + 102(25,36)—(15,35) =0

or 2 0x?
w(T,z) = o(z).

Suponha-se ainda que o processo o (s, X;) = %—5(3, X) esteja em D dado pela Definicdo
onde X é definido abaixo. Entdo u tem a representacdo

u(t, r) = B . [®(X7)],
onde X satisfaz a EDE

dX, = p(s, Xs)ds + o(s, Xs)dW;
Xt = X.

Proposicdo 2.102. Suponha-se que u é uma solucio do problema do valores na fron-
teira

2

%(t, r) + ,u(t,a:)@ + 102(1},1’)@@,1}) —ru(t,z) = 0

or 2 0z
uw(T,z) = &(x)

Suponha-se que o processo o (s, X) = %(8, X;) esteja em D, onde X é definida abaixo.
Entdo, u tem a representacdo

u(t,x) = e_T(T_t)Et,x[qD(XT)]
onde X satisfaz a EDE

dX, = u(s, Xg)ds + o(s, Xs)dW;
Xt = X.

Proposicdo 2.103. (Equacédo inversa de Kolmogorov) Seja X uma solugdo para
EDE

dXs = p(s, Xs)ds + o(s, X)dWs.

Para0 <t < T, seja p(t,T;x,y) a densidade de transicdo da solucio inicial X; = x para
esta equacdo (ou seja, se resolvermos a equagdo com a condicdo inicial X; = z, a variavel
aleatéria Xr tem densidade p(t, T'; x, y) na variavel y). Suponha-se que p(¢t,T;z,y) =0
para0<t<Tey<O0.

Entdo, p(t,T; x,y) satisfaz a equagdo

0*p

1

_op
ot

9%

A raz3o pela qual (2.8]) € chamada equaco inversa, é que o operador diferencial trabalha
"varidveis inversas " (¢, x). A equacdo direta correspondente também é conhecida como

equacio de Fokker-Planck.
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2.14 Aplicacao do calculo estocastico em financas

Nesta seccdo, apresentamos o modelo Black-Scholes e alguns resultados famosos do
calculo estocastico em problemas financeiros (ver [10] e [46]).

Consideramos um ativo com risco com preco S; no momento t. Assumindo que o preco
das acdes seja a solucdo da EDE

t t

Sy =5 +/u(s,SS)Ssds+/U(S,SS)SdeS, (2.9)
0 0

onde W & um movimento Browniano, i e o sdo funcdes deterministicas. A funcdo o é
conhecida como volatilidade de S e u € o drift de S.

O caso em que as funcBes p e o sdo constantes foi apresentado na Seccdo [2.12)
temos que a Gnica solucdo forte da equacdo diferencial estocastica linear, nesse caso, é
o movimento Browniano geométrico

(¢}

St = Soe(M—O'Q/Q)t—FO'Wt .

Considerando que este modelo representa um ativo sem riscos, como por exemplo uma
conta bancaria.
Assumindo que um investimento de By unidades deste ativo produz um valor de

t

B; = Byexp /T(s)ds , (2.10)
0

onde a taxa de juros r muda com o tempo.
Se r for constante, entdo o ativo B é um bdnus e, sera dado por

Bt = BoeTt
no tempo t. Observe-se que B satisfaz a equacdo integral deterministica

t

B, = By —l—T/BSdS.

0

Construindo um portfélio de a; unidades de stock e b; unidades de titulos no tempo t.
Assume-se que a; e b; sdo processos estocasticos adaptados ao movimento Browniano e
denominamos o par (a;, b;), t € [0, T], por estratégia de negociacgo.

O valor do portfélio no momento ¢ sera dado por

Ht = CltSt + stt'
Em termos de diferenciais, podemos escrever
dHt = d(atSt + btWt) = atdSt + btdBt,

que, interpretado no sentido de It6, temos

t t

IT, — 11y = /asts + /bSdBS

0 0
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Teorema 2.104. (Avaliacdo do Risco Neutral) O preco livre de arbitragem do
crédito contingente ®(S(7")) é dado por II(¢; ®) = wu(t,S(t)), onde u é dada pela
formula

u(t,s) = e "TTVE [9(S(T))]

onde a dindmica de S é
dS, = S,a(t, S;)dt + Syo(t, S;)dW,
com W um processo de Wiener.

Teorema 2.105. (A propriedade de Martingale) No modelo de Black-Scholes, o
preco TI(¢) para cada ativo negociado, seja o ativo subjacente ou derivado, possui a
propriedade de que o processo normalizado

é uma martingale.

Para obter férmulas especificas para a opcdo de compra europeia, colocamo-nos nova-
mente num modelo de Black-Scholes, que consiste em dois ativos com dindmica dada
por

dBt = T’Btdt
dSt = aStdt+UStth

onde r, o, e o s3o constantes deterministicas.

Definicdo 2.106. (hedge) As operacdes de cobertura de riscos (hedge) consistem,
essencialmente, em assumir, para um tempo futuro, a posicdo oposta a que se tem no
mercado a vista.

Definicdo 2.107. (hedger) S&o analistas e controladores de risco, estabelecem con-
tratos com vista a eliminarem ou controlarem o risco resultante de possiveis condicdes
adversas em investimentos previamente feitos.

Definicao 2.108. (Arbitragers) sio investidores que tentam aproveitar deficiéncias
na determinacdo do valor de ativos mispricing que lhes permitam lucros imediatos sem
risco. Tém de ter atencdo continuada ao mercado, pois estas anomalias estdo sempre
a ser corrigidas pela oferta e procura, o que leva a que as oportunidades de arbitragem
sejam muito breves.

2.15 Obtencao da equacao diferencial de Black-Scholes

Considera-se entdo, a evolucdo do preco de um ativo S em tempo continuo, dado por
(ver [25]):

dS = pSdt +oSdWw, — dW = XVdt, X ~ N(0,1) (2.11)
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Os pardmetros i1 e o representam a taxa de retorno do ativo e a sua volatilidade,
respetivamente. Seja V(¢,S), o valor de um derivado que depende de ¢t e S, e como
V(t,S) é uma funcdo de S, aplicando o Lema de It5, tem-se:

W 1,0V, OV oV

Construir um portfélio composto pelo derivado V' em posicdo curta e por um montante
A do ativo subjacente S em posicdo longa. E seja II tal portfélio, entdo, o seu valor &
dado por:

[M=AS-V,

e a dindmica é dada por:
dIl = AdS — dV (2.13)

Assim, substituindo (2.12)) em ([2.13) ap6s simplificacdo, temos:

2
dll = (AMS _W usa—v 1 2528 2) dt + (AJS — asa—v) dW.

ot oS 2 0S oS
Fazendo A = %%, obtém-se:
B v 1, ,0%V
dH_( = 375 5g >dt (2.14)

Verifica-se que, deste modo, a componente dW, que introduzia incerteza no valor do
seu retorno, foi eliminada. Ndo havendo oportunidades de arbitragem, a carteira II deve
ter uma rentabilidade igual a de um ativo sem risco, ou seja,

dIl = rIldt. (2.15)
Desta maneira, substituindo (2.15]) em e simplificando, temos:
o 1 282 oV
— =0. 2.1
825 S 532 S(?S rV =0 (2.16)

A equacdo é conhecida como equacdo diferencial de Black-Scholes. A solucio
desta equacdo determina o valor de V, ou seja, qual o valor do derivado financeiro cujo
ativo subjacente &€ S. Caso a opcdo pague dividendos continuos a taxa ¢, a equacdo
escreve-se da seguinte forma:

ov 1 25262

)%
(‘3t 532 + (r — )S— —rV =0. (2.17)

oS

ou
1
Vi + 50252‘/55 + (r—q)SVs —rV =0.

2.16 Solucdes viscosas

Nesta seccdo sdo apresentados alguns teoremas que serdo de grande importincia na
busca da soluc&o viscosa do nosso problema em questdo. Considere o problema seguinte
na forma geral, encontrar u(zx,t) tal que

up + F (2, t,u, Uy, Ugy) = 0, (x,t) € Qr = 2x]0,T],
u(z,t) = g(x, 1), (x,t) € 02 x [0, T (2.18)
u(z,0) = ug(x), z€Q
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onde F : R> — R & uma funcdo continua e g, uo sdo funcdes dadas.

Definicdo 2.109. Dado um espaco métrico X, uma funcdo u : X — R é considerada
sub semicontinua (ou semicontinua inferiormente) em = € X se, dado ¢ > 0, existe
d > 0 de modo que para cada y € X com |z — y| < ¢ entdo u(y) > u(zx) —e.

De forma similar, dizemos que u : X — R é super semicontinua (ou semicontinua
superiormente) em x se dado € > 0 existe § > 0 tal que u(y) < u(x) + €, sempre que
|z —y| < 6.

Nota 2.110. Quando uma fun¢do u : X — R é sub/super em todos os pontos, apenas
dizemos que u é sub/ super semicontinua.

Para estender a técnica de solucdes viscosas para funcdes que ndo precisam ser continuas,
definimos

U*(I,t) = lg% sup{u(y,T) : |(y77—) - ((L’,t)| S r, (yaT) € QT} (219)

U*<§C,t> = 71}_13(1) an{lL(y, T) : ‘(y77—) - (;L’,t)‘ <r, <y7T) € QT} (220)
que sdo chamadas de super e sub semicontinuas de w.

Definicdo 2.111. Seja v : Q7 — R uma funcdo limitada e ¢ : Qr — R qualquer
fungdo em C1(0,T,C?*(9)).

e A funcdo u é chamada de subsolugdo viscosa da equagdo (2.18) se sempre que
(x0,to) for um maximo de u* — ¢, as condi¢des seguintes forem satisfeitas:

Gi(0,t0) + F (2o, to, u (o, to), ¢ (o, to), Pua(0, o)) <0, (2.21)

quando (g, ) € Qr,

u* (o, to) — g(xo,to) < 0 ou (2.21)), quando (g, ty) € 00 x [0, T,
e

w* (20, t0) — o« (7o) < 0 ou (2.21)), quando zy € Q, ¢y = 0.

e A funcdo u é chamada de supersolucdo da equacdo ([2.18)) se sempre, que (o, to)
for um minimo de u, — ¢, as condicdes seguintes forem satisfeitas:

Gi(0,t0) + F (2o, to, us (o, to), ¢x (o, to), Pua(0, o)) = 0, (2.22)

quando (g, ) € Qr,

us (o, t0) — g(xo,to) > 0 ou (2.22), quando (zg,ty) € 02 x [0, T,
e

(20, t0) — uf(z0) > 0 ou (2.22)), quando z¢ € Q,t, = 0.

e Uma funcdo limitada u que é tanto sub e supersolucdo viscosa é chamada de
solu¢do viscosa (ndo necessariamente continua).

Nota 2.112. A definicdo de solucdo viscosa é absoluta. Isto significa que se u é uma
subsolucdo viscosa em €2, entdo também & uma subsolucdo em €', sempre que ' C Q.
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Nota 2.113. Na definicdo de solucdo viscosa, o maximo local pode ser substituido pelo
maximo global e também pelo méximo estrito local ou global. Além disso, as funcdes
C1(0,T,C?*(€2)) podem ser substituidas por funcdes regulares. Também podemos supor
que o maximo local seja zero. Observacdo semelhante aplica-se as supersolucdes.

Definicdo 2.114. Considerando a equacdo geral ndo linear (2.18)), onde F : Qx]0, T x
R x RY x oV — R & uma funcdo continua e Q é qualquer conjunto aberto em R".
Aqui " denota o espaco de todas as matrizes simétricas com valor real de N x N. Se
F satisfizer as condicdes

Flx,t,r,p, X) < Flx,t,r,p,Y) sempre que X >Y

onde X >Y significa que X — Y & uma matriz definida ndo negativa e a condicdo de
monotonicidade na variavel r, ou seja,

F(z,t,r,p, X) < F(x,t,s,p,X) sempre que 7 < s.
entdo diz-se que F é apropriado.

Assumindo que F. : Qx [0, T]x RxR? = R, g. : 9Q — R e u, : Q — R sio continuas
paratodo0<e<1le

F. — F, em todos os compactos de Q x [0,7] x R x R?
g. — g, em todos os compactos de 012, quando ¢ — 0" (2.23)
u. — ug, em todos os compactos de (.

Consideramos a familia de problemas de valores na fronteira

ut+fa<xat7u»uamumz> :Oa em QT
U= g., em 00 (2.24)
u(z,0) = u(x), em €.

Cujas solucdes u, satisfazem cada compacto k C Q7.

sup |u| < C. (2.25)

Definicdo 2.115. Para cada funcdo u., 0 < ¢ < 1, os limites superior e inferior fraco
no ponto (z,t) € Q7 quando ¢ — 07 s&o

u(x,t) = llg(l) sup{u®(y,7) : ||(y,7) — (z, )| < r,e <r, (y,7) € Qr} (2.26)

= lim sup™u®(t,z) < oo
e—0

u(e,t) = Tminf(u(y.7) : [(0.7) — (1) > v 2 <7, (7)€ Qr) (2.27)
= lii%inf*ug(t,x)>—oo

Lema 2.116. O limite inferior fraco u é sub semicontinuo e o limite superior fraco w é
super semicontinuo.
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A demonstracdo deste Lema é semelhante a encontrada em [45], pagina 289.

Lema 2.117. Suponhamos que as funcdes u. da Definicdo[2.115(satisfazem ([2.25)) num
conjunto compacto k e que
uU=u=:u em K (2.28)

entdo u. — u em Kk com ¢ — 0.

A demonstracdo deste Lema pode, para equacdes eliticas, ser encontrada em [45], pagina
291. Para as equacdes parabolicas, a demonstracdo é semelhante.

Proposicdo 2.118. Assumindo (2.23). Se u. satisfizer e é tal que u’ & uma
subsolucdo (respetivamente, u.- uma supersolucdo) de para € > 0, entdo o limite
superior fraco & € uma subsoluc¢do do problema (2.18)(respetivamente, o limite inferior
fraco é uma supersolucdo de (2.18)).

Condicdo 2.119. Seja F definido por (2.18). Vamos supor que existe 7 > 0 de tal
forma que

y(r—s) < F(x,t,r,p, X) — F(x,t,s,p,X) parar > seuxtp X R,
e que existe uma funcdo w : [0, 00] — [0, co] que satisfaz w(0") = 0 de tal forma que
f(y,t,s,a(x - y)7y) - ‘F(xut787 Oé(ZE - y)7X) S W(Oé|ZL’ - y|2 + ’I - y’) (229)

para z,y €]0,0[, t €]0,T[ fixo, X,Y € R e o dado por

_3a[é?}g[§ _Oy}g?)a{_ll _11} (2.30)

Teorema 2.120. (Comparacdo) Seja Q) C R aberto e limitado. Seja F € C([0, T]x
Q xR x R? continua, e satisfaz a Condic3o , para cada t € [0,7"), com a mesma
funcdo w. Se u for uma subsolucdo de (2.18) e v € uma supersolugdo de (2.18]), entdo
u<wveml[0,T) x Q.

A demonstracdo deste Teorema pode ser encontrada em [20], paginas 51-52.
Consideraremos o problema de Cauchy

n

s (27_1/ n ru
‘g—? — '21 aij(x,t)#axj + Zlai(x,t)g—% +a(z,t)u = f(x,t)
,)= 1=

uls, = P(z,t)
up(z) = p(z).

(2.31)

Suponhamos, além disso, que (2 satisfaz as condicdes desejadas.

Assumindo que este operador é uniformemente parabdlico qtp, nos dominios em que o
problema acima é resolvido. Considerando o dominio cilindrico Q7 = Q x (0,7") com
superficie lateral Sp = 9 x (0, 7).

Teorema 2.121. Suponha-se que [ > 0 & um namero ndo inteiro, os coeficientes do
operador pertencem a classe H"/2(Q);) e a fronteira S pertence a classe H'*2. Ento,
para qualquer f € H"2(Qy), ¢ € H*2(Q) e ® € HF/2+1(S}), satisfazendo as
condicBes de compatibilidade de ordem [I/2] 4+ 1, o problema (2.31) tem uma anica
solucdo para classe H*21/2+1(Q.).
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A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [42], pagina 165.

Para o caso das equacdes
a1 (z, t,u, Uy )Uyy + alz, t,u,uy) =0 (2.32)

com uma variavel no espaco, os argumentos e resultados atras admitem certas simpli-
ficacBes e aprimoramentos. Limitamos ao dominio Q7 = (—I,1) x (0,7'), embora os
métodos apresentados aqui sejam aplicaveis sem nenhuma alteracido essencial nos do-
minios da forma {(z,t) : ¢1(t) < & < ¢o(t)} com ¢;(t) # oo. Limitou-se apenas a
solugBes classicas e fungdes continuas aq1(x,t,u,p) e a(x,t,u,p). Do que foi dito atras,
é claro que generalizacbes das proposicdes dadas a frente sdo possiveis no que se refere a
admissdo de varias singularidades das func@es aq1(z,t, u, p) e a(z,t,u, p) e das solucdes
de u(x,t).

Para uma funcdo regular aj;(z,t,u,p), a equacdo pode ser reduzida a forma de
equacdo com parte principal na forma divergente, a saber

d
Ug — d_al(x7 l,u, uaz) + b(Ta l,u, uﬂ?) =0 (233)
i

no qual
p

ar(x,t,u, uy,) = /an(x,t,u,T) dr
0

Oay(x,t,u,p) Oay(x,t,u,p)
ou P ox )

Além disso, para a sua solucdo u é possivel estimar r%ax|ux\ em relacdo ao dominio
T

b(x,t,u,p) = a(x,t,u,p) +

inteiro (Q7 sem uma estimativa preliminar de r%ax |u;| e portanto, sem suposi¢cdes sobre
T

o diferencial em relacdo a ¢ na funcdo que compde a equacio.

Teorema 2.122. Suponha-se que u(z,t) € uma solucdo de (2.32) que pertence a

C%'(Qr) e supomos que para (z,t) € Qr

v < au(x,t,u(:v,t),ux(x,t)) < p

la(z, t,u(z, t), uy(z,t)] < u, v, b = const > 0. (2.34)
Ent3o é possivel estimar a quantidade rrg}x]uﬂ para algum rectangulo Q' = (-1 +

g,l —e) x (e1,T) com g,6; > 0, onde as constantes, dependendo apenas v, u, M, =
max |ue|, € e e1. Para ey = 0 a quantidade max |u,| é estimada para uma constante que
T /

depende simplesmente v, uu, M, e, (u,(x, 0)>(6_l ) € B > 0. Para o rectangulo rrclgax |u,| €
’ T

estimado para uma constante que depende simplesmente de v, i, M;, (um(x,()))(ﬁ_l Y B
e H[l[?%()(’ut(—l,t”, |ug(l,t)]). A constante « é determinada por v, u, M; e .
€

)

A demonstraco deste Teorema pode ser encontrada em [42], pagina 285.
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Capitulo 3

Opcoes e Modelos de Volatilidade com custos de
transacao

3.1 Opcoes

Um contrato de opcdo da ao seu detentor o direito, mas ndo a obrigacdo, de comprar ou
vender um ativo no futuro a um determinado preco acordado hoje. Existem dois tipos
de opgdes standard, conhecidas por op¢des vanilla (para mais detalhes ver por exemplo

133]).
e Opcao de compra (call option),
e Opcdo de venda (put option)

O detentor tem o direito de exercer ou ndo a opcdo, conforme as condicdes que lhe s3o
favoraveis ou n3o. Um contrato de opc3o, tem um custo para o seu detentor chamado
prémio da opcdo ou preco da opcdo. O preco de compra futuro chama-se preco de
exercicio. A contraparte numa opcdo de compra ou venda tem a obrigacdo de vender
ou comprar o ativo, se o detentor exercer a opcdo. Se o detentor da opcdo o puder
exercer s6 na data de expiracdo do contrato, a opcdo é chamada de tipo europeia. E
se o exercicio da opcdo puder ser feita em qualquer momento da vida da opcio, ela é
entdo chamada de tipo americana.

Uma opcdo de compra europeia permite que o comprador compre um ativo de valor S
por um valor K na data de vencimento 7', enquanto que uma opcdo de venda europeia
permite ao titular vender um ativo de valor S por um valor K na data de vencimento 7.
Como a opcdo s6 pode ser exercida na data de vencimento, complementamos a equacio
com algumas condices, para evitar arbitragem.

3.1.1 Opcdes de compra europeia

Recordando que a opcio de compra da o direito de comprar um ativo de valor S por um
valor K, temos que o pay-off de uma opcdo deste tipo serd S — K se for exercida, e
0(zero) caso ndo seja exercida. Como a op¢do s6 serd exercida se S — K > 0, o pay-off
sera max{S — K, 0}.

Quando o ativo tem valor zero, a opcdo também valera zero, pois sempre sera preferivel
comprar diretamente o ativo do que exercer a opcdo de compra por um valor K.

Se considerarmos que o valor do ativo é to elevado que pode ser encarado como infinito,
o valor K pelo qual compramos o ativo pode ser desprezado e lucraremos tanto como o
preco do ativo S.

De forma resumida, podemos ent3o considerar que o preco da opcdo, satisfaz as condi-
cbes
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V(S,T) = max{S — K,0}, quando S > 0;
V(5,7)

=1, vpara T€][0,T];

V(0,7) =0, para T€/[0,T];
lim Vg(S,7) =1, para 7€][0,7].
—00

3.1.2 Opcdes de venda europeias

Para as opcdes de venda o raciocinio é idéntico, mas, neste caso, a opcdo da o direito
de vender o ativo S por um valor K. Se exercermos a opcdo na data de maturidade
obtemos o valor K — S > 0 e por isso o seu pay-off sera max{K — S,0}.

Quando o ativo tem valor zero na data de maturidade, o valor da opcdo é K, que é o
preco que obtemos da venda do ativo. Para um tempo 7, e salvaguardando hipéteses
de arbitragem, a opcdo devera valer Ke "("=7) (ver [4], por exemplo).

Quando o valor do ativo é equiparado ao infinito, & preferivel ndo exercer a opcdo e
vender o ativo diretamente, por isso a opcdo valerd zero para estes valores.

De forma esquematica, temos as condicbes

V(S,T) = max{K — S,0}, quando S > 0;
V(0,7) = Ke"™=T  para 7€0,T);
Slim V(S,7)=0, wpara 71€][0,T];
—00

lim Vg(S,7) =0, para 7€]0,T];
S—o00

o ~N o Ol
N N N N

N N SN S

3.1.3 Opcdes de compra americanas

Contrariamente as opcdes do tipo europeu, as op¢des do tipo americano podem ser
exercidas em qualquer momento até a respetiva data de maturidade.

Para a opcdo americana de compra, o dominio espacial é dividido em duas regides
separadas por uma fronteira livre S¢(7), a regido de paragem S¢(7) < S < 00, 0 <
7 < T onde a op¢do é exercida, com V(S,7) = S — K e a regido de continuidade
0 <S5 < S¢(r), 0 <7 < T onde a opgdo é mantida ou permanece ativa e (1.2) é
valida (ver [4], por exemplo). Entdo o problema é encontrar V' e S¢(7) que satisfazem
as condicbes

para S €]0,S¢(7)[, 7 €]0,T[ (3.9)

V(S,7) > (S — K)*
Ve +3025%Vss + (r — q)SVs —rV =0

{v(s, N=5-K para S €]S;(r), +oo[, T €]0, T[(3.10)

V. + %0252\/55 +(r—q)SVs—rV <0
onde (S — K)* = max{S — K,0}.
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Com as condicdes terminais e de fronteira

V(S,T)=(S—K)*, para S >0;
V(0,7) =0, para 0<7<T,
V(Sf(1),7) =8(1) — K, para 0<71<T;
Vs(S¢(r),7) =1, para 0<7<T;

Sy(T) = max(K,rK/q)
Segundo Jashmidian [34] e Kholodnyi [37], as condi¢es (3.9)) e (3.10) podem ser com-

binadas numa equacdo que é valida em todo o seu dominio (em ambos os exercicios
iniciais e nas regides sem exercicio), considerando a equacdo

1
vV, + 50252V55 +(r—q)SVs—rV=f S>0, 0<7<T (3.15)

com f definido por
= 0 S < Sy
C\rK—¢S ,S>S;.

Vamos considerar o caso em que 7 > ¢, o que implica que Sy(7') = %.

3.1.4 Opcdes de venda americanas

A opcéo de venda americana é exercida na regido de paragem 0 < S < Sy(7),0 <7 <T
onde tem valor V(S,7) = K — S. Na regido de continuidade S;(7) < S < o0,
0 <7 <T, aopcdo permanece viva e é valida (ver [4], por exemplo). Entdo o
problema é encontrar V' e S¢(7) que satisfazem as condi¢ces

{v(s, 7)=K-S para S €0, 4(r)[, 7 €]0,T[ (3.16)

Vi + %UQSQVSS +(r—q)SVs —rV <0

{V(S, 7) > (K —S)* para S €]S;(r), +o0], 7 €)0,T[(3.17)

V. + %0252‘/55 + (7” — q)SVS —rV =0
com as condicdes

V(S,T)=(K—S)", para 0<S<S54(7);
lim V(S,7) =0, para 0<7<T;
S—o00
V(S¢(1),7) =K — S¢(r), para 0<7<T;
VS<Sf(T)7T) =—1, para 0<7<T,
S¢(T) = min(K,rK/q),
Da mesma forma, consideramos ((3.15]) com

f: 0 ,S>Sf
gS—rK ,S<5;

Vamos considerar o caso em que r > ¢, o que implica que S¢(T") = K .
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3.2 A férmula para o preco de opcao de compra europeia

Nesta seccdo, vamos deduzir uma expressdo analitica para a solucdo da equacdo de
Black-Scholes, que pode ser encontrada detalhadamente em [11], [41] e [57].

Suponhamos que uma acdo esta a ser comercializada por um preco S. Seja K o preco de
exercicio da acdo, isto &, o direito de comprar a ac3o pelo preco K na data de maturidade
T. Sejam r a taxa de juros livre de risco e o a volatilidade, ambas constantes. Vamos
estabelecer o preco da op¢do no instante 7, onde (0 < 7 < T). Comegamos por
transformar a equacio numa equacdo de difusdo de calor, que pode ser resolvida
utilizando métodos usuais. Para isso, facamos a seguinte mudanca de variavel

(3

e
1
t= 502 (T —7)
e escrevemos o
V(S,T)=V (Kez,T - —2> = Kov(z,t). (3.22)
o

Como 7 €]0,T[ e S €]0, 00], entdo ¢ € |0, 36T e z €] — 00, +-00[. Dai, substituindo
(3.22) na equagdo (|1.1)), obtemos

2r 2r
V(1) — Ve (2, t) + <1 — ﬁ) ve(x,t) + ;U(l’, t) =0.

isto é
0 1) = v, ) + (% - 1> e, ) — ol 1)
Consideremos a seguinte mudanca de variavel
v(x,t) = e Ply(z, 1),
onde o = —% (% — 1) e f= —i (% + 1)2. Ent3o, obtemos a equacdo de difusio
Vp = Vg, (3.23)

cujas condicdes de fronteira sdo

U(.%, 0) - max{e%(%ﬂ)x _ 6%(%71)30’ 0},

1( 2r 1( 2r 2
lim e<75(7271)x71(72+1) t)u(x,()) =0;
T——00

mgrfoo (l(ﬂ+1)z+l(ﬂ+1)2t)
e\2 o2 4\ 52

Note que a segunda condi¢cdo acima implica lim wu(x,0) = 0.
T—r—00

Note, também, que

ol=
—
Q v
S
i
~—
8

u(z,0) = ug(x) =

1(2r 2r
@2((;2*1)2—@ , se x>0,
0, se x <0.
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Sabe-se que a solucdo da equagdo de difusdo (3.23)) é dada por

+oo 2
u(z,t) = ! /uo(s)e(_@‘;))d&

o2/t

Com a mudanca de variavel s = x + y+/2t, temos

y2

u(z,t) = \/%_71-_/ uo(z + y\/ﬂ)e< : )dy, (3.24)

onde

1(2r 1(2r
€§(ﬁ+1)(x+y@) _ 65(72*1)(x+y\/§)’ se .
up(z + yv2t) = ¥=""Vm
0, se y< —\/Lﬂ.
Substituindo a expressdo em ([3.24)), obtém-se
U,(l‘,t) = Il(x7t) - IQ(xvt)a
7
1(2r y2
Li(z,t) = — / e2 (D5 H)@HtuvV2D) =4
1( ) \/% Y
—x/\/ﬂ
e
7
1(2r y2
Lz, t) = — 3 (3-1)@+yva) o~
—x/m

Analisando as expressdes separadamente, obtém-se

1(2r 1(2r 2
Lz, ) = e2 ()i ()7 (g

e, 1) = e ()G (),

Y 2
onde N ¢é a gaussiana dada por N(y) = -1 [ e dqg

27r_

T 1 r
di=—=+=-|—+1]| V2,

2t 2 \o?

De acordo com as mudancas feitas anteriormente e V(S,7) = Kv(z,t), obtemos

V(S,7) = SN(dy) — Ke """ N(d,), (3.25)
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e a derivada
Vs(S,7) (dy)
com
. y
N(y)zg/GQ dq, yeR
)+ i) ()
! oV1T —T
e
p In (%) + (r — %02) (T —7)
9 = )

oI — T

(3.26)

3.3 Deducao explicita de uma familia de solucées da equacao

de Black-Scholes linear

Vamos obter outra solucio da equacio de Black-Scholes por um procedimento diferente.
Considere-se a equagdo de Black-Scholes linear ([1.1)). Substituindo ¢t = T'— 7, a equag&o

inicial sera escrita sob a forma;

1
0=V, — 5025%5 —rSVs+1V

(3.27)

Uma forma alternativa de reduzir a equacdo ([1.1) numa equagdo de calor e tendo em

conta as seguintes substituicdes:
u=Ve " &SV =ue""
Assim, substituindo na equac&o (1.1]), temos;

ou 1 0%u

ou
TUBTT +€TT— 4= 252 rT —|—7"S€TT - Tuer‘r

or 2 052 08

Simplificando as expressdes da equacdo ([3.28)), temos,

. a rTa 1 2 Q2 rra2u
0=¢€" E—i—rSe 8S+ —0“S% B
chegando ao resultado,
~Ju ou 5 o 02U
0—8—4—7’8%‘}‘— SaSQ

Aplicando novas substituicdes de y = log S et =T — 7, temos:

@ B _@ ou  Ou dy 1 ou
ot or’ oS dydS ~ Sy

082~ 08

Fu _ 0 (10w _ 10u 10
S20y  S?20y2

50y
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Substituindo ((3.30) e (3.31)) em (3.29) temos,

ot 2 dy 2 Oy?

o : . ~ _ 1.2 5
A primeira derivada com respeito a y ndo se anula (a menos que 7 = ;0 ) porque n&o

se teve em conta a derivada do movimento Browniano. Assim, para calcular a derivada
temos que efetuar a seguinte substituicdo:

1 2
z=9y+ r—§a t,

obtendo um novo sistema de coordenadas (z,t),

00 0 _( 1)N0 9
0z Oy’ ot 2 oy Ot

o que conduz a seguinte da equacdo,

_ Ou 1 ,\ Ou 1 ,\0u 1 ,0%
0= o <r 50 ) P + (7’ 50 ) P + 5053 (3.32)
ou
ou 1 ,0%

Sendo u = u(z,t) a solugdo da equacdo de difusdo ([3.33) com —o0 < z < o0 €
0 <t < T, asolucdo da equacdo diferencial de varidveis separdveis serd escrita na
forma:

u=u(z,t) =v(z)w(t)
%—? = v(z)w'(t)
2 = (2)w(t)

Substituindo os termos na equac3o inicial, temos;
/ 1 2.1
v(z)w'(t) = 5070 (2)w(t)

tal que,

w(t) 1 ,0()

w(t) 27 w(z)
A igualdade é verdadeira se, A € R, onde:

ZZJI(%) = A o In w(t) =AM+c -
15207 _ Lo2/(2) — Ao(z) = 0 v(z) = g B7 4 e P

g
S
~
N—
Il
Q
aQ
>
%

V22X V22X
u(z,t) = AN = 4 BeMtt ?Z, A BeR
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Dai que a solucdo da equacdo de Black Scholes é dada por:

V(S, ) = AT HVA(S)+VA(r—30?)(T—r)+ 28> (T—7)
+ Be T VAI(S) VA= §o?)(T )+ 247 (1) (3.34)
e a derivada
Ve(S,7) = g A HVAN(S) VA $0%)(T—7)+25 (T—7)

VA Berr-VAIS) VA3 T-r) 45 () (3 35)

S

A condicdo V(0,7) = 0, implica B = 0. N&o vamos impor as restantes condi¢es,
pois assim esta solucdo & mais regular que a anterior e vai ser utilizada para testar os
algoritmos.

3.4 Modelos de Volatilidade com custos de transacao

Como tem sido apontado por vérios autores [4, [6, [41], o modelo de Black-Scholes
requer um ajuste de portfélio para proteger uma hedge sem risco. Na presenca de custo
de transacdo, esse ajuste, provavelmente, serd mais caro, pois um namero infinito de
transacdes é obrigatério [59]. Mas o hedger precisa encontrar o equilibrio entre os custos
de transacdo que sdo necessarios para reequilibrar o portfélio e os custos implicitos do
erro de cobertura. Como resultado dessa cobertura "imperfeita", as opcdes podem ser
excessivamente subestimadas, em que o lucro sem riscos é compensado pelo custo de
transacdo, e n3o existe um preco Unico de equilibrio, mas uma faixa de precos viaveis.
Foi demonstrado que, num mercado com custos de transac3o, ndo ha portfélio replicador
para uma opcio de compra europeia e o portfélio tem de dominar em vez de replicar o
valor da opcado (ver [6]).

Soner, Shreve e Cvitani Cvitanic [52] provaram que o portfélio minimo de cobertura de
uma opc¢do financeira é trivial, por isso, foram feitos esforcos para facilitar o critério de
condicdes de cobertura para melhor replicar o pagamento de titulos derivados. Devido
a presenca de custos de transacdo (ver [6], [40], [43]), o modelo classico resulta numa
equacao de difusdo parabdlica forte ou totalmente ndo-linear e possivelmente degenerada,
onde a volatilidade o pode depender do tempo 7, do preco S ou das derivadas do preco
da opcdo V. Neste trabalho, estudamos a equacdo de Black-Scholes nio-linear com
alguns modelos de custo de transacdo para opcdes europeias e americanas com & uma
funcdo de volatilidade modificada ndo constante

5’2 = 52(7', S, Vs, Vss).

Dessa maneira, as equacdes (1.1)) e (1.2)) tornam-se nas seguintes:
equacdo de Black-Scholes n3o linear para as opcdes europeias;

1
0=V, + 552(7, S, Vs, Vss)S* Vs +rSVs — 1V, S >0, 7 €]0,T], (3.36)
para as opcdes americanas temos;

1
0= VT+§5'2(T, S, VS,VSS)SQVSS—F(?"—Q)SVS—T‘/, S >0, T E]O,T]. (337)
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3.5 Modelo de Leland

Em [43], Leland deduz que o pre¢o da opg¢do é a solucdo da equacdo de Black-Sholes
ndo linear (3.37)) e com a volatilidade modificada dada por

5% =0* (1 + Le x sign(Vss)) . (3.38)
Em (3.38) Le & o nimero de Leland e é dado por

Le = \/g (O_ k(sr) (3.39)

Com 7 o intervalo entre duas reposicdes sucessivas de portfélio, k o custo de transacdo
por unidade monetaria transacionada e ¢ a volatilidade historica.

3.6 Modelo de Paras e Avellaneda

A partir do modelo binomial, e fazendo o uso do modelo de Bensaid em [7], Paras e
Avellaneda assumem a volatilidade dada por Leland em (3.38)), supondo a convexidade
do preco da opc¢do, pois no caso de Vgg < 0e Le > 1 (6 < 0) a equagdo torna-
se matematicamente num problema mal posto e ndo possui solucdo geral para funcido
pay-off. Para o caso Vs > 0 e Le > 1 (6 > 0) eles propdem varias estratégias de
cobertura.

3.7 Modelo de Boyle e Vorst

Usando o teorema do limite central, Boyle e Vorst [14], utilizam o modelo binomial
com custos de transacdo e processos de negociacdo discretos, a medida em que 7 e
K tendem para zero, o preco da opcdo converge para o preco de Black-Scholes com
volatilidade modificada dada por,

52 = o* <1 + Le\/gsign(\/ss)) : (3.40)

Assim se Vgg > 0, a volatilidade modificada é dada por 5% = 02(1 + Le\/g) e a
equacdo ((3.37)) transforma-se em linear.

3.8 Modelo de Hodges e Neuberger

Em [32] Hodges e Neuberger, sugerem uma abordagem diferente para os modelos de
custos de transacdo. Consideram uma funcio utilidade e assumem que o comportamento
do investidor & caracterizado por esta funcdo. A funcdo utilidade mede a satisfacio
relativa do investidor a partir de um input. Mostram que o preco de Black-Scholes é
a diferenca da utilidade maxima de riqueza, com ou sem opcdo passiva. Eles afirmam
que o preco de uma opcdo num mercado com custos de transacdo deve ser igual ao
montante (nico que compensa esta diferenca.
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3.9 Modelo de Barles e Soner

Em 1998 Barles e Soner [6] desenvolveram um modelo complexo que modifica a equagdo
(1.1) e que engloba os custos de transacdo. Seguindo a funcdo de utilidade com as
abordagens de Hodges e Neuberger [32], propuseram uma funcio de volatilidade

=0 (1+U(e"a’S*Vss)) , (3.41)
onde o & a volatilidade histérica, a = \% e a funcdo W(A) é a solucdo para seguinte

equacdo diferencial ordinaria ndo linear (EDO)

wia) = DLy, (3.42)
2\/AU(A)— A
com a condicdo inicial
W(0) = 0. (3.43)

Desta forma, a equac&o ([3.37)) torna-se na seguinte equacdo de Black-Scholes ndo linear
para o modelo de Barles e Soner

0=V, + %02 <1 + \IJ(GT(T_T)CLQS2VSS)>S2VSS +(r—q)SVs—rV, S>0,7€]0,T],
(3.44)
que consideraremos para as opcdes europeias, onde S paga continuamente dividendo
¢Sdr com um espaco de tempo dr.
Barles e Soner provaram a existéncia de uma solucdo viscosa para a opcdo de compra
europeia com volatilidade dada por (3.41)). Os seus resultados numéricos indicam um
fator economicamente diferente do preco entre o modelo padrdo de Black-Scholes e o
modelo ndo linear com custos de transacio.

E desconhecida uma solucdo explicita para o problema (3.42)-(3.43), no entanto pode-

mos obter algumas informacdes sobre o seu comportamento.

Lema 3.1 ([6]). Uma analise direta da equac&o diferencial ordinaria ([3.42) mostra-nos

que

im A lim W(A)=—1. (3.45)

Ao A A——o0

Lema 3.2 ([6]). Se
A>0  entdo U(A)>0

e se
A<O0 entdo —1<V¥Y(A) <o.

Lema 3.3 ([6]). O diferencial ¥'(A) > 0.

Lema 3.4 ([17]). Se A >0 entio W(A) < C1A+Cy, com C; =11 e
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1200

Solugédo numérica ODE45

1000 |7 VA=A
------ T(A)=1.1A+2.62

800

600

T(A)

400

200

0 200 400 600 800 1000
A

Figura 3.1: Simulagdo numérica de W.

Uma solugdo numérica para o Problema (3.42)-(3.43) é representado na Figura [3.1]

Pelos lemas acima referidos e a Figura (3.1 é razoavel simplificar o modelo considerando
U(A) = A para A > 0. Portanto, no Capitulo [4] estudamos a equa¢do de Black-Scholes
(3.44), na qual a volatilidade é assumida como sendo uma fun¢do do ativo subjacente
S, tempo 7 e Gamma da op¢do (o Greek Gamma é a segunda derivada V) da forma,

0=V, + %(72 (1 + eT(T_T)a252VSS) S*Vsg+ (r —q)SVs —rV, S>0,7¢€0,T].
(3.46)
Sabe-se que Vgg > 0 para as opcbes europeias de compra e venda na auséncia dos
custos de transacdo. No caso Vsg < 0, o Problema (3.46]) € mal posto e sem solucdo
geral para as funcdes pay-off (ver[b], 43] para casos semelhantes). Portanto, a partir de
agora assumiremos que Vgg > 0.

3.10 Modelo de Kratka

Neste modelo, proposto por Krakta em [40], a melhor reposicdo sucessiva de portfélio
Ot entre as transacdes é encontrada para minimizar as taxas dos custos de transacdo e a
taxa de risco de um portfélio desprotegido. Desta forma, o portfélio estd bem protegido
com o Risk Adjusted Pricing Methodoly (RAPM) e a volatilidade modificada é dada
por

C’M
2T

1
3

GP=0"1+3 ( SV5S> : (3.47)
onde M > 0 é a medida do custo da transacdo e C' > 0 é o prémio de risco. De
salientar que os modelos n3o lineares de custo de transacdo descritos acima sdo todos
consistentes ao modelo linear, se os pardmetros adicionais para o custo da transacio
forem zero.
Neste trabalho vamo-nos focar apenas em trés modelos, como o de Leland, Barles e
Soner e o de Kratka.
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Capitulo 4

Equacao Delta de Black-Scholes nao linear

Neste capitulo, estudamos uma simplificacdo da equacdo de Black-Scholes n&o-linear
proposta por Barles e Soner [6], com foco na correspondente equacdo Delta. Provamos
a existéncia e unicidade da solucdo viscosa descontinua para a equacdo Delta. Primeiro
regularizamos a equacdo, adicionando um pequeno pardmetro de perturbacdo e, em
seguida, aplicamos o método de limites fracos para provar a convergéncia das solucdes
classicas do problema regularizado para a solucdo viscosa da equacdo Delta. O principal
objetivo deste capitulo & também criar uma base para estabelecer a convergéncia de
métodos numeéricos robustos de elevada ordem, uma vez que o problema regularizado
possui boas solucdes regulares.

Na seccdo 1, o problema é descrito. Na seccdo 2, definimos o problema regularizado
aproximado como uma equacdo geral ndo linear. A seccdo 3 é dedicada a obter algumas
estimativas a priori e na seccdo 4 provamos a convergéncia da solucéo viscosa. Na seccio
5 discretiza-se o problema e prova-se a convergéncia da solucdo semidiscreta e da solucio
discreta. Finalmente complementa-se a teoria com algumas simulacdes numéricas.

4.1 Equacao Delta

Dos modelos de custos de transacdo apresentados no Capitulo [3} vamos estudar apenas
o modelo de Barles e Soner, visto que, para os outros modelos, o estudo & similar.
Diferenciado ([3.46]) com respeito a .S, o resultado é a equacdo

1

VST + (50'2 (1 + GT(TiT)a252VSS) SQV55> + <7“ — q)SVSs — qVS = 0. (4.1)
s

Diferenciando ((3.1)), temos

0, S < K

(4.2)
Considerando x = S, t =T — 7 e u(x,t) = Vg(S,T — 7), obtemos a seguinte equacdo
diferencial parcial parabdlica na forma divergente,

u = ((ao(t, z,ugz)uy), + (r — q)zu, —qu, x>0, t€|0,T]. (4.3)
a qual chamaremos de equacdo Delta. Com ag = 0.52%02 (1 + e"'a’z?u,) e, considere-
mos a correspondente condicdo inicial

0, O<z< K
u(z,0) = ug(x) = 4 0.5, r=K (4.4)
1, x> K.
Por (3.3) e (3.4)), as condicBes de fronteira sdo
u(0,t) =0, te€][0,T] (4.5)
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lim u(x,t) =1, te€][0,T]. (4.6)

T—00

Note-se que a condicdo u(0,t) = 0 é necessaria para garantir a compatibilidade entre
a equacdo e os dados iniciais. N3o é possivel definir ug em = K para o modelo
de Black-Scholes, uma vez que V(S,T') ndo é diferencidvel em S = K. No entanto,
como veremos a frente, esse valor n3o é essencial, portanto, consideraremos o valor
uo(K) = 0.5 para propdsitos praticos.

Proposicdo 4.1. Se a funcdo V (S, 7) € uma solucdo do problema (3.46)), (3.1)) e (3.4),
entdo u(x,t) = Vs(S,T — 7) & uma solucdo do problema (4.3))-(4.6). Reciprocamente

se u(z,t) é solugdo do problema (4.3))-(4.6)), entdo
S
V(S,T)= /u(x,T —7) dx (4.7)

0

é solucdo do problema (3.46)), (3.1) e (3.4).

Demonstracdo

A primeira afirmacdo foi provada acima.

Suponhamos agora que V (S, 7) é dada por (4.7). Fazendo a mudanga de varidvel t =T — 7,
temos que

S S
Ve (S, 1) = /uT(a:,T— T) dx = /—ut(:c,t) dx =
0 0

S
1
— _/ {(202(1 + erta2x2ux)a:2ux) + (r — q)ruy — qu} dx.
0 x
Usando a integracdo por partes, obtemos
] S
Vi (S, 7) = —502(1 + e"a?S?ug(S, 1)) S?us (S, t) — (r — q)Su(S,t) + T/u(a:,t) dx
0

Diferenciando (4.7)) temos Vs(S,7) = u(S,T — 7) e Vgs(S,7) = us(S,T — 7). Substituindo
na Gltima equagdo, obtemos ([3.46]).

Para que se verifique (3.1]), precisamos calcular o integral

S

dex , S<K

O K 0 , S<K
={ [O0dz+ [05dx , S=K ={0 , S=K .

0 K s S—-K , S>K

[Ode+ [05de+ [1de , S>K

0 K K

Como dissemos anteriormente, qualquer valor u(K,0) verifica (3.1)).
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A condicdo (3.2)) & obtida aplicando a regra de L'Hépital, isto &,

S

Ju(z, T —71) dx
limM:limo :hmwzl
S500 § — Ke—r(T—7) S5 S — Ke—r(T—T1) S—o00 1

por (4.6). A condigdo (3.3 & 6bvia. Finalmente, a condi¢do (3.4) é a mesma que (4.6). W

Como ¢ dificil lidar com o dominio espacial infinito, consideramos o dominio espacial
10, b] com b suficientemente distante de K e a equag&o substituta de (4.6]) é dada por

ulbt) =1, telo,7). (4.8)

Existem dois problemas principais relacionados a funcdo Delta com os quais precisamos
ainda de lidar. Primeiro, a condico inicial ndo é regular, possui uma descontinuidade
em x = K e, em segundo lugar, o termo de difusdo torna-se zero em = = 0. Portanto,
esperamos que a equacdo Delta tenha apenas solucdo viscosa.

O problema (4.3))-(4.5)), (4.8)) pode ser escrito como ([2.18)) com Q =]0, b], considerando

F(x, t,u, Uy, Ugy) = — (0.5x202 (1 + 26”a2x2u$)) Uy
—20%" a*vPut — (r — g+ oH)au, + qu (4.9)

u(0,t) =0, u(b,t) =1 e ug definido por (4.4)).

4.2 Regularizacao

Para se superar os problemas da equacdo Delta acima mencionados e obter uma equa-
¢do mais adequada com solucdes aproximadas suficientemente regulares, propomos uma
pequena perturbacdo no problema inicial, considerando um novo problema aproximado.
Buscamos uma func¢do u®(z,t) que satisfaz a equacéo

up = ((ag(t, @, up)ug), + (r = QJau, —qut, (2,1) € Q. (4.10)

com af = 0.52%02 (1 + e"'a?z*u) + ¢, € > 0 (pequeno), com as condicBes de fronteira

(4.5), (4.8)) e a condicdo inicial

uo(x), 0<z< K-—¢
u®(z,0) = < Hs(x), K—-e<xz<K+e¢ (4.11)
up(z), K+e<az<b

Onde H;(x) & um polinémio de Hermite de grau 5 que satisfaz H5(K —¢) = uo(K —¢),
Hs(K +¢)=wuy(K +¢), HY(K —¢) = H/(K —¢) = H{(K +¢) = H/(K +¢) = 0.
Para definirmos uma solu¢do fraca, multiplicamos (4.10)) por v e integramos com respeito

a T:
b b b b

/ufw dx — /(agui)mzb dx — /(r — Q)xui dr + /quew dx = 0.
0 0 0 0
Em seguida, integrando por partes, e assumindo que ¥ (0) = (b) = 0, obtemos

b b b b

/ Wi dz + / aSuSi, do — / (r — q)zuie dz + / quet dz = 0. (4.12)

0 0 0 0
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Note-se que para a equacdo (|4.12)) fazer sentido, devemos ter 9, 1., u®, ui e us €
L*(0,b), para t €]0,T]. Levando em consideragdo as condicdes (4.5) e (4.8)) escolhemos
o espaco das funcBes teste

Vo = {4,4, € L(0,0) : (0) = 3(b) = 0} = Hy(0,b),
e para os espaco das solucdes, consideramos
V = {u,us, u, € L*(0,0) : u(0,t) = 0,u(b,t) = 1, para todo t € [0,7]}.
Definicdo 4.2 (Solugdo fraca). Uma funcdo u® € V' & considerada uma solucdo fraca

do problema (4.10))-(4.11]) se satisfizer (4.11)) e a relacdo (4.12)) para todo ¢ € Vp, e
t €]0,T. A relacdo (4.12) deve ser entendida como uma igualdade em D’(0, 7).

Vamos comecar por provar que se a solucdo fraca de (4.4) existir e for suficientemente
regular, entdo a solucdo fraca de (4.11)) converge para solucdo fraca de (4.4) em L*(Q)
quando ¢ — 0.
Lema 4.3. Sejam ug(z) definido como em (4.4) e uf definido como em (4.11)) entdo
1

[uo(x) — ug ()| 20,5 <Ce?,
onde C' n3o depende de «.
Demonstracao

Usando o método das diferencas divididas

1 . 3 .
H5(ac):@(w—K—l—e)‘g—@(x—K—i—g)s(x—K—a)—i——

Ent3o, fazendo os céalculos obtém-se

b K K+e 355
/(uo(x)—ug(:t))z dr = / (0 — Hs(x))” da + / (1 - Hs(2))* do = 36965
0 K—¢ K

Teorema 4.4. Sejam u(z,t) a solucdo fraca do problema ([4.3)-(4.4)) e u*(x,t) a solugdo

fraca do problema (4.10)-(4.11). Se u, € L?*(Qr), entdo
lu— w208 < Ce2, €]0,T]
onde C' n3o depende ¢.

Demonstracao
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Subtraindo o problema inicial (4.3)) pelo problema regularizado (4.10]), multiplicando por uma
funcdo teste ¥ € Vj e integrando em = obtemos

b

b
/ u — ug) Y de + / (ao(uw)um - a%(ui)ui)%c dx
’ b b
= /(r—q)x(uw —ui)ﬂ)dx—/q(u—ua)iﬁdaz
0 0
b
[ =iy wdo+ [ ((aotus) - af (w5)us + o () (s — ) Y o
0

=/b<r—q>x<ux—u;>wdx—jq<u—u€>¢dz
0 0

Se definirmos e = u — uf

b

b
/ evpda + / ((a0(us) — a5 (05 + a5 )
0

0
b b
/r—qxez¢dm—/qewd1’
0 0

b

b b b
& O/etz/z dx+0/a0(ux)e$¢$ dx = /(T—Q)$€x¢d$—0/q€¢ dx

b
/aO um - ))umw:pdip
0

Fazendo ¢ = e € V| chegamos a

b b
/etedx+/a8 )e2 dx =
0 0

b
(r—gq xexedx—/qezdaz
0

(ao(ug) — ag(us,))uzey dx

[
e

isto é

b

b
e?dz‘%—E/eid:vgq;r/eQdm—q
0

0

N |
Sl
o\c_

b
e? dr + / EUgEy AT
0

—o2ea?rte? “Ug dx

\
O\_,c- O Y—
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b b b
j/ dere/ q /e d:pq/e2dac+ /uidm
0 0 0
b
dx — /
0

N

2. rt 2.4 2 dx

oea" e uy

2
€

N

\

A suposicdo de u,; > 0 permite-nos obter

b b b
/ dz §—q—;r/e2dm+i/uidm
0 0 0

DN |
Q“Q‘

que pode ser escrito como

y'(t) < —coy(t) + cie

b
com y(t) = [€? dx. Aplicando o teorema de Gronwall, obtemos
0

y(t) < e ly(0) + e “lcie

Recordando a definicdo de y € o Lema [4.3] o resultado esta provado. W

4.3 Estimativas a priori

Estamos interessados em obter solucdes classicas usando a teoria da existéncia de Leray-
Schauder. Entdo, seguindo [42], precisamos obter estimativas a priori para todas as
possiveis solucBes fracas da equacdo (4.10]).

Esta seccdo é dedicada a obter as estimativas desejadas. As principais ferramentas sio
calculos integrais, incluindo desigualdades integrais e lemas de Gronwall. Uma vez que
temos as condicdes

»(0) =(b) =0, u®(0,t) =0 e u(bt)=1,

ndo podemos considerar ¢ = u® em (4.12)), entdo vamos introduzir uma nova funcdo v
definida por
T
v(z,t) =u(x,t) — 7
Temos as propriedades

ut(z,t) = v(x, t) + %,

ug (x,t) = vz, t),
1
uo(x,t) = vz, t) + 3 e us (2, 1) = vge(, 1),
De acordo com (4.10)) a nova fun¢do satisfaz

v = (ag (vx+%> (vx+%)>x+(r—q)x (vx+%) —q(v+“z>, (4.13)
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1
S v = (<0.5x202 +0.50%"a*x" (vw + E) + <€> Uz)
2 2 2 rt 2 4 1 1
+ 0.52°0" 4+ 0.50%€""a"x Ugc-i-g + € 7

(r —2q)x

1 0.5 2,1t ,2,.4
oo = (050 - 050ttt (1 1 ) et DT )

b b
o +r—29)r 2x30%e"a?
+(r — q)xv, — qu + ( 7 +
b b2
isto é,
vy = ((a1 + ag +€)vy)e + (r — Q)zv, — qu + f, (x,t) € Qr (4.14)
com

1
a; = 0.52%02 (1 + e"a%ax? <vx + 5)) ,

0.50%¢"ta?xt
= ———

(62 +r+2¢x 2230%"a?

As condicBes de fronteira e iniciais do problema s3o

v(0,t) =0, wv(bt) =0, (4.15)
-7 0<z< K-—=¢
v(z,0) = vo(z) = § Hs(x) — %, K—-e<z<K-+e¢ (4.16)

1-2 K+4+e<ax<b.

A definicdo de solucdo fraca para o Problema (4.14)-(4.16)) & semelhante a Definigdo
4.2l

Observacio 4.5. Assumir que u, > 0 é equivalente a assumir que v,(z,t) + % >0,
logo a; >0, (z,t) € Qr.

Primeiro, provamos que a condicdo inicial é regular.

Lema 4.6. Seja vy(x) definida em (4.16)), entdo para = € [0, b],

vo(2)] < C, (4.17)
()| < Ce™, e (4.18)
|vg ()| < Ce™, (4.19)

onde C' n3o depende de «.
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Demonstracao
Atendendo a (4.16)), precisamos apenas de provar os resultados para Hj(xz) onde Hjs(z) é
definido em (4.11)). Ja vimos que aplicando o método das diferencas divididas, podemos escrever

1
@(.’L'—K‘FE)S—

(z—K+¢e)P(x— K —¢)? re[K—¢e K+e¢l.

Hs(z) =

+1655
Usando a desigualdade triangular, temos que

1
[Hs(2)] < 5lz— K +ef + o= K +eflo— K —ef”.

_K R
= |z +el?|z el+ ——

16 16¢4 16 5
Eclaroque |x — K +¢| <2 e|z— K —¢| <2 parax € [K —¢,K +¢], e entdo
|Hs(x)| < 10,

o que prova (|4.17)). Diferenciando Hs(z), obtemos

3 9 3
1N 2 2 3
) G K4e2a—K -t - (a—K+o)Pa—K—¢)
16€° 165
Usando a desigualdade triangular temos
5

4
Hy(w) < e

e entdo (4.18)) é provada. Aplicando também a mesma técnica para provar (4.19)) estimamos

81
HY < —e2
|Hy ()] 5

Teorema 4.7. Seja v uma solucdo fraca de (4.14)-(4.16) que satisfaz a Observacdo
[4.5] entdo

]| oo (0,302 00,8)) < C (4.20)
1

e ||vallr20mr200) < Ce™2 (4.21)
onde C' = C(a,0,r,q,b,T) ndo depende de ¢.

Demonstracao
Considerando ¥ = v na definicdo de solucdo fraca, obtemos

b b
/vtvd95+/a1+a2+ev dr = ( r—q/x vdx—q/v d:z:—l—/fvd:n
0 0

Integrando por partes o primeiro termo do lado direito obtemos

b b
q/UQd:L‘Jr/fvd:c.
0 0

b

b
j/v dx+/a1+a2+ev d:c—fr_'_
0

0

DN |
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Pela desigualdade de Cauchy, temos

1d
5 il + elenlZagon < 15 Baa) + 510120y

Integrando com respeito a t,

t T T
ot Eson +2¢ [ Noolaosy dt < [ 1 1aan dt+ [ lolay de
0 0 0

+Hv(z, 0)[72(0 -

T
Tendo em conta que vy € L%(0,b) e foH%z(Ob) dt < C e aplicando a desigualdade de
0 )

Gronwall, provamos (4.20)), e entdo (4.21)) segue facilmente. W

O préximo teorema mostra que v é uniformemente limitada em L°°.

Teorema 4.8. Seja v uma solucdo fraca de (4.14)-(4.16) que satisfaca a Observacdo
[4.5] entdo

]| oo (0,7, L0 (0,0)) < C' (4.22)
onde C' = C(a,o0,r,q,b,T) ndo depende de ¢.

Demonstracao
Multiplicando (4.14) por v?*~1, k > 1, e integrando com respeito a x, obtemos

b b
1
/vtv%l dx + /a(E) (vx + b) vy (2k — 1)1)2]“*21)5,; dx
0 0

b b
/UtUQk 1dac+ 2k —1) /a1+a2—|—z~: 2k_2v§dw
0 0

b
(r—gq /mvxv%_lda)—q/ 2kdm+/f02k L
0

0
Aplicando a integracdo por partes ao primeiro termo do lado direito, temos

b b

1d

2kdt/ 2kdl’+ 2k —1) /a1+a2+5 %_%gd:v
0

b
_ 2743—1Q/ 2kdx+/ Fo2h g,
0
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Pela Observacdo [4.5, podemos ignorar o segundo termo do lado esquerdo e, aplicando a desi-
gualdade de Holder, chegamos a

d
k— k—
HW\%%&LM%HUHL%(o,b) < HfHLQk(O,b)HvHiQk(lo,b)'

2k—1

L2k(0p) tEMOS

Cancelando o termo ||v]|

d
@HUHL%(O,IJ) < £l 2% (0,)-

Integrando com respeito a ¢ resulta em

T
lellzze o) < ool ko) + / 1L (0) .
0

T
Como vy € L>(0,b) e [ [|fllge(op) dt < C, fazendo k — oo, obtém-se (4.22). W

0
A equacdo (4.14)) pode ser escrita como

Uy = ((al + a9 + €)U$)x + (T - Q>xvx — qu + f
= ((a1) 20z + (a2)20: + (a1 + a9 + €)Vpe + (r — @)z, — qU + f

1 0.5 2 rt 2.4
= (0.5x202 (1 + e"ta%a? (Ux + 3))) vy + (%) Uy

‘|‘(CL1 + as + S)Uxx + (fr‘ — (])Z’UJ; —qu + f
0.57x%02%emq? 0.502¢ ™ a2z
B (0'596202 +0.5z 0% a*v, + M) Uy + (M) Vg

b b
(a1 + ag + €)Vee + (1 — @)av, —qu + f
2 32 rt 2 2 3.2 rt, 2
= (ZL‘O'Q + 22302 0, + 0.5z 0% a*v,, + %) Uy + (%) Uy
(a1 + ag + €)Vpe + (r — @)V, —qu + f

= (ay + ag + )vyy + 22%0% €™ a*v? + 0.52 0% " a* vy, v,

4a30%ema?
— et (g —qutf
vy = (ay + as + €)vpe + agv? + asv, — qu + f (4.23)
com
as = 0.5z%0¢"a® (v, + 1) > 0 pela Observacao [4.5]
as = 2r30%e"a? e

3,27t ,2
a5:4r0be a +(7"—q+02)$.

Teorema 4.9. Se v é uma solucdo fraca de (4.14)-(4.16)) que satisfaz a Observacido
[4.5] entdo

_1
Hvx||L°°(o,T;L2(o,b)) < Ce2 (4.24)
e [|veellz20522008) < Ce™! (4.25)

onde C' = C(a,0,r,q,b,T) ndo depende de ¢.

54



Aproximacdo Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

Demonstracao
Multiplicando (4.23)) por v, e integrando com respeito a x, temos

b b
/vtvm dr = / ay + az +¢e)vi, dx + /awivm dx
0 0 0

b b
—i—/%vxvm dr — q/vvm dr + /fvm dx
0 0

0

b b
b 1 b
& [vat]o — /Uﬁth dx — /(a1 + az + s)vix do = 3 [Uim]o
b b b b
v3 v2
/39” da:+ va5 /; d:vq/vvmdxqt/fvmdx,
0 0 0 0

onde usamos a integracdo por partes. Pela desigualdade de Hdlder chegamos a

b

b

d

d/ v2 x—l—a/ QIdx:Cvi(b,t)%—C’/vida:—i—Cvi(b,t)
0

0

N

b b b
b
+C/ ”azsdef;/vixdﬂerC&_l/de:rJr;/vﬁxderCe‘l/dem.
0
0 0 0 0

De acordo com ((3.2)) e (3.4)), é razoavel considerar v, (b, t) = 0, pois b & suficientemente grande.
Agora usamos as desigualdades de interpolacdo Gagliardo-Nirenberg para eliminar os termos

com v3 e, assim, obtemos
b b
2 -1, ¢ 2 -1 6
/ s dr < Ce +4/vmdx+Ce /v dz.
0 0

b
JEL
d

0

Integrando com respeito a ¢ e lembrando os teoremas anteriores, o resultado segue. W

DN | =
OO\(T)

Corolario 4.10. Seja u uma solucdo fraca de (4.10)-(4.11) que satisfaz uS > 0, entdo

[ oy e < =

onde C' = C(a,o,7,q,b,T) ndo depende de «.

Demonstracao
Pela desigualdade de interpolagdo de Gagliardo-Nirenberg e pela desigualdade de Holder, temos

IN

1 1
C‘|uix||z2(o7b)Huinz?(o,b)

[|ug ||L°<>(0,b)

IN

105117 o0 0.6 Clluza 720 + CluzlZ2op):

Integrando com respeito a ¢ e lembrando os teoremas anteriores, o resultado segue. W
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Teorema 4.11. Seja v uma solucdo fraca de (4.14)-(4.16) que satisfaz a Observacdo
[4.5] entdo

lvell 20,7502 (0,0 < Ce™!
onde C' = C(a,0,r,q,b,T) ndo depende de ¢.

Demonstracdo
Multiplicando (4.14)) por v;, e integrando com respeito z, obtemos

b

b b
/v dx—i—/al—i-ag—i-s VUV dx = (1 — ¢ /x vtdx—q/vvtdx
0 0

fvt dx

b b b b
1 1
@/dem—l—2/(a1+a2—|—6)(v§)td:ﬁ§ / —|—4/v dx

0 0 0 0

J b b . b

_qa _ L 2

5 d /v dx / +4/

0 0

Em relacdo ao segundo termo do lado esquerdo, podemos escrever

b
/a1+a2+€
0

N =
l\.')\r—l

b
d
d/al—l-ag—i-sv dzx

0
b
1
5 (a1 + ag + €)vy 2 dz.
0
Com
0.5rxtc2emtq?
(ag)e = 22XETC X gy,
b
0.5rxtc2etq?
(a1)y = 0.5rz 0% a?v, + 0.52 0% aPvgy + —
= rbagv, + basvyr + Tao,
temos

b

b
d
/al—l—ag—i-av dzx + gd/
0

0

l\D\i—‘

N
o\
H‘l\D

/bragvidx
b b
+/ ragvy dx+2/bagvmv dx—i—C/v dx—i—C/ f dx.
0

0

Tendo em conta que

b
2 _
/bagvxtvx dr =
0

N | —
=
CM»—\

b
a U3
O/b 2(vy)e d

b b
j/bagv dxr — /bragvg dx,
0 0

56



Aproximacdo Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

chegamos a

M\»Q

DO | =
l\.’)\»—\

/vt dr +
0

b b
j/al—l—ag—bagvx—i—sv dxr + j/v dr <
0 0

b
1
/bragv da:+/ra2v dx—l—C/v dx+C/f2dx
0 0

Definimos ag = 0.52%0%(1 + z%a’e™ (3v, + 3)) > 0, pela Observacdo . Se aplicarmos as
desigualdades de Gagliardo-Nirenberg, a Gltima equac3o torna-se

b
0

wl

N | —
l\D\H

b
d/ +ag +e) d+d/b2d<0/2d
p ag + az v, AT 2l viar < Vg AT
0 0

b b b
+c/v6dx+c/v§dx+c/f2dx.
0 0 0

Integrando com respeito a ¢t temos

b

t b b T b
//vfdxdt+/a2+a6+m da:+q/ degC//vgmdxdt
0 0 0 0

0 0
T b T b b
+C’//vﬁdacdt+C’//deardt—i—C//dea:dt—i—q/v%d:v
0 O 0 O 0 0

0
b
+ /(az + ag + €)v2(x,0) da.
0

Aplicando o teorema anterior, o resultado segue. W

Escrevendo a equacdo (4.10) como
= (0.52%0% + o a’z'uS, + €) uS, + 20%a’e " 2t (u)? (4.26)
+(r — q + o*)aus — qu,
e diferenciando com respeito a x, obtemos
ui, = ((0.52%0% + o™ a’z*u, + ) u x) + 4o’ a’ P usus,
+(r — g+ o®)aus, + 602" a’r* (us)? + (r — 2q + oP)us

Definindo w = u, chegamos a equacéo

= ((0.5x o + e’ a’rtw + 5) m) + do?e"t al P uww,

+(r — ¢+ oH)zw, + 60%e" a*r*w? + (0% — 2q + r)w (4.27)
com as condicdes inicial e de fronteira
w(z,0) = ug(x), w(0,t) =w(b,t) =0, (4.28)

e satisfazendo w = u > 0, (z,t) € Qr.
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Teorema 4.12. Seja w uma solugdo fraca de (4.27))-(4.28)), entdo

|wl| oo, zoo(0py) < Ce™" (4.29)
onde C' = C(a,0,r,q,b,T) ndo depende de ¢.

Demonstracao

A prova a seguir é semelhante & do Teorema Multiplicando (4.27) por w?*~!, k > 1, e
integrando em relacdo a x, obtemos

b b
/ w?k— 1dm+ 2k —1) / 05:E o —|—U2e”a2x4w—|—5)w w2 dy
0 0

b b
= /4026”a2az3w w?* dx + /(T — g+ o) zww* " dx
0 0

+
o\@

b
602"t a? 2w dx + / o2 +r — 2¢)w* du.
0

Aplicando a integracdo por partes no lado direito da equacdo, obtém-se

&‘Q‘

b b
1
hdl / 2kd:1:+ 2k —1) / 05x0 +02e”a2:1:4w+5)w w2 dx
0

0
b

b
2
_ _/ 12 o2t 22w gy — /r—q+aw2k dx
2k +1
0

2k
b
+/6026”a2x2w2k+1 —i—/ o2 41— 2¢)w? d.
0 0
Tendo em conta as majoracdes dos coeficientes, temos

b b b b
/ 2 da 4 ( 2k—15/w§w2k_2d1:SC’/w%de—kC/w%dx.
0 0 0 0

Ignorando o segundo termo, porque é ndo negativo pela Observacdo 4.5 e usando uma imersdo
de Sobolev, obtém-se

Q“Q‘

S
2k

k eTsoTn k
] 2L%lob dtHwHL?k 0,) < C||w||L°o Ob)b(% e ”wHi%lQb + CHwHL% (0,b)"

Por isso J
1
%HWHL%(O,b) < CHwHQLw(o,b)b% + Cllwl| g2k (0,5)-

Aplicando a desigualdade de Gronwall e o Corolario [4.10]

IN

1
Jullzogy < Cllule0)lzmon +Co% [ ol de

IN

Cllw(, 02 (o) + Cbwe "
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Finalmente fazendo, k — oo e atendendo a (4.18)), o resultado estd provado. W
Estas estimativas acima calculadas sdo suficientes para analise da solucio viscosa.

E sabido, no entanto, que a convergéncia de qualquer método numérico depende da
regularidade da solucdo exata. Para obter uma ordem de convergéncia para os esquemas
numéricos propostos, precisamos de algumas estimativas adicionais para a solugcdo exata.

Teorema 4.13. Seja w a solugdo fraca de (4.27)-(4.28) que satisfaz w > 0, entdo

| was| 2002200y < Ce™H

—27/2
[Wa || oo 0,752 (0,)) < Ce™
onde C' = C(a,0,r,q,b,T) ndo depende de ¢.
Demonstracao
A equacio (4.27)) pode ser escrita como
wy = (0.5x o2 + o2 a?rtw + E)Wgy + o2eta? 4w2 + 8c2e"t a’ P ww,
+(r — q + 20)zw, + 602" a®2*w? + (r — 2¢ + o?)w. (4.30)
Para uma questdo de simplicidade, usamos as seguintes notacdes
a1 = 0.52%02 + o2e"ta’ztw as = o2etax? as = 8c2eta’x?
ay=(r—q+20%)z as = 602ea’a? ag = (r —2q + o?)

Multiplicando (4.30)) por w,,, € integrando com respeito a x, obtemos

b b b b
/wtwm do = /(al + &)w?, dx + /agwgwm dx + /agwwzwm dx
0 0 0 0

b b b
+/a4wxwm dx+/a5w2wm dx—i—/aﬁwwm dz.
0 0 0

Usando a integrac3o por partes, segue-se que

b b b
1
[wxwt /wxth dx — /(al + &)w?, dr = w (12 /3 as) ws da
0 0

b b
1 1 1 1
+§ agww / (a3)zww; d:v—/agwf’c dx + 7[a4wi]g
0 0

l\D

b b
1
/ (aq) w3 dac—i—/a5w2wgmE d:c+/a6wwm dz.
0 0

0

Para b suficientemente grande, podemos considerar w,(t,b) = 0. Consequentemente

b b b b
1d 1 1
2d/ /a1—|—6 w d:n—/g(ag)xwi dx+/2(a3)xwwg dx
0 0 0 0
b b b
1
+/a3w dx+/2 ay) W, dx/ag,wam daz/aﬁwwm dz.
0 0 0 0
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Em seguida, usamos a desigualdade de interpolacdo de Gagliardo-Nirenberg para eliminarmos
os termos com w? e a desigualdade de Young para lidar com os termos restantes, obtendo

assim
b
2
/ dr +¢ / W, dx
0
b

gi/wmdfc+0/|ww|3dx+6'/w dw+C/|w|3de‘+C€ /wgdaz
0

0
b b b b b

+C’e_1/w4 dr < ;/wfm d:c+Cs_3/w6 dm+Cs_1/w2 dm+C’5_1/w4 dz.

0 0 0 0 0

N | —
&.‘g‘

Fazendo o uso das estimativas anteriores, chegamos a

b

b
d
d/ x—i—a/wgzdeC’sm—i—C/widx.
0

0

Integrando em respeito a t e usando o Lema de Gronwall, obtemos os resultados pretendido.
|

Teorema 4.14. Seja w a solugdo fraca de (4.27))-(4.28) que satisfaca w > 0, entdo
lwill 207202008y < Ce™ P,
onde C'=C(a,o,7,q,b,T) ndo depende de «.

Demonstracao

Multiplicando (4.30]) por w; e integrando com respeito a x, obtemos

b b b
/ / a1 + €)wypwy dx = /agwgwt dx + /agwwxwt dx
0 0 0

b b b
+/a4w$wt dw—i—/%wzwt dac—i—/aﬁwwt dzx
0 0 0

b b b b
& /w da:+/ a1 + €)WyWyy dﬂs+/ a1)pWywy dr = /agwgwt dx
0 0 0 0

b b
—l—/agwwxwt d:c+/a4wwwt d:c+/a5w2wt dm—l—/aﬁwwt dx
0 0 0

b b

b
1
& /w% dx + 5 /(a1 + &) (w?) dx + /(al)ﬁwwwt dzr < /agwiwt dx
0

0

0
b b b
A3wWWL Wy dx+/a4wxwt dx+/a5w2wt dm+/a6wwt dz.
0 0 0

+
o .
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O segundo termo do lado esquerdo pode ser escrito da seguinte maneira:

b b b
d
/a1+5 d/a1+5w dzr — /(a1+z—:)tw§dx.
0 0 0

Tendo em conta que
2 rt 2 3 2 rt 2. 4

(al)m:x02—|—4ae a‘x’w + o‘e"atr  w,

N | =
N\H
N)\»a

(a1)y = role"ta’ztw + etz w,

obtemos
b

/wfdx—i—

0

N |

b b b b
d 1 1 1
— [ (a1 +e)w — | raqww; 2de + = azw wrdr + = | agwwzwy dx
dt 2 2 2
0 0 0

0
b b b
+/(a4 —:EJQ)wxwt dz:—|—/a5w2wt da:—l—/agwwt dx.
0 0 0

Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

b b
/ /a1+5w d:c<C’/w dx—i—C/w d:n—i—C/w dx
0 0

b b

b
1 1 1
+6/wt dr +Ce™? /wid:c+6/w?dm+0/wgdm+6/w§dﬂc
0 0 0

0

l\.’)\’—‘
&‘Q‘

b

0
b 1 b b 1
+C’/w4dxd:1:+6/wt2+0/w2da:+/wfd:v.
0 0 0

0
/ 1d
2
d il
/wt $+2dt
0

(=)

(al—i—s)wgd:ﬂgC’/wzdajdm—l—C/widm

b b b
+Ce—2/wgdx+c/w4dx+c/w§dx.
0 0 0

Aplicando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg nos termos com w?, temos

b b b b
d
/ w? dx d/a1+5w dr < Ce~ /ngdx+05_2/wid:c
0 0 0
b

0

b b
+C’/widm+0/w4daj+0/w2dm.

0 0

0

o .

N | —
L\D\»—t

Integrando com respeito a ¢, temos
t b b
2 30 —6 —4
//wtd:cdt—i-s/w dx < /a1+5 “(z,0)dx + Ce ™" 4+ Ce™° + Ce
0 0 0

+Ce7t < e
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e o resultado segue. W
Diferenciando a equacdo (4.30]) com respeito a x e considerando v = w,, obtemos

vi = (a1 4 €)a)s + 1oV + Covp + caV® + cav + ¢ (4.31)

com

c1 = 20%e"a’xt cy = (r — q+ 20%)x + 8c%e" a’rPw

c3 = 120%e"a?a® ¢y = 120%™ a’2*w +1r — 2+ 0% 5 = 120%e" a’arw?

v(z,0) = ug, v(0,t) = v(b,t) = 0. (4.32)

Agora acharemos estimativas para v.

Lema 4.15. Se v é uma solu¢do fraca de (4.31))-(4.32)), entdo

T
[l e < =7
0

onde C' = C(a,0,r,q,b,T) ndo depende de ¢.
Demonstracao
Aplicando a desigualdade de interpolacdo, seguida pela desigualdade de Hélder, temos

1 1
‘V”LOO(O,b) < CHV:J:sz(Qb) HVsz(OJ,)'

Portanto
1V 0,0) < CllvalZ2 o) + CllvIIT200):

Integrando com respeito a ¢, obtemos

T T T
J 1yt <€ [ Ialiagn dt+C [ 1o
0 0 0

O resultado agora segue do Teorema e do facto de que v, = wy e v =w,. N

Teorema 4.16. Se v é uma solucio fraca (4.31))-(4.32)), entdo

V| oo 0,7:220,0)) < Ce™, (4.33)

onde C'=C(a,o,7,q,b,T) ndo depende de «.

Demonstracao

Multiplicando por v?*~1 onde k > 1 & um namero inteiro positivo e, integrando com
respeito a x, obtemos

b b b

b
/z/tu%_l do = / (a1 +e)ve), vl de + / vV da + /czyxy%_l dz
0 0 0 0

b b b
+/03y2v2k_1 d1:+/04yy2k_1 dl‘+/C5V2k_1 dx.
0 0 0
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Aplicando a integracdo por partes, temos

b b b
1d 2k 2k—1,2 / (¢)e  opt1
—— (2 2)( =
2kdt/y dx—i—/ k—2)(ay +e)v cdr = v dz
0 0

0
b b b b
/ 5 (c2)a v da + / vl gy 4 /04u2k dzx + /05u2k_1 dx
0 0
b

0
k / k /
2 2 1
21{:11/ 2+l g ;;/cﬁu%dw—l—/c v g,
0

0 0

>

com cg = 8e"tadx?w, + 600%et a’rw.
Entdo

k
1175 0.0) dtllf/llmk 0) < CllI} s (0 )b 175

FC Wl e 0 iy + O 25

d N - B L
A %”VHL%(O,Z)) < C”U”%oo(o’b)b?k + Ce 4‘|V‘|Loo(0’b)b2k 4+ Ce8bar.

Integrando com respeito a ¢ e considerando o Lema obtemos

t

d 2 L 4 1
£HVHL%(0,1>) dt < C | |[V[|7e0(op)b?F dt + Ce 1] oo (0,)b2F dt
0 0

t
+Ce8 / b2k dt.
0
Além disso,
[Vl L2rop) < CbarTe 2 4 CeBThar + Ce 8 Ther.
Entso, fazendo k — oo, obtemos _ ]

Teorema 4.17. Se v é uma solucio fraca de (4.31))-(4.32), entdo

|V |l oo (0,152 0,8)) < ce” 1. (4.34)

1Vaall 2200520y < e (4.35)

vl 20200y < g™ (4.36)
onde C' = C(a,0,r,q,b,T) ndo depende de ¢.

Demonstracao
Repetindo as etapas das demonstracBes dos Teoremas e para o Problema (4.31)) -

(4.32), temos o resultado necessario. W

Mais estimativas para as derivadas de u® podem ser obtidas, usando as ferramentas
acima. Apresentamos, no proximo Teorema, apenas aquelas que serdo necessarias pos-
teriormente.
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Teorema 4.18. Seja u° a solugdo fraca (4.10)), entdo
[t (5 D)l Lo (0.7:22(0.8)) < Ce™,

|ugy (@, 6) || Lo o,miz20.)) < Ce™ 2,

97

Gy (2, )| oo 0,12 (0)) < CE 2,

1903
|ufs (2, ) || Loo0,15220,0)) < CE™ 2,

onde C' n3o depende de «.

4.4 Convergéncia da solucao viscosa

Nesta seccdo, provamos a convergéncia das solucdes aproximadas u° para a solucdo
viscosa u de (4.3)-(4.5) e (4.8). A ideia é que o chamado limite superior fraco u e
o limite inferior fraco u sejam, respetivamente, uma subsoluc3o e supersolucdo viscosa
(4.3). Por um lado, temos sempre u < u em Qr e, por outro lado, o principio de
comparacdo implica que 7 < u em Q7. Finalmente, é facil perceber que essa igualdade
implica a convergéncia local L> de u® para a funcdo u = u = w quando ¢ — 0, que
acaba sendo uma solucgo viscosa limitada anica de (4.3). Com as estimativas da dltima
seccdo em maos, agora podemos provar a existéncia e unicidade de uma solugdo classica

uE

Teorema 4.19. O problema (4.10))-(4.11)) tem uma Gnica soluco classica
ut € CHrelte2(Qn). (4.37)

Demonstracao

Atendendo a (4.5)) e (4.29)), podemos considerar a equacdo (4.10)) como uma equagdo linear
2.122

com coeficientes limitados. Portanto, aplicando o Teorema temos que u;, € Co2(Qr)
0 < a < 1. O que nos permite provar que os coeficientes sdo Hélder continuos. Usando a
teoria de Leray-Schauder, ou seja, o Teorema[2.121} concluimos que existe uma solugdo classica

anica de (4.10)) satisfazendo (4.37)).
|

Como u° é a solugdo classica de (4.10)-(4.11)), também é uma solugdo viscosa para cada
e > 0. Aplicando a Proposicdo [2.118, podemos provar o préximo resultado.

Teorema 4.20. Seja u®(z,t) a solucdo classica de (4.10)-(4.11)) entdo u e u da Defi-
nicdo [2.115| sdo sub e supersolucdes viscosas de (4.3)), respetivamente.

Para aplicarmos o Teorema [2.120] precisamos dos dois préximos Lemas.
Lema 4.21. O operador F definido em (4.9)) é apropriado, isto é

Flx,t,s,p, X) < F(x,t,s,p,Y) sempre  que X>Y (4.38)

Flz,t,r,p, X) < F(z,t,s,p,X) sempre  que r<s (4.39)
onde z,t,7r,s,p, X, Y € R.
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Demonstracao
Pela definicdo de F e pelas suposicdes sobre o problema, temos

F(LE,t, S)p7X) - ‘F(x’tvsapa Y)

=s—apX — (ag)zp — (r — @Q)xp + qu — s + agY + (ap).p + (r — ¢)xp — qu
=s—ayX — (:1302 (1 + e”a2x2p) + 0.52%0%(2e " a?z%p + e”a2m2X)>p
—(r—q)zp+qu — s+ agY + <x02(1 + e az?p)

+0.52%0%(2e" a?x%p + e”azfr:QY))p +(r—q)zp —qu

= —qpX — 0.5x202(erta2x2Xp) + agY + 0.52%0> (ertaszYp)

=ao(Y — X) 4 0.52°%¢> (e”a2$2p) Y - X)

= (0.5x202 + :E4a2erta2p) Y -X)<0

>0
sempre que X >Y

e
F(z,t,r,p, X) — F(x,t,8,p, X) <0
=7 —aoX — (ao)zp — (r — @Q)zp + qu — s + aoX + (ao)zp + (1 — @)xp — qu
=r—s<0 sempre que r<s

[ ]

Lema 4.22. Seja F definido por (4.9), entdo F satisfaz a Condicdo (2.119)), ou seja,
existe v > 0 de tal forma que

y(r—s) < F(x,t,r,p, X) — F(x,t,s,p, X) parar > sex,t,p X ER,
e existe uma fung¢do w : [0, 00] — [0, oo] que satisfaz w(0") = 0 e é de tal forma que
‘F<y7t7 S,Oé(l’ - y),Y) - f(x,t,s,oz(:p - y)vX) < W(Oé|l' - y|2 + |$ - y|)

para z,y €]0,0[, t €]0,T[ fixo, X,Y € R e o dado por
10 X 0 1 -1
—304{01}_{0 _Y]§3a[_1 1}. (4.40)
Demonstracao

A primeira condicdo foi provada no lema anterior com v = ¢q. Com relacio & segunda condicio,
temos

A\

o y][XB—a3a Y3a3aHﬂ§0

Multiplicando as matrizes teremos

[acX—?)ax—i—Sozy yY — 3ay + 3ax ] [;] <0

22X — 302”4+ 3axy — y*Y — 3ay® + 3azy <0
22X — y?Y — 3a(2® — 2zy +y*) <0
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22X — y*Y < 3a(z —y)>. (4.41)

Fy,t,s,a(x —y),Y) — F(x,t,s,a(z —y), X) = 0.50%(22X — y?Y)+
+oreta’a(e —y) (@' X —y'Y) + (r — g)a(z — y)*+
+202€rta2a2( y)Q(xS yS)
Usando as estimativas dadas por (4.41]), temos
0.502( 2x — yQY) + 026Tta2a( )(x4X — y4Y) + (r—qa(x — y)2+
+20%e"a?a?(x — y)? (23 — 33) < L5c0%a(z — y)? + 302e"a?a?(x — y)3
+(r — q)a(z — y)? + 20%e"a?a? (x — y)? (23 — yP).

.F(y,t,s,a(x—y),Y) —.F(.’L‘,t,S,Oé(.%'—y),X) < C("x—y’ +a|x—y|2) .

O resultado agora segue, levando w(s) =Cs. R
Considerando o Teorema |4.20| e o Teorema [2.120} agora temos o seguinte teorema.

Teorema 4.23. Seja u e u definida na Definicdo [2.115| respetivamente, entdo u < u
qtp, em Q.

Pela definicdo u < u em Q1 e pelo teorema anterior u > 7, ou seja, em ()7, considere-
mos v = u = u. Usando o Lema [2.117] concluimos que, quando ¢ — 0T, u® converge
em L para a solucdo viscosa u = u = u de (4.3)).

4.5 Discretizacao do problema regularizado

Nesta seccdo vamos utilizar uma funcdo de custos de transacio realista, que n3o é infini-
tamente crescente em relacio a quantidade de transacdes e, que n3o torna a volatilidade
negativa.

Definicdo 4.24. Definimos uma funcdo de custos de transacdo T : R — R tal que

—1<T(¢) <M < 40,
T(0)=0, &neR.
T(E) =T =Ci(€—n), 0<C<C<o0,

Um exemplo de T para M > 1, pode ser

 M-1 M+1 5¢ (M-
YT(¢) = 5 + 5 tanh(M tanh (M—{—l))'

Consideraremos o problema regularizado

= ((0.52%0% (1 + T (e"a?zu3)) + €)us), + (r — q)wug — que, (z,t) € Qr
0 , 0<z< K —¢
u(z,0) =ui =< Hs(x) , K—e<z<K+¢
1 , K+e<axz<b
w(0,6) =0, telo,T]
| w(bt) =1, t€)0,T],
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e a definicdo de solucdo fraca idéntica a Definicdo(4.2|com o coeficiente do termo difusivo
by = 0.52%02 (1 + T (e"a’x?u)) + €. Considere-se {¢;};2, a base de Lagrange para
Sy associada aos nés {P]}jzl- Entdo podemos representar todos os ¢ € SY) na forma

= Z@/h%(m) (4.42)

O problema semidiscreto, baseado na Definicdo , consiste em encontrar u” perten-
cente a Sy, para t > 0, de modo que, para todo ¥ € SY e t €]0,T],

b b b b
/u?wh dx + /bguzwg dr = /(r — q)zuly" dr — /quhwh dx. (4.43)
0 0 0 0

com by = 0.5220%(1 + T (e"a’z?ul) ) +e.

Teorema 4.25. Se u & a solucdo fraca de (4.10)-(4.11) e u" & a solucdo de (4.43),

entdo
Hu — uhHLQ(O,T;LQ(O;b)) < Cé‘ilhk, para t E]O, T[,

onde C' ndo depende de €, h ou k, mas pode depender de ||ug|| Lo (0,7;(0:5)).
HUHLQ(O,T,HHI(Q)) ou HUtHLQ(o,T,HHl(Q))-

Demonstracao
Fazendo

u(x,t) —u(2,t) = (u(x,t) — u(z,t) + (Tyu(z, t) —u(z,t) = p(z, t) + 0(x, 1),
temos
Ju— uM 20y < llp(@, )| 2@ + 110, 6) |l 12(0)
e, pelo Lema

lo(a, )]l 20y < CHM lull i -

Em seguida, determinamos o limite superlor para 162, )| 2()- Subtraindo a Equagdo (4
(com ¢ =P € SY C Vp) pela Equagdo (4.43)), obtemos

b b

b
—up )Wt de + [ (Vs —bouz ) V5 de = [ (r =)o (up — i) w"d
O/Ut ut x 0/<0u 0u> T 0/7’ qx(u u) T
b
—/q(u—uh)whdx
0

b b
PN / u — Ut 7/)h dx + / <b8ux — bgum + bgum — blgug) wi’ dx
0 0
b

b
/rq uﬁ)whder/q(uuh)@bhdx.
0

0
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Se considerarmos u; — u? =wuy — Ipue + Tpuy — u? = p; + 0, entdo

b b b b b
/ 0" dx + / bRO N do = — / bl peblt — / ol — / (b§ — by dae
0 0 0 0 0
b b b b
+(r —q) /$Px¢h dx + (r —q) /af%wh dr — q/pwh dx — q/awh dr.
0 0 0 0

Definindo ¢ = 0 € S?,

b

b b b b
/etod:ch/bgeg dr = —/bgprx dx — /pt9 dx — /(bg — Db, dx
0 0 0 0

0
b b

b b
+(r—q) /acpzﬁ dx + (r —q) /w&we dx — q/p9 dx — q/92 dz. (4.44)
0 0

0 0

Resolvendo termo a termo a equacdo ([4.44)

0,0 dx = %ineup

O —

b
J 0502 da > e]|0.]]7 2,
0
b (112
. —Ofptedﬂv < 5lleellz2() QHGHL?(Q
b
e (r—q) Ofxpﬁ de < Cllp:l3 2@t CHGHB(Q
b
o (r—q) [260,0dr = "2 (67 — [6%dz) = T |g)
r—q) [a0:0dr = 5 ([o fl‘ 2 19120
b
o qofpedl’ < Q”Puiz(g) + 4110172
b
o qofﬁ2 dx = QHGH%;(Q)

b b
(b§ — bf) uSl, do = —belO.5:1;4a2e”a2p$ us 0, dr — OfClO.5x4aze”a2u502 dx

[ ]
o%c_

< Ol oy 19222 )+ 5180122

i _fbopxe dr < 05_1“%”%2( 2”9 HL2(Q

Usando a integracdo por partes e a desigualdade de Hdlder, temos

1d _ € 1
5 dtHGHLQ(Q) + €|6s HL2(Q Ce 1HP$H%Q(Q) + 5”936”%2(9) + 5”/%”%2(9)

08



Aproximacdo Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

1 _ €
+§H6H%2(Q) +Ce 1HuacH%oo(o,T;Loo(o,b))HPacH%z(Q) + 5”911\%2(9) + C”Pm”%%m + CWH%%Q)

(g—r) q q
+TH9”%2(Q) + §HPH%2(Q) + §H9H%2(Q) +qll0]172 (-

Usando o Teorema [4.12] podemos concluir que

d _
£”9||%2(Q) < COHQH%Q(Q) + ”PtH%?(Q) + QHPH%%Q) + Cie 2”,%”%2(9)'

Aplicando o Teorema de Gronwall, chegamos a desigualdade

T

HQH%Q(Q) < €COT/ (HPtHQH(Q) + QHPH2L2(Q) + led”ﬂm”%%m) dt.
0

Pelo Lema [2.73]
T
/ 00122 0yt < CRFD 2500 1
0

T
/ 1ol22q dt < CH2EDlulZa 0 -
0

T
/ lpall 2y dt < CR*|[ullf2( . s 0y
0

e entdo
16][72(q) < C2h%".
Finalmente,
T T T
Jlu=Bgat < [olade+ [ 101 at
0 0 0
S ChQ(k+1) +C€71h2k
< 0872}12167

onde C' ndo depende de h ou k. W

Nota 4.26. Para polinémios de grau 1 (k = 1), se considerarmos que para esta funcdo
de custos de transacdo as estimativas obtidas nos Teorema e Teorema [4.18| sdo
semelhantes, entdo

HGH%Q(Q) < CeBpt 4 e 8 pt 4 e 2742 < 082

T
/ [u— ut||F2ydt < Ce*h* + Ce™®n?
0

< Ce 882

o que sugere que nas simulacdes numéricas o valor de = deve ser moderado, pois tem
uma grande influéncia no erro.
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Lembremos que qualquer funcdo ¢ € S pode ser escrita como (4.42)) e que qualquer
funcdo u" € S, pode ser escrita como

u(x,t) = Z @i(2)Ui(t) + n, 11 (). (4.45)

Agora, substituindo (4.42)) e (4.45) na Equacdo (4.43)) e simplificando as expressdes,

obtemos um sistema de equacdes diferenciais ordinarias, que pode ser escrito em forma
matricial:

MU' (t)+ A(Ut))U(t) — BU(t) — CU(t) = D(t), (4.46)

com a incégnita

e as matrizes sio dadas por:

b
A= g ay= [ RO @)
0
b
B = [bijln,xny bij = / (r — @Qwpi(z)e)(2) dr,
0
b
¢ = [Cij]npmp, Cz’j_/—qsf?z(l’)%@j(w) dz,
0
b
M = [Mmgjln,xn, mij:/%(fc)%'(x) dx
0

b b
Dzmmﬂ,@=/%wwmmaM@M+/w—mew@M@m

b
—/wmwwmmm

Em geral, a solugdo U(t) ndo é explicitamente conhecida para todos os ¢t > 0, portanto,
€ necessario usar um método numérico para obter uma solucdo aproximada.

4.5.1 Discretizacdo no tempo

Prestemos atencdo a discretizacdo do tempo. Vamos considerar a particdo uniforme
O=ty<ty <---<ty=T,del0,T], com o passo §. Pelo método de Crank-Nicolson,
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avaliado (4.43) em ¢t = ¢, 1 = “*1=1 obtemos
2

b b
[t tunt o+ [t )t do
0 0

b

b
= /(r — q)zul(x, tyy10)Y" do — /quh(x, topr)V" dz, V" € S). (4.47)
0 0

(4.48)

Usando o expoente (n) para representar a funcdo avaliada em ¢ = t,, e as aproximacdes

h tn —uh tn U(nJrl) - U(n) e
U (T, by o) = (@ “)5 W@, t) _ ; =UD . (4.49)

u (@, tyyr) +u (@, t,) yrth Ly

5 = 5 = gy, (4.50)

h
(2, tpy1/2) =
o problema totalmente discreto & encontrar U™V tal que

b b b

/EU(n+1)¢h dx + /bg(n+1/2)Um(n+1)¢2 dr = /(T . q)x0£n+l)¢h dr
0 0

0

b
—/qUW“)wh de, W"esS), n=0,...,N—1.  (4.51)

Teorema 4.27. Seja u a solugdo fraca de (4.10) e U™ a solucdo (4.51)). Entdo, se &
for suficientemente pequeno,

||U(Z’,tn) - U(n)(x>||L2(Q) < Os_l(hk + 52)7 n= 07 sy N

onde C' ndo depende de ¢, h ou k, mas pode depender de ||uy|ro(0,r;L(0.)).
|tz || oo (0,.7:22(0,0)). |ttt ]| Loo (0,7:22(0,6)). |t || Loo (0,1:L2(0,5)).
||Ua:tt||L<>c(0,T;L2(o,b)) ou ”uttt|lL°°(0,T;L2(O,b))-

Demonstracao
Subtraindo a Equacio lb avaliada em t = ¢,/ com ¢ = P e 52 C Vo, da Equacdo
(4.51)) obtemos

b b
/ (n+1/2 _ 3yt ) Wb+ / (b e(n+1/2) w172 _ bgL(n+1/2)[}v€£n+l)) W de
0 0

b b
/ r—q)x n+1/2) U£n+1)))¢h de — /q (u(n+1/2) {r(n+1) ) " da. (4.52)
0 0
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h(n+1/2)u(n+1/2)

Adicionando e subtraindo b, no segundo termo, no lado esquerdo, obtemos

o

b
(2 D) g [ D G0
0

O\@ o\@

b
(r — g)z (u(zn+1/2) gtn+) ) W da — /q (u(n+1/2) _ [+ ) W da
0

+ (bg(n+1/2) _ bg(n+1/2)> uén+1/2)¢iz dz. (4.53)
Seja
ontl) — o) + ot e Y — W
2

Entdo, fazendo 4" = §("*1) na Equacdo (4.53), temos

b b
/ (n+1/2) 8U(n+1)) H D) g 4 /b (n+1/2) (u;nﬂ/z) _ [A]ggn-i-l)) ) g
0 0

/b

0

b
(r —q)z (n+1/2) _ Ux(n+1)) AntL) 4o /q (u(n+1/2) _ U(n—i—l)) A1) 4o
0

b
+/ e +1/2) _ (n+1/2)) w24 g (4.54)
0

Adicionando e subtraindo funcdes adequadas, podemos escrever
b

/89(n+1) A+ g 4+ /b (n+1/2) (é(ml))? dx
b b
/ n+1/2 (n—|—1 A+ g — / (n+1)g(n+1) 4
0 0
b b
_/bg(n+1/2) (ugn-t,-l/Q) _ ﬁ(wn+1)> é(n—}—l) de — /b (n+1/2) 4 (n+1)9(n+1)dx
0
b b
+/ r—q)a n+1/2) (n+l 9(n+1) dx—i—/ n+1 )H(n+1) 1o
s 0
b b
q/ (n+1/2) A(n+1)) 1) g — q/ﬁ(n+1)é(n+l) dx
0 0

b b
/0.50—20163”@2954 (u(mn+1/2) B ﬂgnﬂ)) u(1/2) et 1) dx/0.5020 ety D)y (m /2 gnt D) g
0 0
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b b
A 2 N 2
0

2
0

Considerando termo por termo, obtemos

b
/ (nt1/2) 5u(n+1)> G+ gy
0

n+1

l\D\'—‘

b
/ n+1/2 (n+1 da; n
0

N | =
o\v

(é<n+1>>2 dx

—

S 054/<Uttt<x7§))2 dx + %
0

N| = O

< 054||uttt||%°°(O,T;L2(O,b)) + ||9 (n+1) HL2 (0,b)

n+l

l\.')\r—t

b b
/ (n+1) e(n-i-l) dr / ap n+1 dx +
0 0

N
o\c_

—_

< O w13 o 10y + 5107 1 F 20

[\)

0

|
o .

pn+1/2) <ug(ﬁn+1/2) _ ,&;(rnJrl)) HntD) g

b

b

SCl/ (n+1/2) _ g(n+1) 2d +5/ fintD) 2d

€ J (u U ) x 40< > x
(

—1¢4 2
<Ce 9 Huxtt||Loo(o,T,L2(0,b)) +

b
. _ / pATHL/2) 1) G(n41) g
0

< 08—1/(pgn+1)>2 derz/b (ézn+1)>2 .
0

b
o /(7" —q)x (ug”“m — a;”“)) 0"t dg
0

b b
< (7"—261)5/<U§Cn+1/2) —%) da:+ b/ n+1
0 0

(r—q)b

< O6* [ wastl Foo 0.7, 22(00)) T 5 I "0
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b b b
/ Qrprt DO gy q)b / n+1 P R Gl 1 / - +1
0 0 0

(r—aq)b
2

< ORM|[ull e 0,1, 041 0,)) + 10D 11Z2 0,

b
q/ (n+1/2) n+1)> HntD) g
0

b

<4 (n+1/2)_ (1)) 2 q Atn+1)) 2

2/ U ) dﬂc+2 (0 ) dzx
0

A
Q
(%)
=
<
=
3
o
N
h
(V)
5
=
_l’_
N[

b b b
o 2
. _q/ St gn+1) g < g/ (n—i—l) dm+g/(9("+1)> de
0 0 0

9 5(n
< CR2FD |y ull2., OT.H+10p) T 5”9( +1)||%2(O’b)

b
—/ (0.50‘201€Tta2x4) (u(xn""lﬂ) _ a;(vn-i-l)) Ug(cn+1/2)é;,n+1)dx
0

b b
< Ce™ Y ug| oo 0,1, 10 Ob))/ (n+1/2) nH Cda+ 5/ (nH)
0 0

S

—154 2 2 € 1p(n+1)2
< O™ 6" ([ual| oo (0,1, L0 (0,0)) 1ttt Too 0,1, 22(0,0)) T Z||9:(tn+ N20)

b
—/ (0.502C1e™a*z") P (+1/2) Gt ) g
0

W

b b
- n € n(n 2
< C ey [ (A040) do S [ (800) do
0 0

()

<C *1h2kHUxH%oo(o,T,LOO(O,b))HUH%oo(o,T,HW(O,b)) + 1|’99(6n+1)“%2(076)

Consequentemente, obtemos
1= 4 n H(n
58”9( +1)H%2(Q) + 165 +1)H%Q(Q)
<ell60 V72 + 1+ (r = @b+ Q)0 |72 o) + Ce2h + CR2 Y - Ce25" + O,
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Isto &,
(1=6(1+(r—a)b+a)) 10"V 72y < (L+6(L+(r—)b+a)) |0 |72 () +Cde > (h** +67).
Para um 0 pequeno, 1 — §(1 + (r — q)b+ q) > 0. Iterando, concluimos que
16722y < ClOO 2y + Ce 72 (W% + 6%
onde C' ndo depende ¢, h ou k. Adicionando a estimativa para p, o resultado é provado. B

Nota 4.28. Para polinémios de grau 1 (k = 1), e tendo em conta a nota|4.26| podemos
considerar

16172y < Cle™n* + 7 h 4+ £776" 4 716" 4 e719%6) < C(e%n* + 71967

S

/ HU(.T, tn) - U(n) (m) H%Z(Q) dt S 05_4}7,4 + 0(5_88h2 + 5_19354)

S 0(8788]12—.—6719354).

Mais uma vez, observamos que o pardmetro ¢ deve ter uma forte influéncia no erro.

Avaliando a Equacdo 1D emi=t, 1€ usando as aproximacdes em 1} e 1)

obtemos
(2M + 6 (A™Y + B 4 0)) Uyt
= (2M —§ (A") 1 B+ C)U™ — 26D+,
n=01,---,N—1. (4.55)
Para cada n = 0,1,--- , N — 1, o sistema de equacdes algébricas ndo lineares ({4.55)

pode ser resolvido usando o método do ponto fixo :

U(”+1 ™)

(2M + 6 (A" 4 B4 O)U ,ﬁ;fl”
= (2M —§ (A") 4 B+ ) U™ — 26D/,
m=0,1,2,--

452 Aproximacdo da solucdo inicial da equacdo de Black-Scholes

Tendo calculado a solucdo aproximada para a derivada do problema inicial, passamos a
calcular a sua solucdo. Pela equacéo (4.7)

Tit1
V(Ii+1,tj> = V(Z‘Z, tj) + / U(ZI}, T — tj) dzx.

T

Como usamos os polinémios de Lagrange para resolver a nossa equacdo, propomos o uso
de Férmulas de Newton-Cotes. Por exemplo, para polinémios de grau & = 1,2, usamos,
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em cada intervalo espacial, as seguintes férmulas
V(i ty) = VO (2i11)

, h _; —j
= V(J)<IZ> + 5 (UZ(N J) + UZ(_’]_Vl ])> 9 para k = 17

) h . i _
=V (x;) + 5 <U2(ZV D4 4U2(£i1]) + Uz(i]izj)) ,  para k=2
i=1,...,N.

4 5.3 Resultados numéricos

Nesta seccdo, apresentamos os resultados da implementacdo em Matlab da teoria apre-
sentada. Primeiro, validamos o cédigo simulando a equagéo linear e analisamos a ordem
da convergéncia. Em seguida, no exemplo 2, estudamos a influéncia dos custos de tran-
sacdo no preco do derivado.

Exemplo 1

A solucdo analitica da equacdo de Black-Scholes linear (1.1, onde r e o sdo ambas
constantes e satisfazem a condicdo (3.1)), é dada pela férmula da solucdo (3.25)) e a sua
derivada ([3.26). Conhecer a solucgo explicita exata permitiu-nos calcular o erro exato
das aproximacdes. Simulamos a Equacdo (L.1)), usando os pardmetros r = 0.1, o = 0.2,
b=1 K=04,T=1 e uy(r) = max{zx — 0.4,0}.

Na Figura [4.1} é estudado o erro para £, onde considerdmos um valor fixo h = 0.01,
§ = 0.001 e diferentes valores de ¢ = 1073, 107%, 107%, 107°, 10~", 10~8. Para cada
valor de ¢, calculdmos o erro na norma L?(0,b) e coletamos os resultados no grafico
apresentado. A partir do grafico, podemos concluir que a ordem de convergéncia é 1,
tanto para a solucdo quanto para a derivada, que estd de acordo ao que provamos no
teorema.
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-1.5 A
-1
Delta Grock —%— Delta Greek
—%— Delta Gree 4 =
—<— Valor da Opgéo f 2+ Valqr da Opgao
27 doclive 1 I B ECECES declive 2
eclive ¢

log(error)
&

g 7 6 5 4 3 -2 -1.8 16 -14 12 -1
) ) ) ) i ) log(h

log(c) g(h)
Figura 4.2: Analise de convergéncia para h com

Figura 4.1: Analise de convergéncia para €. P

Na Figura e é estudado o erro para h, em que consideramos um valor fixo
0 = 0.001 e valores diferentes de h = 0.1, 0.06667, 0.05, 0.04, 0.033, 0.025, 0.015385,
0.0125,0.01. Para cada valor de h, calculamos o erro na norma L?(0,b) e coletdmos os
resultados no grafico apresentado. A partir do grafico, podemos concluir que a ordem
de convergéncia é 2 para polinémios de grau 1 e, se usarmos polinémios de grau 2, a
ordem de convergéncia é 3 para a derivada e 4 para a solucdo. Suspeitamos que essa
diferenca de comportamento se deve a férmula do erro de Newton-Cotes.

-6
—%— Delta Greek
3| |—<—Valor da Opgéo —*— Delta Greek i
------ declive 3 —— Valqr da Opgéo
- declive 4 650 declive 2 P
e -
= 77
o
8
g
= -75
8t
9 . . . . . | |
2 18 -16 -14 12 A -8.5
-2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2

log(h) l0g(8)

Figura 4.3: Analise de convergéncia para h com

b — 9 Figura 4.4: Analise de convergéncia para 6.

Para §, ndo foi possivel calcular a ordem de convergéncia, porque no Teorema ha
uma condicdo em §. Portanto, se fixarmos ¢ e h e simularmos valores pequenos para 9,
o unico erro que obtemos é o erro de h. No entanto, para a solucdo, observamos uma
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convergéncia de ordem 2 (Figura [4.4). Consideramos um valor fixo 2 = 0.01 e valores
diferentes de § = 0.0625, 0.05, 0.04, 0.031766, 0.025,0.02,0.012576, 0.01.

Exemplo 2

Neste exemplo, simuldamos a equacdo ndo linear para diferentes valores de ”a” com
a opcdo de compra europeia. Representamos a solucdo e a derivada da equacdo de
Black-Scholes n&o linear, usando polinémios de Lagrange de grau 2.
Os parametros usados sdo r = 0.1, 0 = 0.2, ¢ = 0.05, a*> = 0,0.13,0.25,0.35 e 0.75,
b=1 K=04,T =1 e uy(r) =max{z —04,0}.

O grafico mostra a diferenca entre o preco linear e o ndo linear, com valores diferen-

09l |77 Play off 009l |7 ng off
Linear Linear
08} |—©—a%*0.13 0.08 |—©—a%0.13
—<—a%=0.25 —<—a?=0.25
0.77 | ——a2=035 0.07 [ |—%—42-0.35
06} a’=0.75 006 | a®=0.75
)
¥ 0.05
>
0.04
0.03
0.02
0.01
0 - : : 0 : £ :
0.3 0.35 04 0.45 0.5 0.3 0.35 04 0.45 0.5
S S

Figura 4.5: Derivada para diferentes valores de a. Figura 4.6: Solucdo para diferentes valores de a.

tes de 7a”. A diferenca aumenta & medida que ”"a” aumenta. Como esperado, para o

modelo de custo de transacdo apresentado aqui, os valores da solucio e da derivada sdo
mais altos em relacdo ao modelo linear.
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Capitulo 5

Equacao de Black-Scholes nao linear

Neste capitulo, vamos estudar a equacio geral de Black-Scholes n&o linear, para opcées
europeias e americanas, tendo em conta os modelos de custos de transacdo apresen-
tados no Capitulo 8] Na discretizacdo no espaco utiliza-se o método elementos finitos
com polinémios de Hermite e na discretizacdo no tempo o método de Crank-Nicolson.
Tivemos que impor algumas condicdes artificiais no problema em questdo de modo a
definir completamente os polindmios de Hermite. A aproximacdo da posicdo da fron-
teira da equac3o é calculada simultaneamente com a solucdo do problema, isto para o
caso das op¢des americanas. No final, sdo apresentados alguns resultados numéricos da
implementacdo do método em Matlab.

5.1 Opcoes europeias

Uma vez que o dominio espacial de S é infinito, vamos trunca-lo num valor b suficien-
temente grande.

Fazendo a mudanca de varidvel u(z,t) = V(S,T — 7) em (3.15)) com 0% = 52 obtemos
entdo o problema

1
U = §$262(x,t,um)uxﬁ(r—q)xux—ru—i—f, para 0<z<b, 0<t<T. (51)

Sob as condicdes iniciais e de fronteira

u(z,0) = up(x), 0<z<b,

e A L O A -

onde g1(t), g2(t), g3(t), ga(t) e uo(x) sdo fungdes limitadas reais conhecidas. Observe-se
que (5.1)) - (5.2)) € um modelo geral que inclui o problema em estudo.

u(z,0) = max{K — 2,0} ou wu(z,0)=max{zr — K,0}

por B3)  (E3).

Para uma opcdo de compra, a condicdo é satisfeita, considerando ¢;(t) = 0.
Para b suficientemente grande as condicdes, e podem ser aproximadas por
g(t) =b—Ke™™ e gu(t) = 1.

Como necessitamos outra condico, motivada pelo comportamento da solucdo para a
equacdo linear, consideramos g3(t) =

Para uma opgdo de venda, (3.6)), - 3.8) implicam que ¢,(t) = Ke™, g»(t) = 0,
g3(t) = —1e gu(t) = 0.
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Multiplicando (5.1)) pela funcdo teste w e integrando em ]0,b[, obtemos

b b
/utwdx:/
0 0

Como 52 depende de u,,, a integracdo por partes ndo nos ajuda. Para que a relacdo
(5.3) faca sentido, devemos ter u, u;, u, e u,, € L*(0,0), ou seja, u deve estar em
C*(0,0), para t €]0,T]. De acordo com as condicdes em (§5.2)), escolhemos o espaco da
solucdo

l\DIH

b b
5a? umwdx—i-/r—qxumwdx—/ruwdx—k/fwdx (5.3)
0 0

Vo= {u, up, Ug, Uy € L2(0,0) : u(0,t) = ( ) u(b, t) = ga(t), u,(0,t) =
gS(t)aux<b7 t) = 94( ) [ ]}

e para o espaco das funcdes teste

Vo = {w, we, wee € L*(0,0) : w(0) = w(b) = w,(0) = wx(b) = 0},
Observacdo 5.1. Para os opcdes europeias a funcdo f = 0 e o parametro ¢ = 0, por
causa de suas caracteristicas.

5.1.1 Discretizacdo no espaco

Considerando a discretizacdo 0 = zyp < 1 < - -+ < X411 = b de [0, b], com espacamento
h. Como precisamos de uma solucdo em C*, definimos para cada né z;, dois polinémios
de interpolacdo de Hermite, ¢;(x) e 1;(x). Os polinémios de interpolacdo de Hermite
tém suporte [z;_1, x;11], e sdo definidos por

@ [2E) =85 L v )
o {2%3—3(%) HLo el

(x—x;)> _ (x—x;)>

h? h

h2 h 1) i—1y L

- (Z’ - xi)a ZAES [xiami-&-l]'
Os polinémios de Hermite satisfazem as seguintes propriedades de interpolacio:

1, 2=3 ,
.’L‘Z = > le :O’
(10]( ) {0’ Y QDJ( )

1, i=j ..
i\ Ly = O, ,-IEZ‘ = ’ ,i, :O,,m+1

e, portanto, satisfazem as condicdes de continuidade necessarias .

Sejam T'>0eH = (vo, 1, , Pm+1, Yo, U1, -+, ¥Ym11) O Sub espaco vetorial gerado
pelos 2m + 2 elementos da base de Hermite. Se considerarmos o espaco da solucdo
aproximada

= {um(z,t) € M :upn(0,8) = g1(t), un(b,t) = g2(t),
( m)x(()?t) - g3< )7 ( m)x(ba t) ( ) vt € [O,T]} cV.
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e o espaco das funcdes teste

Vo = {wm(z) € H : wn(0) = wn(b) = (Wn)2(0) = (wn).(b) = 0} C Vo

Uma funcdo u,, € V,, é dita uma solugcdo aproximada de (5.1)) se, para todo ¢ €]0, T,
satisfizer

b b b
1
/(um)twm dx — / 552x2(um)mwm dx — /(T — Q) x(Up,) x Wy, d
0 0 0
b
—I—/rumwm dx = /fwm dz, Y, € Vom. (5.4)
0

Todas as funcdes w,, € Vi,, podem ser escritas como

e todas as funcdes u,, € V,, podem ser escritas como

um(z,t) = po()g1(t) + tho(z Z t) + i(x)ui(t)
+omi1(2)g2(t) + Pmia ()9 () (5.6)



Aproximacdao Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

Substituindo (5.5)) e (5.6) na equacao e simplificando as expressdes, temos

0
N

b

/%H%Umﬁw+/%ﬁwﬂm(m+/% oi()gh (1) d
+/bwo(fc)wi(w)gé(t) dx+;/b<pz(fc)soj t) dx + y /b%
+ij@@mmwwm+ijm o)y wi%ﬂ da

b

+ [ ern@u@g 0 e+ [ bon@egi M+/%m Vo)1) dr
b
+ [ 505t )@@ O de 4 [ 556 0t ) (0 0)1 (1)

225 (2, t, (Um)ew )5 (2) 0195 (t) dv

+
DN | —

220, 1, (U )aa)P5 (2)20(2) g3 (t) dx

+
N |

o\@ o\@ o\@ o\c‘

3

[

+
8
Qe

(@1, (um)ao)i(2) ] (2)u;(t) do

<.
3 I
—_
N =

8
[\
Qe

2(% t (um)m)%(x)w;/(x)uj (t) dx

+
N —

<.
Il
—

3

_|_

225, t, (U )za) i ()5 ()05 (t) dx

<.
Il
—
DO | =

3

225 (w, b, (U)o )i ()05 () (t)v;(t) d

+
N | —

o\@ o\w o\@ o\@

.
Il
—

S
[\
S

2($7 2 (um)xx)SO;:-H (2)pi(7)g2(t) dx

+
DN | —

8
[\
Qe

2(%, t? (Um)m)@;iﬂ (37)%(56)92 (t) dx

+
N | =

o\w o\@ o\v o\@

+ [ 38wt ()l (@i()gu(8) d
4 [ 3825 @t () )00 d
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+ [ (r = Qre(x)pi()gi(t) de + [ (r — q)wpp(x)i(x)gi(t) do

+ | (r = @a(@)pi(w)gs(t) de + [ (r — q)ato(x)i(z)gs(t) do

S O —_
o\@ o\@

b
n

(r — @) (z)pi(w)u;(t) do + ) /(7‘ — @) (u, 2)¢;(2)i(v)uy(t) do

j=1 0

3

<
I
—-
o o
S8 S5

+

b
n

(r — @)zt (x)pi(x)v;(t) da + > /(7‘ — q)z () (x)v;(t) da

Jj=1 0

3

+

1

<.
I

(r — Qw1 (2)pi(2)g2(t) dz + [ (r — @)y, (2)i(2) g2 () da

(r = Qa1 (2)pi(2)ga(t) do + [ (r — @)ty (2)¢i(2)ga(t) d

S S Y— _

=S [rataes 0= [ ratea i
=S [rotaes@le e =3 [ roens el o) de

- / ren i1 (€)pi(2)g2(t) de = [ ron 1 (2)ihi(2)g2(t) da

/
/

b
- / P (2)0i(@)ga(t) dz — | P (@i (2)ga(t) d

Z/bf%(if) d93+/bf¢i(93) dz. (5.7)

Desta feita, a partir de (5.7)), obtemos um sistema de equacdes diferenciais ordinarias
que pode ser escrito na forma matricial:

MU'(t) = A(U))U(t) + BU(t) + CU(t) + F(t) + D(t) (5.8)
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com a incégnita

As matrizes sdo dadas por:

M, M,y
M —
i ar ]
b
M1(i7j) = /%‘@jdx
0
b
M(i,j) = / ity da
0

b
Ms(i,j) = [ iy do
/

T A A
=5 4]
b
1
Al(zvj) = /§$2 2 Um)m)% 90] dx

—_

As(ij) = / L0262, , () o) i 0! d

o
(N

S
—

As(i,j) = /—x 7% (2, t, (Um)aa) Vs @) da

[\)

Ay(iyg) = /%1:2 52 (z, t, Um)xx)¢z¢// dz.
Com
(Um)aw = ()1 (t) + Y5 (x +Z¢ t) + 0 (2)ui(t)
+m1(2)ga(t) + by, i1 (@) 4(15), (5.9)
B, B,
=15 b
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Bi(i,j) = [(r—qwpi¢)de

By(i,j) = [ (r—qzpi¢) da
By(i,j) = [(r—qaiy; da

Bu(i,j) = (r — @)z do

o\@ o\@ o\@ o\@

=
I
—
—~
5
U
5]

5
I
—
—
&
U
S

Dy (i) =

—M(i,0)g1(t) — Mi(i,n + 1)g5(t) — Ma(i,0)g5(t) — Ma(i,n + 1)g;(t)
0)g1(t) + Ar(i,n + 1)ga(t) + Aa(i,0)g3(t) + Aa(i,n + 1)ga(t)

+B1(1,0)g1(t) + B1(i,n + 1)g2(t) + Ba(i,0)g3(t) + Ba(i,n + 1)g4(t)

0)g1(t) + C1(i,n + 1)go(t) + Ca(i,0)g3(t) + Co(i,n + 1)ga(t)

Dy (1) =

—Mj (3,0)g, (t) — My (3,1 + 1)g5(t) — Ma(i,0)g5(t) — My(i,n +1)gj(t)
+A3(i,0)g1(t) + As(i,n + 1)ga(t) + Aa(i,0)g3(t) + As(i,n + 1)gy(t)
+B3(i,0)g1(t) + Ba(i,n + 1)ga(t) + Ba(4,0)g3(t) + Ba(i,n + 1)ga(?)
+C3 (i,0)g1(t) + C5 (i,n 4 1)ga(t) + C(i,0)gs(t) + Ca(i,n + 1)ga(t)

\_/\_/

Em geral, a solugdo U(t) ndo é explicitamente conhecida para todo ¢ > 0, portanto, é
necessario usar um método numérico para se obter a solucdo aproximada.
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5.1.2 Discretizacdo no tempo

Consideremos a particdo 0 =ty < t; < --- <ty =T, com o passo 9, de [0,T]. Pelo
método de Crank-Nicolson, avaliando 1) emt, % e usando as aproximacdes

1
2

U (t 1) ~ Ultns1) —U(tn) [+ _ ()
n+§ ~

4] 4]

Ultp) +U(t,) U0 )
v (t"+%> ~ 2 2 ’

obtemos

(2M + 6 (AP 4 g4 ) Ut = (2M — 5 (AT 4 B4 0))U™
+ 26 /D) L o5 Dt/ -y —0,1,--- N — 1. (5.10)

A fim de se resolver o sistema de equagdes algébricas (5.10]), propomos o método do
ponto fixo:

(n+1/2) (n+1)
(2M ) (A(k) + B+ 0)) Ui
= (2m -5 (A + B+ C)) Ut
(n+1/2) (n+1/2)

ety _ o)

(0) ; n:071,27...’N_1 k:0,1,27....

5.1.3 Resultados numéricos

Primeiro, validamos o cédigo, simulando a equacdo linear e calculando o erro, em se-
guida, comparamos as solucdes da equacdo n3o linear obtida com as diferentes volatili-
dades modificadas.

Exemplo 1

Para calcularmos o valor da opcdo de compra e venda, vamos considerar

a solucdo dada pela féormula (3.34) e sua derivada (3.35)).

Simulamos a equacdo comr=010=02 MAX=25 A=1 b=1 T =
1, 91(t) = 0, gz(t) — 6(0.570.415), gg(t) = 0, g4(t) — 5e(0:5-0.4%) e uO(x) —
DI(2)+0.5

Na Figura 5.1} a imagem da esquerda mostra o erro de h, com & = 0.0001 e os valores
variaveis de h = 0.333,0.170, 0.1, 0.056, 0.032,0.018. Na imagem a direita temos o erro
de 4, considerando h = 0.001 e os valores variaveis 6 = 0.1,0.01, 0.001.

Observamos que as ordens de convergéncia s3o 6timas, ou seja, O(h*) para a solucio,
O(h?) para a derivada e O(6?) para a solucdo e a derivada.
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0 -2
Valor da opgéo —<}— Valor da opgéo
-1 —<}— Delta Greek 3 Delta Greek
declive=4 N N B declive=2
20 | declive=3 :

Iogm(error)
S
log, ,(erro)

-2 -1.5 -1 -0.5 0 -3 -2.5 -2 -1.5 -1
log,(h) log,4(9)

Figura 5.1: Analise da convergéncia para h e para §

Exemplo 2

Neste exemplo, vamos considerar a solucdo analitica da equacdo de Black-Scholes li-
near (L.I), onde 7 e o sdo ambas constantes e satisfazem a condicdo (3.1)), que é dada
pela férmula e a sua derivada por (3.26). Simulamos a equagdo (1.1]), usando
os pardmetros T' =1, r = 0.1, 0 = 02, b =1, K = 04, T =1, ¢1(t) = 0,
go(t) =1 —0.4e™, g3(t) =0, ga(t) = 1 e up(z) = max{zx — 0.4,0}.

Na Figura [5.2] apresentamos a solucio obtida com h = 0.01 e 6 = 0.001, em alguns
instantes, podemos observar que o comportamento é semelhante ao comportamento da
solucdo exata.

Na Figura [5.3| é estudada a convergéncia para h, onde consideramos um valor fixo
0 = 0.001 e valores diferentes para h = 0.1,0.01,0.001. Para cada valor de h, calcu-
lamos o erro, tendo em conta a norma em L?(0,b) e representamos os resultados no
grafico apresentado.

-2 | —©— Valor da opgéo
, —<}— Delta Greek
Solugdo obtida )
———payoff | e declive=2
08 -3
06 /// 4y o
Yy Yy vy o
Yoy vyl E 4
= b )
o 04 S YV <L
= F AL LSS i =)
Py 7 74 4 =
y YE S o
0.2 & a & 7 & s
O - .
; P o -5
v I & 4 24
S E A
Ty
0 A // Y ‘4
1 - o i 4
L
= 4 1 -6
- v
05 < 0 8
0.4
0.2
t 0 0 s 7
-3 -2.5 -2 -1.5 -1
Figura 5.2: Solu¢3o obtida. log, ,(h)

Figura 5.3: Analise da convergéncia para h.

A partir do grafico, podemos concluir que a convergéncia é apenas de ordem 2. Suspei-
tamos que esse comportamento se deve ao facto de a solucdo ndo ser regular, pois no
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Exemplo 1 a ordem da convergéncia é 4.
Exemplo 3

Para compararmos o comportamento da solucdo para os diferentes modelos apresen-
tados, simulamos a equacdo para cada modelo numa opcdo de compra europeia.
Na Figura 5.4, representamos a solu¢do e a primeira derivada da equacdo de Black-
Scholes n3o linear para os diferentes modelos de custo de transacdo em t = 0. Os
parametros utilizados sdo r = 0.2, o = 0.2, Le = 0.6, M = 30, C = 0.01,
=04, K=04, T=1 h=01 6=0001, ¢(t)=0, g¢t)=1-04e",
93(t) =0, gs(t) =1, wo(x) =max{x —0.4,0}e f=0.

0.1

Pay off

0.08 [ |——Leland
Barles and Soner
*— Kratka

0.06

V(S,0)

0.04

0.02

Barles and Soner
—*— Kratka

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.5 0.6

Figura 5.4: Solucdo (a esquerda) e sua derivada (a direita) para equacdo de Black-Scholes n3o-linear com
diferentes custos de transacdo para uma opg¢do de compra europeia.

Exemplo 4

Finalmente, simulamos a equacio para cada modelo para uma opcdo de venda
europeia. Em cada imagem da Figura[5.5] representamos a solucio e também a primeira
derivada da equa¢do de Black-Scholes n3o linear para os diferentes modelos de custos
de transacdo. Os parametros utilizados sdo r = 0.2, o =0.2, Le=0.6, M = 30,
C=00l, a2=04, K=04, T=1 h=01 &=0.001, g(t)=04e"—1,
g2(t) =0, gs3(t) =—1, ga(t) =0, wp(xr)=max{0.4—2,0}e f=0.

0.1

Pay off Pay off /"
"""" Linear ------Linear
0.08 | —6—Leland 0.2 |—o—Leland -
Barles and Soner Barles and Soner | 42
\ Kratka Kratka
006 N ~ 04f P
o S ¢
2 o,
>
0.04 ~ o6t v
/8
0.02} 081 /
~SE (/"/
) A = . . \ ,
0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
S S

Figura 5.5: Solucdo (a esquerda) e sua derivada (a direita) para equacio de Black-Scholes n3o-linear com
diferentes custos de transacdo para uma opg¢do de venda europeia.
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Os graficos mostram que a diferenca entre os varios modelos de custo de transacio
ndo é significativa. Neste caso, com os pardmetros utilizados, o modelo de Leland
fornece o preco mais alto, seguido pelo modelo de Barles e Soner, e 0 modelo de Kratka,
finalmente, o0 modelo linear com volatilidade constante, sem custos de transacdo. Uma
analise desde a data inicial até & data de vencimento permite concluir que a diferenca
entre os varios modelos diminui @ medida que se aproximam da data de vencimento.
Esta € uma consequéncia esperada da necessidade cada vez menor de ajuste do portfélio
e, portanto, menores custos de transacdo mais proximos da data de vencimento. A
diferenca € maior no inicio do ano, onde o preco n3o linear & maior do que o preco linear.

5.2 Opcoes americanas

A principal diferenca entre as opcdes europeias e americanas é a existéncia de uma
fronteira livre. Vamos seguir Jashmidian [34] e Kholodnyi [37], e utilizar as condigBes

(3.14) e (3.21)) para localizar a fronteira.

Consideremos agora o problema ([5.1)) com;

<
f= 0 ’x_Sf, Sy =inf{x : u,(zr,t) =1}
gr —rK x> S5y

up(z) = max{x — K,0}, ¢1(t) = 0, g2(t) = b— K, g3(t) = 0, ga(t) = 1 e
Sr(0) = max{K, %} para a opcdo de compra.

0 ,ZE>Sf
- P S = - Uy at =—1
/ {TK_W R

up(r) = max{K — 2,0}, g1(t) = K, ¢2(t) = 0,93(t) = —1, ga(t) = 0 e Sf(0) =
min{ K, %} para uma opcao de venda.

Portanto, os espacos de funcdes teste sdo os mesmos para o caso das opcdes europeias,
o que significa que os procedimentos sdo os mesmos. A (nica diferenca significativa é o
tratamento da fronteira livre.

5.2.1 Discretizacdo no espaco

S¢(t) = min{z : (up(z,1)), =1}

para op¢do de compra, e
S¢(t) = max{z : (up(z,t)), = —1}

para opc¢do de venda.

As funcdes w,, € Vj,, podem ser escritas como e e as funcdes u,, € V,, podem
ser escritas como ([5.6).

Substituindo e na equacdo (5.4) e simplificando as expressdes, temos ((5.7)).
Desta feita, a partir de (5.7)), obtemos um sistema de equac@es diferenciais ordinarias

53

com a incégnita
U(t) = [ug, ..., U, V1, .o U]
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A posicdo aproximada da fronteira é obtida por

Se(t) = iz&gl&ﬂ{@ cu(t) =1}

para opcdo de compra e

Se(t) = max {x;:v(t)=—-1
f( ) i:0,~~-,m+1{ i Z( ) }
para opcdo de venda.

As matrizes s3o as obtidas anteriormente.

5.2.2 Discretizacdo no tempo

Consideremos a particdo 0 =ty < t; < --- <ty =T, com o passo ¢, de [0,7T]. pelo
método de Crank-Nicolson, avaliando 1) emt, % e usando as aproximacdes

1
2

, Ultyn) — U(t,) UG — g
U (tusy) 5 — T

2

_U(ta) +UR,) UMD U™
U (tn+l> ~ 2 - 2 9

obtemos

(2M + 6 (A"HYD L B oYUt = oM — 5§ (A2 4 B+ C)U™W
+ 26 F 2 L ospHL/D) -y =0 1,... N — 1. (5.11)

Para os céalculos de F' usaremos

f ( . ) 0 x < (Sf)(n+1/2)
Tylpyl ) = )
T2 qr —rK x> (S;)nt/2)

() _ )
(Sf) i:0T17%+1{$z . (Uz)n—H 1}

para opcdo de compra e

[ s
) Yn+45 TK —qz . S (Sf)(n+1/2) ’

(n+1) _ (s - _
(S¢) i:({?i};ﬂ{xl (Vi)n1 1}

para opg¢do de venda. Em (5.11]) usamos as aproximacdes

U+l) 4 pyn)

(Sp)™ 4 (Sp)n+h)
5 .

2

A(n+1/2) ~ A (x7tn+1/27 ) e (Sf>(n+1/2) ~

Entdo, paracadan =0,1,--- , N —1, temos que resolver o sistema algébrico n3o linear
(5.10) e assim determinar a solucdo u(x,t) em tempos discretos t,,,1 = (n + 1)0.
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A fim de se resolver o sistema de equagdes algébricas (5.11]), propomos o método do
ponto fixo:

(mw+6<A$f”*+B+(ﬁ)Uﬁﬁf
— (2M =6 (AP + B+ C) ) U
+26F 3P + 26D

(Sf)(n+1 _ (2:: ( L) (n+1) _ —1} ou (S, = max {2 (v)(n—i-l) — 1)

(k+1) = m+1 (k1) 0 met1 (k)

%ﬁ”:UW% n=0,1,2....N—1 k=0,1,2,....
Ressaltamos que a aproximac3o da fronteira obtida por este método é uma funcdo em
escada, devido a discretizacdo no espaco. Para uma melhor aproximacdo, consideramos
uma interpolacdo linear. Por exemplo, no caso de uma opcio de compra, o valor da
fronteira obtido pelo algoritmo & sempre o limite inferior ao valor verdadeiro e, para
venda, o valor obtido pelo algoritmo & sempre o limite superior do valor verdadeiro,
portanto, consideramos apenas na interpolacdo aos instantes em que ocorre o salto (ver

figuras eb.9).

5.2.3 Resultados numéricos

Primeiro simulamos a equacdo linear de Black-Scholes linear e comparamos o método
atual com outros métodos conhecidos e também comparamos a posicdo da fronteira
livre obtida com a solucdo assintética conhecida (cf. [3], [67]). Em seguida, estudamos
a influéncia dos pardmetros em cada modelo no tempo 6timo de exercicio. Por fim,
comparamos a posicdo da fronteira livre em todos os modelos de custos de transacio
considerados.
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Exemplo 1

Neste exemplo, consideramos uma opcdo de compra com os pardmetros r = 0.1,0 =
0.2,b = 30,q = 0.05,T7 = 1,h = 0.03,6 = 2.5¢ — 5, g1(t) = 0, ga(t) = 20, gs(t) =
0,94(t) = 1 e up(x) = max{x — 10,0}. Na Figura representamos (3 esquerda) a
solugdo obtida e (a3 direita) a derivada em momentos diferentes (linha azul). A posicdo
da fronteira livre é representada pela linha vermelha. Podemos ver na figura a direita
que a derivada é inferior a 1 antes da fronteira e igual a 1 apés a fronteira.

- Fronteira
Valor da Opgéo

204 L7 Pay off
15
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ 1
/l:\ —
n 10 &
> ® 05
n
5 4 >
0 A
0 AL AN / i Fronteira
1 LA 30 1 Delta Greek
AL 20 - pay off
0.5 10 U5

0 O s
Figura 5.6: Solucdo obtida (3 esquerda) e a derivada (3 direita) para equacdo de Black-Scholes linear, para

opcdes de compra

Na Figura representamos a posicdo no tempo da fronteira livre para o caso linear.
A linha azul sélida representa a posicdo obtida, a posicdo assintética é representada por
uma linha preta pontilhada e a interpolac3o linear, em cada elemento finito, da posicio
da fronteira livre & representada por uma linha tracejada vermelha.
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217
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Figura 5.7: Posicdo da fronteira livre para o caso linear, para opcdo de compra.
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Exemplo 2

Neste exemplo, consideramos uma opcdo de compra com os pardmetros r = 0.1,0 =
0.3, b= 3,(] = O,T = 1, h = 0003,5 = 10_37gl(t) = 3,92(75) = 0,g3<t> = —1,94(t) =
0 e up(z) = max{x —1,0}. Na Figura|5.8|representamos (a esquerda) a solucdo obtida
e (a direita) a derivada em momentos diferentes (linha azul). A posicdo da fronteira livre
é representada pela linha vermelha. Podemos ver na imagem a direita que a derivada é
igual a —1 antes da fronteira e superior a —1 ap6s a fronteira.

fronteira
valor da opgao

Vg(S.7)

fronteira
valor de delta

Figura 5.8: Solucdo obtida (a esquerda) e a derivada (3 direita) para equacdo de Black-Scholes linear, para
op¢bes de venda.

Na Figura representamos a posicdo no tempo da fronteira livre para o caso linear.
A linha azul sélida representa a posicdo obtida e a interpolacdo linear da posicdo da
fronteira livre é representada por uma linha sélida vermelha.

93



Aproximacdao Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

fronteira
0.95 | interpolacao

097
(DH—
0.85¢
0.8
0.75

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T

Figura 5.9: Posicdo da fronteira livre para o caso linear, para opcio de venda.

Exemplo 3

Neste exemplo, consideramos uma op¢do de venda em que o preco de exercicio é
K = 100, a taxa de juros livre de risco é r = 0.1, a volatilidade é 30% (o = 0.3)
por ano e o tempo para expiracdo é 7' = 1 ano. Com este exemplo, pretendemos
comparar a precisdo do método apresentado com outros métodos conhecidos, nomeada-
mente, o método binomial com 100 passos (MB-100) de Cox, Ross e Rubinstein [19]
(implementado em Matlab na funcio binprice), o método das diferencas finitas de fixa-
cdo da fronteira MDFFF de Lixin Wu e Yue-Kuen Kwok [58] e o método das diferencas
finitas MDF de Seydel [50]. Como os valores exatos das opcdes sdo desconhecidos,
usamos o método binomial com um grande niimero de passos para encontrar os valores
das opg¢des. Os resultados do método binomial com um grande niimero de passos sdo
considerados muito precisos.

O erro é calculado por

n

n - _V.)2

onde Y; é a solucdo exata, Y; é a solucdo aproximada e n é o nimero total de valores
da opcdo obtidos. A solucdo "exata" necessaria é obtida pelo método binomial com
1000 passos no tempo (MB-1000) . Na Tabela 5.1} apresentamos alguns resultados
obtidos com os diferentes métodos. Os pardmetros numéricos sdo h = 0.01 e § = 0.001
para elementos finitos, h = 0.045 e M = 107 para o método de fixacdo da fronteira,
m = n = 100 para o método das diferencas finitas com 100 passos e para o método
binomial.
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S MB-1000 | MB-100 | MDF | MDFFF Delta MEF Delta
77 23.0131 23.0000 | 23.0156 | 23.0128 -0.9718 | 23.0127 -0.9688
78 22.0615 22.0567 | 22.0593 | 22.0621 -0.9353 | 22.0622 -0.9932
79 21.1483 21.1442 | 21.1436 | 21.1469 -0.9001 | 21.1476 -0.8972
80 20.2687 20.2576 | 20.2628 | 20.2662 -0.8661 | 20.2675 -0.8632
85 16.3458 16.3412 | 16.3362 | 16.3396 -0.7133 | 16.3439 -0.7107
90 13.1216 13.1208 | 13.1103 | 13.1124 -0.5848 | 13.1193 -0.5828
95 10.4838 10.4798 | 10.4726 | 10.4733 -0.4769 | 10.4817 -0.4754
100 8.3366 8.3255 8.3275 8.3277  -0.3866 | 8.3365 -0.3855
105 6.5936 0.6108 6.5934 6.5936  -0.3116 | 6.6020 -0.3107
110 5.2077 5.2250 5.1997 5.2004  -0.2497 | 5.2077 -0.2490
115 4.0954 4.1034 4.0860 | 4.0872 -0.1990 | 4.0932 -0.1985
120 3.2001 3.1964 3.2008 3.2023  -0.1578 | 3.2068 -0.1575
RMSE 0.0094 0.0084 0.0071 0.0017

Tabela 5.1: Comparacdo da precisdo para opcdes de venda americanas

A tabela mostra claramente que o MEF é mais eficiente, em comparacdo com
os outros métodos. Com este exemplo, também analisamos a ordem de convergéncia
numérica. Primeiro, calculamos o RMSE entre o método dos elementos finitos MEF
e o método Binomial MB-1000 para diferentes valores de h = 0.20,0.100, 0.0500, 0.250
com um ¢ = 0.001 fixo. Em seguida, para cada valor de h, calculamos o erro na norma
RMSE.

Os resultados s3o apresentados na Figura [5.10, onde podemos ver que a convergéncia é
apenas de ordem 2.

a0 (RMSE)

Declive=2

351

log, ,(error)

-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6
log, o (h)

Figura 5.10: Analise da convergéncia para h.

Exemplo 4

Finalmente, simulamos a equa¢do n3o linear (5.1]), com os mesmos parametros do Exem-
plo 1, para os varios modelos de custo de transacdo estudados. Na Figura[5.11] a imagem
a esquerda mostra os resultados numéricos obtidos por simulacdo da equacdo ndo-linear
com & dada pelo modelo de Leland para véarios valores do nimero Le. Pode-se
observar que a posicdo avanca a medida que Le aumenta.
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Figura 5.11: Posicdo da fronteira livre Sf(t) para o modelo de Leland com varios nimeros de Le (a esquerda)
e para o modelo de Barles e Soner para varios valores de a (a direita).

Na imagem a direita, Figura [5.11} os resultados numéricos do modelo de Barles e Soner
sdo apresentados para varios valores de a. A diferenca entre os resultados para a =0 e
a = 0.01 & insignificante, e para a = 0.35, S¢(t) ndo é convexa.

Os resultados numéricos do modelo de Kratka sdo apresentados para varios valores de
M na imagem a esquerda, da Figura[5.12] A diferenca entre as posicdes fora do tempo
ideal de exercicio é muito pequena para esses valores de M.

235 2357
23 1 231
225 ¢ 225F
22 221
n 0"
21.5 21.5
Fronteira assintética
211 217 linear
------ Leland
20.5 ¢ 205t Barles Soner
------------ Kratka
20 20 L n n n
0 0.5 1 0 02 04 06 08 1
t t

Figura 5.12: Posicdo da fronteira livre S¢(t) para o modelo de Kratka com varios valores de M (3 esquerda) e
a posicdo da fronteira livre para os varios modelos de custos de transacdo estudados (a direita).

Na imagem a direita, Figura [5.12] coletamos as posicdes da fronteira livre para os
varios modelos de custo de transacdo estudados, com os pardmetros Le = 0.3,a =
0.35,M = 100. Como esperado, para todos os modelos de custo de transacdo, os
valores da fronteira livre sdo maiores em relacdo ao modelo linear. A solucdo V/(.S,0)
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e sua derivada Vg(S,0) na presenca de custos de transagcdo, com os pardmetros Le =
0.3,a = 0.35, M = 100, podem ser vistas na Figura [5.13] A maior diferenca ocorre no
modelo de Barles e Soner.

V(S,0)

157

101

Pay off

— Linear

e Leland

S Barles and Soner

10 15

20

25

Pay off

— Linear

D Leland

------ Barles and Soner
Kratka

5 10

15 20
S

Figura 5.13: Soluc3o e a derivada para os diferentes modelos estudados

25
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Capitulo 6

Conclusio e Trabalho Futuro

Neste trabalho estuda-se uma generalizacdo da equacdo de Black-Scholes n&o linear,
considerando custos de transacdo, onde a volatilidade & considerada uma funcéo linear
do Gama Greek Vgg

1
0=V, + 502 (1 + er(TiT)GQ;SQVAgs) 52V55 + (7” — q)SVS —rV, S>0,71 E]O,T[.

Visto que a equacdo é altamente n3o linear e na forma n3o divergente, optou-se por
considerar a equacdo Delta

Vsr + (%U2 (1 + GT(T_T)CL2S2VSS) SQVSS) +(r—q)SVss —qVs =0,
S
uma vez que apresenta melhores propriedades.
Foi feita a regularizacdo da equacdo Delta de Black-Scholes n3o linear para o modelo de
custo de transac3o.
Provou-se a existéncia de solucdo classica da equacdo regularizada e, usando o vanishing
viscosity method, mostrou-se que esta converge para a soluco viscosa do problema.
Discretizou-se o problema regularizado, utilizando o método de elementos finitos de La-
grange, com aproximacdo de grau arbitrario k, e o método de Crank-Nicolson no tempo.
As estimativas a priori aqui apresentadas foram utilizadas para provar analiticamente a
convergéncia e a ordem de convergéncia do problema regularizado, podendo também vir
a ser utilizada em trabalhos futuros.
Demonstrou-se que a ordem convergéncia da solucdo semidiscreta é de, pelo menos, h*
e que a ordem convergéncia da solucdo totalmente discreta é de, pelo menos, 62. A
solucdo do problema original foi calculada, recorrendo as férmulas de Newton-Cotes. Os
resultados numéricos obtidos estdo em conformidade com aos resultados esperados.
Por forma a comparar a eficiéncia do método apresentado, foi feito o estudo numérico
da equacdo de Black-Scholes na forma n3o divergente.

Para resolver o problema n3o linear na forma n3o divergente, num dominio com fronteiras
fixas para opcdes de compra e venda europeias, apresentou-se um método de elementos
finitos baseado em polindmios de Hermite de grau 3, para a discretizacdo no espaco, e o
método de Crank-Nicolson na discretizacdo no tempo. Os resultados numéricos obtidos
estdo de acordo com os resultados obtidos por outros métodos.

De uma forma geral, concluiu-se que a diferenca entre os resultados obtidos pelos dife-
rentes modelos de custo de transacdo ndo é significativa e diminui quanto mais préximo
o tempo estiver da data de vencimento. Constatou-se que a regularidade da solucdo
tem influéncia nos resultados encontrados. No caso da equacdo Delta foram consegui-
das ordens de convergéncia 3 e 4 para derivada e para a solucdo classica respetivamente,
utilizando polinémios de Lagrange de grau 2 na derivada e 3 na soluc3o.

Ao utilizar os polinémios de Hermite diretamente na equacdo de Black-Scholes conse-
guimos ordens de convergéncias idénticas, mas para uma solucdo mais regular. Para a
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solucdo classica que é menos regular apenas se obteve ordem 2, tanto para a derivada
como para a soluc3o.

Da analise do estudo, constatou-se que o método pode ser generalizado para o cal-
culo de opcBes americanas, acrescentou-se um termo de penalidade no segundo membro
e utilizou-se a condicdo da derivada para localizar a fronteira. Para o caso linear, os
resultados obtidos mostram que o método é eficiente no célculo do valor da opc¢do e na
detecdo da fronteira, em comparacdo com outros métodos existentes.

Deste modo, o estudo realizado é bastante geral, podendo ser aplicado a outros tipos
de opcdes e a outros modelos com custos de transacio.

Futuramente, pretende-se ainda fazer um estudo para melhorar as estimativas, na pers-
petiva de obter melhores ordens de convergéncia. Ainda se pretende estudar a utilizagdo
da equacdo Delta para simular opcdes americanas.
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Indice de Notacdes
Geral
— denota uma imersdo continua
—»<— denota uma imersdo compacta
— indica uma convergéncia
— denota uma convergéncia fraca
X denota uma convergéncia fraca estrela
lg]+ = maz{g,0} representa a parte positiva de ¢
gl = lim g¢(t)— lim g¢(¢) denota o salto de g em ¢,

t—stn t>tn t—rtn t<tn

esssup(u) = inf{ sup |u(z)|: Z C A,meas(Z) = 0}
€A z€A\Z

suppv = {x : v(z) # 0} é o suporte de v

p = Iﬁ é o conjugado de p > 1

lof =D oy para oo = (o, -+, 0y) € NP

sign(a) denota o sinal de a (sign(a) = 1), se a > 0 e sign(a) = —1, se a < 0).
Acrénicos

UBI Universidade da Beira Interior

FVEM Positivity-preseservin fitted finite volume element method

EDO Equacdo diferencial ordinaria

EDP Equacio diferencial parcial

EDE Equacio Diferencial estocastica

MEF Método dos elementos finitos

MDF Método das diferencas finitas

MDFFF Meétodo das diferencas finitas de fixacdo da fronteira

MB-1000 Método binomial com 1000 passos
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MB-100 Método binomial com 100 passos
qtp quase em toda parte
pqt para quase todo

Conjuntos

Q2| = meas(2) = medida de Lebesgue de ()

Tr={(v,y) eR*|z+y <1Az>0Ay>0|}éo tridngulo de referéncia
int(Q2) denota o interior de 2

Q) denota o fecho de

Qr = 2x]0,T]

@' denota um subconjunto arbitrario de Qr

[' = 09 denota a fronteira de (2

'y = 00x]0,T]

Q denota o espaco de probabilidade

Operadores

JF operador para as solucdes viscosas.

D%y denota a derivada fraca de ordem o de

d
. . Su: - .
divu = § 1 G- €0 divergente de u
1=

div(Vu) denota o divergente grandiente de u

Vu = (86—“, cee 88—“) denota o vetor gradiente de u
1 T4

d

2, .

Au= 3" Z* & o Laplaciano de u
=1 "

u; = % denota a derivada (fraca ou forte) de u em relagso a variavel temporal

alely

—=5—%— denota a derivada forte de ordem « de u
oSy

Lq T dbn
5u(a:,t) = —“(I’t”)*g(w’t”‘l) denota a derivada temporal discreta

IIsu denota a projecdo ortogonal de u sobre S

(f,u) aplicagdo do funcional de f a fun¢do u.

108



Aproximacdo Numérica de EDP’s Nao Lineares com Aplicacdes em Financas

Normas e Seminormas
|z| denota o médulo de z € R
|z|| denota a norma Euclidiana de = € R?
ull o) = ([ lu(z) ]pd:v)% para 1 < p < o0

||u]| Lo () = esssup |ul
xef)

1
p
[ullwer@) = (Z [ D%ull7, m) ,  paral <p<oo
|a|=0
fullwi iy = 5 esssup Dl
|er|=0
v
uhvios@ = [ 35 1Dl ) . paal<p<ooe0<j<k
|or|=j4

Julengos v = ma [u(t)

»
| Lo (absx) = <f llu(t)|% dt) < 00, para 1l < p < 0o

l|t]| Loo (a,p:x) = €8s sup [Ju(t)||x < oo
t€la,b]

||U||W’wabx (Z ”dtj HLP(abX>

1
p

Espacos de Func¢des
LP(Q) = {u: Q — R|u é mensuravel e [, Jul’ dz < oo}
L>*(Q) ={u: Q — R|u é mensuravel e esssup |u| < oo}
WhP(Q) ={u:Q—=R| D% € L,(Q),0 <a<k}
HH(Q) = Wh2(Q)
Wy () = C()
H(©) = WE2(0)
Ck(Q) = {u: Q — R|u & k-vezes continuamente diferenciavel}
Chr(Q) = {u: Q — R|lu € C*() e D*u & Holder continua com expoente 1}

C(Q) = {v € C>(Q)|suppv & um conjunto compacto}
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b
LP(a,b; X) = {u :]a,b[— X|u & mensuravel e [ |ul/% dt < o}
b
WHP(a,b; X) = {u € W*P(Q)|u é mensuravel e [ ||ul/% dt < o}

C*([a,b]; X) = {u : [a,b] = X|u é k-vezes continuamente diferenciavel}
W=52(Q) denota o espaco dual de Wy ()
D(Q) = G52 ()

Sy = {w € CY(Q)|wiz,, € um polinémio de grau k VT, € Ty}
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Indice

convergéncia

da solucdo viscosa,

dominada,

forte,

fraca, [9]

fraca estrela, [9]
corolario

de Brouwer,

definicdo
de conjunto limitado,
de apropriado,
de dual, [9]
de equacdo diferencial estocéastica,
de equacio diferencial ordinaria,
de equacio diferencial parcial,
de espaco de probabilidade,
de fronteira,
de integral estocastico de It6 ,

de martingale,
de movimento Browniano,

de processo estocastico, [17]

de solucdo viscosa,

de sucessio limitada,
desigualdade

de Cauchy,

de Holder,

de interpolacdo de Gagliardo-Nirenberg,

17

de Minkowski,

de Poincaré,

de Young,

triangular,

espaco
de Bochner,
de Sobolev,

Imersio

compacta, [13]
continua, [13]

método
Binomial,
Crank-Nicolson, [2]

das diferencas finitas,
das diferencas finitas de fixacdo da fron-
teira,

do ponto fixo,
dos elementos finitos, [2]

modelo de volatilidade

de Barles e Soner,

de Boyle e Vorst,

de Hodges e Neuberger,
de Kratka,

de Paras e Avellaneda,
de Leland,

opc¢oes

americanas, [89

de compra americanas,
de compra europeia,
de venda americanas,
de venda europeia,

europeias,

ordem de convergéncia, [76H78]

proposicdo

de Feynman-Kag,

equacdo inversa de Kolmogorov,
martingale constante,
movimento Browniano,

processo simples,

solucdo

forte,
fraca,

teorema

a propriedade de martingale,
avaliacdo do risco neutral,
de Banach-Alaoglu,

de Brouwer,

de Green,

de Gronwall,

de Nirenberg,

de Schauder,

do limite central,

lema de Fatou,

lema de It5,
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