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Para que um todo dividido em duas partes desiguais pareca belo do ponto

de vista da forma, deve apresentar a parte menor e a maior a mesma

relacao que entre esta e o todo.

Zeizing, 1855

A Geometria tem dois grandes tesouros; um € o torema de Pitdgoras; o
outro, a divisao de um segmento de recta na sua média e extrema razao.

O primeiro, podemos compard-lo com uma medida de ouro; ao sequndo,

podemos chamar-lhe uma pedra preciosa.

Kepler (1571-1630)
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Resumo

Sendo o Numero de Ouro, ¢, um dos mais enigmaticos nimeros conhecidos até
hoje, propoe-se este trabalho a desmitifica-lo um pouco. Comeca-se pela Historia:
como e onde apareceu o numero de Ouro e os varios nomes - tais como Fibonacci,
Luca Pacioli e Leonardo DaVinci - que em muito contribuiram para a sua divulgacao.
Faz-se ainda referéncia a uma férmula algébrica em como encontrar o ®.

Em seguida, discutem-se as aplicagoes, passadas e presentes, do Nimero de Ouro,
bem como as diversas areas onde o podemos encontrar. Estas vao da geometria,
pintura, arquitectura, passando pela musica e até mesmo pela natureza, embora
haja alguma controvérsia entre varios autores em relagao a ultima.

No capitulo final, apresentam-se algumas actividades que podem ser efectuadas
em contexto de sala de aula. Actividades essas que podem abranger alunos de
varios anos lectivos, desde do 5° ao 10° ano de escolaridade, assim como de varias
disciplinas, como por exemplo em Arte com a elaboracao de cartazes e anuncios

publicitarios.



Abstract

The Golden Number, ®, is perhaps one of the most enigmatic numbers known
to humankind; therefore it is the purpose of this dissertation to demystify it a
little. We start with History: how and where the Golden Number appeared and
the various names - such as Fibonacci, Luca Pacioli and Leonardo DaVinci - that
strongly contributed for its expansion. We refer as well to an algebraic formula to
find .

We, then, discuss the past and present applications of the Golden Number, as
well as the several areas where it can be found. These include geometry, painting,
architecture, music and even nature, although there is a lot of controversy amongst
authors regarding the latter. In the last chapter, we introduce some activities that
can be delivered in a classroom. These activities can be done by students from
different year groups, from 5" to 10" grade, and are also interdisciplinary. They
can be looked at in different subjects like, for example, in Art when designing posters

and adverts.
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Capitulo 1

Introducao

Em Matemadtica existem algumas constantes que, por diversas razoes, foram (e
sao) motivo de uma maior atencao quer por parte dos Matematicos quer por parte de
outros elementos da sociedade. Entre estas constantes, podemos referir o niimero T,
por vezes designado por constante de Arquimedes (287A.C.-212A.C.), que estabelece
a relagao entre o perimetro e a area de um circulo. No entanto, historicamente,
nem sempre foi assim. Sabe-se que esse numero irracional surgiu nos calculos dos
geometras ao longo do tempo como uma constante de proporcionalidade em pelo

menos 4 relagoes

Entre a circunferéncia de um circulo e seu diametro;

Entre a area de um circulo e o quadrado de seu diametro;

Entre a area de uma esfera e o quadrado de seu diametro;

Entre o volume de uma esfera e o cubo de seu diametro.

As primeiras referéncias escritas conhecidas sobre m apareceram na Babilénia por
volta do ano 2000AC. Desde entao, muitos matematicos tentaram obter melhores

(e algumas piores!) aproximagoes para 7, desde aproximagoes com algumas casas




décimais ou mesmo com alguns bilides de casas décimais (mediante a utilizacao de
computadores).

Uma das aproximacoes histéricas “mais exatas”do m, se é que uma aproximagao
pode ser exata, e, curiosamente também umas das mais antigas, foi usada pelo
matematico chinés Zu Chongzhi (Sec. 450DC), que considerava o 7 como “algo”entre
3.1415926 e 3.1415927. A pior aproximacao data de 1897DC no estado de Indiana,
Estados Unidos, quando se apresentou uma proposta de lei em que se decretava que
o valor de m seria 4. Felizmente, nao foi aprovadal

O numero 7 pode ser apresentado também como a solucao do Problema de
Basileia, proposto pela primeira vez por Pietro Mengoli e resolvido por Leonhard
Euler em 1735 que consiste em encontrar a soma dos inversos dos quadrados dos

ntmeros naturais!, isto é,

Leibniz em 1682, provou que:

i ” _l+1_1+... (12)
n+1 3 5 7 '

n=0

Aproximagoes para este numero foram utilizadas pelos Gregos e pelos Egipcios
que, de entre outras coisas, ja tinham a necessidade de calcular volumes.
Uma outra constante muito importante mas menos conhecida é a constante de

Nepper, representada por e. O nimero de Nepper é o limite da sucessao,

_ (1+%)n, n>0. (1.3)

O numero de Nepper tem muitas aplicacoes que vao desde a teoria das probabil-

idades até a teoria das equacoes diferencias.

(o]
1 : : 2 2 6
Em rigor, devemos referir-nos a 7° uma vez que 7° = E —.

2
n
n=1




Uma curiosidade acerca deste niimero ¢ que relaciona o nimero 7, a unidade
imagindria, 4, onde i = —1, com o 1 (o “gerador de todos os niimeros”) e o niimero

0 (o “nada”), através da férmula:

e +1=0. (1.4)

Convém, ainda a titulo de curiosidade, mencionar a constante de Gelfand,

=) Z—T (1.5)

n=0

Neste trabalho vamos apresentar algumas curiosidades de resultados sobre um
nimero ainda nao mencionado: o chamado ntimero de Ouro.

A importancia deste nimero é devida ao facto de que tem muitas aplicacoes,
algumas das quais nos passam desapercebidas no dia a dia. Estas aplicagoes vao
desde a Geometria, Analise, Biologia, Estética, ...Mais, permite uma abordagem
interdisciplinar.

A titulo de exemplo, podemos colocar as seguintes questoes:

e 0 que tera em comum o quadro pintado por Leonardo Da Vinci, a Mona Lisa

com o Nautilus pompilius, molusco marinho?

e Podemos estabelecer alguma relacao entre as proporcoes do corpo humano e a

disposicao das sementes numa flor de girassol?

e Por que esse numero é tao apreciado por artistas, arquitetos, projetistas e

musicos?

Estas questoes vao ser respondidas nos capitulos seguintes. Neste trabalho vamos
apresentar algumas propriedades, curiosidades e criticas a este nimero. Vamos
também apresentar como este nimero é (ou poderia ser) introduzido o no ensino
secundario.

A resposta a estas questoes passam pelo facto de que a proporcao aurea, esta

presente na natureza, no corpo humano e no universo.




Este nimero, assim como outros, por exemplo o m, estao presentes no mundo
por uma razao matematica existente na natureza.

Essa sucessao aparece na natureza, no DNA, no comportamento da refracao da
luz, dos atomos, nas vibragoes sonoras, no crescimento das plantas, nas espirais das

galéxias, dos marfins de elefantes, nas ondas no oceano, furacoes, etc. ..




Capitulo 2

Breve historia do numero de ouro

E atribuida ao matemético grego Hipasus Metapontum ou Hipaso de Metaponto
(470-400 a.C.) nascido na cidade grega de Metaponto sul da Italia, a descoberta
de grandezas incomensurdveis (nao-racionais). Teria sido Hipaso, o principal re-
sponsavel por profundas mudancas no pensamento filoséfico da escola pitagérica em
meados do século V a.C., de que tudo no universo podia ser reduzido somente a
nimeros comensuraveis (racionais) ou suas razoes.

A demonstracao de que /2 nio é um nimero racional é elegente, razao pela qual,
a vamos apresentar.

Vamos supor que /2 é um niimero racional e que pode ser escrito como o quo-
ciente dos nimeros n e m, inteiros e primos entre si isto é, mdc (n,m) = 1. Entao,

2

L_Vie L —2en?—om? (2.1)
m m

Isto é, n? = 2m?. Como 2m? é par, entao n? também é par isto é, existe um ndmero

natural p tal que n = 2p. Substituindo obtemos

n?=2m? < (2p)’ =2m® o 4p* =2m* e m? =2 (2.2)

isto é, m é um nimero par, o que vai entrar em contradicao com o facto de que sao




primos entre si.

Hipaso produziu um elemento nao-inteiro que negava os ensinamentos adquiridos
nos cultos secretos onde era discipulo do mestre Pitdgoras de Samos (570-495 a.C.).
Nao se sabe ao certo como Hipaso de Metaponto observou os irracionais pela primeira
vez, mas, ¢ bastante provavel que os primeiros incomensuraveis conhecidos por ele,
venham de demonstracoes precisas sobre o valor da diagonal de um quadrado de lado
unitario ou, do valor da base de um triangulo isésceles retangulo de lado também
unitario ou ainda, da razao entre diagonal e lado de um pentagono regular. A seguir,
veremos como tais demonstragoes ocorreram, supondo que a percepcao dos nao-
racionais veio com a aplicagao do teorema de Pitagoras, ja bastante conhecido entre
os membros da escola pitagorica aquela época, sendo somente valido ao quadrado e
triangulo retangulo isdsceles, o que nao ocorre com o pentagono regular.

O numero de Ouro é um numero irracional misterioso e enigmatico que nos surge
numa infinidade de elementos da natureza na forma de uma razao, sendo considerada
por muitas como uma “oferta de Deus”ao mundo. Nao se sabe ao certo quem
comecou a estudar esse numero, muitos matematicos tentaram descobrir o que seria
esta relacao, por exemplo, Pitdgoras, Platao, Euclides entre outros. Este ntimero
nao ¢ mais do que um valor numérico é reconhecido por muitos como o simbolo
da harmonia. A escola grega de Pitagoras estudou e observou muitas relagoes e
modelos numéricos que apareciam na natureza, beleza, harmonia musical e outros,
mas provavelmente a mais importante é a razao aurea, razao divina ou proporcao
divina.

Durante o século XIX foi designado por niimero de ouro, razao de ouro e sec¢ao
de Ouro e mais recentemente, é representado pela letra grega, ®'. No inicio do
século X X, o matematico americano Mark Barr deu a razao o nome de Phi, ¢, a
primeira letra grega do nome de Phidias (que viveu entre 490 e 430 a.C.), o grande

escultor grego, responsavel pela construcao do Partheneon. Mark Barr decidiu hom-

1Alguns autores utilizam ® para designar o nimero que designamos por + = 2 ~
o 1+v5

0.6180339887.




enagear o escultor pois alguns historiadores da arte afirmavam que Phidias utilizava

frequentemente o niimero de Ouro nas suas esculturas.

i s
Il ||I||II!|||!|;|I|I." -

Figura 2.1: Imagem de Phidias.

E referido que Phidias viu a imagem dos Deuses e posteriormente revelou-a aos
Homens. Mais tarde, quando Pericles subiu ao poder colocou Phidias com encar-
regado das obras artisticas. Nenhuma das suas esculturas sobreviveu até aos dias de
hoje.

Devemos referir que nessa altura utilizavam ® arredondado a trés casas decimais
de & = 1.618.

Este nimero também é conhecido por: média e extrema razao (Euclides), razao
durea, seccao aurea (do latim sectio aurea), proporcao divina, divina secgao (do
latim sectio divina), razao de Phidias, seccao dourada, rdcio médio e extremo.

No século XVI, Luca Pacioli juntamente com Leonardo DaVinci, (1445-1517)
publicou o livro “De Divine Proportione”, foi ao ponto de remeter o niimero como
sendo uma oferta de Deus, divina propor¢ao. A palavra proporcao é usada por
nos diariamente e nao sé no contexto matematico. Expressamos através da palavra

proporcao uma relagao entre partes de coisas relativamente ao seu tamanho ou a sua




§2.1 Euclides 8

quantidade, mas também de uma maneira estética, a forma de como observamos uma
relacao harmoniosa e agradavel aos nossos sentidos, especificamente a visao.

Se recorrermos a matematica, podemos formular algo mais aprofundado e com
um sentido mais proprio. Diz que ha uma proporcao entre duas quantidades quando
estas mudam segundo um mesmo valor, por exemplo, 4 estd para 12 assim como 3
esta para 9, isto é,

4 3 53
Com a razao de ouro, o que podemos observar ¢ uma mistura das duas, temos a

parte da harmonia? para os nossos sentidos (a visao) que utilizamos todos os dias e

também o aspecto matematico em que se verificao que anteriormente foi enunciado.

§2.1 Euclides

A primeira definicado documentada do nimero de Ouro foi “apresentada”cerca
de 300A.C. por Euclides de Alexandria, (360A.C.-295A.C) o fundador da geometria
como sistema dedutivo formal. A obra prima de Euclides, Os FElementos, foi o
primeiro bestseller cientifco a ser publicado. O matemético Lucio Radice (1916-

1982) escreveu:

“Depois da Biblia e das obras de Lenine, é o (livro) que mais edigdes
teve e que foi traduzido para mais linguas; até ha alguns decénios, foi o

livro de geometria para o ensino médio.”

E claro que sendo a matematica uma das disciplinas nucleares dos sistemas de
educagao do mundo, todas as pessoas que foram a escola utilizaram de uma forma
escondida ou nao “os Elementos”. Com os Elementos, Euclides conseguiu compilar
todos os dados matematicos até entao e também apresentar um método para demon-

strar resultados e construir teoria matematica, com axiomas e regras de deducao.

2Este nimero irracional é considerado por muitos o simbolo da harmonia.




§2.1 Euclides 9

Os Elementos sao constituidos por 13 volumes e Euclides baseou-se nos seus anteces-
sores gregos. Podemos assim afirmar que estao os Pitagdricos nos volumes I-IV, VII
e IX; Arquitas no livro VIII; Eudéxio nos livros V, VI e XII; Taeteto nos livros X e
XIII. Além de Euclides ter complilado a matemaética através dos seus predecessores,
também os organizou da seguinte forma, do volume I ao VI geometria elementar, do
VII ao X questoes numéricas e do XI ao XIII geometria de sélidos. A referéncia a

razao de Ouro aparece no VI volume, terceira definicao dos Elementos de Euclides:

“Diz-se que um segmento de recta foi cortado na média e extrema razao
quando todo o segmento estd para o segmento maior assim como o seg-

mento maior esta para o mais pequeno.”

Era conhecido pelos Antigos Gregos (possivelmente utilizado nos edificios e es-

culturas). Utilizando uma linguagem mais formal,

Considere um segmento de comprimento a+b. Como dividir o segmento
de modo a que o comprimento total é comparado com o segmento maior,

¢ igual ao comprimento maior comparado com o segmento mais pequeno.

Esta questao esta representada na figura 2.2:

a b
O O o)

— _/
v
atb

Figura 2.2: Proporgao entre comprimentos

Com ajuda da figura 2.2, podemos entao apresenta a seguinte versao,

“O segmento de recta AB é maior do que o segmento de recta AC' que
por sua vez é maior do que o segmento de recta C'B. Se a razao entre
o comprimento de AB e o de AC for igual a razao entre o de AC e o
de C'B, entao o segmento de recta foi dividido nas condigoes anteriores,

segundo a razao de ouro”.




§2.1 Euclides 10

O matematico alemao Zeizing formulou, em 1855, o seguinte principio:

“Para que um todo dividido em duas partes desiguais pareca belo do
ponto de vista da forma, deve apresentar a parte menor e a maior a

mesma relacao que entre esta e o todo.”
Matematicamente podemos escrever a relacao anterior da seguinte forma:

a+b_g
a b

Obtemos a equacao de segundo grau:

a’> —ab—b* =0 (2.4)

cujas raizes sao

b+ VB2 +402 b+ +/5b b+ /5b
a= = L a>0=a=——""—. (2.5)
2 2 2
Portanto, obtemos
b —1++5
b %f ~ 0.6180339887 ¢ % ~ 1.618033989. (2.6)
a

Alguns autores defendem que o nimero de Ouro é o nimero

é = 0.6180339887 ...

E assim podemos considerar que comecou uma epopeia através de uma defini¢ao
e de uma propriedade geométrica curiosa enunciada por Euclides. Foi através desta
divisao do segmento de recta que muitos estudiosos passaram anos a estudar as suas
propriedades e as implicagoes de ® em todas as maneiras possiveis.

O que se passa nao s6 a nivel matematico mas, talvez mais conhecida onde
podemos encontrar a razao de Ouro na natureza e as implicagdoes que tem na nossa

vida e no viver do dia-a-dia.
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A solucao da equacgao é uma relacao entre o comprimento de dois segmentos de
recta, logo ela serd a mesma independentemente do comprimento do segmento de
recta inicial. Este facto tem a seguinte consequéncia: a razao aurea tem sempre o
mesmo valor qualquer que seja o comprimento do segmento inicial.

Logo por aqui podemos observar a mistica que rodeia este nimero. Como pode-
mos observar o valor numérico de ® é um valor que nao é inteiro, e a sua parte
decimal nao é constante o que também elimina a possibilidade de ser uma dizima
finita ou entao uma dizima infinita periodica. Sendo a ultima hipotese verdadeira
implicava que ® seria um numero racional, ou seja que seria possivel expressa-lo
através de uma fraccao, uma razao entre dois ntimeros inteiros. Esgotando estas
duas hipdteses s6 nos resta a hipotese de ser um nimero irracional, pois trata-se de
uma dizima infinita nao periédica.

Esta hipdtese levantou uma grande questao:

Como é que uma razao de dois comprimentos nos leva a um valor irra-

cional?

Tal pensamento era completamente inaceitavel e mantido em segredo pelos Pita-
goéricos, que se dedicavam sobretudo ao estudo dos ntimeros inteiros naturais ou das
suas razoes. Nao se sabe exactamente em que época a descoberta dos niimeros irra-
cionais ocorreu, mas situa-se a sua descoberta no século Va.C. Podemos associar que
a descoberta da razao de Ouro esta associada a descoberta da incomensurabilidade.
Ou seja, dois comprimentos que nao tenham uma medida em comum sao chamados
de incomensuraveis. Sera que tera sido Pitdgoras quem descobriu o niimero de ouro?
E mais tarde Euclides representou geometricamente nos Elementos?

Sabe-se que grandes civilizacoes como a Babilénica e a Egipcia evoluiram bas-
tante a matematica. Como a civilizacao Grega é posterior as referidas anteriormente,
entao leva-nos a pensar que talvez o nimero de Ouro ja seja conhecido destas civ-
ilizagoes. Esta razao ja era utilizada pelos gregos e pelos egipcios que fizeram o

mesmo com as piramides:




§2.2 Algumas propriedades 12

Uma das razoes que nos leva a pensar neste sentido é o relato em varios livros ac-
erca das dimensoes da Grande Piramide de Quéops, em Gizé. No Egipto as piramides
de Gizé foram construidas tendo em conta a razao aurea uma vez que a altura de
uma face e metade do lado da base da grande piramide é igual ao nimero de ouro:
cada pedra era 1.61803399 menor do que a pedra de baixo, a de baixo era 1.61803399
maior que a de cima, que era 1.61803399 maior que a da terceira fila, e assim por
diante. As camaras no interior das piramides também seguiam essa proporcao, de

forma que os comprimentos das salas sao 1.61803399 vezes maior que as larguras.

Figura 2.3: Esquema de uma piramide.

O Papiro de Rhind refere-se a uma ‘“razao sagrada’que se cré ser o nimero de

ouro. Esta razao ou sec¢ao aurea surge em muitas estatuas da antiguidade.

§2.2 Algumas propriedades

O numero de Ouro goza de algumas propriedades muito interessantes. De entre

elas, salientamos as seguintes:

a) A soma de duas poténcias inteiras consecutivas de ® é igual a seguinte poténcia
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de ®:

Sabemos que ®? = d +1 < & =1+ %. Entao, multiplicando por &, obtemos

sucessivamente

PP?* =P (P +1) =D+ P, (2.7)

portanto

P = d* + . (2.8)

Multiplicando (2.8) por ®, obtemos

PP° = P (O + ©) = D° + D7, (2.9)
isto é,

Pt = @ 4 92 (2.10)

Procedendo da mesma forma, obtemos

P2 = ot 4 P, (2.11)

De um ponto de vista mais formal, utilizando o Método de Inducao Matematica,

temos

e Hipotese: A relacao é vélida para n = 0, isto é, ®? = ® + 1.

e Tese: A relacdo ¢ valida para n > 0, isto é, "2 = @7+l 1 o,
Portanto,

P O resultado é valido para n = 0, pois

P* = + 1. (2.12)
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P, Suponhamos agora o resultado valido para k = n, isto é,
P = Pt 4 P2, (2.13)

Multiplicando a relacao anterior por ¢ obtemos

OO = P (@”*1 + @”*2)
e = P4 oL, (2.14)
b) A propriedade anterior também é valida para as poténcias negativas de ®;

Dividindo ®2 = ® + 1 por ®, obtemos

1
<I>:1+6:1+<I>‘1. (2.15)

Multiplicando &~ + 1 = & por ®!, obtemos

P24+ o = (2.16)

Do mesmo modo, obtemos

@—3+(I)—2 — @-1.
P40 = @7

PO = O

" + (Dn-l-l — (I)n-i-Q; (2.17>
para n < 0.

c) A soma de todas as poténicas com expoentes inteiros negativos e base igual a @,

isto é,

d o =0 (2.18)

n>1
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Tendo em conta a propriedade b, temos

Do = 444 4O+ PO

n>1

= (@'+2 )+ (2 P+ )+ (P°+P )+ =
= P+ H+ P OO O

= 1402 +d 2 +d ) (2.19)

Sejar =04+ d 24P 44 ...,

Entao,
T T
=14+0% = 2-1=— = =92 = =92 +1
T + x T 32 p—] 1 +
— 1 1
O P L T g =
r—1 z—1 rz—1
1+ P2
Como
temos

= (@42 )+ (2P 4+ )+ (@ + D)+ =
= 4+ 24+t + PO 4O

= 1407 (@°+d 2+ 4-..)

= 1+97°0

= 1+

= o (2.21)
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Isto é,

d =9 (2.22)

n>1
E ainda possivel determinar o niimero de Ouro por outros modos. Vamos calcular

o valor da expressao,

1+\/1+\/1+\/1+\/ﬁ. (2.23)

Seja

T = 1+\/1+¢1+\/1+m. (2.24)

Elevando os dois membros da equacgao ao quadrado, obtemos

=1+ 1+\/1+\/1+\/1+\/1+---, (2.25)

isto é, obtemos

> =1+, (2.26)

cuja solucao é ¢, uma vez que x > 1.

Outro método de determinar @, consiste na utilizagao de fracgoes continuas. Seja

1

} i
T i

1+

r=1+ (2.27)

1
1
1

1+---
Observando o membro esquerdo da equacao anterior, vemos que se pode escrever

1+

1+
1+

na forma

1
r=1+-, (2.28)

8
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e procedendo como anteriormente, segue-se que r = .

§2.3 A contribuicao de Fibonacci

Nesta seccao vamos apresentar os trabalhos de Leonardo de Pisa, mais conhecido
por Fibonacci. A razao pela qual apresentamos esta seccao é que os trabalhos de

Leonardo de Pisa podem ser associados ao nimero de Ouro.

82.3.1 Leonardo de Pisa

Leonardo de Pisa, mais conhecido por Fibonacci (que signica filho de Bonaccio),
foi um dos matemaéaticos mais importantes da idade média. Nasceu na Toscania por
volta de 1170 e ficou conhecido pela descoberta da sucessao que hoje leva o seu nome,
a sucessao de Fibonacci, e pelo seu papel na introduccao dos algarismos arabicos na

Europa.

Figura 2.4: Leonardo de Pisa (1170-1250).

Pouco se sabe sobre a vida de Fibonacci para além do que o proprio escreveu nos
seus livros. Julga-se que terd nascido por volta de 1170 em Pisa, cidade do seu pai, e
que terd falecido entre 1240 e 1250. Por essa altura, Pisa mantinha uma importante

atividade comercial nos portos do Mediterraneo, tornando-se numa das primeiras
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cidades a manter um comércio prospero com o mundo arabe. Guglielmo dei Bonacci,
pai de Leonardo, era um mercador abastado que, durante a infancia de seu filho, se
tornou consul dos comerciantes da Repiblica de Pisa (“Publicus scriba pro pisanis
mercatoribus”) em Bugia, um importante porto na regiao de Cabilia, Argélia, no
norte de Africa. Guglielmo atuava também como uma espécie de fiscal alfandegario,
o que fez com que Leonardo desde cedo fosse iniciado nos negocios e nos calculos,
o que despertou em si um forte interesse pela matemdtica. Deste modo, grande
parte da sua educacao foi obtida no Oriente com mestres arabes. Os seus estudos
leva-lo-iam para o Egito, Siria, Grécia, Sicilia e Provenca. Seria nas varias regioes
do mundo islamico que Leonardo viria a estudar sistemas numéricos e métodos de
calculo diferentes, que eram difundidos por escolares muculmanos no Oriente, mas
desconhecidos na Europa. Foi também nesta altura, em que Italia usava ainda a
numeragao romana, que Fibonacci teve o primeiro contacto com o sistema decimal
hindu-arabe, até ai conhecido somente por alguns intelectuais europeus através de
tradugoes de textos do século IX do matematico arabe Muhammad ibn Musa al-
Khwarizmi.

Na idade média havia dois tipos de matematicos:

1) os de escolas religiosas ou de universidades, com um ambito mais tedrico e exaus-

tivo;
2) os que exerciam actividades de comércio e negécios, mais pratica e objectiva.

Fibonacci pertencia a este ultimo grupo. Ele exercia uma actividade comer-
cial que obrigava & realizacao de muitos calculos, como por exemplo conversao de
moedas, de pesos e medidas bem como o célculo de lucros e de juros, que, utilizando
a numeracao romana, se tornavam muito tediosos e complicados. Foi entao que
Fibonacci comecou a utilizar o sistema de numeracao hindu-arabe que simplificava
bastante e tornava mais eficientes as operagoes e a representagao das mesmas. Fm-
bora Fibonnacci tenha sido um grande difusor das obras dos mestres arabes mais

importantes de entao, o seu trabalho nao ficou s6 por ai. Em 1202, aos 32 anos,
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publicou o “Liber Abaci”(Livro do Abaco ou Livro de Calculo), que introduziu
a numeracao hindu-arabica na Europa e que foi a primeira obra importante sobre
matematica desde Eratéstenes (276a.C.-194a.C), perto de mil anos antes. No “Liber
Abaci”, Fibonacci apresenta o chamado " modus Indorum” (método dos hindus), hoje
conhecido como algarismos ardbicos. O livro defendia a numeracao com os digitos
0 — 9 e a notagao posicional, esclarecendo o sistema de posicao arabe dos nimeros,
incluindo o numero zero. O livro mostrou a importancia pratica do novo sistema
de numeragao, aplicando-o & contabilidade comercial, conversao de pesos e medidas,
o calculo de lucros, de juros, taxas de cambio, etc.... Abordava também diversos
temas de algebra e geometria e propunha varios problemas, que tentava solucionar
usando diferentes técnicas. Consequentemente, o “Livro do Abaco” foi bem recebido
em toda a Europa intelectual e teve um impacto profundo no pensamento europeu.
Esse elegante sistema de sinais numéricos, em breve, substituiria o nao mais opor-
tuno sistema de algarismos romanos. Em 1220, Fibonacci escreveu o livro “Prac-
tica Geometriae”, onde descrevia o que tinha descoberto nas areas de geometria e
trigonometria. Por esta altura, a aceitacao do “Liber Abaci”era tal que chamou
a atengao de Frederico II, Sacro-Imperador Romano-Germanico (1194-1250). Este,
chamando Fibonacci 4 sua presenca, em Pisa, pediu-lhe que resolvesse uma série de
problemas do matemaético da corte, alguns dos quais eram debatidos no “Livro do
Abaco”. O facto de Fibonacci o ter feito com sucesso fez com que o imperador lhe
atribuisse um rendimento vitalicio, o que lhe permitiria dedicar-se completamente
aos estudos. Durante varios anos, Fibonacci trocou correspondéncia com Frederico
IT e com os seus escolares. Em 1225, escreveu o “Liber quadratorum”(“Livro de
Numeros Quadrados”), o qual dedicou ao imperador. Este livro era inteiramente
dedicado a equagoes diofantinas de segundo grau e foi considerado a obra-prima de
Fibonacci, pois, embora o “Liber Abaci”tenha tido uma divulgacao e uma influéncia
maiores, o ”Liber Quadratorum”fez de Fibonacci o maior contribuidor para a teoria
de nimeros entre Diofanto e o matematico francés do século XVII Pierre de Fermat.

Em 1228, surge a segunda edicao de “Liber Abaci”, a que hoje é conhecida. Este
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livro contém uma grande quantidade de assuntos relacionados com a Aritmética e a
Algebra da época, e realizou um papel importante no desenvolvimento matematico
na Europa nos séculos seguintes, pois, foi através deste que os europeus vieram a
conhecer os algarismos hindus, também denominados arabicos. A teoria contida em
“Liber Abaci”é ilustrada com muitos problemas que representam uma grande parte
do livro. Depois de 1228, nao se encontram mais referéncias a Fibonacci, excepto
por um decreto de 1240, da Republica de Pisa, que atribuia uma renda ao ”sério e
sabio mestre Leonardo Bigollo”, em reconhecimento dos servicos prestados a cidade,
particularmente em matéria de contabilidade e na instrugao dos cidadaos. Fibonacci
terd morrido alguns anos mais tarde, provavelmente em Pisa. No século XIX, uma
estatua foi erguida em sua homenagem na mesma cidade. Hoje esta localizada na
galeria ocidental do Camposanto, cemitério histérico da Piazza dei Miracoli. Os seus
estudos foram de tal modo importantes que nos dias de hoje existe uma publicacao
periddica, “Fibonacci Quarterly”, inteiramente dedicada & sucessao aritmética elab-
orada por ele. Existe ainda um asterdide que também tem o seu nome: o 6765
Fibonacci.

Como se referiu anteriormente, a teoria contida no “Liber Abaci”é ilustrada
através de muitos problemas. A contribuicao de Fibonacci para o nimero de Ouro
esta relacionada com a solucao do problema apresentado no livro, paginas 123 e
124, conhecido como o "Problema dos pares de coelhos” (paria coniculorum). Este
apresentado de uma forma simplificada, consiste no seguinte: Quantos pares de
coelhos podem ser gerados de um par de coelhos em um ano?

A solucdo, de geracao em geracao, foi uma sucessao de numeros mais tarde
conhecida como sucessao de Fibonacci. A sucessao numérica era conhecida por
matematicos indianos ja no século VI, mas foi o“Liber Abaci”que a introduziu no
Ocidente. A solugao deste problema é uma sucessao numérica e um matematico
francés, Edouard Lucas (1842-1891), ao editar um trabalho seu, ligou o nome de
Fibonacci a essa sucessao.

Este problema sugere uma situacao ficticia, onde os coelhos sao colocados numa
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area em que nenhum coelho, externo ou interno, pode entrar ou sair do cercado; os
coelhos nao morrem de velhice, fome ou doenca. Para que um par de filhotes possa
procriar, é necessario que se passe um mes apos o seu nascimento e cada par de
coelhos d4a a luz a um unico par de filhotes a cada meés. Estes serao aptos a procriar
no proximo meés. Sendo assim, no primeiro meés, o més inicial, teriamos um par de
coelhos (ainda filhotes). No més seguinte ainda apenas um par de coelhos (agora
adultos), no terceiro més teremos o par inicial mais o seu par de filhotes. Ao quarto
meés o par inicial da a luz ao seu segundo par de filhotes, ficando um total de trés
pares de coelhos (o par inicial, o primeiro par de filhotes, agora adultos, e o segundo

par de filhotes).

82.3.2 O problema de Fibonacci

Em 1202, Fibonacci formulou o seguinte problema:

“Um homem po6s um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados
por um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir deste
par em um ano se, supostamente, todo o més cada para da a luz um novo

par, que ¢ fértil a partir do segundo meés”
As condigoes do problema sao as seguintes:
i) Os coelhos s6 se podem reproduzir ao fim de um meés;
ii) Os coelhos necessitam de um més para se tornarem Adultos;
iii) Ao fim de um més nasce um casal de coelhinhos.
iv) Tal como os pais, eles ndo se podem reproduzir no primeiro meés.
Devem ser ainda consideradas as seguintes hipoteses:

i) Os coelhos nao morrem;
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ii) H4 comida e espago para todos os coelhos;

iii) Os pais sempre “dao origem”a um casal;

iv) Os coelhos comegam a reproduzir-se apds 2 meses.
Tendo em conta as condigoes do problema, temos que:
e No mes 0, temos temos um casal de coelhos;

e No primeiro més temos um casal de coelhos (chegar a adultos);

No segundo meés, o primeiro par reproduziu-se e temos 2 pares;

No terceiro meés, teriamos 3 pares;

Ao fim dos 12 meses teriamos a seguinte sucessao de nimeros:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,... e 144 pares de coelhos.

Dois anos depois, espera-se que serao 46.368 casais de coelhos . ..

A resposta ao problema proposto por Fibonacci, é entao, dada pela sucessao:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...

na qual, cada termo, comecando no terceiro é igual a soma dos dois anteriores.

Esta sucessao, designada por Sucessao de Fibonacci, pelo matematico Franges
Edouard Lucas, nao é unicamente a solugao do problema dos coelhos. Mais tarde,
veremos que pode ser encontrada em muitos outros fenémenos que aparentemente,
nao tém nenhuma relagao uns com os outros, como por exemplo as o Nautillus e a
flor do Girassol.

Formalizando o problema temos:

FO = 1
o= 1 (2.29)
F, = Fn—1+Fn—2a n =2
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Em 1843 Binet? (1786-1856), apresentou uma férmula que nos permite saber

ésimo

on numero da Sucessao de Fibonacci , calculando unicamente poténcias do
ésimo

numero da sucessao de Fibonacci

¢ dado por:

nimero de Ouro, ®. Segundo esta férmula, o n
1
F,=—

1+v5\  [1-v5)
ﬁ( : )_( : )] (2.30)

O numero de Ouro é a solugao (positiva) da equagao de segundo grau

-2 —1=0, (2.31)

isto é,
P* = + 1. (2.32)

Multiplicando (2.32) por ®", obtemos a igualdade
P2 =" + " neN. (2.33)

Os elementos da sucessao, u, = ®", para n € N satisfazem a relagao de Fi-

bonacci,

Foyo=Foiy + F,. (2.34)

Consideremos agora a outra solugao da equacao (2.31), r = 1—®. E facil verificar
que a sucessao r, = r" também satisfaz a relacao (2.34).

A sucessao b, = u" — r™ também satisfaz a relagao (2.34).

1s primeir men u a0 sao igual 1 —® sa uco

Mas os dois eiros elementos da sucessao sao iguais pois ¢ e 1 —P sao solugoes
da equacao 22 —x — 1 = 0.

Portanto, a sucessao

u — "

(2.35)

u—r

3 Jacques Philippe Marie Binet, foi um matematico, fisico e astrénomo Francés. Fez contribuicoes

importantes na Teoria de Numeros e na Algebra Matricial.
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¢ uma sucessao de Fibonacci.
A dltima expressao corresponde a formula de Binet. Esta férmula ja era con-

hecida por Euler, Daniel Bernoulli, e de Moivre um século antes.

Proposicao 2.3.1. A razao entre dois quaisquer termos consecutivos da sucessao
de Fibonacci tende para o numero de Ouro quando n tende para infinito, isto €,
Fn+1 1+ \/g

li = =, 2.36
Jim 5 (2.36)

DEMONSTRAGAO: Utilizando a férmula de Binet,

lim — - -
S R0l
/5 2 2
<1+\/5 n+1 _ <1_\/g)n+1
- 2 2
() - ()
2 2
(457) (=) - (=) (5°)
2 2 2 2
= - - . (2.37)
(7)) - (%)
2 2

Pela férmula de Binet, sabemos que F;,, = \/ig [

1+v5)  [1-v5)"
() ()
1+5 V5
(557) - (57)

Portanto (2.37) pode ser apresentado na forma

Lo U0 (50)) (59 (57)

n—oo F, V5F,

ou equivalentemente,

(2.38)
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Aplicando a propriedade distibutiva da multiplicagao em relacao a adi¢ao e colo-

1+v5
2

1-v5)
o 1++5 . 2

n
cando o termo ( ) , obtemos as igualdades:

1+\/5_1—\/5]

2 2
e R V3F, (239)
isto é,
)
. Fn+1 o 1 + \/5 . 2
T L (2:40)

Vamos agora estudar o limite lim,, .

1 (1-v5)
F, 2 '
Atendendo ao facto de que Vn € N, F,, > 1, podemos escrever

I e I
E, 2 - 2 '

e como < 1, segue-se que
1 (1-v5\"
lim — =0.
oo < 2 )
obtemos

. Fu1 14+45
lim = =
n—oo F, 2

®. (2.42)

. . . - F
A figura seguinte mostra os primeiros elementos da sucessao u, = —%=, para
n

0<n<s,

Nota 2.3.1. E possivel considerar outras sucessoes “baseadas”na sucessao de Fi-

bonacci que gozam de propriedades muito interessantes. Como exemplo, podemos
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2.5
2t °
1 5! . ® ° ® ® °
1t °
0.5
2 4 6 8
Figura 2.5: Elementos da sucessao u,, = F}—:l e o numero P.
referir a sucessao
Gy =1
Gy = 3 (2.43)

Gnyo = Gup1 + G,y
que goza da propriedade de que os proprios numeros inteiros tém a propriedade de
ser exactamente a metade da expressao decimal da propor¢ao durea. Para mais

detalhes, ver Geometria sagrada.

82.3.3 Uma abordagem algébrica

Consideremos a transformacao linear 7' : R? — R? definida por

T(z,y) =y, +y), (2.44)

e defina-se a sucessao v,, da seguinte forma

U1 =T (vn), vp = (Tp,yn), nEN (2.45)
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Fixada a base canénica de R?, isto é, a base B = {(1,0),(0,1)}, prova-se que

esta transfromacao linear é representada pela matriz:

A:
11

O seu polinémio caracteristico, p () é dado por

p(A) = det(A—\D)

= M- -1 (2.46)

Os valores préprios de A, e de T', sdo as raizes de (2.46) e sao

Os valores préprios associados a cada valor proprio sao obtidos resolvendo o

sistema

1 1=A[0 | =xae

S

1+
2

Uma base do espago dos valores préprios associados ao valor préprio A\; =

{5
1-V5

e uma base do espago dos vectores proprios associado ao valor proprio A = =52 ¢

{2
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Tendo em conta que se v é um valor préprio associado ao valor préprio A entao

Tu = Au=T"u = \"u, (2.47)

donde obtens as relagoes:

Ty = Ny = (1 +2‘/5>n x (\/5 1, 2) (2.48)

T = Ay = (1 _2\/5>n x (~v5-1,2). (2.49)

Escrevemos o vector v = (1, 1) como combinagao linear dos dois vectores (\/5 -1, 2)
e (—\/5 -1, 2), e depois aplicamos T', n vezes.

Isto é,

v =(1,1) :a(\/5—1,2> —5(—\/5—1,2);
para « e [ a determinar. Resolvendo o sistema

Atendendo ao facto de que T é linear, segue-se que

vp =T" (vg) = aT™ [\/5_ 1,2} — pT" [—\/5— 1,2] .

Substituindo T™u e T"v obtemos:

v, = 1"

— . <1+2‘/5>n(\/5—1,2> _3 <1_2¢5>n<—\/5—1,2>

Donde podemos concluir que

- 1 1+\/5 n+1 1_\/5 n+1
=B 2 2

el — (1 — \/g) (2.50)

Sl
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Como,
vo = (1,1) = 1° termo = Fy
vy = (1,2) = 2° termo = F;
vy = (2,3) = 3° termo = F3
Upn-1 = (Tp_1,Yn—1) — n-ésimo termo = F,.
Portanto,
1 [(1+v5) [(1-v5\
Fo— | (1EV5) (15 (2.51)
VAL 2
[
A férmula de Binet pode ser demonstrada utilizando o seguinte
Lema 2.3.1. Se 22 = x + 1 entdo, para n = 2,3,4,5, ... temos:
" =akF, + F,_1. (2.52)

DEMONSTRAGAO: O resultado é trivial para n = 2. Suponhamos o resultado

valido para algum n > 2, isto é,

" =aF, + F,_1.

Multiplicando a igualdade anterior por x, obtemos

" = 2= (aF,+F,.)x
= 2*F,+2F,,
= (z+1)F,+zF,
= (B, +F,1)x+ F,

- :L'Fn+]_ +Fn
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, 1+5

Mas, os tnicos nimeros que satisfazem a equacao x* = x4+ 1 sdao a = 5 e
1—+/5
b= \/_ Portanto, para cada n = 2,3,4,5,... temos
o"=aF,+ F,_1e (" =06F,+ F,_1. (2.53)

Subtraindo a™ — 3™ obtemos o resultado desejado.

Observagao 2.3.1. Prova-se que esta propriedade € satisfeita por todas as sucessoes

da forma:

Fn - anl + Fn72- (254)

Antes de apresentarmos, a titulo de curiosidade, algumas propriedades dos niimeros
de Fibonacci, vamos apresentar os designados “nimeros de Lucas”uma vez que estes

“aparecem” em algumas propriedades dos nimeros de Fibonacci.

§2.3.4 Os numeros de Lucas

Os nimeros de Lucas, atribuidos ao matemaético Frangés Edouard Lucas (1842-

1891), que, como ja referimos atribuiu o nome de sucess@o de Fibonacci a sucessao

0,1,1,2,3,5,8,13,. .. (2.55)

“encontrou”uma sucessao semelhante a de Fibonacci. A sucessao é:

2,1,3,4,7,11,18,. .. (2.56)

A regra de adigao que existe nos nimeros de Fibonacci é mantida mas, esta

sucessao tem inicio com os numeros 2 e 1 e a férmula de recorréncia é

LO - 2
L, = 1 (2.57)
L, = Ly,1+ Ln—27 n>1
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O n®™m° piimero de Lucas é representado por L,. Tal como para a sucessao de

Fibonacci, é possivel deduzir a formula de Binet para L,,.

Entao,
L, = F,—F,
_ Oénfl - 57171 N anJrl . 6n+1
a a—p a—p
1 1 1
2 G
ag o B
Considerando a = 1+2\/5, obtemos é +a =5 = a—f e do mesmo modo
% + [/ = —a + B e portanto, a férmula para os nimeros de Lucas é
L,=a"+ (", (2.58)

82.3.5 Propriedades dos nimeros de Fibonacci

Nesta subseccao vamos apresentar, sem demonstracao algumas propriedades dos

numeros de Fibonacci.

Proposicao 2.3.2. A soma dos n primeiros numeros da sucessao de Fibonacci €,

n—1
> Fi=Fu—1 (2.59)
k=0

Proposicao 2.3.3. A soma dos termos da sequéncia de indices impares é dada por

> Py =Fa— 1. (2.60)
k=1

Proposicao 2.3.4. A soma dos termos da sequéncia de indices pares € dada por

ZF% = Fopqa. (2.61)
k=0
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Proposigao 2.3.5. A soma dos quadrados dos termos da sequéncia, pode ser dada

po

> Fy = FuFo. (2.62)
k=0

Proposicao 2.3.6. Para m,n >0, m en € N temos
Fm+n+1 - Fn—lF’m + FnFm+1. (263)

Proposicao 2.3.7. A diferenca entre os quadrados dos termos da sequéncia de

Fibonacci cujos indices diferem em dois é também um niumero de Fibonacci.

Proposicao 2.3.8.
F2=F, 1 F+(-1)", n>0 (2.64)

Proposicao 2.3.9. Para n,k € N temos

n+1

1
> FiFog = R [P +2(n+1) F. (2.65)
k=0

Teorema 2.3.1. Os niumeros consecutivos de Fibonacci sao primos entre si.

Vamos de seguida apresentar, sem demonstragao, mais algumas propriedades da

sucessao de Fibonacci:

1. Identidade de Catalan:

F? — Fo By = (=1)""F?

2. Identidade de Cassini:

F? — Fo Fyy = (—1)"!

3. Identidade de d’Ocagne:

Fan+l - Fm+1Fn = (_1)nFm—n
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F2n:Fn2J+1_F371:Fn(Fn+1+Fn—1):FnLn

onde L,, é o n—ésimo numero de Lucas.

§2.4 Luca Pacioli

Luca Bartolomeu de Pacioli O.F.M. (Toscania, 1445 - Sansepolcro, 1514) foi um
monge Franciscano e célebre matematico italiano. Foi sem divida nenhuma um
homem do Renascimento mas um dos menos conhecidos. E considerado o pai da
contabilidade moderna.

Nasceu no seio de uma familia pobre e o seu futuro nao era prometor. Pacioli
foi aprendiz de um comerciante rico mas, ele sempre teve como paixao os nimeros
e decidiu abandonar o seu mestre para se tornar Professor de Matematica. Ele
conheceu Piero de della Francesca, que era da mesma terra natal, e tornaram-se
amigos. Della Francesca foi um dos primeiros a explorar a perspectiva e a escrever
sobre ela. Francesca e Pacioli viajaram até Veneza em 1464, onde Francesca lhe deu
acesso a biblioteca do Conde Fedrerico de Urbino. A biblioteca com mais de 4000
livros permitiu a Pacioli aprofundar os seus conhecimentos.

Em 1470, na cidade de Veneza, como tutor dos filhos de um comerciante, escreveu
a sua primeira obra de matematica na area de algebra.

Deixou Veneza e foi para Roma em 1471 onde passou alguns meses na casa de
Leone Battista Alberti que era secretario na Chancelaria Papal. Através de Alberti,
Pacioli adquiriu ligagoes a religiosos inflentes e estudou Teologia.

Em 1475, tornou-se o primeiro professor de mateméatica da Universidade de Pe-
rugia.

Mais tarde tornou-se Monge Franciscano apds a morte de Alberti. Em 1494,
Pacioli escreveu a sua famosa obra “Summa de Arithmetica, Geometria proportioni
et propornalita” (Colecgao de conhecimentos de aritmética, geometria, proporgao e
proporcionalidade), em resumo tratou-se de uma publicagdo onde resumia toda a

matematica conhecida até entio.
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Pacioli tornou-se famoso devido a um capitulo deste livro que tratava sobre
contabilidade: “Particulario de computies et scripturis”. Nesta seccao do livro,
Pacioli foi o primeiro a descrever a contabilidade de dupla entrada, conhecido como
método Veneziano (“el modo de Vinegia”) ou ainda “método das partidas dobradas”.

O livro “Summa’”tornou Pacioli famoso, sendo convidado em 1497 para ensi-
nar matematica na corte de Ludovico em Milao. Um dos seus alunos e amigo foi
Leonardo da Vinci.

Ludovico Sforza, na altura regente do duque de Milao, decidiu fazer a sua corte
uma das mais ilustres da Europa, para tal convidou Leonardo Da Vinci para tra-
balhar com pintor e engenheiro chefe. Quando Ludovico tornou-se Duque, Pacioli
foi convidado a ensinar matematica. Ai, tornou-se amigo de Leonardo. Em 1509,
escreveu a obra “Divina Proportione” com ilustracoes de Leonardo. Obra esta que é

constituida por trés livros:

i) o primeiro estd relacionado com as proporgoes, poligonos regulares e semi-

regulares;
ii) o segundo expoe a propor¢ao na arte;
iii) o terceiro é uma tradugao para italiano de um livro de Piero della Francesca.

Em 1509, escreveu a sua segunda obra mais importante, “De Divina Proportioni”,
ilustrada por da Vinci, que tratava sobre proporgoes artisticas.
Regressou a sua terra natal onde foi nomeado director do Mosteiro Franciscano.

Supoe-se que morreu no mosteiro de Sansepolcro, em 1514 ou 1517.

82.5 A contribuicao de Leonardo DaVinci

8§2.5.1 Leonardo DaVinci

Uma contribuicao que nao pode ser deixada de referir foi a de Leonardo Da

Vinci (1452-1519). A qualidade das suas pinturas revela os seus conhecimentos
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matematicos, bem como a utilizagao da razao aurea como garante de uma perfeicao,
beleza e harmonia tnicas.

Podemos afirmar, sem exagerar que Leonardo DaVinci, representa o Homem da
Renascenca pois fazia de tudo um pouco sem se fixar em nada.

Leonardo di Ser Piero da Vinci, ou simplesmente Leonardo da Vinci (1452-1519),
foi um polimata italiano, uma das figuras mais importantes do Alto Renascimento,
que se destacou como cientista, matematico, engenheiro, inventor, anatomista, pin-
tor, escultor, arquiteto, botanico, poeta e musico. O seu espirito de critico cientifico
e as invengoes mecanicas estavam séculos adiantadas para a sua época. E ainda
conhecido como o precursor da aviacao e da balistica. Leonardo foi frequentemente
descrito como o arquétipo do homem do Renascimento, alguém cuja curiosidade
insaciavel era igualada apenas pela sua capacidade de invencao. E considerado um
dos maiores pintores de todos os tempos e como possivelmente a pessoa dotada de
talentos mais diversos a ter vivido. Segundo a historiadora de arte Helen Gardner,
a profundidade e o alcance de seus interesses nao tiveram precedentes e sua mente
e personalidade parecem sobre-humanos para nés, e o homem em si [nos parece]
misterioso e distante.

Nascido como filho ilegitimo de um notario, Piero da Vinci, e de uma camponesa,
Caterina, em Vinci, na regiao da Florenca, foi educado no atelié do renomado pintor
florentino, Verrocchio. Aos 20 anos foi aceite como membro dos artistas pintores
de Florenca. Manteve-se com o seu mestre por mais 5 anos. Apds este periodo,
trabalhou por conta prépria por mais 10 anos em Florenca. Passou a maior parte
do inicio de sua vida profissional a servigo de Ludovico Sforza (Ludovico il Moro),
em Milao. Durante os 17 anos que trabalhou para Ludovico fez de tudo um pouco.
Foi pintor, escultor, engenheiro hidraulico e conselheiro para a construcao de for-
tificagoes, assim como conselheiro militar. Como pintor, completou seis trabalhos
incluindo A virgem do Rochedo e a Ultima Ceia.

Posteriormente trabalhou em Veneza, Florenca, Roma e Bolonha. Quando ele e

o seu grande amigo Luca Pacioli chegaram a Florenca foram recebidos em grande
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ovacao. Ai passou varios anos como arqutecto militar e engenheiro chefe que permitiu-
lhe percorrer o pais como supervisor. Ele também efectuo vérias dissecagoes com o
intuito de aumentar o seu conhecimento do funcionamento do corpo humano. Aos
65 anos mudou-se para Franca onde passou os iltimos 3 anos da sua vida numa
pequena casa em Loire presenteada pelo rei Francisco I. Também lhe foi atribuido
o titulo de Primeiro arquitecto, pintor e engenheiro do Rei. No seu ltimo ano de
vida, passou-o a publicar os seus estudos cientificos, incluindo um tratado de pintura
e outro de anatonomia.

Leonardo era, como até hoje, conhecido principalmente como pintor. Duas de
suas obras, a “Mona Lisa”e “A Ultima Ceia”, estao entre as pinturas mais famosas,
mais reproduzidas e mais parodiadas de todos os tempos, e sua fama se compara
apenas a “Criacao de Adao”, de Michelangelo. O desenho do “Homem Vitruviano”,
feito por Leonardo, também é tido como um icone cultural, e foi reproduzido por
todas as partes, desde o euro até camisolas.

Cerca de 17 das suas pinturas sobrevireram até aos dias de hoje e algumas de-
las sao trabalhos incompletos. o nimero pequeno é devido as suas experiéncias
constantes - e frequentemente desastrosas - com novas técnicas, além de sua pro-
crastinacao cronica. Ainda assim, estas poucas obras, juntamente com seus cadernos
de anotagoes - que contém desenhos, diagramas cientificos, e seus pensamentos sobre
a natureza da pintura - formam uma contribuicao as futuras geragoes de artistas que
s6 pode ser rivalizada a de seu contemporaneo, Michelangelo.

Considerado por muitos um génio de pensamento original que utilizou frequente-
mente os seus conhecimentos de Matematica, entre os quais devemos salientar o
Numero de Ouro. Utilizou-o nas suas obras de arte. Um exemplo é a tradicional
representacao do homem em forma de estrela de cinco pontas, que foi baseada nos
pentagonos, estrelado e regular, inscritos na circunferéncia. O desenho conhecido
por “Homem de Vitruvius”, ilustra a velha tese de Pitagdrica segundo a qual “o
homem ¢é a medida de todas as coisas”.

Esta relacao foi definida por Marcus Vitruvius Pollio, um escritor, arquitecto e
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engenheiro romano. Por volta de 27 A.C. escreveu um livro intitulado De Arqui-
tectura, conhecido hoje em dia por “Os dez livros da Arquitectura”. Dai o nome
o homem Vitruviano. O desenho dos templos depende da simetria. O arquitecto
obseva e decide a proporcao que quer aplicar. No corpo humano esse arquitecto
¢ a Natureza. Tem que existir uma proporcao entre os varios membros do corpo
humano.

O texto que acompanha o desenho transmite-nos os principios da geometria na
configuracao do corpo humano. Leonardo demonstrou que a proporcao ideal da
figura humana corresponde ao circulo e ao quadrado. A representacao do Homem
Vitruviano de Leonardo é uma representacao a que ele proprio chamou Cosmografia
do Microcosmos. Ele escreveu que “O Homem foi chamado pelos ancides um mundo
menor, e na verdade o nome é bem aplicado; pois o Homem é composto por terra,
ar agua e fogo. ..o corpo da Terra é semelhante.” Ele comparou o esqueleto humano
as rochas (“o suporte da Terra”) e a expansao dos pulmdes ao respirar as marés nos
oceanos. Para além deste quadro, devemos ainda salientar outro, também mundial-
mente conhecido: a Mona Lisa. DaVinci pintou este quadro aproximadamente em
1505. Tal como o Homem de Vitruvio, também contém o niimero de ouro, ou melhor,
o retangulo de Ouro em multiplos locais, como se pode verificar na figura 3.45.

Uma outra obra de Leonardo no qual ele utiliza o nimero de Ouro é na pintura
intitulada, “A Anunciacao”, pintada entre 1472 e 1475.

Decompondo a figura num quadrado e num rectangulo, o rectangulo obtido tem
as proporcoes de ouro. Curiosamente esta divisao permite que o rectangulo de Ouro
enquadre as partes mais importantes da figura: o anjo e a jovem, se o quadrado for
construido no lado direito ou no lado esquerdo, respectivamente.

Leonardo ¢é reverenciado por sua engenhosidade tecnoldgica; concebeu ideias
muito a frente de seu tempo, como um protétipo de helicoptero, um tanque de
guerra, o uso da energia solar, uma calculadora, o casco duplo nas embarcagcoes, e
uma teoria rudimentar das placas tectonicas. Um nimero relativamente pequeno de

seus projetos chegou a ser construido durante sua vida (muitos nem mesmo eram
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factiveis), mas algumas de suas invengoes menores, como uma bobina automaética, e
um aparelho que testa a resisténcia a tracao de um fio, entraram sem crédito algum
para o mundo da industria. Actualmente, hd um programa de televisao dedicado
unicamente a contrucao dos seus projectos.

Como cientista, foi responsavel por grande avango do conhecimento nos campos
da anatomia, da engenharia civil, da 6ptica e da hidrodinamica.

Leonardo da Vinci é considerado por varios o maior génio da histéria, devido a
sua multiplicidade de talentos para ciéncias e artes, sua engenhosidade e criatividade,
além de suas obras polémicas. Num estudo realizado em 1926 seu QI foi estimado

em cerca de 180.

82.5.2 A obra de Leonardo

O Homem Vitruviano, de Leonardo da Vinci. As ideias de proporg¢ao e simetria

aplicadas a concepcao da beleza humana. Proporg¢oes dureas na mao.

A altura do corpo humano e a medida do umbigo até o chao;

A altura do cranio e a medida da mandibula até o alto da cabeca;

e A medida da cintura até a cabeca e o tamanho do térax;

A medida do ombro & ponta do dedo e a medida do cotovelo & ponta do dedo;

O tamanho dos dedos e a medida da dobra central até a ponta;

A medida da dobra central até a ponta dividida e da segunda dobra até a

ponta;

A medida do quadril ao chao e a medida do joelho ao chao.

Tendo em conta a possibilidade de alguns erros nas medicoes, efectuadas com

régua ou uma fita métrica, os valores serao sempre proximos ao nimero de ouro.




Capitulo 3

Aplicacoes do nimero de Ouro

Neste capitulo vamos apresentar algumas areas e exemplos de aplicagao do niimero

de Ouro. Estas areas sao vao desde a Geometria, arquitectura e Biologia.

83.1 Na Geometria

Anteriormente ja introduzimos o Numero de Ouro, ®. Vamos explorar um pouco
mais a geometria por detras do ntimero de Ouro. Onde poderemos aplicar a a razao
dourada? Sera que ja foi utilizada? Como podemos dividir um segmento de recta

por forma a obtermos a razao divina?
83.1.1 Divisao de um segmento de recta na divina proporgao

Tomemos o segmento de recta AB tracemos um segmento de recta perpendicular
a AB em B, de comprimento igual a metade do comprimento de AB, (E = @) :
Unimos os pontos A e D e tracamos um arco de circunferéncia no segmento
de recta AD com centro em D e raio DB. Tracamos novo arco de circunferéncia

no segmento AB com centro em A e raio AE. Desta forma podemos dizer que o
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Figura 3.1: Divisao de um segmento segundo a razao de Ouro.

segmento AB esta dividido na divina proporc¢ao, assim sendo podemos estabelecer
as seguintes relagoes,
AB  AC
AC CB
Como podemos explicar esta construcao geométrica? Podemos demonstrar a
construcao geométrica. Sejam AB =a e AC = x. Entdo CB = a —z. C é o ponto
do segmento de recta que estabelece a relagao,
AB AC
AC  AB’

Substituindo na relagao anterior, vem que:

2o T s ?=a(a—1) &
T a—2x
s P?=d—are
= ZL‘2+GZE:G2<=>
= x2+ax+a2—a2+a2<:>
4 4
a\? 9 a\?2
& -] = — 3.2
(‘7”2) a+<2> (3.2)

Se recorrermos ao Teorema de Pitagoras, podemos dar um novo sentido a ex-
pressao (3.2). Consideremos que a hipotenusa do tirangulo rectangulo (AD) tem

comprimento = + § e os catetos, AB e BD, com o comprimento respectivamente
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a e 5. Se considerarmos o comprimento da hipotenusa e subtrair-mos a distancia
DE = DB = z, teremos o comprimento de AF = AC = x, como queriamos demon-

strar.
83.1.2 Rectangulo de ouro

Varios estudos foram realizados acerca do uso de rectangulos em publicidade. De
entre todos os rectangulos possiveis sobressai sempre um especifico. Um rectangulo
que tem alguma harmonia e que é mais apelativo a visao e ao bem estar, O rectangulo
Dourado. Este rectangulo tem vindo a ser usado por muitos pintores em todas as
épocas e ainda permanece entre nés nos dias de hoje. A construgao de um rectangulo
de Ouro comeca a partir de um quadrado. O que ¢é propriamente um rectangulo de
ouro? E onde podemos rever a a proporcao dourada? E o ntmero &7 Partamos
entao do inicio. Consideremos um quadrado ABCD e prolonguemos o lado AB.
Encontremos o ponto médio do lado AB e denominémo-lo por E. Tracemos um arco
de circunferéncia de centro em F e raio EC e intersectamo-lo com o prolongamento
do lado AB. Designemos a interseccao por F'. Tracemos um recta perpendicular
ao prolongamento do lado AB a passar pelo ponto F. Prolonguemos o lado DC' e
intersecté-mo-lo com a recta perpendicular. A essa interseccao nomea-la de G. O
rectangulo AFGD ¢é o rectangulo aureo, pois % = .

Provemos que o rectangulo AFGD é um rectangulo de ouro, para tal temos de

provar que AF = ®. Sejam AD = AB = 1, entao AE = % Entao,

1 __
AF =AE+FF = ; + EF. (3.3)

O segmento EC é a hipotenusa do triangulo rectangulo BCE. Aplicando o

teorema de Pitdgoras temos que,

EC’ =EB’ + BC". (3.4)

Por construcao geométrica sabemos que FC = EF e AE = EB = %, logo vem
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Figura 3.2: Rectangulo de Ouro.

que,

EF —=EB +BC & W2:(
— 5

EF =2

< 1

o FF—+ §:»_F:\/7§.

Substituindo EF em AF = % + EF por ‘/7‘?’, vem que

ﬁ:1+£:1+\/5:

. .
2 2 2 (3:5)

Podemos ainda considerar a seguinte abordagem: juntando dois quadrados unitarios
(lado= 1), teremos um rectangulo 2 x 1, sendo que o comprimento 2 é igual a soma
dos lados dos quadrados anteriores. De novo anexamos outro quadrado com L = 2 (o
maior dos lados do rectangulo anterior) e teremos um rectangulo 3 x 2. Continuamos
a anexar quadrados com lados iguais ao maior dos comprimentos dos rectangulos
obtidos antes. A sequéncia dos lados dos préoximos quadrados é: 3,5,8,13,... que é

a sucessao de Fibonacci.
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83.1.3 Pentagono e o Pentagrama

Antes de comecar a relacionar o nimero ¢ com o pentiagono e o pentagrama
abordaremos a irmandade Pitagoérica. FExistem infinitas figuras regulares em 2D
mas se formos para 3D sé existem 5. A estes solidos chamamos sélidos platonicos,
tetaedro, cubo, octaedro, icosaedro e dodecaedro. Na Grécia classica, cada um
destes solidos estava associado a elementos da natureza: Cubo era associado a Terra;
tetaedro ao fogo; octaedro ao ar; icosaedro a agua; dodecaedro ao Cosmos. Por
assim ser, o dodecaedro o mais importante, uma vez que representava o universo na
sua totalidade. Pode dizer-se que este fascinio pelos poliedros podiam resultar da
observacao de minerais cristalizados, como por exemplo os croitais de pirite que sao
em forma de dodecaedro.

Vamos centrarmo-nos um pouco mais no dodecaedro. Este possui 12 faces, 30
arestas e 20 vértices. As faces tém a forma de pentdgonos regulares. Os Gregos
também atribuiam misticismo das doze faces aos 12 simbolos do Zoodiaco. Analise-
mos mais atentamente o pentagono regular. Se unirmos os vertices através das suas

diagonais vamos obter o pentagrama.

Figura 3.3: Pentagrama de Ouro.

O pentagrama ou estrela pentagonal foi o simbolo dos pitagoricos. Desde dessa
altura que o pentagrama esta associado a sociedades secretas. Nos dias de hoje

também podemos encontra-lo em algumas bandeiras de alguns paises e em outros
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contextos mais mediaticos como por exemplo é o simbolo das estrelas de Hollywood
no Passeio da Fama de Los Angeles. Que relacao podera ter a estrela pentagonal

com o numero de ouro? Consideremos a estrela pentagonal ABCDE.

Figura 3.4: Pentagrama de Ouro.

Consideremos a diagonal EB e as suas interseccoes. Podemos estabelecer as

seguintes relagoes entre os varios comprimentos:

EB EG EF
EG EF FG
Se dobrarmos as pontas da estrela por forma a que o pentagono do centro seja

(3.6)

a base de uma piramide pentagonal, o vertice do topo ira ficar situado no centro
do pentagono regular. Obtemos assim uma piramide pentagonal com as medidas

aureas.

§3.1.4 Triangulo de ouro

Das maneiras mais faceis de encontrar o triangulo dourado é através do pentagono
regular e do pentagrama. No pentagrama encontramos somente dois tipos de triangulos,
sendo os restantes triangulos iguais ou semelhantes obtidos através das varias inter-
seccoes das diagonais.

Consideremos o triangulo BC'E. E um triangulo isdsceles uma vez que dois

dos seus lados sdo compostos por duas diagonais do pentagono (dois lados do penta-
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36° G 720

108°

Figura 3.5: Triangulo de Ouro no Pentagrama.

grama). Como é um triangulo isésceles os angulos internos opostos aos lados de igual
medida também tém a mesma amplitude. Consideremos EB = z, como EB = EC

entdo EC = z. O lado BC por seu lado corresponde ao lado do pentdgono, consid-
EB

== ®, ou seja que

eremos que o mesmo tem de comprimento 1. Provemos que

estamos perante uma relacao de ouro.

Figura 3.6: Triangulo iséceles.

Tracemos a bissectriz do angulo C' e vamos obter dois triangulos, o triangulo

CEF e CFB. Os triangulos BCE e BC'F sao semelhantes, pois a amplitude dos
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seus angulos internos é a mesma, entao podemos escrever,

EB  BC
BC FB
Sabemos que BC' = FC = EF =1 e substituindo em (3.7), obtemos
EB 1 ) (S — — 1
' L FP FBo1eTE- Yo (3.8)

1 EB -1 2

Em todo o pentagrama verificamos que sé existem trés amplitudes de angulos
diferentes: 36°, 72° e 108°. Estas amplitudes também estao entre elas relacionadas
uma vez que 72 é o dobro de 36 e 108 ¢é o triplo de 36. Podemos assim afirmar que
sao todos multiplos de 36. Dos dois tipos de triangulos que podemos observar no

interior do pentagono estrelado podemos representa-los da seguinte forma:

b~ 108° b

36° 36°

Figura 3.7: Triangulo, I. Figura 3.8: Triangulo, II.

Ambos os triangulos sao isosceles pelo que possuem dois lados com o mesmo
comprimento e consequentemente dois angulos de igual amplitude. Relacionemos
o comprimento do lados com a amplitude dos seus angulos. Para tal iremos usar
a Lei dos Senos, que estabelece uma relacao entre a mediana de um lado e o seno
do angulo oposto a esse lado. Para um triangulo ABC qualquer de lados a, b e ¢

podemos escreveé-la da seguinte forma:

a b c
sen(A)  sen(B) sen(C)

Voltemos aos triangulos ADE e BCE e relacionemos os elementos. No triangulo

(3.9)
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e ADF temos a relacao

a B b _, @ _sen (108°)
sen (108°)  sen(36°) ~ b  sen(36°)’
e para o triangulo BC'E obtemos
b c b sen(72°)  sen(108°)

sen (36°)  sen (72°) ¢ sen (36°)  sen (36°)

Sabemos que sao angulos suplementares e o seno de dois angulos suplementares
é igual, portanto vem que sen (72°) = sen (108°). Das relagoes estabelecidas anteri-

ormente podemos estabelecer as seguintes proporcoes:

a b sen(108°)

—=—= 2 =, 1
b ¢ sen(36°) (310)

Se considerarmos a figura do pentagrama e retirarmos o triangulo AG D, podemos

concluir a seguinte relacao:

cos (36°) = % (3.11)

Sabemos que,

cos (36°) =

EzA_@_l<@>
EG 285G 2\Bq)

Jo7

= = ©, obtemos a relagao (3.11). Outra forma de desenhar triangulos de

Como
Ouro é usando a construcao da divisao de um segmento de recta na divina proporcgao.
Partamos da referida construcao.

Com centro em C' e raio AC tracemos um arco. Com o mesmo raio e centro em
B tracemos outro arco por forma a intersectar o primeiro. Nomeemos a interceccao

por F. Unamos A, C, e B a K. Por construgao geométrica os triangulos resultantes

Sa0 aureos.
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Figura 3.9: Triangulo de Ouro.

83.1.5 Espiral dourada e a Espiral Rectangular

Utilizando o rectangulo de Ouro ou o triangulo de Ouro podemos encontrar
uma das mais prodigiosas e belas manifestacao de ®, a Espiral Dourada também
conhecida pela espiral logaritmica. Nela podemos observar alguns comportamentos
curiosos do numero inigmatico. Na generalidade, as espirais despertaram alguma
curiosidade no mundo matematico, incluindo Jacob Bernoulli (1654-1705) que dedi-
cou alguns anos a estudé-las. Com intuito de demonstrar a importancia destas na
sua vida, ele mandou esculpir uma espiral no seu tumulo dizendo “Eaden mutato
resurgos”, traduzindo “embora transformado, ressurjo sempre”. A espiral dourada
pode ser obtida através do rectangulo de Ouro ou do triangulo de ouro. Partindo
do rectangulo de Ouro retiremos um quadrado de comprimento igual ao seu lado
mais curto. Iremos obter um um novo rectangulo de ouro. Efectuemos novamente
a mesma operacao e iremos obter novamente um novo rectangulo de ouro. Pode-
mos efectuar esta operagao indefinidamente. Posteriormente tracemos varios arcos
de circumferéncia de raio igual ao comprimento do lado de cada um dos quadrados

que vamos retirando e centro no vértice de cada um deles. Com a juncao dos arcos
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iremos obter a espiral dourada, como mostra a figura.

1

Figura 3.10: Espiral dourada, I.

A espiral pode ser definida partindo de qualquer rectangulo de ouro, neste caso,
nao interessando as dimensoes do rectangulo de ouro inicial. A medida que vamos re-
tirando os quadrados de acordo com a figura definida em cima, vamos aproximando-
nos do numero de ouro. A propria espiral lograritmica, a medida que se vai fechando
também vai-se aproximando de . Se tragarmos uma diagonal no primeiro triangulo
de Ouro e uma outra diagonal no segundo triangulo de ouro, a sua interseccao é
sempre um angulo recto. Ao criarmos novos rectangulos de Ouro cada vez mais
pequenos, como na figura, e se tracarmos as diagonais desses rectangulos todas elas
vao estar sobre as duas diagonais iniciais. Estas irao ser sempre perpendiculares e
o seu ponto de intercepgao serd sempre o mesmo ponto apesar de reduzirmos o seu
lado por um factor ®.

A mesma espiral pode ser obtida através de um triangulo de ouro, para tal temos
de bissectar um dos angulos de amplitude 72° e vamos obtendo triangulos atreos.
Um deles semelhante ao original e outro com os angulos internos de amplitude 72°,
72° e 108°. Continuando a bissectar o triangulo isésceles com dois angulos de 72°,
vamos sempre obtendo triangulos de Ouro semelhantes aos anteriores. Os arcos de
circunferéncia sao tragados com centro na interseccao do lado do triangulo com a
besseccao do angulo e amplitude no vértice oposto do triangulo.

Também podemos construir a espiral rectangular partindo de um rectangulo de
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N S

Figura 3.11: Espiral dourada, II.

ouro, mas desta vez vamos construir a nossa espiral usando o lado do rectangulo.
Vamos partindo o nosso rectangulo inicial em sucessivos rectangulos de ouro. Con-
sideremos inicialmente que AB : BC' = ®, entao todos os racios que se obtém dal

irao ser sempre iguais a P.

A B

Figura 3.12: Espiral dourada, III.
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§3.2 Na Mausica

Desde tempos antigos, o homem sempre tentou alcancar a perfeicao, quer seja
nas pinturas, nos projectos arquitectonicos ou até mesmo em obras musicais. Os
pitagéricos tinham 4 grandes disciplinas que estudavam, Harmonico (numero no
tempo) Musica, aritmética nimeros puros, geometria nimero no espago e Sherics
nimeros no espaco e tempo. Um elo de ligacao entre as quatro disciplinas é o
numero de Ouro. O uso da musica e de ritmos na proporcao certa permite que os
pensamentos fluem facilmente. A estrutura do ritmo e da harmonica na musica é
baseado no racio. Consideremos os varios intervalos musicais o mais simples, a oitava
(2:1) e a quinta (3:2) sdo os mais simples e mais agraddveis de ouvir. Se reparmos
bem nos nimeros do racio, reparamos que sao os primeiros elementos da sequencia
de Fibonacci. Esta proporgdo continua com a sexta maior e menor (5:3 e 8:5) e
o proximo é (13:8). Outra vez temos a continuagao da série de Fibonacci que se
vai formando por si prépria. O nimero de Ouro estd presente nas famosas sinfonias
Sinfonia n°5 e na Sinfonia n°9, de Ludwig van Beethoven e em outras obras famosas.

Se considerarmos o inicio da Vasilissa de Dufay sob o ponto de vista musical,

Figura 3.13: Pauta, I.

E analisemos agora a mesma pauta mas do ponto de vista matematico,

Podemos concluir que a estrutura the toda a obra ¢ baseada no Niumero de ouro.
Outro facto interessante registrado na Revista Batera, num artigo sobre o baterista
de jazz Max Roach, é que, nos seus solos curtos, aparece, se considerarmos as relagoes
que aparecem entre os tempos do bombo e da caixa. Também o compositor Béla
Bartok utiliza esta relacao de proporcionalidade constantemente nas suas obras. Este

facto pode ser consultado na andlise da musica de Bartdk feita por Erné Lendvai
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Figura 3.14: Pauta, II.

(Béla Barték: And Analysis of his Music).

Em 1925, Sabaneev musicélogo russo afirmou que o niimero de Ouro foi utilizado
por Beethoven em 97% do seu trabalho, por Hayden em 97%, por Arensky em 95%,
Chopin em 92%, Schubert em 91%, Mozart em 91% e Scriabin em 90%. Também
podemos encontrar a Porpor¢ao Aurea nao sé nas pautas musicais mas também nos
proprios instrumentos musicais. Como um dos mais famosos exemplos temos os
violinos de Stradivarius.

Actualmente, cré-se que os Gregos utilizaram o nimero de Ouro para obter um
“som e uma acustica’ideais e que as suas habitacoes utilizavam frequentemente a
proporcao de Ouro na construcao de casas e suas habitacoes. Muitas Catedrais
utilizam o nimero de Ouro, em parte, pelo mesmo motivo. O nimero de Ouro
nao s6 minimiza a ressonancia acustica mas também tem um papel importante na
musica

It is believed the Greeks used Golden Ratio to achieve the wonderful sound and
“ideal acoustics”that Golden Proportion rooms have. Many cathedrals also use the
Golden Section, in part, for the same reason. The Golden Section not only minimizes
acoustic resonance, it also imparts a very musical quality to the remaining sound.

Se olharmos com mais atencao para o teclado de um piano podemos afirmar
que numa pequena sec¢ao temos 5 notas nas teclas pretas (2 notas mais 3 notas), 8
notas nas teclas brancas prefazendo um total de 13 notas numa oitava repetindo-se

a primeira e a ultima nota.




§3.3 Na literatura 53

a Stradivarius violin

Figura 3.15: Violino Stradivarius.

Figura 3.16: Teclado de um piano.

§3.3 Na literatura

Na literatura o nimero de Ouro encontra sua aplicacao mais notavel no poema
épico grego Iliada, de Homero, que narra os acontecimentos dos ultimo dias da
Guerra de Troia. Quem o ler notard que a proporcao entre as estrofes maiores e as
menores d4 um nimero proximo ao 1.618, o nimero de ouro.

Luis de Camoes na sua obra “Os Lusiadas”, colocou a chegada a India no ponto
que divide a obra na razao de ouro.

Virgilio em sua obra Eneida, construiu a razao aurea com as estrofes maiores e

menores.




§3.4 Na arquitectura 54

§3.4 Na arquitectura

Os gregos criaram o retangulo dourado. Com base na relacao existente no
rectangulo de Ouro, construiram o Partenon entre os edificios. Utilizando a relagao
de Ouro, os Egipcios construiram as piramides. Cada bloco da piramide era 1.618
vezes maior que o bloco do nivel acima. O Homem Vitruviano, de Leonardo Da

Vinci, ilustra claramente a ocorréncia do nimero de Ouro no corpo humano.

Figura 3.17: ® e o Partenon.

Edificios projetados por Lé Corbuier, ou a sede das Nagoes Unidas contém el-
ementos arquitetonicos na forma de retangulo de ouro. Assim como obras como o
Parthenon.

Ao longo dos séculos tem-se vindo a utilizar com alguma regularidade o niimero
de ouro. Como foi referido anteriormente no capitulo 2, talvez como primeira re-
feréncia na arquitectura, temos as piramides que possuem o nimero de Ouro incu-
tido. Onde cada bloco da piramide era 1.6818 vezes maior que o bloco do nivel de
cima.

A piramide de Quéops em Gisé, no Egipto, foi construida tendo em conta a razao
aurea: a razao entre a altura de uma face e a metade do lado da base da grande

piramide ¢ igual ao nimero de ouro.
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Figura 3.18: ® e a Piramide.

Também o podemos observar no Arco do Triunfo em Roma, nos tiamulos licios
e igrejas na antiga cidade de Mira, Turquia. Nao se pense que o nimero de Ouro
sO surgiu na cultura classica se atravessarmos o Atlantico, na bolivia podemos ver a
Porta do Sol de Tiwanaku, um monumento pré-Inca onde se encontra a proporc¢ao

aurea no seu pleno.

Figura 3.19: Porta do Sol, 1. Figura 3.20: Porta do Sol, II.

Outro classico é a fachada da universidade de Salamanca que foi construida no
século XV, a parte central foi construida dentro de um rectangulo dourado.

Ja na arquitectura contemporanea temos alguns belos exemplos do uso da pro-
porcao que foi possivel através de novos materiais e novas tecnicas de construgao. A
rampa do Museu Guggenheim de Nova lorque foi desenhada pelo norte-americano
Frank Lloyd Wright e tem a estrutura da concha do nautilus, é uma espiral dourada.
Por sua vez o arquitecto polaco Zvi Hecker utilizou a mesma espiral no desenho das
escolas Heinz-Galinsky de Berlim. Desta vez a inspiracao veio do crescimento das

pétalas do girassol que se efectua seguindo a espiral durea.
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Figura 3.22: Escolas Heinz-Galinsky.

E é claro o edificio das nagoes unidas projectado por Le Corbusier. Mas Le
Corbusier nao se ficou s6 pela utilizacao da proporcgao aurea, ele redesenhou uma
nova escala nao utilizando o sistema métrico, mas sim utilizando o sistema aureo.
Comecou por tomar a distancia do solo a cabeca e até ao braco, depois encontrou a
seccao aurea e posteriormente com estas proporcoes criou um sistema de dimensoes
que correspondem as dimensoes do corpo humano.

Veio assim o “Homem do Modulor” que viria a constratar com o Homem Vitru-

viano de Leonardo DaVinci. O modulor foi construido através das medidas ideais
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sugeridas por Le Corbusier. O homem com a mao levantada mede 226cm e exac-
tamente a metade da altura encontra-se o umbigo. Estes dois valores quando sao

multiplicados ou divididos por ®, geram uma sucessao de Fibonacci.

Figura 3.23: Edificio da Onu. Figura 3.24: Homem do Modulor.

Se formos ao Quincy Park em Cambridge, podemos ver uma aplicacao directa

de ®. Podemos observar uma placa comemorativa ao nimero de ouro.

Figura 3.25: ® em Quincy Park.
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§3.5 Design

Desde do renascimento que a busca do perfeito, do belo e do harmonioso tem
sido uma busca constante, como ja foi referido anteriormente, mas mesmo assim e
apos tantos séculos continua a existir uma razao que reune estas condicoes, . O
nimero de Ouro também é bastante utilizado no design. Desde do desenho de naves

espaciais, USS Enterpriser, até ao desenho de logotipos de marcas de automéveis.

Figura 3.26: “Nave” Enterprise, I. Figura 3.27: “Nave” Enterprise, II.

Como podemos observar pelas figuras, a nave espacial estd inserida em varios
rectangulos de ouro, quer na perspectiva superior ou na perspectiva frontal.

O mundo automovel também reconheceu esta razao como uma Otpima oportu-
nidade de melhorar os seus logotipos e nao s6. Austin Martin utilizou intensivamente

a razao de Ouro no design do Rapide S e DB9.

Figura 3.28: Austin Martin Rapide S.

Muitas outras marcas no ramo automovel utilizaram o namero de ouro. Umas
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de forma mais exaustiva e outras de forma mais simples.

Figura 3.29: Simbolo da Toyota. Figura 3.30: Simbolo da Nissan.

Como podemos observar nas figuras em baixo, conseguimos observar através das
linhas a razao de Ouro aplicada nas mesmas. Algumas empresas tém o simbolo do
ntimero de Ouro no seu logo, como é o caso da “Disney” que utiliza ¢ (se bem que
minusculo). Outras companhias utilizam as proporgoes aureas no desenho dos seus

proprios produtos, a semelhanca da Austin Martin.

Figura 3.31: Simbolo da Disney. Figura 3.32: Garrafas de Sumos.

§3.6 Na arte

O ntimero de Ouro nao é s6 estudado pelos matematicos, mas ao longo dos séculos
também tem vindo a ser intensamente utilizado pelos pintores, escultores, arquitec-
tos, .... Durante o Renascimento, deu-se o desenvolvimento da perspectiva e uma
busca incessante das proporcgoes ideias e harmonia para os sentidos. Com a repre-
sentacao de forma realista em duas dimensoes de objectos tridimensionais, surgiu um

novo ramo da geometria a que chamaram de Geometria Projectiva. Alguns nomes
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muito importantes deste periodo foram Leonardo DaVinci, Rafael e Diirer.

Com o “Tratado da Pintura”’de Leon Battista Alberti, surgiram os primeiros
documentos a explicar como podia representar a realidade.

A partir destas ideias comecaram a surgir as primeiras ligacoes realmente estab-
elecidas entre a geometria e a arte, onde os pintores utilizavam de forma sistematica
a geometria para dar “mais Vida”as suas pinturas. Por exemplo, Alberti procurava
regras tedricas e praticas para “guiar”’o trabalho dos artistas. A desvantagem deste
tipo de regras ¢ que se poderia perder alguma originalidade e criatividade. E nesta

altura que se comecam a utilizar as frases como

“o primeiro requisito para um pintor é conhecer a geometria”

“o quadro € a janela aberta através da qual se vé o objecto pintado”

O estudo de Albertini, leva-o a “descrever”’a primeira definicdo de perspectiva
cientifica, mais tarde também descreve o conceito de arquitectura moderna que esta
completamente imerso no conceito da proporcao aurea. Mais tarde veio Leonardo
Davinci também ele procurando e utilizando os resultados tedricos no seu trabalho.
Ele proprio viria a afirmar que “a perspectiva é a rédea e o leme da pintura”. Nao
existem quaisquer provas de que DaVinci utilizou a proporgao de dourada, mas se
anilisarmos “A Ultima Ceia”de Leonardo podemos encontrar alguns rectangulos de
ouro.

No quadro Gioconda também podemos observar com precisao que o mesmo se
enquadra numa elegante sucessao de varios rectangulos de ouro.

Os artistas nao utilizaram s6 o rectangulo de ouro, Michelangelo também utilizou
a estrela pentagonal na composicao de “A Sagrada Familia”. A utilizagao da estrela
pentagonal por parte do artista, permite dar uma novo arranjo e mais enfase a
determinadas personagens. Por Piero della Francesca podemos ver também o re-

arranjo que se pode encontrar em “A Flagelacao”.
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Figura 3.34: A “Mona Lisa”e o numero de Ouro, I.

No nascimento de Vénus podemos ver varias utilizagoes do nimero de ouro.
Na figura 3.39, a falange, a falanginha e a falangeta do indicador tém compri-

mentos que estao na proporcao de ouro.
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Figura 3.36: “A Flagelagao”.

Outros artistas, ja no século XX, utilizaram o proprio rectangulo de Ouro nas
suas pinturas como ¢ o caso de Piet Mondrian.

Na escultura podemos observar como o nimero de Quro esta presente no rosto
da estatua de Atenas através do rectangulo de ouro. Alguns estudiosos referem
que a propor¢ao dourada pode ser encontrada em muitos estilos de pintura, mas
muitas vezes elas foram criadas mais pela intuicao do artista do que pela construcao

geométrica da mesma.
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Figura 3.37: O “Nascimento de Figura 3.38: O “Nascimento de

Vénus”e o nimero de Ouro, 1. Vénus”e o nimero de Ouro, II.

Figura 3.39: Obra de Michelangelo.

Na arquitectura, e ao longo dos séculos tem-se vindo a utilizar com alguma
regularidade o nimero de ouro. Talvez como primeira referéncia temos as piramides

que possuem o numero de Ouro incutido. Como puderemos obter tal razao?

8§3.7 No corpo humano

As idéias de proporcao e simetria aplicadas a concepcao da beleza humana. As-

sim, podemos encontrar o nimero ¢ na

e A altura do corpo humano e a medida do umbigo até o chao;

e A altura do cranio e a medida da mandibula até o alto da cabeca;
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L.

Figura 3.41: Obra de Piet Mondrian,
II.

Figura 3.42: Estdatua Ateniense.

e A medida da cintura até a cabeca e o tamanho do térax;
e A medida do ombro & ponta do dedo e a medida do cotovelo & ponta do dedo;

e O tamanho dos dedos e a medida da dobra central até a ponta;
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Figura 3.43: A mona Lisa.

e A medida da dobra central até a ponta dividida e da segunda dobra até a

ponta;

e A medida do cintura ao chao e a medida do joelho ao chao.

Tendo em conta a possibilidade de alguns erros nas medigoes, efectuadas com
régua ou uma fita métrica, os valores serao sempre proximos ao nimero de ouro.
Essas propor¢oes anatomicas foram bem representadas pelo “Homem Vitru-

viano”, obra de Leonardo Da Vinci.
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Figura 3.44: Dimensoes aureas do Homem.

Dimensao do tutero em mulheres jovens (16 e 20 anos), segundo o pesquisador
Jasper Vergtus, da Universidade de Leuven.
O nimero de Ouro também estd associado ao “conceito de Beleza”.

Assim, o umbigo divide a altura do corpo em média e extrema razao.

§3.8 Na Natureza

® estda também nas escamas de peixes, presas de elefantes e no crescimento de

plantas.
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Figura 3.45: O homem Vitruviano.

E o caso dos girassois que pertencem a familia Compositae. As sementes for-

mam dois conjuntos de espirais logaritmicas com sentidos diferentes. O nimero de

sementes de cada conjunto é diferente mas sao dois nimeros consecutivos de Fi-

bonacci. A propor¢ao em que aumenta o diametro das espirais sementes de um

girassol é a razao durea. A distribuicao das sementes de girassol é regida pela espi-

ral logaritmica de ®. Além disto, o girassol possui 55 espirais orientadas no sentido

horario, sobrepostas a 34 ou 89 espirais em sentido anti-horério que é gerada por ®.

O Nautilus pompilius, é um molusco que vive no sudoeste do oceano paficio. O

nautilus é um dos seres vivos que apresenta a razao durea em seu desenvolvimento,

sendo assim chamado de Espiral de Ouro. A proporcao em que cresce o raio do

interior da concha desta espécie de caramujo. Este molusco bombeia gas para dentro
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Figura 3.47: ® no corpo humano, I. Figura 3.48: ® no corpo humano, II.

de sua concha repleta de camaras pra poder regular a profundidade de sua flutuacao.

O dancarino Siva do mito hindu segura o Nautilus numa das maos como um
dos instrumentos com os quais inicia a criagao. Para os Pitagoricos, contudo,
esta forma encarna a dinamica da geracao ritmica do cosmos, e através de seu
harmonico principio representa o amor universal. A espiral logaritmica acaba por

ser sobreposicao ao feto do homem e dos animais, e esta presente no esquema de
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Britney Spears e o numero de ouro:

Figura 3.49: ® e o conceito de beleza I.

Figura 3.50: ® e o conceito de beleza II.

crescimento de muitas plantas.

® esta presente também nas escamas de peixes, presas de elefantes, crescimento
de plantas.

Na Achillea Ptarmica: Razao do crescimento de galhos. Folhas de arvores: a
proporcao em que se diminuem as folhas de uma &arvore a medida que subimos
de altura; Populagao de abelhas (a proporgao entre abelhas fémeas e machos em
qualquer colméia). Também estd presente nas arvores, na proporgao em que se

diminuem as folhas de uma arvore a medida que subimos de altura.
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Figura 3.52: Nautilus pompilius.

§3.9 Algumas criticas ao niimero de Ouro

Nao poderiamos terminar este trabalho sem fazer uma breve referéncia ao artigo
de George Markowsky, [10].

Neste artigo o autor apresenta algumas criticas ao nimero de Ouro. Comega
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por referir algumas das suas propriedades. O autor afirma que o termo “nimero
de ouro”nao foi utilizado na antiguidade, citando para tal os trabalhos de Frangois
Lasserre. Depois, o autor critica os trabalhos de Martin Gardner que, utilizando os
dados publicados na “Pyramidology Fallacy” mostrou que varios edificios em Wash-
ington D.C. utilizam o nimero de ouro. O autor defende ainda que muitas das
observagoes contém erros uma vez que sao obtidos através de aproximacoes. Inclui
outros exemplos como por exemplo a “suposta”utilizagao do nimero de Ouro na
construcao das grandes piramides. Um outro aspecto que ele salienta é o facto de
que o numero de Ouro nao “aparece”’no Partenon.

Refere ainda que muitos pintores incluindo Leonardo Da Vinci, nao utilizaram
o nimero de Ouro nas suas obras. O autor afirma ainda que o numero de Ouro
nao foi utilizado na construcao do edificio da ONU e que os valores obtidos sao
substancialmente diferentes de ®. Refere ainda que o nimero de Ouro nao esta
presente no corpo humano.

Outros trabalhos que devemos mencionar sao [8], [9] e [11].




Capitulo 4

O numero de Ouro no Ensino em

Portugal

Neste capitulo vamos apresentar algumas actividades que podem ser utilizadas
na sala de aula para introduzir o nimero de Ouro e algumas das suas propriedades
a Alunos desde o 5° ano de escolaridade até ao 10° de escolaridade.

Dependo dos programas vigentes, outro de tipo de conteidos programaticos
poderiam ser utilizados para introduzir o nimero de Ouro e algumas das suas
propriedades. De entre eles salientamos as sucessoes e o principio de Inducao

Matemética.

84.1 Actividades
84.1.1 Proposta de Atividade - I
a) Esta actividade tem como publico alvo os Alunos do 5 ao 8 ano de escolaridade

e tem como objectivo o desenvolvimento da capacidade do Aluno reconhecer o

numero de Ouro e utilizé-lo no desenvolvimento do conhecimento matematico.
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b) Descricao da actividade: Construcao de um segmento aureo utilizando régua

€ COINpasso.

c) Lista de Material necessario:

i) Régua de 30cm;
ii) Compasso;

iii) Folha de papel A4.
d) Procedimento da Atividade:

i) Tragar um segmento qualque AB;
ii) Inicialmente determina-se a Mediatriz de AB, que corta o segmento no ponto
O;
iii) Apartir de B, levanta-se uma perpendicular a AB;
iv) Com centro em B e raio BO, determina-se o ponto C
v) Traga-se o segmento C'A;
vi) Com centro em C' e raio C'B, determina-se D sobre C'A;

vii) Com centro em A e raio AD,determina-se F, sobre AB. Finalmente tem-se

que: AFE é o segmento aureo de AB.

e) O Aluno deve verficar se alguns objectos do quotidiano, como por exemplo,

cartoes da escola, televisoes, etc . ..satisfazem as condigoes do niimero de Ouro.
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84.1.2 Proposta de Atividade - 11

a) Esta actividade tem como ptblico alvo os Alunos do 5 ao 8 ano de escolaridade
e tem como objectivo o desenvolvimento da capacidade do Aluno reconhecer o

numero de Ouro e utilizé-lo no desenvolvimento do conhecimento matematico.

b) Descrigao da actividade: Construgao de um rectangulo aureo utilizando unica-

mente a régua.

c) Lista de Material necessario:

i) Régua de 30cm;

ii) Folha de papel A4.
d) Procedimento da Atividade:

i) Desenha um quadrado e divide-o ao meio;
ii) Desenha o prolongamento do lado maior do rectangulo;
iii) Num dos rectangulos obtidos traca a diagonal;

iv) Com o compasso, traga um arco de circunferéncia, cujo raio é a diagonal do

rectangulo, até a base prolongada;

v) Pelo ponto de intersecgao do arco com o segmento da base traga um segmento
perpendicular a base. Prolonga o lado superior do quadrado até encontrares

este ultimo segmento para formar o rectangulo.

e) O Aluno deve verficar se alguns objectos do quotidiano, como por exemplo, livros,
revistas, embalagens de cereais, etc ...satisfazem as condig¢oes do rectangulo de

Ouro.
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Escola de Encosta a Nova

Rectangulo aureo

1. Observa a figura:

Figura 4.1: Quadrado.
Para construir o rectangulo atreo, deves seguir os seguintes passos:

i) Desenha um quadrado e divide-o ao meio;
ii) Desenha o prolongamento do lado maior do rectangulo;
iii) Num dos rectangulos obtidos traca a diagonal;

iv) Com o compasso, traga um arco de circunferéncia, cujo raio é a diagonal

do rectangulo, até a base prolongada;

v) Pelo ponto de intersecgao do arco com o segmento da base traga um seg-
mento perpendicular a base. Prolonga o lado superior do quadrado até

encontrares este tltimo segmento para formar o rectangulo.

Averigue se as razoes obtidas anteriormente se aproximam do ntmero de ouro,

P ~ 1.618.
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84.1.3 Proposta de Atividade - 111

a) Esta actividade tem como publico alvo os Alunos do 5 ao 8 ano de escolaridade

e tem como objectivo o reconhecimento do niimero de Ouro no corpo humano.

b) Descrigao da actividade: Verificar se o nimero de Ouro se encontra no Corpo

Humano.

c) Lista de Material necessario:
i) Régua;
ii) Léapis e papel.

d) Procedimento da Atividade (esta parte da actividade deve ser desenvolvida sem

a folha prdtica que se seque):
i) Mega o comprimento da falange, da falanginha e da falangeta do indicador
de uma das suas maos;
ii) Calcule as seguintes razoes:
i) falange/falanginha;
ii) falanginha/falangeta
iii) Averigue se as razoes obtidas em dii se aproximam do nimero de ouro.
e) O Aluno deve verficar se alguns objectos do quotidiano, como por exemplo, livros,

revistas, embalagens de cereais, etc ...satisfazem as condig¢oes do rectangulo de

Ouro.
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Escola de Encosta a Nova

O nimero de Ouro no corpo humano

1. Observa a figura:

Figura 4.2: Corpo Humano.

Determina as seguintes medidas:

a) A altura do corpo humano e a medida do umbigo até o chao;

)
b) A altura do cranio e a medida da mandibula até o alto da cabega;
¢) A medida da cintura até a cabega e o tamanho do térax;

)

d) A medida do ombro & ponta do dedo e a medida do cotovelo & ponta do

dedo;

e) O tamanho dos dedos e a medida da dobra central até a ponta,;
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Averigue se as razoes obtidas anteriormente se aproximam do ntmero de ouro,

P ~ 1.618.
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84.1.4 Proposta de actividade - IV

a) Esta actividade tem como piblico alvo os alunos do 7° ano de escolaridade e
tem como objectivo o desenvolvimento da capacidade do Aluno do aluno de
medir a amplitude de angulos, a identificar triangulos congruentes e semelhantes

e justificar utilizando os critérios adequados.

b) Descricao da actividade: A partir de um pentdgono regular, tragar as suas diag-
onais e indentificar e justificar triangulos congruentes e semelhantes. Reconhecer

a existéncia da razao aurea.

c) Lista de material necessario:

i) Ficha de trabalho com a figura de um pentagono regular;
ii) Régua;
iii) Transferidor;

iv) Papel.
d) Procedimento da actividade

i) Medir vérios segmentos de recta presentes nas diagonais e lados do pentdgono:
ii) Estabelecer a existéncia de alguma relacao entre si;
iii) Averigue se as relagoes anteriores se aproximam do nimero de ouro;

iv) Meca a amplitude dos angulos encontrados na interseccao das diagonais do

pentagono;
v) Identifique os diferentes triangulos existentes na construcao;
vi) Classifique os triangulos quanto ao lados;

vii) Existe uma relagao entre os vérios triangulos? Em caso afirmativo indique

a ou as relagoes presentes e justifique com os critérios adequados.
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Escola de Encosta a Nova

O ® no pentagono regular

1. Observa o pentdgono.

Figura 4.3: Pentagono regular.

a) Traca as diagonais do pentdgono;
b) Mede a amplitude dos angulos formados pelas intersecgdes das diagonais;

¢) Quantos triangulos encontras na figura? Como os classificas quanto ao

comprimentos dos lados?;

d) Que relagoes podes estabelecer entre os varios triangulos? Justifica a tua

resposta;
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e) Onde encontras ¢7
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84.1.5 Proposta de actividade - V

a) Esta actividade tem como publico alvo os alunos do 8° ano de escolaridade e
tem como objectivo a aprendizagem da construcao geométrica para obter a bis-
seccao de um angulo, identificar dois ou mais triangulos semelhantes e justificar

utilizando os critérios de semelhanca;

b) Descricao da actividade: Os alunos irdo seguir uma série de instrugoes para
posteriormente conhecerem e utilizarem a construcao geométrica para efectuar
a bisseccao de um angulo. Apds essa construgao irao recnhecer a existéncia de
dois triangulos semelhantes e irao justificar utilizando para tal os critérios de

semelhanca que possam ser mais adequados;
c¢) Lista de material necessario:
i) Régua
ii) Compasso
iii) Transferidor
iv) Ficha de trabalho que contera uma imagem de um triangulo de Ouro ABC
com os angulos de 72°, 36° e 18°.

d) Procedimento da actividade:

i) Utilizando a figura escolha um dos angulos de 720 para efectuar a bissec¢ao;

ii) Tragar um arco de circunferéncia com centro no vértice do angulo e amplitude

de forma a intersectar os lados do angulo;

iii) Com o compasso tragar arcos de circunferéncia com centro nas intercecgoes
anteriores, e amplitude igual, por forma a que os arcos se intersectem no

interior do angulo;

iv) Tragar uma semi-recta com inicio no vértice do angulo e passando pela in-

terceccao;
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v) Intersectar a semi-recta com o lado do triangulo;
vi) Determinar a relagao entre o novo triangulo obtido com o original;

vii) Justificar a a relagao anterior utilizando os critérios adequados.




§4.1 Actividades 84

Escola de Encosta a Nova

Investiga o Triangulo de Ouro

1. Observa o triangulo:

Figura 4.4: Triangulo regular.

a) Observa a figura em cima.

i) Como classificas o tridangulo anterior quanto ao comprimento dos lados?
ii) Mede a amplitude dos seus angulos internos.

iii) Escolhe o angulo de menor amplitude e segue os seguintes passos para

bissecté-lo.
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iv) Que relagdo encontras entre o primeiro tridngulo e o tridngulo que

obtiveste apos a bissectacao do angulo? Justifica a tua resposta.
Nota 4.1.1. Para determinar a bissectriz de um angulo, deves:

1) Tragar um arco de circunferéncia com centro num dos vértices de am-
plitude maior do triangulo e raio menor do que o comprimento do lado
menor do triangulo por forma a intersectar os dois lados do triangulo,

2) Tracar dois arcos de circunferéncia com centro nas intersec¢oes ante-
riores por forma aos dois arcos de circunferéncia intersectarem-se num
ponto;

3) Tragar uma semi-recta com inicio no vértice do triangulo a passar pela
ultima interseccao. Essa semi-recta divide o angulo em dois angulos

19UQIS.
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84.1.6 Proposta de actividade - VI

a) Esta actividade tem como ptblico alvo os alunos do 9 e 100 ano de escolaridade, e
tem como objectivo a prova do valor através da resolucao da equacao de segundo

grau;

b) Descrigao da actividade: Os alunos devem utilizar a régua para encontrar a razao
de Ouro no segmento de recta. Apéds a definacao da proporcao aurea os alunos de-
vem encontrar as proporcoes correctas e coloca-las na forma de proporgao. Apds
efectuar esta tarefa devem efectuar a substituicao correcta e dos comprimentos e

encontrar o valor aproximado de ®;
c¢) Lista de material:

i) Ficha com a divisdo do segmento de recta na divisdo durea;
ii) Régua.
d) Procedimento da actividade:

i) Utilizando a régua o aluno deve medir os varios comprimentos presentes no

segmento de recta inicial;
ii) Escreve os vérios segementos de recta como uma proporgao;

iii) Sendo um dos comprimentos 1 e o outro x encontra a solugdo da equagao

quadratica que encontrada;

iv) Escreve um valor aproximado de ®.
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Escola de Encosta a Nova

O segmento de recta aureo

1. Observa a figura:

O O O
A

N

a+b

Figura 4.5: Segmento de Ouro.

a) Considera a divisao do segmento de recta AB.

i) Relaciona os vérios comprimentos do segmento de recta.

ii) Sendo a = 1 e b = z, e utilizando as relagdes anteriores, encontra o

valor de ®.




Capitulo 5

Conclusoes

Com este estudo foi possivel comprovar que realmente muitas coisas do nosso
dia a dia contém matemadtica, desde a arte, até grandiosas construcoes. Antiga-
mente eram muito mais evidentes, e muito mais exploradas estas ligacoes com a
matemadtica, porém mesmo hoje em dia podemos comprovar em alguns prédios, ou
nas obras de arte, porém temos a natureza, que sempre independente do homem,
tera esta ligacao com a matematica. Ainda pensando na natureza, temos em nosso
proprio corpo, uma ligagao eterna com a matematica, estabelecida através da pro-
porcao aurea, encontrada nas mais diversas partes do corpo, como demonstram
Vitruvius e Leonardo da Vinci em seus estudos. O ntmero de Ouro é considerado
por muitos estudiosos um simbolo da harmonia. Surgiu da necessidade que os anti-
gos tinham de utilizar a contagem como forma matemadtica para aplica-las em seus
negocios. Fibonacci deu uma grande contribuicao a Geometria com a sua descoberta,
a qual esta relacionada com a solucao do problema dos coelhos. Todos esses exem-
plos nos levam a perceber quao grande ¢ a importancia deste nimero que por este
motivo foi chamado “de ouro”. Com o nosso trabalho, pretendemos uma abordagem
matematica do Nimero de Ouro. Tentamos mostrar algumas ocorréncias do niimero
de Ouro em campos da actividade humana ao longo da Histéria. Apresentamos uma

breve perspectiva da influéncia de Fibonacci e Leonardo Da Vinci, nesta area e o
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celébre problemas dos coelhos.
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