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Resumo

O presente estudo tem como foco central os resultados da implementacdo de uma sequéncia
didatica para o ensino-aprendizagem de Sucessoes Numéricas, numa disciplina de Analise

Matematica do 1° ano de uma licenciatura em Engenharia do Ambiente.

As questoes de investigacao incluem: a aquisicdo de diretrizes para a elaboracao e
implementacdo de uma sequéncia didatica baseada na resolucdo de problemas
contextualizados e no recurso a folha de calculo; a compreensdao sobre o modo como os
alunos fazem uso de diferentes registos de representacdo semiotica; e a caraterizacao dos
processos de construcao de modelos conceptuais pelos alunos. Para tal, sao analisados os
tipos de registos de representacdo semiotica que os alunos produzem, a natureza dos modelos
que os alunos criam quando se envolvem em atividades propulsoras de modelos, inerentes ao
topico de Sucessoes Numéricas, e a utilidade que a folha de calculo revela ter nestas

circunstancias.

Para o enquadramento tedrico do estudo foram consideradas as contribuicoes de diversas
linhas de investigacao, designadamente em torno da resolucdo de problemas e da didatica das
situacoes de aprendizagem que sublinham o papel do aluno e do contexto educacional na sua
aprendizagem. Assim, o estudo apoia-se em principios essenciais propostos pela Teoria das
Situacoes Didaticas para sustentar as opcoes didaticas e metodoldgicas assumidas. A natureza
das questoes de investigacao, por seu turno, justificou a procura de articulacoes entre duas
teorias chave, designadamente a Teoria de Registos de Representacdo Semidtica (TRSS) e a

Perspetiva de Modelos e Modelacao (M&M)

0 estudo seguiu uma metodologia interpretativa, baseada em estudos de caso, e foi delineado
segundo os pressupostos da Engenharia Didatica enquanto modalidade de investigacao de
indole qualitativa, integrando uma vertente de experiéncia de ensino. Os participantes sdo os
alunos do 1.° ano do curso de licenciatura em Engenharia do Ambiente ministrado na Escola
Superior Politécnica do Namibe (ESPtN). Entre estes, foram selecionados trés alunos que
permitiram a realizacdo de trés estudos de caso. O autor do presente estudo assumiu o papel
de professor-investigador, sendo assim o docente que lecionou as aulas da sequéncia didatica

implementada.

A recolha de dados incluiu a observacao participante, em sala de aula, dos alunos no decurso
da realizacao das tarefas propostas, os seus relatorios escritos, o registo video e audio das
falas, argumentacoes e comentarios proferidos pelos trés alunos-casos durante a resolucdo de
problemas e ainda os resultados de inquéritos aplicados a todos os alunos do primeiro ano do

referido curso e aos professores de matematica da escola supracitada.
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Com este estudo, foi possivel concluir que a realizacao de atividades propulsoras de modelos
inerentes ao topico de Sucessdes Numéricas, com recurso a folha de calculo, fornece
oportunidades para os alunos alcancarem aprendizagens especificas, inerentes a conceitos
matematicos, mas também aprendizagens de carater mais abrangente, como seja, a sua
capacidade de interpretar uma situacao e de a matematizar, mobilizando os seus

conhecimentos anteriores ou prosseguindo para novos conhecimentos.

Os resultados evidenciaram a possibilidade de um paralelismo entre os ciclos de modelacao
efetuados pelos alunos e as sucessivas conversoes de registos semioticos, o que confirma que
a experiéncia do ensino proporcionou a aprendizagem dos alunos, na oOtica das duas
perspetivas tedricas. Por fim, importa referir que o estudo revelou que a folha de calculo
subsidiou, de forma relevante, a concretizacao de tratamentos de registos numéricos, bem

como multiplas conversdes de registos.

Palavras-chave

Sucessdoes Numéricas, Folha de Calculo, Registos de Representacdes Semioticas, Modelos e

Modelacao, Ensino Superior.
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Abstract

The present study has as its central focus on the results of the implementation of a didactical
sequence for the teaching and learning of Numerical Sequences, in a Real Analysis course, as

part of the 1st year of a degree in Environmental Engineering.

The research questions include: the acquisition of guidelines for the elaboration and
implementation of a didactical sequence based on solving contextualized problems and the
use of the spreadsheet; the understanding of how students make use of different registers of
semiotic representation; and the characterization of the processes of construction of
conceptual models by the students. To do so, we analyse the types of registers of semiotic
representation that students produce, the nature of the models that students create when
engaging in modelling activities in the topic of Numerical Sequences, and the usefulness that

the spreadsheet reveals under these circumstances.

For the theoretical framework of the study, the contributions of several lines of research
were considered, namely around problem solving and the didactics of learning situations that
emphasize the student’s role and the educational context in learning. Thus, the study is
based on essential principles proposed by the Theory of Didactical Situations to support the
didactical and methodological options assumed. The nature of the research questions, in turn,
justified the search for articulations between two key theories, namely the Theory of

Registers of Semiotic Representation (TRSS) and the Models and Modelling Perspective (M&M).

The study followed an interpretative methodology, based on case studies, and was delineated
according to the assumptions of Didactical Engineering as a research approach of a qualitative
nature, integrating a teaching experience. The participants are the 1st year students of a
degree in Environmental Engineering taught at the Namibe Polytechnic School (ESPtN). Among
those, three students were selected, allowing three case studies to be carried out. The
author of the present study assumed the role of teacher-researcher, being thus the teacher
who taught the classes of the didactical sequence implemented.

The data collection included participant observation of the students in the course of carrying
out the proposed tasks, their written reports, the video and audio recording of the
statements, arguments and comments made by the three student-cases during the resolution
of the problems, as well as the results of surveys applied to all students in the first year of

the mentioned course and to the mathematics teachers of the aforementioned School.

With this study, it was possible to conclude that the model eliciting activities related to the

topic of Numerical Sequences, using the spreadsheet, provided opportunities for students to



achieve specific learning, regarding mathematical concepts, but also learning of a more
comprehensive nature, such as the ability to interpret a situation and to mathematise it, by

activating previous knowledge or pursuing new knowledge.

The results evidenced the possibility of a parallelism between the modelling cycles carried
out by the students and the successive conversions of semiotic registers, confirming that the
teaching experience generated relevant learning, from the perspective of the two theoretical
perspectives. Finally, it should be noted that the spreadsheet significantly subsidized the

processing of numerical registers as well as multiple conversions between semiotic registers.

Keywords

Numerical Sequences, Spreadsheet, Registers of Semiotic Representations, Models and

Modelling, Higher Education.
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Capitulo 1

Introducao

Este primeiro capitulo comeca com uma breve contextualizacdo do estudo, com a qual se
pretende situar o trabalho na realidade em que ele se desenvolve, tendo em conta os fatores
motivadores mais pertinentes que justificaram a sua realizacdo. Em seguida, é destacada a
relevancia e atualidade do trabalho de investigacdo, tendo em conta ndo s6 o contexto do
estudo mas sobretudo as tendéncias atuais e os desenvolvimentos estabelecidos, no plano
internacional, na area da Educacdo Matematica. Para tornar claros os intentos da investigacao
levada a efeito é entdo apresentado o problema de investigacao e sdo formuladas as questdes
de investigacao que norteiam a pesquisa. Procurando deixar patente o que se deseja alcancar
com o presente estudo, foram explicitados os respetivos objetivos e também anunciada a
opcao metodologica que se considera adequada aos referidos objetivos e a natureza do

estudo. No final, como forma de guiar o leitor, é apresentada a estrutura geral da tese.

1.1 Equadramento situacional do estudo

O presente estudo desenvolveu-se na Escola Superior Politécnica do Namibe (ESPtN),
geograficamente localizada na cidade de Mocamedes, Provincia do Namibe, situada na regiao
sul da Republica de Angola. A ESPtN é uma das unidades organicas da Universidade Mandume

ya Ndemufaio, uma das sete universidades publicas de Angola.

A escola tem cerca de 1900 alunos matriculados em seis cursos de licenciatura com a duracao
de cinco anos curriculares. Na referida escola sao ministrados os cursos de Biologia Marinha,
Contabilidade e Gestao, Engenharia do Ambiente, Engenharia Elétrica, Engenharia Mecanica e

Engenharia Metalurgica.

O curso de Licenciatura em Engenharia do Ambiente foi idealizado para formar a curto prazo
cidadaos com senso pratico, capacitados para responder positivamente, através das suas
competéncias adquiridas, as exigéncias académicas e técnico-profissionais conforme
solicitado pelo mercado laboral e pelo meio académico, no que se refere as problematicas

ambientais que assolam ou poderao vir a atingir a regiao sul de Angola e o0 mundo em geral.

As estatisticas apontam que a quantidade de reprovacdes, repeténcias e desisténcias aumenta
ano apos ano (DAAc-ESPtN, 2014, 2015, 2016), e a realidade mostra que os alunos revelam
algumas dificuldades na interpretacao e descricdo matematica de esquemas, graficos, leis,

principios e teorias cientificas.



Em féruns em que se aborda esta problematica, as opinides dos docentes divergem; alguns
alegam uma falta de atitude e postura académica por parte dos alunos e outros, mesmo sem
fundamentos rigorosos, acreditam que os professores que trabalham com as disciplinas
basicas falham na planificacdo e/ou na abordagem de conteldos realmente essenciais para

um aluno de engenharia e, ao mesmo tempo, utilizam métodos essencialmente expositivos.

Durante os seminarios das unidades curriculares Complementos de Didatica da Matematica | e
Il, ministradas no 1.° ano do curso de Doutoramento em Didatica da Matematica (oferecidos
pela UBI, em 2012/2013), tivemos contacto com um artigo cientifico referente a chamada
perspetiva de Models and Modeling (M&M), publicado por Richard Lesh e Lyn English na 29°
Conferéncia Internacional do Grupo de Psicologia da Educacdo Matematica (PME), o qual
refere, entre outros aspetos, a importancia da discussao sobre a natureza dos conhecimentos
e habilidades necessarios a desenvolver na educacdo matematica dos jovens para que os
mesmos se tornem capazes de usar, em diversas situacoes, o que presumivelmente

aprenderam na sala de aula (Lesh & English, 2005).

No mesmo texto, Lesh e English (2005) sublinham que temos de conceder uma renovada
atencdo a essa problematica pois, no século XXI, vivemos numa era baseada na tecnologia da
informacao, pelo que mudancas significativas estao ocorrendo nos tipos de "pensamento
matematico” que inevitavelmente se tornarao necessarios no quotidiano das pessoas comuns,
assim como na vida das pessoas que trabalham em setores (ou especialidades) voltados para o

futuro, as quais serdo fortes utilizadoras de matematica, ciéncia e tecnologia.

Na qualidade de estudante de Didatica da Matematica, a situacdo observada na escola
superior acima referida e a preocupacao levantada por Lesh e English (2005) provocaram-me
o interesse e a necessidade ndao apenas de compreender, com bases cientificas, a real
situacao de ensino-aprendizagem de matematica mas sobretudo de propor uma metodologia
que possa melhorar esse processo. Neste ponto, identifico-me com a perspetiva de Brousseau
(1996) para quem a Didatica da Matematica nao deve simplesmente preocupar-se com o
florescimento de explicacbes, conceitos e teorias, mas deve também ocupar-se do
desenvolvimento de meios de previsdao e analise, incorporando resultados relativos aos
comportamentos cognitivos dos alunos, sem descurar os tipos de situacoes propostas na sala

de aula e os fendmenos de comunicacado do saber.

Deste modo, o presente estudo foi desencadeado com a ambicao, entre outros aspetos, de
analisar como os alunos tratam e coordenam os registos de representacées semioticas e que
modelos criam e como se manifesta a criacao de modelos quando se envolvem na resolucao
de problemas na sala de aula. Para a concretizacdo deste designio foi concebida uma
sequéncia didatica para a abordagem do topico sucessoes numéricas na unidade curricular de
Analise Matematica, ministrada no curso de Licenciatura em Engenharia do Ambiente, na

ESPtN. E como se revelou natural ao longo da construcao do projeto de investigacao, para a



elaboracao e implementacao da referida sequéncia didatica, foram considerados os subsidios
de Resolucao de Problemas (como estratégia didatica), da Teoria das Situacdes Didaticas, da
Teoria de Registos de Representacdo Semiotica, da perspetiva de Modelos e Modelacao e

ainda da abordagem da Engenharia Didatica.

A sequéncia didatica proposta neste estudo visa capacitar os alunos no que se refere ao uso,
tratamento, transformacao e coordenacdo adequada de registos de representacdes semioéticas
no ambito de atividades propulsoras de modelos (no Inglés, Modeling Eliciting Activities,
MEAs,), valendo-se das potencialidades da folha de calculo no que concerne ao tratamento e

diversificacao de representacées matematicas disponibilizadas.

O presente estudo pretende assim dar uma contribuicao para o esclarecimento e resolucao da
problematica de insucesso vivida na ESPtN e espera-se poder servir como referéncia ou ponto
de partida para futuras intervencées pedagogicas tanto na referida escola como em contextos

similares.

1.2 Relevancia e atualidade do trabalho de investigacao

A relacdo que este estudo estabelece com os hiatos e/ou recomendacdes implicita ou
explicitamente expressos no ambito de outras investigacdes ja realizadas, nomeadamente a
nivel internacional, ilustra de alguma forma a sua relevancia. Por exemplo, pode ser aqui
referida a analise feita por Allevato (2005), segundo a qual grande parte dos estudos
existentes sobre ou envolvendo resolucdo de problemas em sala de aula tém um pendor
quantitativo, pelo que geralmente apresentam resultados tendo como foco a quantidade de
problemas resolvidos e de problemas resolvidos corretamente. Faltam portanto estudos que
se debrucem de forma detalhada e profunda sobre a forma como os alunos constroem a sua
aprendizagem de conceitos matematicos a partir da resolucdo de problemas e, em particular,
quando fazem uso de tecnologias digitais que podem ter uma influéncia decisiva na

construcao de modelos mediante o uso e coordenacao de multiplas representacgdes.

Ponte et al (1999) faz uma apreciacdo da investigacao sobre a pratica e a reflexdo sobre a
pratica do professor e propde que sejam realizados estudos que especialmente dediquem
maior atencdo a experimentacdao de novas ideias na sala de aula, ao considerar que "o
conhecimento profissional esta estreitamente ligado a accao (...) € ganha consisténcia quando

se articula com o conhecimento académico” (p.43).

Assim, apesar do presente estudo enfatizar, antes de mais, a atividade matematica dos
alunos, acredito que € um estudo muito relevante no plano das praticas profissionais
docentes, pois assenta, concretamente, sobre a pratica na sala de aula, e mais ainda, nao so

descreve como também analisa a realidade ocorrida em sala de aula, onde as situacdes



vivenciadas pelos alunos foram intencionalmente moldadas pela forma como as situacoes

propostas foras engenhadas e implementadas.

O presente estudo tem um pendor qualitativo e preocupa-se com a natureza dos modelos
criados pelos alunos quando participam em atividades propulsoras de modelos (MEAs), bem
como o tratamento e a coordenacao dos registos de representacdes semioticas (RRS) que os
alunos fazem ao estudarem conceitos e nocdes do tdpico de sucessdes numéricas através da

resolucao de problemas com recurso a folha de calculo MS-Excel.

Embora existam alguns trabalhos sobre o uso da folha de calculo para o estudo de conceitos
relacionados com sucessdes numéricas, como é o caso de Abramovich & Levin (1994) e
Abramovich (1995), os mesmos nao recorrem e nem fazem alusao a resolucado de problemas, e
os que se referem a resolucao de problemas, no ambito de outros tépicos matematicos — por

exemplo, Vera (2010) e Lagdem (2011) — n&do se referem a obtencao de conceitos.

Na atualidade, a atividade investigativa no campo da educacao matematica nao é obviamente
uma novidade e, pelo contrario, ja é legitimo assumir que a investigacdo em educacido
matematica representa uma area cientifica claramente firmada. Em Domingos (2003)
podemos encontrar bem interpretado o resumo feito por Artigue (2003) apresentado no
International Congress on Mathematics Education (ICME) sobre as bases e os
desenvolvimentos desta area de investigacdo no que toca ao ensino superior. Na referida
sintese, destaca-se que as principais tendéncias da investigacdo em educacdo matematica
podem ser encontradas no dominio das abordagens construtivistas, inspiradas na
epistemologia genética de Piaget, ou nos movimentos fundamentados em abordagens como o
construtivismo social, o interacionismo ou a antropologia, que procuram ter em conta as

dimensodes social e cultural dos processos de ensino e aprendizagem.

Na mesma sintese, a autora destaca que as principais preocupacdes dos investigadores em
educacdo matematica remetem para as repentinas mudancas qualitativas vivenciadas no
inicio do ensino superior e para a inflexibilidade cognitiva que se manifesta com a obsessao
desmedida no que concerne a apologia da formalizacdo subita de elementos matematicos,

dentre outras dimensoes.

Muito das mudancas que ocorrem na fase inicial do ensino superior explica-se porque aos
alunos é imposta bruscamente uma forma de trabalhar excessivamente formalistica, em
oposicdo a forma com que habitualmente trabalharam durante o ensino pré-universitario.
Este fendmeno de insisténcia na formalizacao, que deveria ser um processo gradual, em nada
ajuda ao conhecimento dos alunos sobre areas especificas, com especial relevo para a Analise
Matematica elementar, area onde ha grandes dificuldades reconhecidas ao nivel do ensino

superior.



Importa salientar que varios estudos realcam os obstaculos impostos pelas praticas de ensino,
sobretudo aquelas que reduzem a Analise a uma espécie de calculo algoritmico ou as que sao
demasiado formais e teodricas, refletindo o estilo de Bourbaki. Ha também varios trabalhos
que revelam as dificuldades que os alunos sentem ao lidar com as representacoes graficas,
depois que trabalham com bastante formalizacdao simplesmente algébrica, sobretudo quando
mais tarde se procura fazer a ligacao entre as representacoes analitica e grafica. Os estudos
de Alcock & Simpson (2004, 2005) sao uma evidéncia neste ambito e apontam o
empobrecimento ou total auséncia das conversdoes no “tratamento” de objetos matematicos
como causa destes obstaculos.

A preocupacao com a flexibilidade cognitiva nos processos de ensino e aprendizagem, outra
dimensao referida por Artigue (1996), centra-se nas relacées que se estabelecem entre os
conceitos matematicos e as suas representacdes semidticas e tem vindo a ser alvo de uma

maior atencao por parte de investigadores em didatica da matematica.

A cada dia que passa, a educacdo matematica como campo de investigacdo esta a conhecer
uma vertiginosa evolucao, fortemente relacionada com quadros tedricos globais onde as
abordagens socioculturais e antropologicas sao especialmente sensiveis ao papel
desempenhado pelas ferramentas materiais e simbdlicas da atividade matematica no processo

de aprendizagem. O estudo de Calder et al (2006) evidencia claramente este facto.

A peculiaridade desta abordagem consiste na quebra da visdo comum das competéncias
instrumentais e semioticas como um derivado da conceptualizacdo, admitindo a hipotese de
fortes relagbes dialéticas no seu desenvolvimento reciproco. Esta visdo assume uma
importancia particular se tivermos em consideracdo a evolucdo tecnolodgica atual dos

instrumentos envolvidas na atividade matematica.

Nesta perspetiva, tal como destaca Domingos (2003), “a aprendizagem da matematica pode
deixar de ser vista como uma ascensao para niveis cada vez mais altos de abstracado e
formalizacdo, deixando espaco para as ligacdes entre os campos de experiéncia matematica,
pontos de vista, cenarios e registos semioticos que representam uma parte crucial dessa

aprendizagem” (p.7).

Concordado com Domingos (2003), é nesta perspetiva que podemos enquadrar o papel das
tecnologias digitais que, quando usadas adequadamente, prometem substancialmente ser de
grande utilidade no desenvolvimento de relacdes entre representacdes semidticas, como por
exemplo entre representacoes graficas, numéricas e simbdlicas no estudo de sucessoes, séries
e funcoes, fazendo com que as representacdes graficas possam ser ferramentas efetivas no

trabalho matematico.



Considerando esta perspetiva, o presente estudo ganha razdao de ser, uma vez que ao
defender a necessidade das MEAs nao coloca o formalismo em primeiro lugar e ao mesmo
tempo possibilita que o aluno recorra a ferramentas digitais e crie habitos e habilidade em
trabalhar com elas pois certamente, tais ferramentas e o modo de as tirar partido, farao

parte do seu dia-a-dia apds a formacao académica, tal com referem Lesh & English (2005).

Steen (2001) destaca que a “Matematica Real”' no ensino superior é “aprendida”
fundamentalmente em trés modalidades curriculares, a saber: no ambito de cursos
tradicionalmente organizados pelos departamentos de matematica; ao longo de cursos com
uma forte base matematica ensinados noutros departamentos; em cursos de outras areas que

empregam métodos matematicos significativos, ainda que de uma forma indireta.

Este autor norte-americano considera que a matematica que é ensinada se distribui
equitativamente por estas trés formas e defende que aquela que é aprendida, recordada e
Gtil ao fim de alguns anos nao se inclina na direcao da primeira modalidade referida acima,
mas tem haver com aquela em que a matematica se encontra escondida no curriculo de uma
outra area. Ele infere que muito do que é aprendido em contexto é lembrado por muito mais
tempo e que a maior parte do que é ensinado no curriculo tradicional é esquecido pelos

alunos apos terminarem os seus estudos.

A situacao descrita e conjeturada por Steen (2001) aconselha-nos a desenvolver “contextos”
onde a mesma matematica que devia ser ensinada num curriculo tradicional seja aprendida
durante as aulas de matematica mas em circunstancia que sejam mais parecidas aos
verdadeiros contextos de criacdo e aplicacdo da matematica. Esta é talvez a forma de

proporcionar uma aprendizagem holistica, significativa e duradoura.

Importa reconhecer que, tal como Henriques (2010) refere, € uma insensatez refutar a
existéncia de resultados de estudos ja realizados, os quais de certo modo podem ajudar a
estruturar e melhorar o ensino e a aprendizagem da matematica no ensino superior, visando
uma maior compreensao e um melhor desempenho por parte dos alunos, mas é importante

referir que existem areas que necessitam de mais estudos.

A visdao de Artigue (2003) nao enjeita as ideias de Bass (1998) que além de sustentar a
preocupacdo com a necessaria articulacdo na passagem do ensino pré-universitario para o
universitario, defende vivamente a necessidade de se realizarem estudos sistematicos a
respeito do uso didatico das tecnologias. Este autor considera que na atualidade deve-se ter
em conta as tecnologias que favorecem a visualizacao e que sao cada vez mais comuns. O
mesmo autor comenta ainda que apesar de alguns céticos afirmarem que uma provavel

predominancia das tecnologias pode enfraquecer, de certa forma, a proficiéncia e a intuicao

! “Matematica Real” é entendida como aquela que foi sendo desenvolvida ao longo do século XX, em
universidades e institutos de investigacao.



matematica, a verdade é que o uso destas tecnologias € pertinente se for destacado o papel

destas ferramentas para favorecer a compreensao matematica dos alunos.

Domingos (2003) reforca que se sabe pouco sobre a utilizacdo destas tecnologias no ensino
superior, pelo que considera pertinente investigar alguns aspetos, como as relacdes que os
alunos estabelecem com a matematica abordada nas aulas com ajuda de tecnologias ou ainda
como algumas ferramentas tecnologicas particulares influem no desenvolvimento matematico
dos alunos.

A preocupacéo deste estudo é a de proporcionar bases cientificas que possam racionalmente
suportar decisdes necessarias sobre o ensino de matematica no ensino superior no sentido de
debelar as diversas dificuldades com que o mesmo se vem debatendo, tendo em atencao as

necessidades de investigacao referidas acima.

O trabalho desenvolvido neste estudo prende-se assim com o uso educativo da tecnologia e
considera a aprendizagem no segundo tipo contexto apresentado por Steen (2001) , uma vez
que tencionamos aplicar a tecnologia — concretamente a folha de calculo — no estudo de
sucessoes numéricas através de resolucdo de problemas, com recurso a ferramentas que
proporcionam mdltiplas representacdes. Pretende-se assim desenvolver um trabalho de
investigacdo, com alunos do 1° ano do Ensino Superior, na area disciplinar de Analise
Matematica, nomeadamente no topico respeitante ao estudo de sucessdes, introduzindo os

conceitos através da resolucdo de MEAs com recurso a folha de calculo.

Neste estudo parte-se do principio de que o ensino da matematica nao deve simplesmente
consistir na realizacao de atividades de descoberta guiada (GDAs) mas deve
fundamentalmente envolver os alunos com as MEAs pois o trabalho matematico realizado em
atividades desta natureza permite que os processos de raciocinio e a construcao de conceitos
surjam de uma forma natural. E, por outro lado, € de notar que as MEAs nao sdo apenas uma
forma de transpor as fronteiras do ensino rotineiro; elas surgem como uma metodologia que
permite desenvolver competéncias diversificadas ja que possibilitam encorajar os alunos a

realizarem uma aprendizagem mais entusiastica, efetiva e eficaz.

Considera-se que a aplicacdo e a analise das MEAs podem proporcionar-nos um rumo
norteador para encontrar alternativas que levem a bom porto e de forma conseguida a
aprendizagem matematica dos estudantes (Doerr, 2006). Acresce a isto que diversos estudos
realizados por pesquisadores e académicos vinculados a instituicbes de renome tém revelado
que as atividades de cariz analogo ao das MEAs, no ensino pré-universitario, contribuem
significativamente para desenvolver o pensamento matematico dos alunos além de
fomentarem a compreensao de novos conceitos (Henriques, 2006; Ponte, 2007). No entanto, a
introducao de MEAs em sala de aula como estratégia de ensino-aprendizagem da Matematica

no ensino superior ainda é uma pratica pouco comum, em grande medida devido ao facto dos



dados de investigacao continuarem a ser insuficientes para fundamentar a sua implementacao
neste nivel de ensino e na sala de aula. Por esta razdo, os resultados deste estudo poderao
ser Uteis para os investigadores em educacao matematica e para os professores do ensino
superior, seja como contribuicdo para fazer avancar o conhecimento e melhorar as praticas
existentes, seja como ponto de partida para futuras intervencdes pedagogicas em contextos

similares.

1.3 Problema de investigacao

De uma forma geral, varios estudos realizados sob diversas perspetivas e em diferentes
contextos ja oferecem alguns elementos que permitem analisar as dificuldades inerentes a
aprendizagem de conceitos intrinsecos ao tema das sucessdoes numéricas. Alguns destes
estudos mostram uma certa preocupacao com a apresentacao formal e linear dos enunciados
matematicos, num encadeamento de resultados que parecem indiscutiveis (Tall, 1991; Sad
1998; Zuchi, 2005).

Zuchi (2005) destaca que as atuais abordagens aos conceitos matematicos no ensino superior
podem simplesmente oferecer aos alunos os resultados aridos e incompreensiveis do
pensamento matematico, descurando o pensamento matematico como tal, o que inviabiliza
as aprendizagens significativas em que os alunos sao levados a investigar e a procurar o
conhecimento. Nesta perspetiva, nenhum conceito matematico deveria ser apresentado aos
alunos da forma arrumada mas antes deverao envolver-se os alunos em atividades
matematicas que os levem a esquematizar, conjeturar, refinar e solidificar conceitos, um

pouco como ocorre na historia de matematica.

A situacao acima exposta suscita a necessidade de outras reflexdes sobre o que fazer e com
que bases teoricas, ou seja, saber qual a melhor interpretacdo tedrica que nos permite
abordar a situacdo e que bases cientificas podem apoiar as possiveis alternativas. Uma
primeira ideia consiste em introduzir os conceitos matematicos através da resolucao
problemas, ou mais especificamente de problemas contextualizados, como é o caso das MEAs,
de tal modo que os alunos experimentem a trajetéria do surgimento dos conceitos
matematicos. Nesse caso, o ponto de partida € a situacao ou facto ou contexto de problema
que leva a formulacdo de conjeturas, a constituicdo de afirmacdes e justificativas, até ao
estadio final de produtos ou objetos matematicos refinados com as respetivas demonstracoes

bem estruturadas.

Em Analise Matematica, o ensino do contelido de sucessdes numéricas (e conceitos inerentes
como convergéncia, divergéncia, limite, majorante e minorante, etc.) é abordado geralmente
no primeiro ano dos cursos de Engenharias e areas afins, de acordo com o objetivo de cada
curso. A importancia do estudo das sucessoes € indubitavel, pois propicia a introducao de

conceitos fulcrais da Analise Matematica como é o caso de convergéncia, divergéncia,



infinito, vizinhanca e limite que subsidiam a compreensao ou servem como pano de fundo
para a construcdo de outros conceitos que emergem no ambito do calculo integral e

diferencial.

Tendo em conta a importancia basilar do tema de sucessdes numéricas, defende-se a ideia de
que o mesmo deve ser abordado com recurso a diversas representacdes e em contextos ricos,
0 que de certo modo suscita a profundidade das compreensoes dos alunos, de tal modo que os
mesmos possam continuar a reconhecer os conceitos inerentes a sucessdes numeéricas, mesmo
quando estes surgem com outra roupagem ou diferentes representacées e em diversos

contextos.

Assume-se que, ao trabalhar com turmas de cursos superiores, a abordagem contextualizada e
a aprendizagem significativa dos conceitos matematicos fundamentais, pode possibilitar e
acelerar o desenvolvimento e facilitar o avanco dos alunos na atividade matematica

subsequente, em que se requer ou se invoca tais conceitos.

As apreciacdes anteriores concorrem para o reforco da ideia de que ha uma necessidade de
propor uma abordagem mais eficaz para o estudo de sucessdes numéricas, recorrendo a MEAs
e fazendo uso de recursos que permitem a manipulacao e a exploracao de diferentes registos

de representagdes semioticas.

A semelhanca de outras atividades humanas, o trabalho matematico em geral implica
frequentemente o recurso a tecnologia; de facto, nos dias de hoje é impossivel considerar a
existéncia de uma dicotomia entre Matematica e TIC, uma vez que é evidente a
imprescindibilidade do uso de ferramentas de natureza informatica em quase todos campos
da Matematica. Esta conexao cada vez mais vincada e natural deveria cobrir integralmente os
diversos ambitos da educacdo matematica de modo a permitir também a criacdo de novas

bases, regras e procedimentos de conducao do processo de ensino-aprendizagem.

O processo de ensino-aprendizagem da matematica requer novos principios ou pelo menos
readaptacao; nao se deve admitir que ano apos ano se mantenha a tendéncia de ensinar os
mesmos conteldos e da mesma forma. Sem isso, os processos de ensino-aprendizagem de
matematica ndo mudam, chegando a equiparar-se a rituais. Em muitos casos, o professor
parte do principio que o aluno ndo o entende e este limita-se a mecanizar técnicas e a

resolver principalmente questdes de tipo algoritmico.
D’Ambrésio (1996) constata que:

Estamos entrando na era do que se costuma chamar a “sociedade do conhecimento”.
A escola nao se justifica pela apresentacao de conhecimento obsoleto e ultrapassado

e muitas vezes morto, sobretudo, ao se falar em ciéncias e tecnologia. Sera essencial



para a escola estimular a aquisicao, a organizacdo, a geracao e a difusao do
conhecimento vivo, integrado nos valores e expectativas da sociedade. Isso sera
impossivel de se atingir sem a ampla utilizacdo de tecnologia na educacéao.

Informatica e comunicacdes dominarao a tecnologia educativa do futuro. (p. 80).

Nesta senda, a matematica e a sua metodologia de ensino deve mudar conforme o mundo se
altera e deve ser relacionada com os demais setores da sociedade de modo a evitar que

alguns conteldos matematicos se tornem ou pelo menos aparentem estar obsoletos.

As TIC, entre outros atributos, permitem descortinar aspetos matematicos que de outra forma
nunca seriam vislumbrados ou cujo tratamento resultaria em atividade extremamente
fastidiosa. Em particular, a folha de calculo é por “natureza” recursiva e permite a
visualizacao grafica e numérica além de ter enorme capacidade de calculo; estes atributos
levam-nos a crer que a folha de calculo € um ambiente de aprendizagem vantajoso para que
os alunos adquiram compreensdao sobre o tema sucessdes numéricas, trabalhando com

diversos registos de representacdes que podem usar-se na exploracdo matematica do tema.

Face ao exposto, o problema que sera abordado no presente estudo consiste em: conhecer e
analisar os resultados da implementacdo de uma sequéncia didatica para o ensino-
aprendizagem de Sucessoes Numéricas, tendo por base a resolucdo de problemas
contextualizados e o recurso a folha de calculo, dando especial atencdo ao uso de registos de

representacao semiotica e ao processo de construcdo de modelos concetuais pelos alunos.

1.4 Questdes de investigacao

Perante a situacao preocupante que se verifica na ESPtN e os estudos e posicionamentos de
investigadores e teoricos ja referidos ao longo desta introducdo, considero oportuno
especificar trés questdes de investigacdo que concretizardo a abordagem ao problema global
do estudo que visa uma possibilidade de alterar a situacao vivida na ESPtN na disciplina de
Analise Matematica no curso de Engenharia do Ambiente. Estas questdoes sdao a seguir

explicitadas:

1. Como pode ser estruturada uma sequéncia didatica para o ensino-aprendizagem de
Sucessdes Numéricas, através da resolucao de problemas (MEAs) com recurso a folha de

calculo?

2. Que registos de representacbes semioticas os alunos produzem e qual a natureza dos
modelos que os alunos criam quando se envolvem na resolucao de MEAs com auxilio da folha

de calculo, no tépico de sucessdes numéricas, em contexto de sala de aula?

a. Qual é a natureza das transformacdes de registos de representacdo semidtica
que ocorrem durante a criacao de modelos?
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b. Que significados tém as conversdes e tratamentos de representacoes
semidticas feitas pelos alunos?

C. Como podem ser caraterizados os diversos ciclos de desenvolvimento dos
modelos criados pelos alunos?

3. Que importancia/utilidade revela ter a folha de calculo na resolucdo de problemas e

na aprendizagem dos conceitos do topico sucessdes numéricas?

Para atender as questbes de investigacao, propusemo-nos realizar o presente estudo, tendo
como referencial teoérico a Teoria das Situacdes Didaticas, de Guy Brousseau, a Teoria de
Registos de Representacoes Semioticas (TRRS), de Raymond Duval, e a perspetiva de Modelos
e Modelacao (M&M), de Richard Lesh e colaboradores. Foi ainda decidido adotar a Engenharia
Didatica como método de investigacdo, que abrange quatro fases: i) analise preliminar do
problema a ser investigado; ii) concecdo e analise a priori de uma sequéncia didatica; iii)
experimentacao e analise a posteriori da intervencao didatica; validacdo da intervencao face

aos resultados de investigacao obtidos.

1.5 Objetivos especificos

Tendo em conta a problematica de investigacdo e as questdes que o presente estudo se
propde abordar, o projeto de pesquisa foi elaborado com os seguintes objetivos especificos,
distribuidos entre metas pedagogicas e propositos de investigacdo. Assim, foram

estabelecidos os seguintes objetivos especificos:

1. Retratar a situacdao de aprendizagem no tema sucessdes numéricas no ensino pré-

universitario angolano e caraterizar a abordagem de ensino predominante na ESPtN

2. Elaborar e implementar uma sequéncia didatica no topico sucessdes numéricas
através de resolucao de problemas contextualizados em situacdes do mundo real (MEAs),
utilizando a folha de calculo como recurso didatico e tendo em consideracédo os principios da
Teoria das Situacdes Didaticas, da Teoria dos Registos de Representacdes Semidticas e a

perspetiva de Modelos e Modelacao.

3. Analisar os registos de representacées semibticas que os alunos produzem e a
natureza dos modelos que criam quando participam em MEAs no ambito da aprendizagem do

topico sucessdes numéricas com recurso a folha de calculo, no contexto de sala de aula.

4, Descrever e analisar o significado das transformacoes de registos que ocorrem durante

a criacao de modelos nas tarefas propostas.

5. Analisar a utilidade da folha de calculo na aprendizagem de conceitos inerentes ao

topico sucessdes numéricas.
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1.6 Opcao Metodolégica Fundamental

Esta investigacdo € de indole qualitativa e interpretativa (a luz da Engenharia Didatica), onde
o investigador €, também, o professor. Esta opcao baseia-se no pressuposto de que as
situacdes reais vividas pelo professor, na concecao e implementacao das tarefas, sao uma
mais-valia para a apreensao holistica do objeto de estudo. Pretende-se, assim, uma ligacdo
coesa entre a teoria e a pratica (Bogdan & Biklen, 1994), num inevitavel dialogo permanente
entre ambas, durante a investigacdo, assumindo-se que o plano de trabalho ndo sera
absolutamente rigido, podendo sofrer alteracdes conforme necessidades sobrevindas no

decurso do processo.

O estudo iniciou-se com uma revisao de literatura, teve um marco essencial na concecao e
implementacao da sequéncia didatica e uma fase de significativa duracdo com a recolha e
analise de dados. A principal intencdo do investigador durante este estudo foi a de atuar
sempre em direcdo a compreensao daquilo que direta ou indiretamente ocorreu a partir das
situacdes vividas com os alunos. O seu propodsito central durante o estudo foi o de formular
respostas para as questdes formuladas no inicio, as quais foram sempre entendidas como
questoes orientadoras que poderiam ser revistas e reajustadas se as circunstancias o

impusessem.

1.7 Estrutura da Tese

A presente tese encontra-se organizada em seis capitulos.

No Capitulo 1 é apresentada a introducdo geral do trabalho, iniciando-se com algumas
consideracdes sobre o enquadramento situacional do estudo, bem como sobre a relevancia e
atualidade da investigacao: Neste capitulo é enunciado o problema do estudo e formulam-se
as questoes e os objetivos de investigacdo. Este capitulo termina com uma breve referéncia a

opcao metodologica adotada na investigacao desenvolvida.

No Capitulo 2 desenvolve-se o enquadramento teorico; é feita uma sintese teorica sobre a
Teoria das Situacdes Didaticas, a Resolucdo de Problemas, a Perspetiva de Modelos e
Modelacdao (M&M), e a Teoria de Registos de Representacao Semidtica (TRSS), que sao

tomadas como referencial teérico norteador do presente estudo.

No Capitulo 3 é descrito detalhadamente o contexto e a metodologia do estudo, enfatizando
as etapas da Engenharia Didatica enquanto metodologia de pesquisa, evidenciado a
articulacao entre as etapas que esta preconiza e os procedimentos fundamentais de uma

investigacao qualitativa.

No Capitulo 4 é apresentada a concecdao e a analise a priori da sequéncia didatica

implementada, precedida da respetiva analise preliminar. No Capitulo 5 apresenta-se a
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analise de dados empiricos resultantes da aplicacao da sequéncia didatica e, por fim, no
Capitulo 6, é apresentado um conjunto de conclusdées e recomendacdes, em torno dos

objetivos definidos e visando dar resposta as questdes de investigacao formuladas.
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Capitulo 2

Referencial Teodrico

No presente capitulo é feita uma apresentacédo e discussao das principais referéncias teoricas
consideradas para o presente estudo, que foram adotadas como teorias sustentadoras da

investigacao, de acordo com os objetivos e propdsito do estudo.

Concordando com Camacho e outros (2009), a aprendizagem e o desenvolvimento do
conhecimento matematico € um processo que exige reflexdao continua por parte dos alunos
para que se tornem capazes de representar e analisar conceitos matematicos de diferentes
pontos de vista e construir relacoes e significados associados a cada conceito. A evolucao
desse processo de construcao depende diretamente dos sistemas de representacao utilizados
e da coordenacao que se conseguir fazer entre eles (Duval, 2006a, 2009). Por outro lado, a
aprendizagem de um conceito matematico esta diretamente relacionada com a atividade de
resolucao de problemas (Santos-Trigo, 2007). De certa forma, a resolucao de problemas é
aqui colocada como estratégia de ensino, ou seja, a aprendizagem ocorre durante a resolucao
de problemas e a resolucdao de problemas ndo é cogitada como via de consolidacdo ou de

avaliacao da aquisicdo de nogées matematicas.

Entende-se que utilizar a resolucao de problemas, nesta perspetiva, equivale a colocar os
alunos em situacdes didaticas onde o contexto os leva a construir, expressar, interpretar,
avaliar, reavaliar e melhorar os seus proprios modelos, de tal modo que estes sejam

reutilizaveis e generalizaveis e que sirvam para explicar a realidade.

Nas seccles seguintes, apresentaremos algumas contribuicdes teodricas que oferecem suporte

aos pressupostos e posicionamentos assumidos neste trabalho.

2.1 A Teoria das Situacdes Didaticas: Uma Sumula

Um referencial a ter em conta quando se faz uma reflexdao a respeito da criacao das
circunstancias adequadas para a atividade intelectual do aluno na busca do saber
matematico, em sala de aula, é a Teoria das Situacoes Didaticas (TSD). Na presente seccao, o
nosso objetivo nao € o de descrever pormenorizadamente todos os aspetos da TSD, mas antes
o de fazer uma sumula dos principais elementos-chave desta teoria que, em certa medida,

marcam esta investigacao.

A adocao desta teoria justifica-se tendo em conta a premissa de que o envolvimento do aluno
depende da estruturacao das diferentes atividades de aprendizagem por meio de uma

situacao didatica. Assim, conceber e analisar diferentes formas de apresentacao do conteldo
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matematico aos alunos implica trilhar a teoria das situacdes didaticas e, por outro lado, a TSD
tem uma notdria relevancia quando se confronta com outras teorias desenvolvidas nas Ultimas
décadas, pois aborda com simplicidade e especificidade questdes relacionadas com o saber
matematico, ou seja, examina o processo de producao do saber matematico numa situacdo de

aprendizagem em sala de aula.

A Teoria das Situacdes Didaticas é fruto dos estudos desenvolvidos no final da década de 1960
por Guy Brousseau, professor e pesquisador da area da Educacdo Matematica no Instituto de
Investigacdo em Ensino de Matematica (IREM). Importa referir que a vocacdao do IREM
enquanto instituicdo era a formacdo continua de professores de matematica e o
desenvolvimento de meios e materiais, como jogos, problemas, experiéncias de ensino e

outros, visando melhorar a atuacao dos sujeitos na sala de aula.

A TSD tem influéncia das contribuicdes teodricas de Piaget, nomeadamente baseando-se no
processo de adaptacao (assimilacado e acomodacao), pois concebe a aprendizagem como

sendo uma acdo endogena, ou seja, de dentro para fora.

Para exemplificar a estrutura da TSD, Brousseau (1996) sugere que no sistema didatico seja
considerado o triangulo didatico (Figura 1), que abarca os trés elementos intrinsecos do
ensino-aprendizagem. A relacdo entre estes trés elementos é dinamica e complexa e é
chamada de relacdo didatica, uma relacdo em que se tém em conta as interagdes entre
professor e alunos (elementos humanos), mediadas pelo saber (elemento nao-humano), que

determina a forma como tais relacdes se irao estabelecer.

Saber

\

Professor Aluno

Figura 1: Esquema da relacao didatica segundo a Teoria das Situacoes Didaticas

Espera-se que a relacao didatica jogue um papel importante para o melhoramento da relacao
aluno- saber, uma vez que o professor e o aluno possuem uma relacao assimétrica em relacao
ao saber, tal como referem Lins, Brito Lima e Bessa de Menezes (2010) e, nesse contexto,
propbde-se um papel crucial para o professor que é o de iniciar o aluno no novo saber
cientifico, um projeto possivel e viavel através de situacdes didaticas propicias, segundo a

visao de Brousseau (1996).

Essencialmente, as situacdes didaticas devem consistir em apoiar o envolvimento dos alunos
com a aprendizagem da matematica e deverao ser concebidas com o proposito de fomentar

uma profunda compreensao da matematica por parte dos alunos.
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Para Brousseau (2014), as verdadeiras situacdes didaticas sdo representacdes de situagdes do
mundo real que ndo tém o contexto ou a intencdo do ensino. Brousseau referiu-se a essas
situacdes do mundo real como situacdes a-didaticas. Nesta conformidade, as situacdes
didaticas recomendaveis sao as planificadas pelo professor de tal modo que a aquisicdo do
conhecimento e as habilidades necessarias para resolver um problema ocorra num contexto
semelhante ao da vida real. E a situacdo real ou a-didatica que deve caracterizar o
conhecimento preconizado. Deste modo, recomenda-se vivamente que o professor expurgue
as situacoes de todos os artificios didaticos, o mais cedo possivel, para assim lhes conferir um
cariz mais pragmatico e possibilitar que o aluno proceda a exploracdo da situacdo com o seu

conhecimento pessoal e objetivo.

Brousseau (1996) esclarece que se o professor diz ao aluno aquilo que quer ouvir, entao nao
pode esperar que o aluno alcance o conhecimento e se o aluno aceita que o professor lhe
ensine os resultados, entdao nao os estabelecera por si proprio e, como tal, nao aprendera, ou

seja a aprendizagem da matematica nao ocorre nestas circunstancias.

A TSD sugere que o aluno aprende, adaptando-se a um ambiente que envolve um elemento de
contradicdo, de dificuldade ou desequilibrio. Desta forma, a aprendizagem é fruto da
adaptacao do aluno e manifesta-se com as novas respostas que ele consegue dar e que sao a
evidéncia de uma nova aprendizagem. O problema colocado ao aluno é intencionalmente
escolhido de tal modo que, com a sua resolucao, ele adquira novos conhecimentos. Mas
importa notar que esse novo conhecimento do aluno é inteiramente justificado pela atividade

do aluno, a qual, por seu turno, é totalmente sugerida pela situacao.

Na situacao acima descrita, o professor nao faz parte do jogo, enquanto tal se desenrola,
razdo pela qual a situacdo é chamada de a-didatica. O aluno supera as exigéncias colocadas
pela situacdo sem ser necessariamente por estimulo do professor, ou seja, o que esta em
causa é somente o aluno e o desafio que ele vai enfrentar. O aluno espontaneamente faz
tentativas e verifica a funcionalidade e a eficacia das mesmas e sempre que considera que a
tentativa deve ser refeita, interagindo com os elementos do ambiente, altera-a livremente
quantas vezes achar necessario. Deste modo, modifica o seu sistema de conhecimentos em

resultado das sucessivas adaptacdes que realiza ao utilizar diferentes estratégias.
A esse respeito, D'Amore (2007) refere que :

A situacdo sugere exigéncias e os alunos respondem a elas. Nao existem
obrigacdes didaticas e, portanto, aquilo que se faz nao esta ligado a
estimulos por parte do professor (p. 233-234).

Dir-se-a que os alunos estao envolvidos numa situacdo a-didatica quando consideram que

efetuar a atividade matematica nao seria necessario do ponto de vista escolar, pelo
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contrario, tal necessidade é motivada pelo ambiente e ndao simplesmente imposta pelo

professor.

A luz da TSD, a missdo do professor é essencialmente fazer com que o aluno se envolva numa
situacao a-didatica, provocando-lhe a intencdao de resolver um problema da forma mais
independente e fecunda possivel. O professor pode desempenhar o seu papel, recorrendo a
comunicacao ou a abstinéncia de comunicar, de acordo com o caso, podendo fazer perguntas,
sugerir métodos, heuristicas, etc. Nesta senda, o professor encontra-se envolvido com os
problemas que coloca e com o sistema de intencdes do aluno. O professor faz o seu trabalho
de forma implicita, razdao pela qual Brousseau (2008) refere que o dever do professor é
essencialmente sugerir criteriosamente problemas cuja resolucao exige e proporciona aos

alunos as adaptacoes desejadas.

Tal como D'Amore (2007) comenta, o professor estrutura adequadamente o ambiente com
instrumentos apropriados tendo como objetivo chegar a um conhecimento especifico no final
da atividade, mas nao o faz de forma ostensiva e muito menos num ambiente de ensino

explicito.

Importa dizer que o que se defende na TSD é que haja aceitacdo do contrato didatico, visto
como um conjunto de regras implicitas ou explicitas que regem as responsabilidades dos
envolvidos nos processos de ensino e aprendizagem (Brousseau, 1996), mas que esta aceitacao

deve ser provisoria na 6tica do aluno.

Brousseau (2008) refere que os comportamentos dos alunos estao diretamente relacionados
com o funcionamento do meio, logo é o meio que deve ser moldado de tal modo que o aluno
seja conduzido a partir das situacdes propostas pelo professor; porém tera de haver um certo
equilibrio entre o que se propoe e a capacidade do aluno progredir ao longo da atividade, ou
seja, a atividade proposta deve ser doseada: ndo deve ser tao dificil a ponto de o aluno nao
conseguir avancar; nao deve ser tao facil a ponto de o aluno ndo se sentir de certo modo
desafiado. O meio concebido nestas condicoes é denominado de milieu (Brousseau, 1996). O
milieu é tudo o que age sobre o aluno ou tudo sobre o qual o aluno atua dentro de uma

situacdo. E importante notar também que o professor é parte do milieu.

Cabe ao professor arquitetar e por em pratica o milieu de tal modo que a aprendizagem
ocorra no decurso de uma interacdo baseada em desequilibrios, assimilaces e acomodacoes,
permitindo ao aluno refletir sobre as suas agcbes e consequentes retroacdes, tendo em
atencao restrices inerentes ao uso de regras que devem ser respeitadas, tal como Piaget
(1990) sugere.

Uma vez que a TSD tem como referéncia a matematica, uma ciéncia detentora de

caracteristicas proprias, incluindo conceitos e sistemas de representacdo simbélica, processos
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de desenvolvimento e de validacdo de ideias emergentes, a situacao didatica aqui referida
nao pode ser vista como um fendmeno que ocorre instantaneamente mas sim um processo

com etapas.

Brousseau (2008) propde quatro etapas interrelacionadas, a considerar no desenrolar de uma

situacao didatica, que sao as seguintes: acdo, formulacdo, validacéo e institucionalizacao.

As quatro etapas sao precedidas por devolucao que consiste essencialmente em influenciar os
alunos de tal modo que sintam a necessidade de interagir com o milieu sem esperarem que o
professor lhes dé as respostas ao problema em resolucdo mas que experimentem a
responsabilidade de buscar explicacdes para responderem as questdes impostas pela situacao.
Durante a devolucao, o professor deve levar os alunos a aceitarem participar do processo de
aprendizagem. Nestas circunstancias, o aluno torna-se responsavel por parte da
aprendizagem, antes atribuida somente a figura do professor, ou no minimo o professor

remete-se para segundo plano de tal modo que o aluno sinta e assuma tal responsabilidade.

Segundo Brousseau (1996), no contrato didatico, € essencial a consciéncia da nao-
interferéncia explicita de conhecimentos, evitando-se explicacdes ou ‘pistas’ que facilitem
deliberadamente as resolucdes dos alunos, propiciando assim condicées que permitam a
mobilizacao do aluno em enfrentar o problema e em resolvé-lo, pelo menos em parte, através

da logica interna do seu pensamento e dos conhecimentos anteriores.

Pommer (2013) esclarece que, na fase da devolucado, a intencdo do professor deve ser a de
situar o sujeito em confronto com a situacdo da forma mais independente possivel. Nesta
fase, o professor metodicamente suscita a aceitacdo do aluno em enfrentar o desafio
intelectual de resolver as situacoes propostas, pelo que o problema passa a ser dele, tal como

advoga Brousseau (2008).

Na etapa da acado, o aluno, perante a situacdo didatica, interage com o meio e cria
procedimentos, planeia estratégias de resolucao dos problemas e formula hipoteses. Pommer
(2013) sublinha que na etapa da acao o aluno reflete e faz tentativas, escolhe procedimentos
de resolucdao dentro de um esquema de adaptacdo, através da interacdo com o milieu,

tomando as decisdes que considera necessarias para organizar a resolucao do problema.

Na etapa da formulacao, o aluno troca ideias com os outros, nomeadamente com os colegas.
Nessa etapa, muitos alunos nem sempre conseguem utilizar efetivamente uma linguagem
matematica adequada, pelo que recorrem a uma espécie de linguagem matematica mais
contextualizada para explicitar ndo s6 os seus resultados mas, acima de tudo, os seus
procedimentos. Brousseau (1996) realca que durante esta troca de informacao os alunos
recorrem a linguagem que conseguem utilizar pois nao ha a obrigatoriedade expressa do uso

explicito de linguagem matematica formal, mas ha um grande desejo de ser percebido, pelo
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que procuram modificar a linguagem que utilizam habitualmente, adequando-a as
informacdes que devem comunicar; em muitos casos, ocorrem ambiguidades, redundancias,
uso de metéaforas, criacao de termos semiologicos novos, falta de pertinéncia e de eficacia na

mensagem, no decurso de retroacdes continuas.

Na etapa da validacao a atuacao do aluno prende-se com a verificacdo das informacoes
obtidas a fim de perceber se condizem ou nao com o esperado ou, mais importante ainda, se
realmente as respostas encontradas sao validas pelo menos para o problema proposto.
Pommer (2013) acrescenta que € nesta etapa que o aluno tenta convencer os seus
interlocutores da veracidade das afirmacgdes, recorrendo a uma linguagem matematica

apropriada.

Na etapa de institucionalizacao, o professor retoma a parte da responsabilidade cedida aos
alunos, isto é, o professor e alunos validam o conhecimento construido. Nessa etapa, o
professor revela as intencoes que presidiram a situacdo didatica, destacando o saber
produzido pelos alunos nas etapas anteriores. Neste processo, o conhecimento matematico é

identificado, sistematizado e reconhecido.

Na devolucéo, o professor coloca os alunos numa situacdo a-didatica ou pseudo a-didatica, de
tal modo que no transcurso das etapas de acao, formulacao e validacao, os alunos atuam
livremente e fazem as suas producdes; na etapa de institucionalizacao, o papel do professor
torna-se predominante e consiste em definir as relacbes que podem existir entre os
comportamentos ou producdes ‘livres’ dos alunos, o conhecimento cientifico ou cultural e o
projeto educativo, ou seja, interpreta as atividades realizadas pelos alunos, tendo em
atencdo nao so6 os resultados mas sobretudo os processos e da-lhes um estatuto de

legitimidade.

2.2 A Resolucao de Problemas e a Aprendizagem da Matematica

Historicamente sabe-se que o conhecimento matematico resultou essencialmente da busca
pela solucao de problemas especificos e, talvez por isso, historicamente a dinamica da
evolucdao do conhecimento matematico é caraterizada por incontaveis momentos em que
prevalecem resultados obtidos experimental e indutivamente. O caso recente e emblematico
€ o0 do matematico inglés Andrew Willes, ao demostrar o ultimo teorema de Fermat, teorema
este, cuja demostracdo constituia um problema que desafiou matematicos por

aproximadamente trés séculos e meio (Singh,1999; Allevato, 2005).

A ideia de Barco (1998) de que a matematica € um corpo em construcdo nutrido pelos
problemas que resolve pode ser sustentada ao constatar-se que esta se desenvolve a partir de
conhecimentos anteriores em busca de mais conhecimentos necessarios a resolucao de novos

problemas.
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Na literatura pertencente ao campo da Educacao Matematica, a resolucao de problemas, vista
na perspetiva historica, faz-nos perceber diversos adagios da forca motivadora que os
problemas podem ter, evidenciando o caracter de falibilidade e toda a dinamica estrutural e
epistemologica da matematica (Gazire, 1988; Lester, 1994, 1993; Santos, 2002, Allevato,
2005).

Analisando as atuais tendéncias do ensino no que se refere a resolucdo de problemas,
sobressai a visdo construtivista que enfatiza a ideia de reconstituir o processo historico da
construcao do conhecimento, Por exemplo, Santos (2002) afirma que "de uma certa maneira,
a ideia construtivista se apoia no proprio processo histdrico de construcao do conhecimento
cientifico, cujos objetos foram sendo construidos como respostas a problemas especificos” (p.
14). Embora seja necessario reconhecer que a resolucdo de problemas exige, de alguma
forma, algum conhecimento basico anterior de regras e principios da matematica enquanto
area de conhecimento, a visao de Santos (2002) vai de encontro a verdadeira logica da
historia da matematica onde os problemas antecedem invariavelmente as descobertas, ja que
estes provocam a atividade matematica e geralmente culminam com estabelecimento de

respostas, conjeturas, principios e teorias.

Ainda que, na literatura, possamos encontrar diversos posicionamentos tedricos a respeito da
resolucdo de problemas, todos convergem quanto aos beneficios da resolucdo de problemas
como atividade matematica e para a contribuicdo que oferecem para o desenvolvimento e

aprendizagem da matematica.

0 conceito de atividade matematica apresentado por Schoenfeld (1992) converge grosso modo
com o que se pode considerar como resolucao de problemas. Este conceituado investigador
concebe a atividade matematica como sendo a tarefa de encontrar a razéo de ser das coisas e
saber matematica a algo que implica internalizar a estética da Matematica; implica também o
interesse pela analise e compreensao, por perceber as estruturas e as relacdes estruturais, ou
seja, por perceber como as coisas se combinam. Interpretando a visao deste teodrico, pode-se
afirmar que atividade matematica se consubstancia em interpretar situacdes, resolver

problemas, fundamentar respostas e comunicar resultados.

Ponte (1994), teorico de referéncia incontornavel no campo da Educacdao Matematica em
Portugal, e no plano internacional, advoga que a resolucao de problemas envolve o tipo de
processos que sao o centro da atividade matematica e isto justifica a eleicao da resolucao de

problemas como um interessante foco de investigacdo no ambito da educacdao matematica.

Por seu turno, Bassanezi (2002) destaca que, tendo em vista a necessidade e o dever de
proporcionar aos alunos uma interpretacdo integral e uma compreensdao holistica da
matematica, os educadores matematicos devem privilegiar a resolucao de problemas e a

modelacao matematica.
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Os pronunciamentos e referéncias apresentados nos paragrafos anteriores ilustram
claramente que ha necessidade de incluir e privilegiar a resolucdo de problemas em
atividades de sala de aula, por ser uma metodologia de capital importancia, pelo que
consideramos que os problemas devem ser utilizados no ensino da matematica como ponto de

partida para a aprendizagem.

2.2.1 O que é um problema matematico

A analise de literatura cientifica relativa a resolucao de problemas leva a constatar que
existem diferentes perspetivas ou pontos de partida sobre o que se pode considerar um
problema matematico, tal como veremos nos paragrafos subsequentes. De forma geral a
nocao de problema é relativa, tendo em atencéo diversos pressupostos que lhe subjazem; por
um lado, sublinha-se a existéncia de um efetivo ou potencial solucionador com sentido de
desejo pela busca da solucao, a qual, na realidade, nao se espera que seja imediatamente
encontrada devido a provaveis obstaculos sugeridos pelo proprio problema; por outro lado,
toma-se como referéncia as capacidades do individuo que se predispde a resolver uma

situacao matematicamente explicavel.

Klausmeier e Goodwin (1977), sugerem uma visao mais voltada para o campo da Psicologia, ao
proporem que um problema é uma situacao que deve ser solucionada apesar da auséncia,
indisponibilidade ou inexisténcia de informacdes, conceitos, principios ou métodos especificos
para chegar a solucdo. Alguns teoricos, como Chi e Glaser (1992), aprofundam esta concecao
e consideram que a existéncia de um problema ndo pressupde apenas a presenca da
necessidade de alcancar alguma resposta mas também se prende fundamentalmente com a
necessidade de procurar e estabelecer os mecanismos adequados para alcancar o que se

pretende.

A ideia de que um problema nao se resume apenas a necessidade de buscar um resultado que
se procura mas inclui também o aperfeicoamento dos mecanismos da busca pode também ser
encontrada em Polya (2003), para quem resolver um problema significa procurar
conscientemente alguma acao apropriada para atingir um objetivo inequivocamente definido,

mas nao imediatamente atingivel.

Alguns estudiosos, como Echeverria & Pozo (1998) e Sternberg (2000), salientam que a
existéncia de um problema pressupde duas situacdes ou estados necessariamente separados
por um obstaculo, ndo imediatamente transponivel por falta momentanea de elementos
adequados, entre a situacao ou estado de partida que em geral uma situacao desafiadora
apresenta e o estado de chegada ou solucao desejada. Nesta conformidade, considera-se que
resolver um problema implica essencialmente superar o dito obstaculo para conseguir um
objetivo, que no pensar destes tedricos € o alcance do estado de chegada ou situacdo

desejada.
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Desta concecdo advém a ideia de que a existéncia, ou ndo, de um problema depende em
certa medida do estado considerado como inicial para cada individuo. Assim, uma questao
pode ser um problema para um determinado aluno, por exemplo, mas nao ser um problema
para outros; isto ocorre porque na resolucdo de uma questao, se o aluno puder recuperar
rapidamente uma resposta da memoria, diremos que a questdo nao é ou nao constituia
problema para esse aluno. Se nao puder recuperar uma resposta imediata, entao o aluno tem
um problema para ser resolvido (Sternberg, 2000). Ainda a este propdsito, Wagner (2003)
esclarece que se tem um problema quando ndo se tem um caminho 6bvio para satisfazer uma
determinada necessidade. Segundo a visao deste autor, a situacao sobre a qual se tem
controlo nao corresponde a um problema. Na mesma senda, Krulik e Rudnick (1989) enfatizam
que o ser ou nao ser problema pode ser uma questdo temporal e relativa a cultura
matematica; uma atividade matematica pode ser um problema para uma pessoa num
determinado momento e, quando essa pessoa aumenta o seu conhecimento matematico, tal

atividade pode tornar-se um exercicio rotineiro.

A visdao de Echeverria (1998), Sternberg (2000) e Wagner (2003) leva-nos a advogar que
perante uma questdo, para melhor opinarmos se é ou nao problema, seria necessario
conhecer as capacidades ou competéncias do individuo que tem o desejo ou alguma
necessidade de resolvé-la. E reforca a opinido de Schoenfeld (1985) de que ser um problema
ndao é uma propriedade inerente de uma tarefa matematica pois uma questdo sera ou nao
problema, dependendo de diversos atributos do individuo que se propde a resolver a questao;
olhando por este angulo, o que torna uma questdao problema, ou nao, é uma relacao

particular entre o individuo e a tarefa.

Dante (2000) apresenta uma definicdo genérica e objetiva, ao referir que problema
matematico é qualquer situacdo que requer impreterivelmente pensamento e conhecimentos
matematicos para soluciona-la. De acordo com este autor, o conceito de problema inclui
questoes mais simples ou elementares a que chama de exercicios, considerando que esses

constituem recursos para praticar um determinado procedimento ou algoritmo.

Tal como outros autores de referéncia (Echeverria, 1998; Sternberg, 2000; Wagner, 2003;
Schoenfeld, 1985), Echeverria e Pozo (1998) consideram que uma situacao ou questao é um
problema quando um sujeito tem interesse em resolvé-la mas que ndo pode concretizar a
resolucdo com base na simples utilizacdo de recursos cognitivos minimos, como ocorre no
caso de resolucdo de exercicios. Os mesmos autores enfatizam ainda que a diferenca entre
um problema propriamente dito e um exercicio prende-se com o conjunto dos sucessivos
passos a serem seguidos na resolucao. Eles esclarecem que, na resolucdo de um exercicio, em
geral o resolvedor dispde de e utiliza mecanismos que levam, de forma imediata, a solucao, o

que nao ocorre na resolucao de um verdadeiro problema.
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Schroeder e Lester (1989), interpretando as ideias de Charles e Lester (1982), apontam que
uma questao a resolver pode ser entendida como uma situacao problematica quando quem a
resolve ndo consegue fazé-lo mediante a aplicacdo de uma operacao matematica previamente
conhecida, ou seja, quando a resolucao da mesma nao se resume a uma simples utilizacao de
um modelo previamente conhecido, baseado na traducao de uma tarefa diretamente em uma
representacao matematica. Esta ideia vai ao encontro do conceito sucinto apresentado por
Onuchic (1999) que descreve um problema como sendo algo que um sujeito se interessa por
fazer mas nao sabe como fazer, diferentemente do que ocorre no ambito de exercicios em

que o sujeito pode aplicar de forma quase mecanica uma formula ou uma regra operatoria.

Brito (2006), ao analisar as ideias de diversos autores sobre a resolucao de problemas
matematicos, evidenciou que ha conformidade sobre o facto de um problema ser, em geral,
uma situacao quase sempre desconhecida, que é passivel de ser o ponto de partida de uma
atividade matematica pois o contato do sujeito com essa situacdo nao familiar impoe-lhe a
necessidade de mobilizar e disponibilizar, na sua estrutura cognitiva, os elementos

necessarios a solucao.

Van de walle (2001) advoga que, do ponto de vista didatico, um problema é considerado como
qualquer tarefa ou atividade para a qual os alunos desconhecem qualquer método especifico
conducente a uma solucdo, nem dispéem de um receituario de procedimentos previamente

prescritos ou memorizados que possam permitir-lhes a realizacao imediata da mesma.

Gonzalez (1998), com uma visao profundamente voltada para a educacdo matematica, refere

que problemas matematicos sao:

Pesquisas enquadradas em um processo natural de indagacao onde os
intervenientes devem reunir certas condi¢cdes iniciais (em termos de
conhecimento e grau de compromisso) que permitem superar os desafios
envolvidos e, na medida em que os fins prosseguidos sao alcancados (pelo
resolvedor ou instrutor), proporciona aos sujeitos que o abordam uma mudanca
substancial em relacéo as suas situacoes iniciais (p. 88, énfase no original).
Sem menosprezar as demais concecoes, para o presente estudo, consideramos as definicoes
apresentadas por Gonzalez (1998) e Onuchic (1999) e iremos assumir como problema uma
questao que o aluno tenciona resolver mas para a qual nao conhece ou nao dispée de um
método ‘correto’ especifico de resolucao e que ao envolver-se no processo de resolucdo

adquire novos conhecimentos que pode aplicar ou reutilizar em outras situacoes.

2.2.2 Relevancia didatica da resolucao de problemas matematicos

No seio da comunidade de educadores matematicos a relevancia da resolucao de problemas
na aprendizagem de matematica parece indiscutivel, porém admite-se que se encontram

divergéncias quando se levantam questdes como seja 0 modo como a resolucdo de problema
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se pode tornar pertinente no ensino da matematica. A literatura neste dominio indica que

essas divergéncias podem ter razoes historicas.

Uma resenha historica feita por Stanic e Kilpatrick (1989) sobre a tematica da resolucao de
problemas no ensino da matematica revela que a presenca da resolucdao de problemas no
curriculo, em determinada época, tinha como objetivo apenas o de resolver problemas e que
o foco nas capacidades de resolucao de problemas comecou a acontecer no decorrer do
século XX. Estes autores consideram que a resolucdo de problemas é uma matéria
relativamente nova no curriculo de matematica, introduzida por se reconhecer que a
resolucao de problemas contribuiria para a melhoria do pensamento, pois envolve raciocinio
matematico, razdo pela qual é atualmente considerada como um meio de se estruturar a

aprendizagem matematica.

Com um ponto de vista mais lato, George Polya (2003) justifica a necessidade de se trabalhar
com resolucao de problemas no ensino de matematica, advogando que a pratica de resolver
problemas é inerente a natureza de qualquer atividade humana e ao mesmo tempo considera-
a fundamental para o desenvolvimento da inteligéncia, que se constitui num dos objetivos da
educacao.

Estudos revelam que a resolucao de problemas comecou a ganhar protagonismo no mundo, no
final da década de 1970 (Onuchic, 1999; Onuchic & Allevato, 2004). Os mesmos autores
apontam que a publicacdo do NCTM intitulada An Agenda for Action: Recommendations for
School Mathematics, no ano de 1980, que coloca a resolucao de problemas como o foco do
ensino da matematica escolar, propde a resolucdo de problemas como uma das bases da
matematica escolar (NCTM, 1989), considerando-a como elemento central do curriculo, pois
permitiria que os alunos investigassem e compreendessem o conteldo matematico. Além
disso, entre outras situacoes, essa abordagem possibilitaria aos alunos o desenvolvimento de
estratégias para resolver uma variedade de problemas, bem como a oportunidade de formular

problemas e usar, significativamente, a matematica.

Ao pronunciar-se a respeito da relevancia da resolucao de problemas no ensino-aprendizagem
de matematica, Dante (2000) destaca que a resolucao de problemas na formacdo matematica
leva o aluno a pensar produtivamente e a desenvolver o raciocinio; permite muni-lo de
estratégias para resolver problemas; da-lhe a oportunidade de se envolver com aplicacdes da
matematica, de enfrentar situacdes novas e de adquirir uma boa base de conhecimento
matematico. Interpretando a visdo de Dante (2000), pode notar-se que o autor destaca a
resolucao de problemas como tendo diversos propositos e sendo um fator que contribui

amplamente para o desenvolvimento das capacidades intelectuais do individuo.

Para melhor aclarar os diversos propdsitos desta abordagem, o mesmo autor apresenta uma

tipificacdo de problemas e atribui a cada um dos seis principais tipos um objetivo especifico.
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. Exercicios de reconhecimento: tém como objetivo levar o aluno a identificar ou
lembrar objetos matematicos; em geral, consistem em perguntas diretas que sugerem que o
aluno fagca correspondéncias, evocando conceitos, fatos especificos, definicdes ou

propriedades.

. Exercicios de algoritmos: servem para treinar a habilidade de execucdo de um
algoritmo; normalmente, o trabalho do aluno resume-se a mobilizacdo e tratamento de
registos e, tal como acontece com os exercicios de reconhecimento, os exercicios de

algoritmos vivificam e reforcam os conhecimentos anteriores.

. Problemas-padrao: sdao uma espécie de exercicios que vinculam o emprego de factos
basicos e algoritmos em situacoes do dia-a-dia; neste tipo de problemas é habitual o

solucionador ter que converter a linguagem usual em linguagem matematica.

. Problemas-processo ou heuristicos (que se designam simplesmente por problemas):
neste tipo de problemas, o solucionador nao faz uma aplicacao direta dos conhecimentos

prévios, pois exigem a criacao de um plano de acao e a elaboracao de uma estratégia.

. Problemas de aplicacao ou situacoes-problema: permitem levar o aluno a coletar e
organizar dados, matematizar uma situacao real do dia-a-dia e resolver o problema utilizando
a matematica. (Este é o tipo de problemas que sera privilegiado no nosso estudo, sendo que
se espera ndo apenas a simples utilizacdo de modelos matematicos previamente tratados mas
sobretudo a obtencdo de modelos e a transferéncia desses modelos para outras situagoes

contextualizadas analogas ou semelhantes).

. Problemas de quebra-cabeca: proporcionam o desenvolvimento da percecao, motivam

e desafiam o aluno através da chamada matematica recreativa.

Schroeder e Lester (1989) apresentaram o que se pode entender como dialética entre a
resolucao de problemas e a compreensao matematica. Segundo estes autores, por um lado, a
resolucao de problemas fomenta a compreensao matematica e a forma e a capacidade de
resolver problemas revela o nivel de compreensdao do individuo a respeito dos conceitos
ligados ao problema resolvido e, por outro, a compreensao pode ajudar na resolucao de
problemas no sentido em que ela aumenta a riqueza dos tipos de representacdes que uma
pessoa € capaz de construir. Em termos “simples”, Schroeder e Lester (1989) enfatizam que
compreender Matematica corresponde a ideia de relacionar e que os indicadores da
compreensao consubstanciam-se na capacidade para relacionar: uma determinada ideia
matematica com uma variedade de contextos; um determinado problema com um grande

numero de ideias; as varias ideias matematicas expressas num problema.
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Para advogarem que a matematica € um caminho para pensar e organizar experiéncias, de
modo a debelar a visdo erronea de que a matematica é apenas uma ferramenta para resolver
problemas, Schroeder e Lester (1989) destacam que os educadores matematicos nao devem
considerar simplesmente a resolucdo de problemas, por si s6, como o foco do ensino da
matematica mas também atribuir grande importancia a compreensao do problema. Para o
presente estudo, a compreensao sera de alguma forma privilegiada uma vez que, segundo a
Teoria das Situacdes Didaticas, tida como uma das referéncias tedricas, o aluno justifica as
suas decisoes e explica nao so os resultados que obtém mas também as estratégias que utiliza

para realizar a atividade matematica.

Charles (1985, 1990) aponta que a resolucdo de problemas na aprendizagem de matematica
proporciona o desenvolvimento do pensamento matematico dos alunos, que abarca a
coordenacdo de quatro componentes: conhecimento matematico, processos de pensamento,
crencas e atitudes. A resolucdo de problemas, deste modo, possibilitara ao aluno aprender a
pensar matematicamente. Tal como Schoenfeld (1990) enfatiza, cria no aluno uma tendéncia
para analisar e entender, garantindo-lhe deste modo a percecdo, nao sé de estruturas mas
sobretudo de relacdes estruturais, o que em grande medida enriquece a percepcao logica e

holistica da realidade matematica e extra-matematica.

Mendes (2009) apresenta uma visdao apologista da TSD ao defender que a resolucao de
problemas ajuda os alunos a desenvolverem capacidades para utilizar elementos matematicos
ja conhecidos para explicar os seus pensamentos, justificar os seus processos de resolucdo e
fundamentar as suas respostas; grosso modo, estes sao tracos nitidos da TSD que pressupde
que perante uma situacdo em que a intervencao direta do professor é inibida, o aluno deve
escolher, desencadear ou explorar mecanismos de modo a buscar estratégias, solucdes, e
explicacbes para os problemas ou desafios que o milieu impde. Este autor reforca ainda que o
processo de resolucao de problemas permite aos alunos alcancarem capacidades mais
elevadas de pensamento matematico, relacionadas com raciocinio dedutivo e indutivo, bem
como o uso do raciocinio espacial, a formulacdo de conjeturas e argumentos matematicos e

criacao de contraexemplos, o que os ajuda a validar os seus proprios pensamentos.

Segundo Mendes (2009) as capacidades mais elevadas do pensamento matematico, estao
relacionadas com o desenvolvimento das representacdes mentais e simbolicas. E explica que
representacao mental é o modo individual da pessoa internalizar uma determinada situacéo-
problema ao passo que as representacdes simbolicas sao as manifestacdes (modos de
comunicar) das ideias matematicas geradas na resolucdo de problemas. Assim, essas duas
representacoes interligam-se e, por um processo de generalizacao ou sintese, conduzem o
aluno a abstracdao, favorecendo o desenvolvimento das capacidades mais elevadas de

pensamento matematico.
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As afirmacdes deste autor estdao, de algum modo, em sintonia com a Teoria dos Registos de
Representacoes Semiodticas, de Raymond Duval, segundo a qual as representaces semioticas
nao sao somente indispensaveis para fins de comunicacao, pois sao também necessarias ao
desenvolvimento da atividade matematica que consiste em produzir, tratar e converter

representacoes semioticas.

Kilpatrick, Swafford e Findell (2001) enfatizam que a resolucao de problemas tem um
importante papel no desenvolvimento da proficiéncia matematica, uma vez que envolve todas
as cinco componentes desta proficiéncia, nomeadamente, compreensao conceptual, fluéncia
processual, competéncia estratégica, raciocinio adaptativo e disposicdo produtiva. Nesta
senda, trabalhando com resolucao de problemas, o aluno ganha na compreensao de conceitos
matematicos, operagdes e relacdes, desenvolve a habilidade para realizar procedimentos de
forma flexivel, aperfeicoada, eficiente e apropriada. Deste modo, o aluno torna-se capaz de
formular, representar e resolver problemas matematicos, mobilizando, para tal, pensamento
logico, reflexao, explanacdo e justificacdo dos seus resultados e acdes, desenvolvendo e

mostrando assim o sentido utilitario da matematica e a sua eficacia.

A resolucdo de problemas, assim entendida, € um processo pelo qual um individuo usa
conhecimento e compreensdes previamente adquiridos para satisfazer as demandas de uma
situacao nao familiar, o que implica que o solucionador deve sintetizar o que aprendeu e
aplica-lo em novas e diferentes situacoes (Krulik & Reys, 1980; Krulik & Rudnick, 2005). Os
mesmos autores reiteram que um professor, ao sugerir um problema aos alunos, deve
considerar e analisar tudo que ocorre durante a resolucao e sobretudo os resultados didaticos
preconizados, sejam eles obtidos ou ndo. Para isso, € importante que ajuste os problemas de
tal modo que os processos de resolucao, as diferentes solucées obtidas e as dificuldades
vivenciadas possibilitem a extensdo de conteldos matematicos e a geracdo de novos
problemas ou um reaproveitamento de tais aprendizagens. Esta visao converge, de alguma
forma, com a perspetiva de Modelos e Modelacao (M&M), desenvolvida por Richard Lesh e
colaboradores, que advoga que de pouco ou nada vale desenvolver ferramentas matematicas

se estas so vao ser usadas uma Unica vez, em uma situacdo Unica e com um Unico objetivo.

Todas as colocacbes apresentadas sobre a importancia da resolucdo de problemas sao
unanimemente apologistas de que a resolucao de problemas favorece a aprendizagem da
matematica, no entanto, notam-se algumas discrepancias quando se analisa a opiniao sobre

em que momento a resolucao de problemas pode ajudar o aluno na sua aprendizagem.

Tal como destacaremos na seccao seguinte, alguns professores, autores e investigadores
concebem a resolucdo de problemas como ponto de partida, outros como uma referéncia a
ter em conta no processo de ensino-aprendizagem e um outro grupo concebe a resolucao de

problemas como o objetivo da aprendizagem da matematica.
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2.2.3 Abordagens a resolucao de problemas no ensino da matematica

De entre as diversas contribuicdes relativas a integracdo da resolucdo de problemas no ensino
da matematica, para este trabalho destacamos, em primeira instancia, dois estudos
realizados coincidentemente em 1989, que ilustram diversos enquadramentos pedagogicos da

resolucao de problemas.

Stanic e Kilpatrick (1989, pp. 13, 15-16) analisaram as perspetivas historicas da resolucao de
problemas no curriculo de matematica e destacaram trés abordagens que caracterizam,
historicamente, o papel da resolucdo de problemas no curriculo de Matematica, desde o
antigo Egito até ao final do século XX: resolucdo de problemas como contexto, como

capacidade e como arte.

Resoluc@o de problemas como contexto: esta abordagem baseava-se na ideia de que os
problemas e a resolucao de problemas eram meios para atingir fins importantes

nomeadamente:

. Justificar: a resolucao de problemas como justificacao partia da ideia de que a
necessidade de saber resolver problemas justificava o ensino de matematica e a inclusao

destes no curriculo de matematica;

. Motivar: a resolucao de problemas como motivacao manifestava a intencao de atrair o

interesse dos alunos por meio de problemas;

. Entreter ou cativar: a resolucao de problemas como atividade ludica envolvia o fato

de que os problemas permitiam aos alunos algum divertimento;

. Veicular: a resolucdo de problemas como veiculo concebia os problemas como vias

para ensinar novas técnicas e conceitos;

. Praticar: a resolucdo de problemas como pratica visava apenas a pratica necessaria
para reforcar capacidades e conceitos ensinados diretamente e é a concecdo que mais

prevalecia no curriculo de Matematica.

Resolugéo de problemas como capacidade: esta abordagem assumia a resolucao de problemas
como o topo da hierarquia das capacidades necessarias a serem adquiridas pelos alunos.
Assim, “resolver problemas” é identificado como uma capacidade de nivel elevado a ser
adquirida depois da capacidade de resolucao de problemas rotineiros, isto &, depois de os
alunos adquirirem capacidades basicas e apreenderem conceitos e capacidades matematicas
elementares, alguns alunos que conseguiam dominar as capacidades elementares eram

expostos a resolver auténticos problemas.
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Resolucéo de problemas como arte: esta abordagem relaciona-se com as ideias propostas por
George Polya, que chamou a atencdo para o trabalho com as heuristicas e enfatizou a
resolucao de problemas como arte, mais especificamente como uma arte pratica, oriunda de
imitacdo e pratica e reconhecendo que “as técnicas de resolucdao de problemas precisam de
ser ilustradas pelo professor, discutidas com os alunos e praticadas de uma maneira

compreendida e nao mecanizada” (Stanic & Kilpatrick, 1989, p. 16).

Stanic e Kilpatrick (1989) sublinham que esta abordagem é a mais promissora e por outro lado
€ a mais controversa, as ideias de Pdlya sdo mal percebidas ou mal utilizadas pelo que

chegam a ser reduzidas a capacidades comportamentais, algoritmicas ou procedimentais.

Os aspetos apontados nestas trés abordagens ilustram claramente, como os proprios autores
destacam, que o que os educadores matematicos defendem hoje acerca da resolucdo de
problemas esta ligado a varias tradicoes nos campos da psicologia, do curriculo, e do ensino

da matematica.

Stanic e Kilpatrick (1989) realcam ainda que falar de resolucao de problemas na
aprendizagem da matematica €, por um lado, substancialmente falar do que se cré ser
educacao, escolaridade e matematica e, por outro, falar dos objetivos do ensino da

matematica em geral e da abordagem didatica da resolucao de problemas em particular.

Ora cada professor, investigador ou educador matematico tem as suas conviccdes a respeito
do que é a matematica e que relevancia tem a resolucdo de problemas no ensino-
aprendizagem desta ciéncia; assim sendo, existem diversas versdes sobre como aplicar a

resolucao de problemas no ensino de matematica.

Através de um outro estudo, os investigadores Schroeder e Lester (1989) constataram que

o

-

significado do termo ‘resolucdo de problemas’ nem sempre é bem compreendido (ou

Q-

compreendido de diversas formas). O estudo constatou a existéncia de trés abordagens

resolucao de problemas no ensino da matematica:

. A primeira abordagem consiste em ensinar sobre a resolucao de problemas,

preocupando-se com factos inerentes a propria resolucao de problemas;

. A segunda abordagem parte da visdao de que se deve ensinar matematica para
resolucdo de problemas e a primeira preocupacdao é o enriquecimento de um suposto
reportorio de elementos matematicos que devem posteriormente ser usados para a resolucao

de problemas;

. A terceira abordagem considera que se deve ensinar a matematica via (ou através de)

resolucao de problemas.
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Concordando com Mendonca (1999) e Allevato (2005), fica claro que estas concecdes retratam
a resolucao de problemas como: um objetivo, um processo ou um ponto de partida. No ensino
da matematica sobre a resolucdo de problemas, encara-se a resolucao de problemas como
processo pois da-se maior énfase ao desempenho e as estratégias utilizadas pelos alunos,
como Schroeder e Lester destacam: “Na melhor das hipdteses, ensinar sobre resolucao de
problemas também incluia experiéncias em que de facto se resolviam problemas, mas sempre
envolveu muito da discussdo explicita acerca de como os problemas sao resolvidos”
(Schroeder e Lester, 1989, p. 32). Considerar que se ensina matematica para resolver
problemas é essencialmente considerar a resolucdo de problemas como objetivo. Nesta
perspetiva, o que se faz, segundo Schroeder e Lester (1989), é dar aos alunos muitos
exemplos de conceitos, procedimentos e estruturas matematicas e muitas oportunidades para
aplicar os referidos conceitos e estruturas na resolucao de problemas. Schroeder e Lester
(1989) destacam ainda que, neste sentido, “a Unica razao para aprender matematica é ser
capaz de usar o conhecimento obtido para resolver problemas” (Schroeder & Lester, 1989, p.
32). Ao ensinar via resolucao de problemas concebe-se a resolucao de problemas como ponto
de partida. A introducao de um conceito deve comecar com a proposta de um bom problema
que ao ser resolvido pelos alunos proporciona o que Kilpatrick, Swafford e Findell (2001)
chamaram de proficiéncia matematica. De acordo com Schroeder e Lester (1989), dar
primazia ao ensino através da resolucdo de problemas € acreditar que o motivo para o ensino
da matematica escolar € ajudar os alunos a compreender os conceitos, técnicas e processos

matematicos. E acrescentam:

0 ensino de um topico matematico comeca com uma situagao-problema
que expressa aspetos-chave desse topico e dai sdo desenvolvidas técnicas
matematicas como respostas razoaveis para problemas razoaveis. Um
objetivo de se aprender matematica € o de poder transformar certos
problemas nao rotineiros em problemas rotineiros. A aprendizagem da
matematica, desse modo, pode ser vista como um movimento do concreto
para o abstrato (Schroeder & Lester, 1989, p. 32).

A aprendizagem da matematica ocorre a partir do concreto (ou particular), comeca como um
problema do mundo real que serve como exemplo do conceito ou da técnica matematica e
progride para o abstrato que, neste sentido, engloba a representacdo simbélica de uma classe

de objetos matematicos, técnicas e procedimentos para operar com esses simbolos.

Ponte (1994) considera que a diversidade de visdes a respeito da resolucao de problemas no
ambito da educacdo matematica é uma das razdes pelas quais as pesquisas nessa linha se

justificam e sao tao interessantes.

Contreras e Carrillo (1998) realizaram um estudo sobre as concecdes relativas a resolucao de
problemas em sala de aula, considerando seis categorias de analise, nomeadamente, (1)
metodologia, (2) sentido da matematica escolar, (3) concecdo de aprendizagem, (4) papel do

aluno, (5) papel do professor e (6) avaliacdo. Dessa analise, resultaram quatro tipos de
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concecdes, ndao mutuamente exclusivas: tradicional, tecnicista, espontaneista e investigativa.

Mais tarde, Allevato (2005), analisando os resultados dessa investigacao, descreve as

concecdes detetadas como se apresenta na Tabela 1.

Tabela 1: Principais concecoes sobre resolucao de problemas
segundo Allevato (2005, p. 46), com base em Contreras e Carrillo (1998)

Categorias /Indicadores

w
3 . - O que/
o Tipo de Quando e Como se Atividade Papel do COMO se
2 Problemas como se usa aprende do aluno professor .
S avalia
o
Pr m . -
oble 1as No final dos . Tenta Inicia e L.
—= | monograficos Ampliando e identifi . A aplicacao
S | bem definidos temas, como reforcando um identificar protagoniza mecanica de
2 Resolucio com' aplicacao da camoo conceitos e 0 processo conceitos
g ; teoria P algoritmos a | de forma .
® | processo e . conceptual. - . aprendidos.
= PO ensinada. aplicar. exclusiva.
solucao unicos.
Tenta ~
I Propée e
Problemas . assimilar os . e
monograficos No final dos Aplicando a conceitos contextualiza | Identificacao
© | bem definidos temas, como matematica teoricos o problema, ) e aplicacao
) Resolucao com. aplicacao da estruturam-;e a licand,o- repartindoa | de
% FOCESS0 € teoria conceitos oE‘ funcao de algoritmos
S processo € ensinada. ’ ’ Iy protagonista | adequados.
$ | solucao Unicos. reconstroi l
s processos com o aluno.
Problemas
polivalentes
ue ,
gossibilitam Como veiculo
r - Desenvolv s g
modelar, sem para Atribuindo ese volve Significado
um fim potencializar a sionificado ao atividades Sugere das nocoes
3 descoberta s : de ensaio e problemas. P
& | conceptual A conhecimento. construidas.
o . espontanea de erro.
< | concreto; de ~
8 e nogoes.
S multiplos
& | processos e
4| solucoes.
Problemas
polivalentes, Durante todo o
incluindo os
abertos processo como
L~ reino em . . -
Condicoes t eino € Participando Aborda o Propée A .
s unidades = Relevancia
iniciais . da construcao | problema problemas e ~
e flexiveis de ’ das nocoes
modificaveis, o de redes como uma envolve os 5,
© aquisicao de P . N construidas.
2 | gerando novos v semanticas. investigacao. | alunos.
S . conhecimento ’
s | problemas; de
o A conceptual e
£ | multiplos .
o procedimental.
2 | processos e
= | solucoes.

Como se pode concluir, as tendéncias encontradas nas publicacdes até aqui referenciadas sao

fonte de alguma controvérsia, mas importa notar que alguns dos trabalhos analisados indicam

certas convergéncias que merecem destaque (como apresentamos na Tabela 2), tendo em

conta os objetivos do nosso estudo.
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Tabela 2: Compatibilidade entre perspetivas tedricas relativamente as
concecoes sobre resolucao de problemas

Contreras & Schroeder & Mendonca
Carrillo Lester >
(1998) (1989) (1999)
Tradicional Para resolucao de Co!'noh Estuda-se matematica com o objetivo de conseguir
problemas objetivo resolver problemas.
£ | Tecnolégica Sobre resolucao Como O estudo d? matematica deve simple_smente permitir a
S, de problemas processo compreensao do processo de resolucao de problemas.
g Espontaneista Certa§ nocdes matematicas podem ser descobertas
5 Através de Como ponto através da resolucao de problemas.
v resolucao de de partida 0 estudo de um conceito deve iniciar-se no ambito da
Investigativa problemas P resolucao de um problema e a resolucao em si deve
proporcionar proficiéncia matematica.

Sem desconsiderar a pertinéncia e a influéncia das outras concecées, apresentaremos adiante
detalhadamente diversos pontos de vista aludidos por varios investigadores relativamente a
resolucao de problemas como ponto de partida para o ensino da matematica por acreditarmos

que esta abordagem é a que mais se adequa aos propdsitos do nosso estudo.

2.2.4 A resolucao de problema como ponto de partida para a
aprendizagem da matematica

A ideia de considerar a resolucao de problemas como ponto de partida para a aprendizagem
de conceitos matematico emerge no fim da década de 1980 como uma esperanca para atingir
0s propositos constantes da ja referenciada agenda do NCTM. Esta ideia apareceu associada a
retoma do construtivismo, segundo o qual os alunos sao seres pensantes aos quais se deve
proporcionar, através do ensino, oportunidades de interpretar situacées ou problemas e de
relembrar conhecimentos anteriores a fim de construir novos conhecimentos (Onuchic,1999,
2003; Santos, 2002; Onuchic & Allevato, 2004; Onuchic & Allevato, 2009).

Varios investigadores no campo da Educacao Matematica corroboram, de certa forma, esta
abordagem. De entre outras, destacaremos as colocacoes de Burns (1982), Noddings (1989),
Schroeder & Lester (1989), Schoenfeld (1989), Jonassen (1999), Santos (2002) e Carlini (2004).

De forma geral, os autores abracam a ideia de que a resolucao de problemas como ponto de
partida para aprendizagem de conceitos matematicos torna o aluno “construtor” de novos
conhecimentos, através da utilizacdo e aperfeicoamento de conceitos previamente
conhecidos, adocdo de procedimentos que ele pode descobrir através de ensaio e erro e,

acima de tudo, a percecao de que a resolucao de problema promove atitudes positivas.

Ja no inicio da década 1980, Burns (1982) ao refletir sobre como ensinar a resolucido de
problemas, recomendou que se proporcionasse aos alunos problemas desafiantes que os
levassem a avaliar e modificar as suas proprias estruturas mentais, dando tempo suficiente
para explora-los; deste modo seria possivel introduzir um objeto matematico por meio de um

problema.
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Carlini (2004) também destacou a resolucao de problemas como ponto de partida para
aprender matematica, sublinhando que a resolucdo de problemas oferece circunstancias para
cumprir objetivos relacionados nao s6 com o dominio de conceitos mas também objetivos de
indole procedimental, além de fomentar atitudes importantes por parte dos alunos. Esta
autora afirma que a resolucdo de problemas além de tornar o aluno autoconfiante e
responsavel, pode capacitar o aluno no que diz respeito a organizacao, articulacdo e registo
de informacoes diante de uma situacao concreta e sobretudo impelir os alunos para a busca

de novas informacoes, para a formulacao de conjeturas e avaliacdo das mesmas.

A questdao do entrelacamento entre a resolucao de problemas e o construtivismo fica mais
evidente se interpretarmos a opiniao de Santos (2002), que relaciona a resolucao de
problemas aos processos historicos de construcdao do conhecimento cientifico, ao considerar
que a aprendizagem de conceitos matematicos através da resolucdo de problemas
proporciona uma situacdo analoga aquela vivida no processo de construcdo dos conceitos
cientificos. O sujeito nao so tinha a necessidade de resolver um problema mas também
carecia das ferramentas necessarias (ou mais econémicas) para o fazer; assim, tinha que

construir as ferramentas que permitiriam a resolucao do seu problema.

Analisando estudos de diversos autores, Schoenfeld (1989) entende que os alunos devem ser
levados a pensar matematicamente. Na visdo deste teorico, pensar matematicamente
abrange o dominio das ferramentas matematicas (factos e procedimentos) e o
desenvolvimento da compreensdo de que a matematica é uma atividade que consiste em dar

sentido a realidade e que deve ser usada desse modo na aprendizagem.

Jonassen (1999) também sugere o uso de estratégias apoiadas em tecnologia para professores,
ao sublinhar que é importante que os professores diagnostiquem ou pelo menos tentem
determinar que conhecimentos anteriores os alunos tém, a fim de perceber as suas
capacidades e fragilidades, para que possam viabilizar o entrosamento dos conhecimentos
anteriores e o preconizado em cada atividade a sugerir. Para melhor diagnosticar,-Noddings
(1989) destaca que o professor deve antever os produtos da atividade matematica em que
envolve seus alunos. Os conhecimentos prévios dos alunos sao regra geral considerados
fundamentais, em particular segundo as etapas (ou momentos) estabelecidas por Santos
(2002) envolvidas na resolucao de problemas em paralelo com os conhecimentos previamente
adquiridos e por adquirir. Esses conhecimentos sao o ponto de partida para que o aluno possa
ter um papel ativo na busca de elementos imprescindiveis para a resolucao de problemas e
determinam a relacao entre o aluno (potencial solucionador) e o problema. Concretamente,
Santos (2002) refere:

a aquisicao de novos conhecimentos esta estreitamente ligada ao processo
de interacdo entre o sujeito e o objeto de estudo; em matematica
costumamos dizer que o aluno aprende pela resolucao de problemas, e nao
escutando o professor relatar esse objeto em sua aula (p.14).
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Santos (2002) distingue efetivamente trés momentos na resolucao de problemas, tendo em
conta a relevancia dos conhecimentos. Num primeiro momento, o aluno investe ou pelo
menos tenta investir os seus conhecimentos prévios; o segundo momento a destacar, na visao
deste autor, é aquele em que o aluno toma consciéncia dos seus conhecimentos anteriores, o
que de certo modo propicia o terceiro momento, aquele em que, por exigéncia do contexto, o
aluno se empenha na construcao de novos conhecimentos para resolver ou esclarecer a

situacao.

A explicacdo apresentada por Santos (2002) a respeito desta sequéncia de passos € analoga ao
fator de aprendizagem estabelecido por Brousseau (1996) na teoria das situacdes didaticas,
quando afirma que os problemas sao escolhidos para levar o aluno a adquirir novos
conhecimentos e que esse conhecimento € inteiramente justificado pela logica interna do
problema e acrescenta que numa situacdo a-didatica o aluno aprende, adaptando-se a um
milieu que é fator de dificuldades e desequilibrios e caso se adapte a situacao e chegue a
uma ‘solucao’ ele mostra que se apropriou do saber visado. Jonassen (1999), por seu turno,
enfatiza que um conhecimento assim construido é, por ineréncia, significativo. Estas
consideracdes remetem-nos para a interpretacao de Onuchic (1999, 2003), segundo a qual a
resolucao de problemas deve ser adotada como uma metodologia de ensino, no sentido em

que:

o problema é visto como um elemento que pode desencadear um
processo de construcao do conhecimento. Sob esse enfoque, problemas
sao propostos ou formulados de modo a contribuir para a formacao dos
conceitos antes mesmo de sua apresentacdo em linguagem matematica
formal (Onuchic, 1999, p.,207, énfase acrescentada).

Esta autora aconselha que a investigacdo matematica orientada pela resolucdo de problemas
seja uma realidade no ensino da matematica. Para isso, o inicio das atividades matematicas
devera deixar de ser a definicdo e tera de passar a ser o problema, sendo que “a Resolucdo
de Problemas nao é [nem deve ser] uma atividade para ser desenvolvida em paralelo ou como
aplicacao da aprendizagem, mas como orientacao para a aprendizagem” (Onuchic 1999, p.
215).

Lima (1999) reflete também sobre a necessidade de buscar equilibrio no curriculo de
matematica, através da consideracao de trés elementos fundamentais — conceptualizacao,
manipulacao e aplicacao. No seu trabalho, este autor deixa clara a sua opiniao sobre os males
causados pela sobrevalorizacdo da manipulacdo. Ele reitera que, de entre as trés
componentes, a manipulacdo é a mais presente em muitos livros adotados nas escolas, muito
embora nao exija criatividade, imaginacdo ou capacidade de raciocinio abstrato. E
acrescenta: “cada novo capitulo do curso deveria comecar com um problema cuja solucdo

requeresse o uso da matéria que vai comecar a ser ensinada” (p. 6).
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Tudo quanto foi examinado nesta seccdo confirma a pertinéncia da resolucao de problemas
como ponto de partida no ensino de matematica, ndao s6 por despertar o entusiasmo mas
sobretudo por proporcionar aos alunos uma oportunidade e sensacao de descoberta
significativa, parecida com aquela que é vivenciada pelos matematicos que, para levarem
avante a sua atividade exprimem, experimentam e reveem os seus raciocinios, em vez de
simplesmente adotarem dogmaticamente os modos de pensar previamente elaborados como

se todos os individuos trilhassem ou mantivessem uma soé linha de pensamento.

2.3 A Perspetiva de Modelos e Modelacao (M&M)

Na investigacdo em Educacdo Matematica, o termo modelo é definido de diversas formas.
Uma delas, que esta associada a nocdo de modelo conceptual, considera como modelo tudo o
que ocorre na mente do individuo envolvido numa atividade matematica e pode abarcar
conviccoes e justificativas que o sujeito considera ou concebe para desenvolver essa atividade

matematica.

0 termo ‘modelos’ refere-se aqui a explicacdes ou compreensdes matematicas, embutidos em
sistemas particulares de pratica que apresentam uma epistemologia de ajuste e revisao, os
quais ‘intencionalmente’ mobilizados pelo sujeito durante a realizacao de uma atividade
matematica (Lesh & Lehrer, 2003).

Tal como veremos mais adiante ‘modelacao’ é um processo de desenvolvimento de descricoes
representacionais para compreender e desenvolver atividade matematica especifica em
situacoes especificas. Geralmente envolve uma série de testes iterativos e ciclos de revisdes e
ajustes em que interpretacdées menos frutiferas sdo gradualmente descartadas ou combinadas

com outras a fim de torna-las proveitosas.

2.3.1 O surgimento da perspetiva de Modelos e Modelacdao (M&M)

A perspetiva designada por Modelos e Modelacdo emergiu no dominio da Educacao
Matematica quando investigadores de referéncia, como Kaput, Lehrer, Kim, Schauble,
Konold, Harradine, Kazak, Lesh, Doerr, Caylor, Gupta, English e outros, propuseram-se
determinar a natureza dos sistemas conceptuais que os alunos precisavam desenvolver a fim
de lidarem com as situacoes relacionadas com importantes ‘grandes topicos’ de matematica
elementar e, de modo mas amplo, em contextos fora do ambito escolar. Para tal, foi
desencadeada uma série de estudos sistematicos acerca dos modelos conceptuais
significativos em projetos de investigacao e desenvolvimento, envolvendo alunos, professores,
materiais curriculares e programas de ensino. Surgiram assim as perspetivas que vieram a ser

catalogadas como Modelos e Modelacao.
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Em termos gerais, os defensores dessas perspetivas assumem os seguintes pressupostos:

e as ferramentas conceptuais que um individuo desenvolve para interpretar as suas
experiéncias influenciam a abrangéncia e a restricdo do seu pensamento;

e para criar novos sistemas, artefactos e ferramentas, um individuo tende a usar as
mesmas ferramentas conceptuais desenvolvidas para descrever e explicar situacoes
anteriores;

¢ quando um individuo desenvolve formas melhores de pensar sobre as coisas, ele tende a
mudar a sua forma de pensar, o que torna o desenvolvimento de sistemas conceptuais

num processo ciclico sem fim.

Treinar os alunos para a interpretacao de problemas € substancialmente prepara-los para
desenvolver o seu pensamento e ao mesmo tempo habilita-los para criar novos sistemas, o
que na realidade se consubstancia em artefactos e ferramentas e no desenvolvimento do
pensamento do aluno, o que, por seu turno, implica um avanco na sua forma de encarar o

mundo.

No inicio, basicamente a pretensdo destes teoricos era usar as tecnologias disponiveis nao
apenas para ajudar alunos com mais dificuldades, no contexto das abordagens vigentes, e
evitar o fracasso destes (Lins & Kaput, 2004), mas de uma forma geral ajudar todos os alunos

a desenvolverem poderosas bases para a aprendizagem da matematica (Lesh e Caylor. 2007).

Esta perspetiva conta presentemente com contribuicoes de diversos investigadores, dentro e
fora do campo da Educacdo Matematica, a maioria deles pertencentes a trés prestigiados

grupos de investigacdo (Lesh, 2000), nhomeadamente:

« Models and Modeling Working Group pertencente a University of Wisconsin (NCISLA?);
« Models and Modeling Working Group afiliado ao PME-NA®;
 Purdue University’s Center for Twenty-first Century Conceptual Tools (TCCT).

Em Lesh et al.(2000), explica se que, de uma forma geral, as perspetivas de Modelos e
Modelacdo abracam trés grandes linhas de investigacdo, designadamente a resolucao de
problemas fora do contexto escolar, os principios para o design de atividades de modelacao
produtivas para a aprendizagem, e a natureza do desenvolvimento profissional dos

professores.

A primeira linha de investigacao centra-se nos tipos de problemas a abordar numa atividade
de sala de aula (Lesh et al., 2000) de modo a permitir: (a) identificar as compreensoes

matematicas e habilidades necessarias para o sucesso em situacdes que requerem

2 NCISLA - National Center for Improving Student Learning and Achievement in Mathematics and Science
Education.
3 PME-NA -North American Group for the Psychology of Mathematics Education.
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‘pensamento matematico’ fora do ambito escolar, tendo em atencdo a predominancia da
tecnologia da informacéao, e (b) identificar os alunos que possuem habilidades extraordinarias
que podem nao ter sido apreciadas tendo em conta um historial de baixo desempenho nas

tarefas enfatizadas nos manuais e testes tradicionais (Lesh, 2001; Lesh & English, 2005).

Os resultados de estudos realizados destacam: (a) a ineficacia dos testes padronizados na
medida em que ndo revelam na integra as compreensbes matematicas e habilidades
necessarios para o sucesso fora do ambito escolar numa era subordinada pela tecnologia da
informacao (Lesh, 2001). (b) quanto mais as avaliacbes privilegiam habilidades e
compreensdes matematicas necessarias para o sucesso fora do ambito escolar mais alunos

tendem a manifestar potencial excecional (Lesh, Zawojewski, & Carmona, 2003).

A segunda linha de investigacao busca informacao na primeira e centra-se sobre a questao:
‘qual é a melhor forma de introduzir boas situacdoes de aprendizagem nas escolas?’ Esta
orientacdo leva a investigacbes de principios de design para ambientes de modelacao
produtiva na escola. Consequentemente, o foco das investigacdes nesta linha de pesquisa
prende-se, por um lado, com a concecao de ambientes onde os alunos podem desenvolver
compreensdes mais profundas e solidas de grandes tépicos de matematica e, por outro,
procurar as melhores formas de utilizar as novas tecnologias de modo a permitir que alunos

comuns consigam fazer conquistas conceptuais extraordinarias.

Para o desenvolvimentos de estudos no ambito desta segunda linha de investigacdo, muitas
vezes, 0s investigadores consideram as interacoes professor-aluno tanto quanto as interacoes
aluno-aluno (Zawojewski, Lesh, & English, 2003); em alguns casos, os estudos analisam o
envolvimento de uma turma inteira de alunos como comunidades de aprendizagem que
desenvolvem, de forma produtiva e compartilhada, normas sobre a natureza da argumentacao
cientifica e da justificacdo (McClain, 2003; van Reeuwijk & Wijers, 2002). Resultados
significativos relatam que criancas surpreendentemente jovens, bem como alunos altamente
desfavorecidos, muitas vezes produzem resultados de alta qualidade que sao muito mais
impressionantes do que se poderia prever com base nos seus resultados anteriores baseados
nos testes padronizados (Carlson, Larsen, & Lesh, 2003; Doerr & Lesh, 2002; Lehrer &
Schauble, 2002; Lesh, 2001; Shternberg & Yerushalmy, 2003).

Em geral, esta segunda linha de investigacao complementa a primeira. E ambas estao em
sintonia com a interdisciplinaridade e com a transdisciplinaridade no ensino da matematica e
ajudam os alunos a desenvolverem modelos matematicos. Abordam os sistemas conceptuais
como uma forma de explicacao do mundo natural, ou seja, concentram-se na promocao do
desenvolvimento conceptual, colocando os alunos em situacdes onde repetidamente
expressam, testam e reveem as suas proprias maneiras de pensar sobre ‘grandes ideias’ em
matematica ou ciéncias — ao invés de simplesmente serem levados a adotar as ideias ou

formas de pensar pré-concebidas dos professores ou patentes em livros e outros suportes.
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As investigacdes marcadas por estas perspetivas sao geralmente de indole qualitativa, uma
vez que as duas linhas de investigacao se esforcam para realizar tratamentos profundos de um
pequeno numero de ‘grandes ideias’ — ao invés de estarem preocupadas com a cobertura

superficial de um grande nimero de factos e habilidades de nivel inferior.

Os resultados de investigacoes decorrentes desta segunda linha de pesquisa, sugerem que as
atividades a propor aos alunos precisam ser projetadas e implementadas de tal modo que (a)
diversas ideias sejam expressas pelos alunos; (b) os prdprios alunos selecionem e retenham as
ideias produtivas; (c) as ideias preservadas no ambito da realizacdo de atividades

matematicas sejam reutilizadas como ferramentas concetuais (Lesh & Yoon, 2004).

A terceira linha de investigacao interessa-se pela natureza do desenvolvimento profissional de
professores (Koellner-Clark & Lesh, 2003; Doerr & Lesh, 2002; Lehrer & Schauble, 2000;
Schorr & Lesh, 2003). A preocupacao fundamental prende-se com explicar ou verificar até
que ponto as experiéncias de ensino que os professores organizam, com base na perspetiva
M&M, se transformam em experiéncias de aprendizagem produtivas para apoiar o
desenvolvimento do professor (Koellner-Clark & Lesh, 2003; Schorr & Lesh, 2003).

Os resultados de estudos realizadas segundo esta linha de pesquisa indicam que as
compreensdes matematicas da maioria dos professores precisam de ser aprimoradas para que
possam ajudar os seus alunos a expressarem, testarem e reverem produtivamente os seus

pensamentos (Schorr & Lesh, 2003).

Tendo em atencao a perspetiva M&M, o presente estudo enquadra-se na segunda linha de
investigacdo pois o seu problema de partida foi o de elaborar e implementar uma sequéncia
didatica através de resolucdo de problemas, utilizando a folha de calculo como recurso
didatico como veiculo para introduzir boas situacoes de aprendizagem, tendo em
consideracao os principios da Teoria das Situacdes Didaticas e da Teoria dos Registos de
Representacoes Semioticas. Em suma, o estudo visou a concecdao de um ambiente onde, tal
como veremos no capitulo cinco, os alunos desenvolveram certas compreensoes profundas e

solidas sobre sucessdes numéricas que sdao um topico fundamental da Analise Matematica.

2.3.2 Bases tedricas da perspetiva M&M

Lesh & Doerr (2002) e Lesh & Lehrer (2003), apoiando-se nas obras de outros teoricos, como
Wertsch (1985), Dewey (1982), James (1982) e Peirce (1982), referem que as perspetivas M&M
advém da visdao estruturalista de Piaget sobre a natureza holistica e construtivista dos
sistemas conceptuais que as criancas desenvolvem para compreenderem as suas experiéncias
matematicas e buscam subsidios na concecao de Vygotsky sobre o pensamento como atividade
mediada. Lesh & Lehrer (2003) sublinham ainda que os fundamentos estabelecidos por

pragmatistas americanos, como John Dewey (1982), William James (1982) e Charles Sanders
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Peirce (1982), que eram céticos relativamente a ‘grandes teorias’ em educacao — focando-se
no desenvolvimento de um quadro conceptual cujo pano de fundo é a influéncia da
matematica na resolucdo de problemas da ‘vida real’ e a tomada de decisdes em contextos
nao escolares — contribuiram em grande medida para a emergéncia da perspetiva designada

por Modelos e Modelacao.

Uma ideia principal que as perspetivas M&M adotam de Piaget ¢ a sua énfase sobre a natureza
holistica dos sistemas conceptuais que fundamentam as interpretacées matematicas que as
pessoas fazem das suas experiéncias (Beth & Piaget, 1966 citado por Lesh & Lehher,2003).
Lesh & Carmona (2002) referem que na Otica de Piaget, muitas das propriedades mais
importantes dos sistemas matematicos, como um todo, ndo sao derivadas de propriedades dos
seus elementos constituintes. Continuando a ideia do Piaget, Lesh & Lehher (2003) sublinham
que o desenvolvimento desses sistemas conceptuais € mais do que uma simples montagem,
construcao ou reconstrucao, pois necessariamente envolve elementos, relacdes, operacoes e

principios.

Lesh & Lehher (2003) salientam ainda que, a semelhanca das famosas tarefas de conservacao
enfatizadas por Piaget, € necessario que os alunos facam julgamentos sobre as chamadas
propriedades de invariancia, a partir de diferentes sistemas de operacdes, relacoes e/ou
transformacgdes. Concordando com Lesh & Carmona (2002), avaliar as propriedades de

invariancia é substancialmente avaliar a compreensao de todo um sistema.

Lesh & Lehher (2003) referem ainda que as propriedades verificadas em sistemas de nivel
mais elevado e abstrato evoluem a partir de sistemas de nivel mais primitivo, concreto e
intuitivo; na perspetiva M&M, considera-se que a passagem de um sistema de nivel mais
primitivo para um sistema de nivel mais elevado é entendida como uma reorganizacao
conceptual que somente é suscetivel de ocorrer quando os modelos disponiveis nao
conseguem adaptar-se as experiéncias que se pretendem descrever, explicar ou prever. Em
geral, uma reorganizacao conceitual ocorre atingindo uma variedade de dimensodes: do
concreto para o abstrato, do simples para o complexo, do intuitivo para o formal, do

contextualizado para o descontextualizado e do especifico para o geral.

O essencial numa reorganizacao conceitual ou desenvolvimento de um modelo nao sao
necessariamente caracteristicas de compreensao mais avancada. A esse respeito, Lesh &

Lehrer (2003) destacam que:

Numa dada situacdo, o modelo que é mais poderoso e (til ndo é
necessariamente aquele que é mais abstrato, complexo, detalhado,
formal, descontextualizado ou geral. Por norma, numa situacao especifica
de aprendizagem ou de resolucao de problemas, os ‘melhores’ modelos (e
os sistemas conceptuais correspondentes) sao aqueles que conseguem
balancos adequados em que se pesam fatores, tais como simplicidade e
complexidade ou custo e qualidade (p. 120).
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Lesh & Lehrer (2003) reconhecem que, tal como acontece na tradicao Vygotskiana do
pensamento como atividade mediada, as perspetivas M&M também enfatizam as funcdes das
ferramentas conceptuais que abarcam a linguagem natural ou os sistemas de simbolos, as
quais influenciam o poder do pensamento das pessoas. Assim, as ferramentas conceptuais
influenciam fortemente os pensamentos dos alunos, até porque viabilizam as funcoes de
comunicacao e consequentemente possibilitam as sinergias entre o esforco individual e as
contribuicdées coletivas na sala de aula. Esta simbiose entre a experiéncia individual e a

coletiva tem também uma longa tradicao no pragmatismo americano de Dewey.

A outra implicacao importante da perspetiva de Dewey que valoriza as ferramentas
conceptuais encontra-se plasmada na famosa alegacao de Jerome Bruner de que “qualquer
conceito pode ser ensinado a qualquer crianca, em qualquer momento, de alguma forma
intelectualmente respeitavel” (Bruner, 1963 citado por Lesh & Lehrer, 2003 p121). Os
defensores da perspetiva M&M reconhecem que a alegacao de Bruner (1963) é claramente um
exagero, mas que nao pode ser absolutamente desvalorizada pois 0s seus pontos centrais sao
simples e validos. Primeiro, quando sao utilizadas ferramentas conceptuais e meios
representacionais cada vez mais poderosos as formas de expressar ideias desenvolvem-se. Em
segundo lugar, através da introducdo e disponibilizacdo de ferramentas conceptuais
adequadas, é possivel verificar que construcdes surpreendentemente sofisticadas podem
tornar-se acessiveis a maioria dos alunos, incluindo aqueles historicamente menos
privilegiados; isto ocorre geralmente quando as situacoes de aprendizagem sao significativas
(Harel & Lesh, 2002; Lehrer & Schauble, 2000 e Lesh & Lehrer, 2003).

Lesh & Lehrer (2003), sintetizando as ideias de outros tedricos, como Kaput, (1993), Cobb &
Yackel (1998), McClain (2002) e van Reeuwijk & Wijers (2003), apontam outra ideia central
que a perspetiva M&M adota de Vygotsky e que é o conceito de zona de desenvolvimento
proximal. Neste sentido, na perspetiva M&M, advoga-se que o nivel de entendimento do aluno
pode ser influenciado por uma variedade de fatores, tais como: (a) orientacao fornecida por
um adulto (professor) ou por um colega (Cobb & Yackel, 1998), (b) ferramentas conceptuais
gue podem estar disponiveis no meio, por acaso ou em resultado de intervencdes do adulto ou
de um colega que as utiliza (Kaput, 1993), ou (c) abordagens sugeridas (ou conformadas) por
normas socioculturais e padroes que foram desenvolvidos por comunidades como, por
exemplo, alunos e professores em salas de aula (McClain, 2002; van Reeuwijk & Wijers, 2003).
Por conseguinte, o desafio educacional é ajudar os alunos a ampliar, rever, reorganizar,
refinar, modificar ou adaptar construcoes (ou sistemas conceptuais) que possuem e nao
apenas encontrar ou criar construcées que nao possuem ou que nao estdo imediatamente

disponiveis.

Tal como Vygotsky (1978), os defensores das perspetivas M&M também reconhecem as
influéncias que a linguagem exerce sobre o pensamento e consideram que a linguagem é

apenas uma entre muitas ferramentas conceptuais culturalmente fornecidas que influenciam
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0 pensamento matematico (Cobb & McClain, 2001). Quanto a questao da internalizacdo das
funcoes externas invocada por Vygotsky, a perspetiva M&M reconhece que o desenvolvimento
de poderosas ferramentas conceptuais ocorre numa variedade de dimensdes (Lesh, 2002).
Portanto, a nocao de zona de desenvolvimento proximal precisa de ser expandida de um
intervalo uni-dimensional para uma regiao n-dimensional, em que uma variedade de caminhos
leva a uma determinada construcao. Além disso, os alunos sdo capazes de fazer progressos
através dessas regides multi-dimensionais, segundo diversas trajetorias possiveis (Lesh &
Lehrer, 2003). E aqui importante realcar que colocar os alunos em situacdes onde eles
expressam, testam e reveem as suas proprias formas de pensar é, muitas vezes,
completamente diferente do que conduzi-los ao longo de trajetorias estreitas que levam a
adocdo de modos de pensar do professor, especialmente quando € presumido que todos os

alunos se desenvolvem segundo uma mesma trajetoria.

A semelhanca das ideias Vygotskianas sobre a influéncia das funcdes sociais no
desenvolvimento conceptual, a perspetiva M&M tem uma relacdo com a nocao de
comunidades mentais invocada por Minsky (1987) ou com a ideia de um pluriverso de sistemas
conceptuais sugerida por William James (1982). De acordo com Minsky (1987) e James (1982)
(citados por Lesh & Lehrer, 2003), quando sao exploradas situacdes de aprendizagem nao
triviais como as de resolucao de problemas, os alunos tendem a experimentar uma
comunidade de sistemas conceptuais onde cada um deles é potencial interpretador de
experiéncias relevantes (Zawojewski, Lesh, & English, 2003). Neste sentido, Lesh & Doerr
(1998) metaforizam, comparando a comunidade das ideias dos alunos a uma comunidade de
seres biologicos que para sobreviverem necessitam de adaptar-se e evoluir continuamente.
Consequentemente, deve-se ter em conta que, quando os produtos que os alunos constroem
incluem descricdes e explicagbes, deve ser possivel uma variedade de tipos de respostas,
onde diversos fatores tém de ser pesados, tais como: precisiao versus exatidao, complexidade
versus oportunidade, simplicidade versus superficialidade, poder versus economia, ou custo

versus beneficio (Lesh & Lehrer, 2003).

Numa sala de aula, para que um grupo de alunos envolvidos em situacdes de resolucao de
problemas se aproxime significativamente de uma comunidade de sistemas conceptuais, as
diversidades devem ser encorajadas na mesma medida em que se incentiva a selecao, assim
como a comunicacao (de modo que as inovacdes se propaguem) e a conservacao (de modo a
preservar as inovacoes). Lesh & Lehrer (2003) alertam que as decisdes sobre maneiras de
pensar rejeitadas muitas vezes contribuem tanto para a aprendizagem e para a resolucao de
problemas como as decisdes sobre as formas de pensamento a adotar, refinar ou verificar. Por
conseguinte, deve-se ter atencdo para garantir que os raciocinios sdo adotados (ou rejeitados)
porque sdao mais adequados ou mais Uteis na situacdo dada e ndo simplesmente porque uma
‘figura de autoridade’ o diz. As decisdes devem ser tomadas consoante a logica imposta pela

atividade matematica em causa e nao por imposicdo do professor ou outro interveniente.
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2.3.3 A perspetiva M&M como tendéncia po6s-construtivista

Qualquer teoria moderna que se debruce sobre a aprendizagem aceitara que o contributo do
construtivismo é valioso em numerosos aspetos para compreender e delinear os processos de
aprendizagem escolar. Dificilmente encontraremos qualquer teoria moderna de aprendizagem
que advogue que os alunos recebem passivamente o conhecimento dos seus professores. As
perspetivas M&M nao pretendem suprimir o construtivismo enquanto chave tedrica, porém
apresentam um posicionamento mais profundo no que concerne a alguns aspetos
fundamentais inerentes ao processo de aprendizagem que procuram olhar de forma mais

holistica.

Os construtivistas concordam que o conhecimento é ativamente construido pelo aluno e ndo
simplesmente recebido passivamente do professor. Da mesma forma, a maioria dos
construtivistas concordam que o saber ndo é a descoberta de um objeto e de um mundo
preexistente. No entanto, em muitas politicas e decisdes educativas importantes, a alegacao
de que ‘o conhecimento é ativamente construido pelo aprendiz’ acaba por ser, de certa
maneira, invocada superficialmente ou de forma incompleta, especialmente se nao houver

detalhes sobre como as construcées mentais sao desenvolvidas. (Lesh & Caylor, 2007)

Lesh et al (2003) observam que publicacdes recentes tém mostrado que os professores e
investigadores que se assumem como construtivistas podem prender-se excessivamente com
questdes praticas, tais como: os tipos de exemplos e representacoes que devem ser usados, 0
papel dos materiais concretos no ensino, a quantidade e o tipo de orientacées e o feedback
adequado a proporcionar aos alunos, ou as melhores estratégias de uso de ambientes e
ferramentas computacionais (Goldin, 2001; Kelly & Lesh, 2000; Steffe & Wood, 1990). A
questao que se coloca é se os principios basicos do construtivismo sdo significativos e (teis
para professores, autores de curriculos, investigadores e outros decisores educacionais,

quando comparado com outras concorrentes ou perspetivas teoricas.

As perspetivas M&M aprofundam de maneira detalhada como se desenvolvem as ‘construcdes’
do conhecimento, uma vez que exploram de forma relativamente mais profunda as
implicacbes que podem ser extraidas da teoria construtivista no contexto das questoes
prioritarias e de interesse de professores, investigadores e elaboradores de programas. A este
respeito, Lesh et al (2003) discutem transversalmente tdpicos como: (a) a influéncia da
realidade, (b) a natureza do conhecimento matematico, (c) a natureza do desenvolvimento
do conhecimento, (d) os mecanismos que impulsionam o desenvolvimento, e a relacao entre
contexto e generalizacao, (f) a resolucao de problemas e o desenvolvimento do conhecimento
matematico (g) e os tipos de situacdes que contribuem para o desenvolvimento do
conhecimento durante o ensino e aprendizagem. Nas subseccdes seguintes apresentaremos a
discussao ora referida, evidenciando como estas questdes sao ponderadas a luz das

perspetivas M&M.
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A realidade e a aprendizagem do individuo

Ao discutirem a natureza da realidade, Lesh et al (2003) centram-se sobre as diferencas nas
proposicoes de partidas que encarnam importantes distincoes entre as perspetivas M&M e a
visdo construtivista sobre a relacdo entre as experiéncias do individuo e a natureza da
realidade. O construtivismo radical é essencialmente uma teoria projetada para abordar
questdes que sao prioridades para os filésofos e, como tal, concede uma atencao especial ao
mundo construido pelo conhecedor e a relacdo desse mundo com a ‘realidade’. Isto implica
uma oposicao a visao positivista que afirma que ha ‘uma verdade existente’ e a ciéncia ajuda-
nos ficar ‘mais perto’ dessa verdade, como observou Von Glasersfeld (1984, citado por Lesh
et al., 2003, p. 212):

.... € necessario ter em mente a caracteristica mais fundamental da
epistemologia construtivista, ou seja, que o mundo construido € um mundo
experiencial que consiste em experiéncias e ndo faz qualquer reivindicacdo
sobre a ‘'verdade', no sentido de correspondéncia com uma realidade
ontoldgica (Von Glasersfeld, 1984, p. 29).

De acordo com essa visao, a ‘realidade’ é construida com base nas experiéncias do individuo;
o conhecimento é avaliado com base na sua ‘conformidade’ com essas experiéncias. Nao ha
nenhuma realidade externa, verdadeira, construida exatamente da mesma forma por cada
individuo. Lesh et al (2003) analisaram trabalhos de alguns teoricos como Cobb & Yackel
(1996), Steffe & Kieren (1994) e Von Glasersfeld (1991) e salientaram que desta proposicao
inicial, os construtivistas precisam de gerar explicacées acerca do modo como os individuos

podem chegar a uma compreensao comum da realidade.

Concordando com Lesh et al (2003), do ponto de vista epistemoldgico, existe uma lacuna ou
uma instabilidade pois os construtivistas radicais acreditam que o conhecimento é construido
internamente e entao exteriorizado, ao passo que os socio-construtivistas advogam que o
conhecimento é, em primeira instancia, externo e é internalizado subsequentemente. Lesh et
al. (2003) defendem que as implicacoes que possam provir de qualquer uma destas duas
tendéncias simplesmente ndo fornecem informacdes Uteis para as principais questoes
confrontadas no ambito da educacdo matematica. Mesmo o uso simultaneo destas duas
teorias que foi ponderada por socio-construtivistas como Kieran (2006) e Cobb (1994) e
(citado por Lesh et al., 2003), nao resolve o dilema da diferenca entre as duas visoes

contraditorias no plano epistemologico.

Outros campos de estudo também tém estado preocupados com estas questoes ontologicas e
entretanto chegaram a resultados praticos diferentes. Latour (1990, 1999), citado em Lesh et
al. (2003), refere que a existéncia de uma suposta lacuna ontoldgica que separa a linguagem
do mundo é errdénea. Latour (1990, 1999) desdramatiza esta conclusdo, adiantando que nao
ha nenhuma lacuna que possa ser perpetuada e considera que o que tem sido considerado

como uma lacuna ontologica precisa ser ultrapassado para se chegar do mundo da experiéncia
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ao mundo da representacdo, algo que acaba por ser uma série de processos (necessarios) de
traducao, envolvendo entidades no mundo e as palavras usadas para descrever essas

entidades.

Apesar da complexidade que podem aparentar, as perspetivas M&M comecam com suposicoes
simples e praticas, considerando que: (a) as pessoas interpretam as suas experiéncias usando
modelos; (b) estes modelos consistem em sistemas conceptuais que sao expressos usando uma
variedade de meios (materiais concretos, simbolos, linguagem falada) para construir,
descrever, explicar, manipular, predizer ou controlar sistemas que ocorrem no mundo; e (c)
os modelos desenvolvidos no e para o mundo sao constantemente interpretados e

reinterpretados (Lesh et al, 2003).

De acordo com as perspetivas M&M, a menor unidade de analise epistemologica é o modelo.
Um modelo conceptual é desenvolvido por um individuo para construir, descrever ou explicar
as suas experiéncias matematicas. Neste ambito, um modelo pode ser pensado como tendo
componentes internos e externos. O que observamos, em ultima analise, sdo os componentes
externos (representacdes), mas estas nao podem ser desconectadas dos sistemas conceptuais
internos. As interpretacoes dos individuos resultam das interacdes entre os modelos e os
sistemas que eles descrevem. Cada modelo tem alguma caracteristica que o sistema nao tem;
e cada modelo nao tem toda a caracteristica que o sistema tem — caso contrario, o modelo e
o sistema seriam a mesma coisa. Muitas vezes sdo necessarios varios meios de expressao para
representar sistemas complexos. O desenvolvimento de representacdes de sistemas

conceptuais provoca reinterpretacdes do sistema descrito, bem como do modelo em si.

Muitas vezes, ha diversas camadas ou niveis de interpretacdo entre a interpretacdao que um
individuo faz de uma experiéncia e a experiéncia em si. Estas camadas de complexidade s&o
resultado dos varios modelos que podem ser utilizados para interpretar uma experiéncia. A
nossa interpretacao é o que sabemos sobre sistemas e os nossos modelos sao usados para

interpretar e reinterpretar tais sistemas.

A natureza do conhecimento

Os trabalhos de Piaget fundamentam, em certa medida, a construcao de conhecimento e os
processos de raciocinio na crianca, colocando em destaque a construcdo como um importante
processo no que se refere ao desenvolvimento. A alegacao construtivista de que todo o
conhecimento deve ser construido pelo individuo tende a enfatizar ainda mais a importancia
da construcdo. Isto levou a uma das mais tipicas generalizacbes associadas com o

construtivismo que € a nocao de que todo o conhecimento deve ser construido.

Os defensores da perspetiva M&M levantam duas objecoes a esta alegacao: em primeira
instancia, a perspetiva M&M reconhece a existéncia de conhecimentos importantes que ndo

sdo apropriados sob a forma de construcdes e em, segunda estdncia, a construcdo é
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reconhecida como apenas um dos muitos processos relevantes na ‘ampliacao’ do
conhecimento ou do saber. Lesh et al (2003), baseando-se em outros estudos, como os de
Dark (2003) e de Lesh e Doerr (2000), argumentam que partes significativas do conhecimento
que os alunos precisam de aprender nao sao construcdes. Na visao destes autores, alguns
conhecimentos (tais como capacidades e procedimentos) ndo sao construidos em qualquer
sentido do termo. Capacidades e procedimentos nao sao construcées no sentido de sistemas
conceptuais e, portanto, ndo precisam de ser construidos. Na perspetiva M&M admite-se que
os alunos precisam de adquirir proficiéncia em capacidades e procedimentos, alguns dos quais
evoluirao para procedimentos complexos. Estes podem ser usados mais tarde na construcao,
na reorganizacao, no teste e na refinacao de construcoes ou sistemas conceptuais, mas as
capacidades e procedimentos nao sao propriamente construcées. A complexidade de uma
capacidade nao deve ser confundida com a compreensao conceptual de um sistema, com os

seus objetos, operacodes e relacoes (Lesh et al, 2003).

0 que se defende na perspetiva M&M é que “construir” é muito limitado para descrever as
muitas formas e nuances com que os sistemas conceptuais significativos sao aprendidos, pois
a aprendizagem pode abarcar, por exemplo, a classificacdo e a selecao de ideias
concorrentes, e ainda pode consistir em refinar ou rever ideias que entram em conflito com
outras percecoes, selecionando partes de informacao, representando as relagdes que ja sao
compreendidas, em parte, e assim por diante. Sao muito mais do que a construcao ou
edificacdo do aprendido anteriormente sobre esquemas prévios. Na perspetiva M&M, os
processos relevantes envolvidos na aprendizagem sao, entre outros, a filtragem de
informacdes, a diferenciacao ou especificac@do das condicbes em que uma determinada
solucao seria aplicavel, a integracao de resultados anteriormente considerados em novos
sistemas de interpretacao, e a reestruturacdo do meio representacional de tal modo que seja

Gtil para outras situacoes.

Tal como se espelha em Lesh et al (2003), a perspetiva M&M nao desvaloriza radicalmente a
‘construcao’; apenas salienta o facto de que a ‘construcao’ nao engloba muitas das mais
importantes atividades em que os alunos precisam de se envolver quando aprendem sistemas
conceptuais matematicamente significativos. Por exemplo os sistemas de notacdo e simbolos
nao precisam de ser construidos por cada individuo, embora certos significados associados a
eles precisem claramente de ser construidos. Envolver os alunos na ‘descoberta’ ou
‘invencao’ de tais sistemas € uma provavel perda de tempo que pode ser investido na
aprendizagem de elementos essenciais desses sistemas. No caso em que os sistemas de
representacao sao dados ou ‘anunciados’ aos alunos, a atividade central que os alunos
precisam de realizar é a descompactacao do significado do sistema e o uso flexivel do sistema

de modo que lhes permita dar sentido as suas experiéncias.
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A natureza do desenvolvimento

Muita investigacdo de pendor construtivista em Educacdo Matematica tem-se revelado em
estudos precisos sobre a natureza do desenvolvimento da compreensao dos alunos. Além de
Piaget, que foi um dos primeiros investigadores a revelar a natureza de algumas das mais
importantes construcées que os alunos devem desenvolver, Lesh et al (2003) relatam que
varios outros investigadores, como Fuson (1986, 1990), Steffe & (Cobb, 1988), Carpenter et al
(1998), Lesh, Post, & Behr (1989) Confrey & Smith (1995) e Vinner & Dreyfus(1989) deram
descricoes detalhadas sobre as sequéncias e estadios que os alunos percorrem em algumas
areas de conteGdos matematicos. Nesta linha, foram desenvolvidos materiais curriculares e
abordagens de ensino que orientam as construcdes dos alunos ao longo de trajetorias de
aprendizagem baseadas em investigacdes (por exemplo, Cognitive Tutor®; e Mathematics in
Context).

A metafora da construcdo sugere que as construcdes sao criadas nas mentes dos alunos e que
a tarefa do professor é fornecer um conjunto de experiéncias para orientar essa concatenacao
que é semelhante ao processo de montagem de pecas e subconjuntos de uma maquina ou a
programacao de um computador. Em Lesh et al (2003) relata-se que trabalhos como os de
Fennema & Carpenter (1996), Franke & Kazemi (2001) e Yackel & Cobb (1996) evidenciam as
referidas metaforas construtivistas nas abordagens para o ensino e aprendizagem da
matematica que apresentam sequéncias cuidadosamente delineadas de materiais de ensino
destinadas a orientar o pensamento das criancas através de alguns conjuntos de experiéncias,

muitas vezes com materiais concretos para as criancas mais jovens.

Do ponto de vista construtivista, o desenvolvimento provém da aplicacdo de técnicas
cuidadosamente orientadas para mudar o pensamento dos alunos em direcao ao (preconizado)
do professor ou ao modo de pensar do investigador sobre a construcao ou o problema. Uma
marca de tais abordagens é a nocao de que o desenvolvimento das ideias é sequencial e
linear, como uma escada, ou ao longo de uma trajetoria pré-concebida por investigadores ou

professores.

Na perspetiva M&M apresenta-se uma visao diferente quanto a natureza do desenvolvimento.
Lesh et al (2003) referem que em algumas areas matematicas importantes envolvendo
medida, tais como razoes, taxas, raciocinio proporcional e outros conceitos fundamentais,
geometria, algebra e calculo, tornou-se cada vez mais claro que: (a) frequentemente as
compreensdes primordiais de modelos relevantes comecam muito cedo (por exemplo, muitos
conceitos de aritmética dos inteiros surgem em estadios iniciais de desenvolvimento), (b) o
desenvolvimento de qualquer modelo geralmente continua durante um periodo de muitos

anos (em vez de se aplicar a todos os contextos durante um curto periodo de tempo), e (c)

E um tipo particular de sistema de tutoria inteligente que utiliza um modelo cognitivo para fornecer feedback aos
alunos enquanto trabalham com os problemas
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em qualquer instante, a evolucao de um determinado modelo tende a envolver diversas
dimensoes (por exemplo, concreto-abstrato, simples-complexo, intuitivo-formal, situado-

descontextualizado).

Na pratica, € notoério que as criancas muitas vezes mudam de uma forma de pensamento para
outra sem sequer percebermos o que de facto ocorre (Lesh & Doerr, 2000). Assim, a aparente
fase de desenvolvimento do raciocinio, muitas vezes, varia significativamente, através de
modelos e representacdes, dentro de uma determinada situacao de aprendizagem ou de
resolucao de problemas. Concordando com Lesh et al (2003), usar a metafora de uma Unica
sequéncia hierarquica ou de estadios tende a ser demasiado simplista para descrever o
desenvolvimento conceptual; neste sentido, o mais correto €& considerar que o
desenvolvimento conceptual geralmente envolve multiplas dimensdes e processos iterativos e

ciclicos.

Partindo do principio de que o desenvolvimento conceptual geralmente envolve multiplas
dimensdes e processos iterativos e ciclicos e considerando que ha uma multiplicidade de
processos envolvidos no desenvolvimento, englobando simultaneamente varios sistemas
conceptuais, trabalhos de varios teoricos de renome (como Lesh, Lester & Hjalmarson, 2002;
Harel & Lesh, 2002; Lesh & Harel, 2003), explicitaram que os alunos comecam por conceber
modelos dotados de uma imprecisdao consideravel e a medida que semelhancas e diferencas se

tornam claras esses modelos sao refinados, pelo que se tornam mais precisos.

A luz da perspectiva M&M, as explicacdes de como os alunos desenvolvem uma construcdo
particular, num momento especifico, sdo relativamente pouco interessantes, pois embora
seja verdade que, apos se ter realizado a aprendizagem, a trajetoria pode ser descrita, na
pratica, a aprendizagem parece-se mais com o vaguear num terreno complexo do que com
uma linha de movimento ao longo de uma trajetoria particular. Por isso, Lesh et al (2003)
referem que o mais interessante é saber como o conhecimento se desenvolve em contextos ao

longo do tempo.

Os mecanismos do desenvolvimento

A perspetiva M&M nado é de todo antagonica ao construtivismo pois alguns dos mecanismos
que conduzem ao desenvolvimento do conhecimento, segundo o construtivismo, sao
integralmente estendidas para as perspetivas M&M. A este respeito Lesh et al (2003)
enfatizam trés tipos de conflitos cognitivos considerados pertinentes no desenvolvimento de
modelos dos alunos: (a) incompatibilidade entre o modelo e a realidade, (b)

incompatibilidades internas do modelo e (c) incompatibilidades entre modelos.

A estratégia basica da perspetiva M&M consiste em envolver os alunos em processos de
selecao entre ideias alternativas, variacao de representacées e mudanca de perspetivas, de

modo a conceberem modelo Uteis para uma finalidade entendida pelo aluno, mas que
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também sejam modelos Uteis para outros individuos nao envolvidos na criacdo dos mesmos.
Durante o envolvimento dos alunos nos processos de selecdo, os trés tipos distintos de
conflitos cognitivos manifestam-se claramente: (a) as incompatibilidades modelo-realidade
ocorrem quando as previsoes do modelo ndao correspondem a realidade; (b) as
incompatibilidades internas do modelo ocorrem quando a atencao se desloca de um meio
representacional para outro; e (c) as incompatibilidades entre modelos ocorrem quando ha

discordancia entre duas maneiras distintas de pensar sobre um problema.

Dentro das perspetivas M&M admite-se que a incompatibilidade modelo-realidade
implicitamente envolve as outras incompatibilidades, mas quando se trabalha com
desenvolvedores de modelos matematicos significativos € importante que se faca a distincao
dos trés conflitos. Portanto, o conflito modelo-realidade, que leva a alteragdes ou melhorias
de um modelo, ndo é necessariamente equivalente a incompatibilidade entre os modelos dos
alunos e os de um especialista, (pois nao se espera que os alunos construam modelos tao
eficientes ou tao precisos que os previamente conhecidos pelos professores e especialistas);
em vez disso os conflitos sdo discrepancias que ocorrem quando o modelo é menos Util para o
aluno na discricao ou explicacdao de experiéncias. Assim, um elemento importante na nocao
de incompatibilidade modelo-realidade é a finalidade do desenvolvimento do modelo.
Analisa-se se é (til ou adequado simultaneamente na perspetiva (a) do aluno que desenvolveu
o modelo, (b) de outra pessoa que pode usar o modelo e (c) de alguém que usa ou vier usar o

modelo em uma situagao relacionada.

As incompatibilidades dentro do modelo sdo especialmente suscetiveis de ocorrer quando os
alunos exploram os seus sistemas de representacdo e quando sao usadas ferramentas
tecnologicas em tarefas de modelacdo. Lesh & Doerr (2000) referem que a interpretacdo de
novas quantidades e qualidades geradas pelo uso de ferramentas representacionais conduz a
mudanc¢as no modelo para seu desenvolvimento posterior e proporciona aos alunos formas de
pensar cada vez mais diferenciadas. Por exemplo, a folha de calculo pode servir para

restruturar representacoes de dados e facilitar uma visao mais clara de aspetos a melhorar.

As inadequacdes do modelo também ocorrem ou sao percebidas quando os alunos se envolvem
no processo de integracao de novos elementos num sistema existente, ao fazerem uma
reorganizacao de um sistema para explicar melhor os objetos e relacées e diferenciar entre
condicoes, significados e consequéncias. Lesh et al (2003) sublinham que essas atividades
tornam-se a fonte de incompatibilidades internas do modelo e conduzem a continuacao do
desenvolvimento do modelo, pois as solucoes iniciais dos alunos para uma tarefa de
modelacao tornam-se cada vez mais diferenciadas a medida que estes vao dando conta de
novos elementos e refletindo sobre as varias condicoes e restricoes a ser usadas dentro do seu
modelo. Nesta senda, entende-se que a integracao de elementos dentro de um modelo, a
resolucao de discrepancias entre os elementos representados e a interpretacao de novas

quantidades sao os mecanismos que impulsionam o desenvolvimento dos modelos do aluno de
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maneira a torna-los mais (teis para o proprio aluno, mas sem que isso subentenda um

caminho predeterminado.

As incompatibilidades entre modelos ocorrem quando um modelo é contrastado com outro.
Geralmente, as pessoas reconhecem que dois modelos sao incompativeis quando comecam a
notar diferencas, ao tentarem determinar qual dos modelos parece ser mais apto (para um
contexto e proposito especifico), ou a desenvolver um novo modelo que incorpora elementos

de ambos os modelos ou caracteristicas inteiramente novas.

A resolugdo de problemas e o desenvolvimento do conhecimento

Os problemas de matematica escolar sao geralmente cuidadosamente construidos para
garantir que os alunos consigam resolvé-los e obter resposta a partir de informacdo e de
relacoes matematicas muito especificas. Os dados e objetivos de um problema sao
estruturados de tal forma que a informacdo irrelevante fique excluida. A formulacdo do
problema em si conduz a uma estrutura matematica especifica. A tarefa central para o aluno,
em tais situacdes, é encontrar o caminho ndao o6bvio a partir dos dados para alcancar o
objetivo ou entao recordar uma ferramenta, técnica ou procedimento que o ajude a resolver

o problema.

A perspetiva M&M propde que a tarefa de resolucdo de problemas se centre em
interpretacdes de situacoes significativas. O que se espera do aluno é que desenvolva formas
Uteis de interpretar dados, objetivos e que engendre caminhos de solucdo. O processo de
interpretacao pode incluir filtragem e classificacao da informacao, testes e revisao de
resultados possiveis. Os raciocinios dos alunos sobre a situacao sao revelados no processo de
desenvolvimento de interpretacdes, através de explicacdes, previsdes e descricbes que estao

relacionadas com a situacao do problema.

No ambito das perspetivas M&M acredita-se que o aluno, ao resolver problemas, produz
modelos focados em estruturas matematicas significativas, padroes e regularidades, e que o
desenvolvimento de tais modelos requer varios ciclos de interpretacao. Assim, numa atividade
de resolucao de problemas, em vez de se considerar apenas as solucoes finais, comeca-se por

considerar os produtos iniciais do aluno envolvido em problemas e tarefas de modelacao.

A questdo central na resolucao de problemas é que o aluno desenvolva um modelo que
consiste num sistema conceptual, modelo esse expresso por um sistema de representacdes,
que é (til para algum propédsito percebido pelo aluno. Em geral, o modelo representa um
processo de lidar com uma tarefa de mundo real. O modelo deve permitir ao aluno criar,
descrever, explicar, manipular, predizer ou controlar sistemas que ocorrem no mundo de

forma significativa e (til (Lesh et al, 2003).
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O critério para avaliar a ‘correcao’ do modelo é ditado por dois fatores principais: utilidade e
generalizacao. Lesh et al (2003) referem que os modelos sao aprovados ou rejeitados por
causa da sua utilidade, e sublinham ainda que os modelos (ou teorias ou sistemas
conceptuais) Uteis sdo aqueles que: (a) comecam com pressupostos simples e claramente
compreendidos (ou ‘axiomas’) e (b) geram conclusées (ou ‘teoremas’) que sao poderosos e
nao 6bvios. Em particular, o modelo deve ser util para o aluno como alguém que usa o modelo
e para qualquer outro utilizador do modelo numa situacao relacionada. A generalizacao é
avaliada através da determinacdao do modelo desenvolvido como Util para um eventual
destinatario, em circunstancias que diferem do contexto original em que o modelo foi

desenvolvido.

Os modelos que os alunos desenvolvem durante as tarefas de modelacao sao muito mais
complexos e poderosos do que uma resposta correspondente a uma palavra ou um ndmero,
portanto, os processos de desenvolvimento sdo mais complexos do que sequéncias lineares,
que levam dos dados para as metas. Porque o objetivo de resolver problemas é desenvolver
um modelo que incorpora um sistema conceptual, as descrices dos processos ciclicos de
resolucdo de problemas sdao muito semelhantes as descricoes do desenvolvimento do
conhecimento. Os mecanismos que contribuem para o desenvolvimento do conhecimento
também contribuem para a resolucdo de problemas. O desenvolvimento de um modelo requer
varios ciclos de interpretacdao e cada mudanca de uma forma de pensamento para outra
representa o movimento de um ciclo para outro. Nos estadios iniciais de desenvolvimento do
conhecimento, a compreensao inicial do problema é muitas vezes fragmentada, mal
coordenada e confusa. A evolucdo do modelo desenvolvido ocorre ao longo de varias
dimensodes (por exemplo concreto-abstrato; simples-complexo, situado-generalizado). Deve-se
recordar que sao as incompatibilidades surgidas que incentivam o desenvolvimento
conceptual, levando os alunos a conjeturar, testar, rever e reformular os modelos que

desenvolvem para resolver problemas.

O ambiente de trabalho de grupo na resolucao de problemas oferece oportunidades para que
os alunos divulguem os seus modelos perante os colegas e desse modo gera ocasioes em que
as incompatibilidades do modelo sdo suscetiveis de ocorrer (Zawojewski, Lesh, & English,
2003). Depois de passar por varios ciclos no processo de resolucao de um problema e resolver
as incompatibilidades do modelo, o produto acabado representa uma solucao mais completa e

complexa do que as primeiras concecoes dos alunos sobre o problema (Lesh et al, 2003).

2.3.4 O processo de modelacdo e a sua relacdo com sistemas concetuais

Tal como foi exposto anteriormente, no ambito da perspetiva M&M os modelos matematicos

sao sistemas conceptuais:

(@) Expressos para alguma finalidade especifica (que John Dewey referiu
como um ‘fim em vista’) e (b) expressos, usando alguns (e geralmente
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varios) suportes representacionais. Ou seja, os modelos matematicos sao
descricoes ou explicacdes intencionais (Lesh & Lehrer, 2003, pp. 111,112).

Lesh & Doerr (2003b) realcam que os modelos matematicos dizem respeito a padroes,
regularidades e outras caracteristicas de determinados sistemas que sdo estruturalmente
significativos. Os seus fins, muitas vezes, envolvem a construcao, manipulacdo, ou previsao
de sistemas a serem modelados e o seu processo de desenvolvimento é motivado por alguma
finalidade especifica e € uma atividade que geralmente envolve uma série de ciclos iterativos

de testes e revisao.

Durante uma atividade de modelacéo, os alunos passam por uma série de ciclos, pelo que se
espera o surgimento de diferentes formas de pensar sobre a natureza dos objetos, relacées,
operacoes e padroes ou regularidades, perante uma situacao de resolucao de problemas. Isso
ocorre porque, segundo Lesh & Lehrer (2003), os modelos matematicos e os seus sistemas
conceptuais subjacentes, geralmente sao definidos pela especificacao de quatro

componentes:

(a) a natureza dos seus ‘objetos matematicos’ (por exemplo, quantidades,
formas, posicoes), (b) a natureza das relacdes matematicas que existem
entre os ‘objetos’, (c) a natureza das operacdes matematicas sobre os
‘objetos’, (d) a natureza dos padrées matematicos e das regularidades dos
objetos, relacdes e operacoes (p. 112).

Tal como se ilustra na figura abaixo (Figura 2), os modelos matematicos envolvem um
propodsito, um sistema conceptual de suporte e os meios representacionais em que o sistema

conceptual é expresso, além de um processo de construcao e revisao, de carater ciclico.

Modelo

Media Representacionais

[ Sistema Conceptual ]

Descreve/ Explica Antecipa / Testa

Situacao a Modelar

[ Significado / proposito ]

Fim visado

Figura 2. O processo de construcao de modelos, segundo Lesh & Lehrer (2003, p.112)
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Uma vez que os modelos sao desenvolvidos para fins especificos, em situacdes especificas,
eles envolvem formas situadas de aprendizagem e de resolucao de problemas (Greeno, 1991).
Por outro lado, sabendo que os modelos descrevem ou explicam, entao a necessidade de
desenvolver modelos é inerente a necessidade de compartilha-los e de reutiliza-los noutras
situacdes; em conformidade, a modelacdo € intrinsecamente uma atividade social e nela

estao envolvidas formas significativas de generalizacao e transferibilidade.

2.3.5 Modelagcao como aplicacdo e como criacdo de matematica

A modelacao enfatizada na perspetiva M&M consiste no desenvolvimento de sistemas de
interpretacdo, compartilhaveis e reutilizaveis. Tais modelos podem ser pensados como
sistemas utilizados para projetar, interpretar, descrever ou criar novos sistemas. No mesmo
sentido, é importante salientar que os modelos matematicos sao diferentes de outros tipos de
modelos porque o foco dos modelos matematicos esta em propriedades estruturais ao invés
de propriedades fisicas, quimicas ou biolégicas. Os sistemas matematicos podem ser
desenvolvidos e/ou investigados por sua propria causa ou podem ser usados para projetar e
descrever outros sistemas. Além disso, um sistema que estd a ser modelado num dado
momento pode ser usado para modelar outros sistemas mais tarde. Mas, regra geral, os
sistemas matematicos somente se tornam modelos quando sdo usados para modelar outros

sistemas.

A preocupacao com a interpretacao de situacdes que, direta ou indiretamente, envolvem
matematica nao € uma novidade; o que se enfatiza na perspetiva M&M é que esta exigéncia
esta a acentuar-se dia apos dia, ja que preparar um cidadao para o dia de amanha equivale a

equipa-lo com ferramentas conceptuais significativas.

Sempre que sao discutidas questdes relacionadas com Modelos e Modelacdo, uma questao
recorrente é a da falta de alguma clareza sobre se a énfase é na: (a) modelacdo como
aplicacao ou (b) modelacdo como uma forma de criar matematica. Na investigacao que nos
propusemos realizar, concebemos acima de tudo a modelacdo como uma maneira de criar
matematica. No entanto, para o tipo de situacdes que queremos considerar, os tipos de
atividades podem ser destinadas a compreender a matematica e a matematizar situacoes que
podem ocorrer na realidade. A este respeito, tomando como referéncia o trabalho de Lesh &
Caylor (2007), a compreensao dos alunos sobre conceitos relevantes pode depender da ordem
em que sao utilizados os seguintes dois tipos de atividades no processo de ensino e

aprendizagem:
. Atividades propulsoras de modelos (Model-eliciting Activities (MEAs))

. Atividades de descoberta guiada (Guided Discovery Activities (GDAs))
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As atividades propulsoras de modelos sao situacées de resolucao de um problema ‘da vida
real’ em que os alunos passam por sequéncias iterativas em que expressam, testam e reveem
as suas proprias maneiras de desenvolver ferramentas conceptuais, compartilhaveis e
reutilizaveis, para tratar regularidades ou tecer consideracoes sobre as mesmas. Ao passo que
as atividades de descoberta guiada sdao sequéncias orientadas de tarefas onde a técnica de
lancar questdes orientadoras permite aos alunos experimentarem uma aprendizagem baseada
em trajetorias hipotéticas em que sdo guiados a interpretar os conceitos e procedimentos

conforme surge geralmente nos manuais ou livros didaticos (Lesh & Caylor, 2007)

As atividades propulsoras de modelos e as atividades de descoberta guiada podem ser usadas
e combinadas de duas formas, originando assim as abordagens didaticas conforme se segue:
quando a GDA precede a MEA, o ensino centra-se na compreensao matematica porque as MEAs
sao tratadas como aplicacdes de conceitos que foram ensinados anteriormente; quando a MEA
precede a GDA, o ensino concentra-se na matematizacao da realidade porque as MEAs sao
usadas para permitir que os alunos criem os seus proprios conceitos matematicos que

posteriormente sao analisados, ajustados e formalizados de diversas maneiras (Figura 3).

GDA |—>| MEA MEA | —">| GDA

Praticar matematica - Quando a GDA precede as MEAs, | Fazer matematica na pratica - Quando a MEA precede a
a MEA é tratada como se fosse uma aplicacdo dos | GDA, a GDA reforca e robustece conceitos e capacidades
conceitos e competéncias que se aprenderam na GDA. que os alunos desenvolveram por si durante as MEAs.

Figura 3. Duas abordagens didaticas que podem ser criadas usando as mesmas tarefas

No ambito das perspetivas M&M aceita-se que os modelos dos alunos podem ser tao simples
que incorporem apenas uma Unica condicdo matematica e tdo complexos quanto uma
simulacao produzida com um software como o Excel. Mas, em qualquer caso, os modelos dos
alunos tendem a ser similares ao tipo de modelos que os cientistas e matematicos
profissionais usam porque, segundo Lesh& Caylor (2007), em termos gerais tais modelos
integram ideias e procedimentos de uma variedade de areas e topicos, a variedade de meios
de representacao que o aluno utiliza para expressar os modelos pode abarcar a linguagem
falada, a linguagem escrita, simbolos, diagramas, objetos manipulaveis ou metaforas
baseadas na experiéncia. Os modelos envolvem processos relevantes de quantificacao,
dimensionamento, coordenacdo, ou outras formas pertinentes de matematizacao de

experiéncias (que incluem objetos, propriedades, relagées, padrées).

De uma forma sucinta, Lesh & Caylor (2007) caracterizam os modelos dos jovens alunos,

referindo que:

“(a) tendem a ser organizados mais em torno de experiéncias do que em torno
de abstracdes; (b) tendem a ser relativamente instaveis no sentido em que,
quando a atencao se concentra num aspeto da situacdo ou modelo, outros
aspetos podem ser ignorados; (c) tendem a funcionar mais como janelas
através das quais os alunos olham, em vez de serem objetos de pensamento
em si” (p. 178).
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Assim, a luz das perspetivas M&M, os modelos sao sistemas descritivos ou explicativos. Além
disso, mesmo nos casos em que os modelos funcionam implicitamente, estes sao muitas vezes
importantes pecas do conhecimento, Uteis para criar ou interpretar os tipos de sistemas mais

importantes numa era em que predomina a tecnologia da informacao.

2.3.6 Carateristicas das atividades propulsoras de modelos (MEAs)

Tal com foi discutido na seccdo 2.3.3 do presente capitulo, os tradicionais problemas
matematicos escolares que aparecem cuidadosamente construidos para garantir que os alunos
consigam resolvé-los e obter resposta, a partir de informacao e de relacbes matematicas

muito especificas, ndo sao os privilegiados na perspectiva M&M.

Como Kelly & Lesh (2000) e Lesh & Caylor (2007) referem, a perspectiva M&M privilegia a
tipologia emblematica de situacdes-problema, genericamente designadas por “atividades
propulsoras de modelos” (MEAs). Os mesmos autores sublinham ainda que estas atividades
tém servido para proporcionar a aprendizagem dos alunos e permitem investigar o

desenvolvimento da compreensao dos alunos na abordagem de conceitos matematicos.

Lesh e Caylor (2007) destacam també, a relevancia das M&M para o trabalho do professor.
Estes autores afirmam que as MEAs provaram ser poderosas ferramentas de avaliacao, uma
vez que enfatizam os mais poderosos conceitos de matematica elementar, centrando-se na
ampla e profunda compreensao desses conceitos. E, por outro lado, mostram ser poderosas
atividades para o desenvolvimento profissional do professor ja que uma das maneiras mais
confiaveis de ajudar os professores a melhorar as suas praticas € ajuda-los a ver como os seus
alunos pensam sobre conceitos importantes — e permitir-lhes ajudar os alunos a mudar as
suas formas de pensar. Isto demonstra claramente a plausibilidade da perspetiva M&M no
ensino superior onde os alunos ja chegam com algum reportério matematico mas, em muitos

casos, com pouca qualidade.

Lesh e Caylor (2007) sublinham que as MEAs sao atividades projetadas de modo a desafiar os
solucionadores a desenvolver modelos, propondo simulacdes de situacdes da ‘vida real’ que
requerem recursos e ferramentas realistas e, por vezes, um grupo de participantes para a
obtencdo de uma resposta adequada. Tal resposta € normalmente uma ferramenta

conceptual, compartilhavel e reutilizavel.

Durante a realizacdo das MEAs, a matematica € muito mais encarada como uma interpretacao
e nao tanto como uma execucao de procedimentos, pelo que exige ao aluno fazer adaptacoes
significativas das suas proprias interpretacoes da situacdo problematica. Portanto, exige um
pensamento dinamico por parte do aluno, uma vez que os processos de solucdo de MEAs
geralmente envolvem uma série de ciclos de desenvolvimento iterativo em que os modos de

pensar sao repetidamente expressos, testados e revistos.
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No ambito das MEAs, os processos de resolucao de um problema tendem a gerar registos
documentados onde sdao expressos aspetos pertinentes do pensamento dos solucionadores,
que podem ser examinados pelos participantes na atividade, bem como por investigadores

que observam.

Tal como apontam Lesh e English (2005), em muitos casos, as perspetivas M&M incluem nas
suas linhas de investigacao aspetos como o desempenho do aluno no trabalho em grupo ou
individual e o desempenho do aluno quando usa ou nao tecnologias. Um outro aspeto que as
perspetivas M&M incluem nas suas linhas de investigacao sao as situacdes de resolucao de
problemas e de tomada de decisao, que razoavelmente podem ocorrer na vida quotidiana dos
alunos (ou seus amigos ou familias), porque as tarefas que sao privilegiadas nesta perspetiva
sao projetadas para envolver uma gama de compreensdes e capacidades mais vasta do que

aquelas que sao enfatizadas nos manuais escolares (Lesh & Doerr 2003).

Acredita-se que a reduzida utilizacdo das MEAs nas escolas é o motivo que leva alguns
recrutadores e empregadores a reconhecerem que os alunos que tém excelentes historicos
escolares nem sempre sao 0s mais adequados para contratar; esses empregadores
reconhecem também que muitos alunos ndo tém um historico escolar prodigioso porque nao
conseguem executar o tipo de problemas que sao enfatizadas em testes padronizados mas que

esses alunos podem ser bem sucedidos em tarefas que sao de algum modo excelentes MEAs.

Lesh e Caylor (2007) notam que alguns educadores interpretam mal a esséncia das MEAs. Os
autores referem que as atividades propulsoras de modelos (MEAs) sao frequentemente
interpretadas ou confundidas como simples aplicacées, supondo que os alunos devem primeiro
aprender conceitos e processos relevantes, para depois os reunirem e aplica-los numa dada
situacdo. Mas, na verdade, sdo atividades em que os alunos criam matematica — em vez de
simplesmente aplicarem conceitos e processos previamente aprendidos. Da mesma forma, em
vez de aprenderem ideias separadamente e, em seguida, junta-las ou aplica-las, nos
processos de resolucdo, o que tem lugar é a organizacdo das ideias que muitas vezes

aparecem mescladas no pensamento dos alunos.

Lesh & Caylor (2007) constatam, para além disso, que alguns educadores matematicos
consideraram as MEAs como dificeis e acharam que estas deveriam ser reservadas para alunos
de elevada capacidade, contudo as perspetivas M&M advogam que as MEAs sao projetadas
para alunos com médio ou baixo rendimento e mesmo para alunos cujas habilidades foram
classificadas de fracas mediante o seu histdrico do desempenho escolar. Os mesmos autores
acrescentam ainda que um outro erro aparente cometido por educadores matematicos a
respeito das MEAs é a percecao de que sao completamente abertas, o que leva a admitir que
praticamente qualquer resposta é apropriada. Mas, na verdade, as MEAs sdo projetadas de tal
modo que tanto os professores como os alunos possam fazer julgamentos sobre os pontos

fortes e fracos de varias respostas alternativas.
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Lesh & Lehrer (2003) e Lesh & Caylor (2007) defendem que é errado pensar que as MEAs sdao
mal estruturadas ou que a estruturacao da tarefa é feita principalmente pelos alunos, pois a
luz da perspetiva M&M, um bom design de problema implica impor uma variedade de

restricdes que, no entanto, nao devem determinar a natureza exata do produto a obter.

Para um bom design de problemas adequados e de MEAs interessantes, segundo a perspetiva
M&M, é necessario considerar certos principios. Kelly & Lesh (2000) referem que a versao
inicial destes principios foi desenvolvida durante uma série de trés anos de estudos, nos quais
mais de trezentos professores desenvolveram gradualmente diretrizes para a criacao de
situacdes-problemas que refletem as suas proprias compreensdoes sobre a natureza de
resolucao de problemas e os niveis e tipos de ‘pensamento matematico’ que sdo necessarios
para o sucesso fora do ambito escolar. Lesh, Hamilton & Kaput (2007) referem que estes
principios foram utilizados produtivamente pelos professores do ensino pré-universitario bem
como por professores e alunos universitarios e profissionais em diversas areas, desde

engenharia ao desenvolvimento profissional do professor.

Os principios a ter em conta na elaboracdo das MEAs sao destacados em diversos estudos
como se pode ver em Lesh et al. (2000), Kelly & Lesh (2000) e Lesh & Caylor (2007). Sao seis
os principios que regem o desenvolvimento das MEAs, nomeadamente: (1) principio do
significado; (2) principio da construcdo do modelo; (3) principio da autoavaliacao; (4)
principio da documentacdo do modelo; (5) principio de generabilidade do modelo e (6)
principio do mais simples prototipo. Aqui apresentarei uma descricdo basicamente extraida
de Lesh & Caylor (2007, pp. 181-184).

O principio do significado pessoal

0 principio do significado pessoal, também chamado de principio da ‘realidade’, centra-se
sobre o realismo apresentado na questao. Ao conceber ou ler uma questao, deve colocar-se a
seguinte pergunta: isso realmente poderia acontecer na vida de um individuo ‘real’ fora do
ambito da escola? A preocupacao é colocar perguntas que sejam significativas para, pelo
menos, alguns alunos da turma, embora se reconheca que o problema pode nao ser
significativo para todos os alunos. E também pode nao ser uma situacdo problematica para
todos os alunos. Pressupde-se que se coloque uma situacao de tal modo que os alunos
interpretem a situacdo com base nas extensdes das suas proprias experiéncias e
conhecimento da ‘vida real’ (fora do ambito escolar ou pelo menos fora do ambito da
disciplina). Interessa evitar que alunos utilizem somente o que textualmente aprendem na

escola mas antes que facam também uso das suas experiencias vividas fora do ambito escolar.

O principio da construcdo do modelo
O principio da construcao do modelo pressupde que a atividade deve proporcionar a criacao

consciente de um modelo. Centra-se sobre a questdo: a realizacao da tarefa coloca os alunos
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numa situacao onde claramente reconhecem a necessidade de construir, modificar ou

estender um modelo, ou refinar um tipo especifico de modelo e sistema conceptual?

As MEAs destinam-se a focar um conjunto de grandes topicos e uma das suposicoes
subjacentes é a de que a maioria dos ‘grandes topicos’ em matematica envolve o
desenvolvimento de um sistema conceptual que é usado para gerar interpretacoes

(descricoes, explicacoes) de situacoes relevantes.

De forma geral, a situacdao em si ndao € uma MEA. Entdo, o principio de construcao de modelo
exige que reflitamos: o que cria a necessidade de um tipo especifico de modelo e seus
conceitos subjacentes ou sistema conceptual? Esta reflexao conduz-nos a considerar
‘especificacbes’ de um projeto na expectativa de os alunos desenvolverem algumas
ferramentas conceptuais que devem servir para algum proposito especifico em alguma

situacao especifica.

Lesh e Caylor (2007) afirmam que a melhor forma de ir ao encontro do sistema conceptual
alvo é estabelecer diretrizes que funcionam como o negativo fotografico do sistema
conceptual cujo desenvolvimento queremos investigar. As especificacoes ou diretrizes devem
permitir aos alunos estabelecerem relacdes, implementar acdes e analisar padrdes, de tal
modo que as ditas especificacoes devem gerar um contexto em que os alunos identificam os
pontos fortes e fracos das suas formas alternativas de pensar e eliminam modelos
inadequados ou menos Uteis. No entanto, estas especificacdes também devem permitir varios

niveis e/ou tipos de produtos alternativos (e maneiras de pensar subjacentes).

O principio da autoavaliagédo

0 principio de autoavaliacao (as vezes chamado de principio da ‘utilidade’) centra-se sobre a
questao: os alunos estarao cientes dos critérios para julgar por si mesmos quao adequadas sao
as suas respostas? E serao capazes de avaliar os pontos fortes e fracos das respostas
alternativas? (Por exemplo, os alunos vao acreditar que as suas ideias serdo tomadas a sério?
Ou irdo acreditar que deles se esperam respostas que devem obedecer a nocao do professor

(ou do autor) de qual é a maneira ‘correta’ de pensar sobre a situacao do problema?).

Fora do ambito escolar, o pensamento matematico privilegiado é aquele cujo produto
matematico geralmente ira servir para algum propodsito fora da matematica — tal como
permitir atingir um objetivo ou tomar alguma decisdo. Portanto, o produto ‘matematico’ é
uma ferramenta; e a sua utilidade depende de quao bem essa serve a finalidade prevista. Por
conseguinte, se ndo esta claro quem precisa da ferramenta (e quando, porqué e para que
proposito), entdo deixa de haver maneira ou critério de julgar a eficacia de uma ferramenta,
ou seja, tende nao havera critérios para julgar os pontos fortes e fracos das ferramentas

alternativas (e/ou das subjacentes maneiras de pensar).
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O principio da generabilidade

O principio da generabilidade do modelo (as vezes chamado principio de compartilha e
reutilizacdo) centra-se sobre a questao: os alunos estarao dispostos a reconhecer a
necessidade do produto ser partilhavel e reutilizavel? De pouco ou nada vale desenvolver
ferramentas matematicas, assim como outros artefactos complexos, se estes so irdo ser

usados uma Unica vez, numa Unica situacdo e com um Unico objetivo.

Para que os alunos reconhecam a necessidade de um determinado tipo de ferramenta (e
sistema conceptual subjacente), geralmente é importante que eles saibam que a ferramenta
nao pode ser (til apenas para uma situacdo especifica e para um Unico proposito, mas que
também deve ser compartilhavel (com outras pessoas) e reutilizavel (para outros fins). Por
conseguinte, compartilha e reutilizacdo sdo importantes critérios para avaliar a qualidade dos
resultados produzidos; outras caracteristicas como adaptabilidade tendem a ser igualmente
importantes. Se uma ferramenta conceptual é adaptavel, compartilhavel e reutilizavel, entao

isso significa que os alunos estao a desenvolver conhecimento transferivel ou generalizavel.

O principio da documentacdo do modelo

0 principio da documentacao do modelo refere-se a questao: sera que a resposta exige que os
alunos revelem explicitamente como ocorre o pensamento deles sobre a situacao (dados,
metas, estratégias de resolucdo possiveis)? Desde logo, este principio garante que os
solucionadores irao exteriorizar as suas maneiras de pensar de tal modo que isso facilite a
autoavaliacao e que a partilha e reutilizagdo sejam mais provaveis de ocorrer. Este principio
assume uma grande importancia se tivermos em conta que as MEAs se destinam a ser
utilizadas para aprendizagem e para investigacdo. O principio da documentacdo do modelo é
essencial para que as atividades gerem automaticamente elementos de documentacao que

permitam constatar e perceber aspetos da evolucao dos modelos dos alunos.

O principio do mais simples protétipo

O principio do mais simples prototipo foca-se nas questdes: a situacdo é tao simples quanto
possivel e induz a necessidade de criacdao de um modelo significativo? O produto que é
construido fornecera um prototipo Gtil (ou uma metafora) para interpretar uma variedade de

situacdes estruturalmente semelhantes?

Lesh e Caylor (2007) referem que investigadores da teoria M&M encontraram muitos casos em
que os alunos relataram de forma impressionantemente detalhada as suas experiéncias
passadas com MEAs, as vezes varios semestres apos a conclusdo das atividades. E foram
registados inimeros casos onde os alunos, ao frequentaram outras disciplinas, disseram algo
do género ‘isto € como o grande problema (...)’, referindo-se a problemas resolvidos no

ambito da atividade matematica em MEAs.
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2.4 A Teoria de Registos de Representacdao Semiética (TRSS)

A resenha que a seguir se apresenta acerca da Teoria de Registos de Representacao Semidtica
(TRSS) foi elaborada tendo como principais referéncias as obras de Duval (2009, 2011, 2012,

2013), as quais foram traduzidas por investigadores e professores brasileiros.

2.4.1 As origens da teoria dos registos de representacao semiotica

A teoria dos registos de representacdo semiotica (TRRS) foi criada pelo teorico francés
Raymond Duval, filésofo e psicologo de formacdo. Desde a década de 1970, este autor
realizou diversos estudos em psicologia cognitiva e trouxe para a area da Educacao
Matematica contributos marcantes. A origem da TRRS tem uma longa historia, conforme
relata o proprio autor (Duval, 2013), e foi o culminar de um percurso de desvios e de impasses
semelhante a um labirinto. Duval chegou ao IREM de Strasbourg em 1970, um dos trés
primeiros IREM criados em Franca para acompanhar a reforma da Matematica Moderna, pouco
depois de ter terminado a sua tese, cujo referencial teodrico foi a epistemologia genética de
Piaget e envolveu o estudo do desenvolvimento de nocdes fisicas e matematicas em criancas
e adolescentes. A referida reforma era de inspiracao Bourbakista e tinha como suporte

psicologico e cognitivo a teoria cognitivista de Piaget (Duval, 2013).

Os anos de trabalho no IREM proporcionaram-lhe uma visao mais completa dos diferentes
aspetos da atividade matematica que as mudancas sucessivas dos programas escolares tinham
favorecido, excluido ou ignorado: os raciocinios de tipo dedutivo e de tipo argumentativo em
linguagem natural, a compreensao dos enunciados, o uso de letras e de variaveis para
resolver equagdes, a construcao de figuras geométricas e sua utilizacdo heuristica, a leitura e
interpretacao de graficos cartesianos, os diagramas utilizados para representar conjuntos e

relacoes, tabelas de nimeros, etc.

Alguns anos mais tarde, apds uma reforma que reagrupou todos os alunos de 11 a 15 anos em
um Unico tipo de estudos, a heterogeneidade dos alunos relativamente a compreensio de
enunciados de problemas surgiu como o principal problema do ensino. Duval (2013) enfatiza
que reorientou os seus estudos para este problema uma vez que os professores de matematica
comecavam, entao, a atribuir as dificuldades dos alunos em matematica a uma falta de
‘dominio da linguagem’. Paralelamente, uma outra abordagem da psicologia cognitiva
desenvolvia-se nos Estados Unidos. Esta estava centrada sobre a representacao de
conhecimentos e sobre a elaboracao de programas de computador com capacidade de
responder a perguntas, resumir uma explicacao, resolver problemas, etc. Perante a situacao,
Duval levantou algumas inquietacdes sobre: que tipo de esquema e, de modo mais geral, que
tipo de representacao é mais pertinente para dar conta nao apenas de um texto, mas de um

raciocinio dedutivo, de uma argumentacdo, de uma escrita simbdlica, etc.?
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Em 1986, com toda a experiéncia adquirida durante este periodo de grandes mudancas no
ensino da matematica e na formacao de professores, e constatando que desde os primeiros
anos era solicitado aos alunos um malabarismo com diferentes representacdes, tomou
consciéncia do carater fundamentalmente semidtico da atividade matematica

independentemente das formas de atividade escolhidas para as “engenharias didaticas”.

0 modo de trabalho matematico que o sistema escolar impunha aos alunos levou Duval a
eleger duas preocupacdes primordiais. A primeira consistia em saber se os alunos reconhecem
0 que é matematicamente preservado quando se passa de um tipo de representacdo para
outra e a segunda consistia em saber se os alunos reconhecem, no conteldo de uma
representacao, o que é matematicamente pertinente e o que nao é. Duval (2013) salienta que
estas duas preocupacdes se tornaram relevantes para todas as utilizacoes da lingua natural
nos enunciados de problemas, para a utilizacdo de figuras em geometria, para os graficos

cartesianos, para os diagramas e tabelas utilizadas para organizar dados, etc.

Para responder a primeira destas duas preocupacoes, Duval desencadeou um estudo que se
iniciou com um questionario sobre o reconhecimento de funcdes lineares e afins quando
passamos de sua representacdo grafica para a escrita da equacdo correspondente. Duval
(2013) refere que as questbes diziam respeito a conversao, “e elas foram construidas de
acordo com o seguinte principio: apresentar todas as variagdes visualmente significativas da
posicdo de uma reta sobre um plano cartesiano e pedir para escolher a equacao
correspondente dentre varias possibilidades, mas cujos conteldos variavam apenas pela
mudanca de um Unico simbolo (sinal, nUmero oposto ou inverso, presenca ou nao de uma

constante, etc.)” (p. 14).

Os resultados dos referidos questionarios e o feedback recebido dos professores que
recorreram espontaneamente a este método provaram a pertinéncia e a fecundidade desta
abordagem, pois evidenciaram que realmente permitia explorar todos os fendomenos
cognitivos de compreensao e de aprendizagem relacionados a atividade matematica. Em
concreto, Duval (2013) conta ainda que os dados evidenciaram a existéncia dos fendmenos de
nao-congruéncia na passagem de um tipo de representacao para outro, isto €, era frequente a
ocorréncia de sucesso de reconhecimento num sentido mas fracasso no outro, e também era
evidente a diferenca radical de procedimentos matematicos de acordo com o tipo de
representacao utilizada. Estas evidéncias sugeriram que “do ponto de vista cognitivo, a
atividade matematica deveria ser analisada em termos de transformacdes de representacoes

semioticas e nao de conceitos puramente mentais, e, portanto, assemioticos” (p. 14).

Duval (2013) refere que nesta ocasidao havia necessidade de sair da contradicdo implicita a
teoria piagetiana e ao construtivismo neopiagetiano. De um lado, era valorizada a linguagem
(natural) na atividade matematica e, do outro lado, defendia-se a primazia do uso de

simbolos e de representacdes geométricas e graficas na atividade matematica.
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Os resultados e feedback dos inquéritos acima referidos, a existéncia dos fenomenos de nao-
congruéncia na passagem de um registo para outro, bem como decidir sobre o que privilegiar
na atividade matematica entre a linguagem natural versus simbolos e representagoes, levou
Duval a considerar uma questao ampla abrangendo as representacdes semioticas que ndo se
limitava ao acesso aos objetos matematicos, mas que se ocupava também dos processos

cognitivos e epistemologicos dos tratamentos matematicos.

O investigador francés inferiu que “as dificuldades de compreensdao na aprendizagem da
matematica ndo estavam relacionadas aos conceitos, mas a variedade de representacdes
semioticas utilizadas e o uso ‘confuso’ que fazem delas” (Duval 2013, p. 15). Tendo em conta
esta inferéncia, Duval passou a preocupar-se em propor uma teoria que permitiria modelar os
dois tipos de transformacbes de representacdes semiodticas que sao cognitivamente e
epistemologicamente especificas da atividade matematica. Para esta finalidade, o

investigador francés contou com as propostas teoricas de Frege e de Saussure.

Frege sugeria uma teoria segundo a qual:

era preciso partir da dupla {sinal, objeto}, pois a distincao entre sentido e
referéncia (Sinn e Bedeutung) permitia explicar como uma representacao
semidtica poderia ser convertida em outra representacao semidtica,
embora seus respectivos contelidos ndo tenham nada em comum... (Duval,
2013, p. 15).

A perspetiva teodrica de Frege nao satisfez cabalmente a preocupacao de Duval pois nao
permitia explicar a causa da pluralidade dos procedimentos de calculo e, de modo mais geral,
o porqué da diversidade dos tratamentos matematicos, dependendo do tipo de representacdo

utilizada.

A proposta tedrica de Saussure propunha que “era preciso considerar a lingua natural como
um sistema, no interior do qual os jogos de oposicdes entre os elementos constituiam signos
tendo um sentido, independentemente de qualquer referéncia a um objeto” Duval (2013, p.
15). E isto suscitou a consideracao de outros sistemas como sendo semidticos, munidos das
suas possibilidades especificas de transformacdes internas. Nesta época foram reconhecidos

essencialmente os numéricos, os graficos cartesianos e as figuras geométricas.

Posteriormente, Duval passou a preocupar-se com o perigo de confusao que podia ocorrer
entre os sistemas semidticos, utilizados em matematica para representar os objetos
matematicos e para trabalhar com e sobre esses mesmos objetos, e os sistemas semioticos
utilizados fora da matematica. Para obviar este perigo de ambiguidade, Duval adotou o termo
“registo”. Assim, Duval (2013) apresenta dois motivos que o levaram a escolher o termo

registo:

Em primeiro lugar, esta é a palavra que Descartes utiliza nas primeiras
paginas de sua Geometria. Em segundo lugar, esta palavra também se
refere a extensao dos recursos disponiveis em dominios como a voz, os
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instrumentos musicais, os modos de se expressar: falamos, por exemplo,
de “registos” para designar o comando de cada um dos jogos de um 6rgao

(p.16).

Com a publicacao da sua obra Sémiosis et pensée humaine, em 1995, Duval fez a primeira
apresentacdo sistematica da teoria de registos de representacao semidtica, cujo principio
fundamental é o seguinte: “a distincdo entre os diferentes registos permite separar os dois
tipos de transformacdes que constituem a atividade matematica: as conversdes e os
tratamentos” (Duval, 2013, p. 16).

2.4.2 Aspetos principais da teoria dos registos de representacao semiotica

Duval (2009) refere que a ideia de relacionar conhecimento com a mobilizacao de
representacoes por parte do sujeito nao € um aspeto novo; pelo contrario, nas reflexdes de
Descartes e Kant podemos encontrar este aspeto e € uma nocao a ter em conta na psicologia
para o estudo da aquisicao de conhecimentos ou para o seu tratamento. O autor refere ainda
que historicamente a nocdo de representacdo é referenciada em trés momentos, com

determinacoes totalmente diferentes do fenomeno a ser designado

Primeiramente foi referida como representacdo mental, no periodo de 1924-1926
fundamentada nos estudos de Piaget sobre a representacdo do mundo da crianca. A segunda
foi referida como representacdo interna ou computacional, no periodo d 1955-1960, no
ambito das teorias sobre processamento de informacdo, e da terceira vez foi referida como
representacdo semiotica, sendo desenvolvida “no quadro dos trabalhos sobre aquisicao de
conhecimentos matematicos e sobre os problemas consideraveis que sua aprendizagem
origina” (Duval, 2009, p. 32).

Duval (2009) refere que alguns trabalhos de psicologia cognitiva consideraram alguns
elementos das representacdes semioticas, mas voltados para questdoes essenciais da
representacao semiotica na atividade cognitiva. De facto, a nocdo de representacao semiotica
pressupde “a consideracao de sistemas semidticos diferentes e de uma operacao cognitiva de
conversao das representacdes de um sistema semidtico para outro” (p. 32). O autor esclarece
ainda que as representacdes semioticas tém determinadas particularidades ja que, por um
lado, sdo relativas a um sistema particular de signos, como é o caso da linguagem, a
simbologia algébrica ou os graficos cartesianos e, por outro “podem ser convertidas em
representacoes ‘equivalentes’ em outro sistema semidtico, mas podendo tomar significacoes
diferente para os sujeitos que as utiliza” (p. 32). Duval (2009) alerta ainda que ao considerar
a representacao semiotica como parte da funcdo de comunicacao, deve-se ter em conta as
funcbées primordiais de tratamento de informacdo e de objetivacao, razdo pela qual as
representacoes semioticas sdo consideradas como um suporte para as representacdes

mentais.

63



Duval (2009) destaca o papel da intima relacao existente entre a semidsis que € a apreensao
ou producao de uma representacao semiotica, e a noésis que € a apreensao conceptual de um
objeto. Para o autor, a compreensao do papel da semidsis no funcionamento do pensamento e
na forma como se desenvolve o conhecimento esta relacionada com a variedade dos tipos de
signos que podem ser utilizados. Por isso, reconhece o precioso contributo de Peirce (1931)
por ser o primeiro a reconhecer o facto de que a semidsis nao pode ser separada da
diversidade de tipos de signos. Ele distinguiu trés tipos de signos: os icones, os simbolos e os
indices, cuja classificacdo contribuiu para fundar a sua semiética. Mas Peirce nao considerou
“as relacoes possiveis entre sistemas semioticos e a possibilidade de converter uma
representacao formada dentro de um sistema em uma representacao de outro sistema”
(Duval, 2009, p. 35).

Outros estudos e demais investigacdes contribuiram para o esclarecimento da nocao de
‘sistema semidtico’. Todavia, segundo Duval (2009) essas investigacdes nao enfatizaram o
papel da diversidade dos sistemas semidticos no funcionamento do pensamento, nem a
complexidade da conversao das representacoes de um sistema para outro (p. 36). Essas foram
questoes consideradas por Duval para desenvolver a sua teoria, enfatizando os registos de

representacao semiotica.

Registos de representacdo semiotica

Duval referiu-se a semiose como a criacao e a transformacao de signos, no entanto a TRRS
pretendeu ser mais especifica sobre as trés atividades cognitivas que jogam um papel
principal na atividade de representacao. As atividades cognitivas fundamentais da semiose

sao:

a) Formacdo de representacbes num registo semiotico especifico para exprimir

representacées mentais ou para recordar um objeto ‘real’;

b) Tratamento de um registo de representacdo de modo a transforma-lo num outro

registo de representacao do mesmo sistema semiotico em que foi formado;

c) Conversdo de um registo de representacdo de modo a transforma-lo num registo de

representacao pertencente a um sistema semiotico diferente.

Duval (2009, 2011) diz ainda que um sistema de representacao € designado como um registo

de representacao semidtica, quando:

1- Contém um conjunto de tracos percetiveis que permitem identifica-lo com uma

representacao de algo num determinado sistema.

64



2- As representacoes podem ser transformadas dentro do sistema semiotico de tal
maneira que a representacao obtida constitui um ganho de conhecimento em comparacao

com a representacao inicial.

3- As representacdes podem ser convertidas, de um sistema para outro, de tal modo que
a representacao resultante permite que se explicitem outros significados relacionados com o
que é representado.

Duval (2009) refere que as atividades cognitivas acima referidas devem ser levadas a cabo de

acordo com as regras inerentes aos sistemas semioticos implicados.

Na perspetiva da TRRS, advoga-se que a formacado de uma representacdo identificavel,
enquanto operacdo cognitiva, pode ser estabelecida através de um enunciado compreensivel
numa determinada lingua natural e deve respeitar regras internas do sistema semiodtico de
representacao usado para garantir as condicoes de identificacao e possibilidade de
tratamento. Por exemplo, o sistema posicional e a base dez sao duas regras basicas de

conformidade a considerar na escrita da numeracao decimal.

Duval (2009, p. 57) afirma que o “tratamento é uma transformacdo de uma representacao
interna a um registo de representacdo ou a um sistema”; porém é preciso obedecer as regras
de tratamento proprias de cada registo, sendo que a sua natureza varia consideravelmente de
um registo para outro. Partindo do principio de que “o tratamento de uma representacao
semidtica corresponde a sua expansao informativa”, Duval (2009, p. 57) afirma que: “as
regras para expandir uma representacao sao definidas como regras que, uma vez aplicadas,

resultam numa representacao do mesmo registo que o de partida”.

Duval (2006) enfatiza que a funcdo dos signos e representagbes em matematica nao se
restringe a comunicar e a representar objetos mas abarca uma terceira funcdo e que é ainda
mais importante. Essa funcao prende-se com o tratamento da informacao, ou seja, a
transformacao intrinseca das representacoes em outras representacdes para produzir novas
informacdes ou novos conhecimentos. Existem procedimentos bem definidos para a realizacao
de uma conversao de um registo de representacdao e devem-se estabelecer relacdes entre
elementos das unidades significantes em cada registo. A operacao cognitiva de conversao é
responsavel pela manifestacdo dos fenomenos de congruéncia e de ndo-congruéncia entre

representacoes pertencentes a dois sistemas semidticos.

Classificacdo de representacoes

De uma forma breve, para Duval, podem ser considerados trés tipos de representacdes:
representacoes mentais, computacionais e semioticas. No entanto, com base nos seus
estudos, interessa-nos sobretudo a analise das representacdes semiodticas. Antes, porém,

importa referir duas distincdes consideradas imprescindiveis quando € feita uma

65



caracterizacao das representacdes; estas sao: consciente/nao-consciente e externa/interna.
As representacoes externas sao as representacbes produzidas por um sujeito através da
aplicacdo de um sistema semiotico; a producdao de uma representacao externa torna-se
acessivel a todos os individuos que conhecem o sistema semiodtico utilizado, ao passo que as
representacoes internas sdo as representacdes intrinsecas de um sujeito e nao sao

comunicadas.

A oposicdo consciente/nao-consciente € evidenciada quando um individuo se propde
percecionar representacdes. A esse respeito Duval (2009) refere que aquilo que um sujeito
perceciona € consciente e aquilo que ele nao perceciona nem pode percecionar é nao
consciente. Quando uma representacdo nao consciente passa a ser consciente para um
individuo diz-se que ocorreu uma tomada de consciéncia por parte do individuo e isso é fruto
de alguma descoberta feita pelo proprio sujeito de algo que ndo percebia, mesmo que alguém
lhe tivesse explicado. O autor acrescenta ainda que as representacdes conscientes tém um

carater intencional e que contemplam uma funcao de objetivacao.

A Tabela 3 resume as carateristicas das representacdes, de acordo, com as oposicoes

anteriores:
Tabela 3: Tipos e funcdes das representacées segundo Duval (2009, p. 43)
Interna Externa
. Mental Semiodtica
Consciente ~ C e - C e o =
. . Funcao de Objetivacao Funcdes de objetivacao, expressao e
(intencional)

tratamento intencional

Computacional
Funcao de tratamento
automatico ou quase-instantaneo

Nao-consciente
(ndo intencional)

Os sistemas que cumulativamente viabilizam as funcdes de comunicacao, tratamento de
informacao e objetivacdo podem ser chamados de sistemas de representacoes semioticas. Em
geral, as representacdes utilizadas nestes sistemas sao conscientes e externas; ao mesmo
tempo, os signos utilizados ndao apenas produzem estimulos mas também tém valor
significante e a sua producdo segue regras sintaticas de formacdo e de tratamento das

unidades de significado.

Duval (2009) refere que a propriedade fundamental das representacoes semioticas € que elas
podem ser transformadas em diferentes representacdes; e estas transformacdes podem ser
completas, quando transformam todo o conteldo da representacdo inicial, ou parciais,
quando é transformada somente uma parte do conteldo. Isto significa que existe um grau da

liberdade em todo o tratamento de informacdes.
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As representacdes mentais incluem conceitos, nocoes, ideias, crencas e idealizacoes e o seu
desenvolvimento esta ligado a aquisicdo e internalizacdo dos sistemas semidticos de

representacao.

As representacdes computacionais tém uma natureza homogénea, nao necessitam de
evidenciar o objeto, permitem uma transformacao algoritmica dos significantes e permitem
expressar as informacoes externas (do sistema) de tal modo que ficam manejaveis,

recuperaveis e combinaveis dentro do sistema.

Transformacgado de representacoes: tratamentos e conversoes
A conversao e o tratamento de representacoes sao duas atividades semelhantes, apesar de
muito diferentes na sua esséncia. Por isso, € importante notar as diferencas fundamentais e

destrinca-las.

Reiteramos que o tratamento se realiza dentro do mesmo registo, obedecendo obviamente as
regras inerentes ao tipo de registo em que ocorre. E importante sublinhar que no tratamento
das representacdes o sujeito mobiliza apenas um registo de representacao. E tem-se sempre a
transformacdo de uma representacao inicial em uma representacao final. Um tratamento é
uma transformacao interna de uma representacdo, ja que ocorre dentro de um registo de

representacao.

Duval (2009) cataloga os tratamentos em duas categorias complementares: os tratamentos
quase instantaneos e os tratamentos intencionais. Os tratamentos quase instantaneos sao
realizados de forma imediata; sao fortes indicadores para se inferir ou pelo menos intuir que
a informacéo representada é do dominio do sujeito e, como tal, estes tipos de tratamentos
evidenciam a experiéncia/familiaridade que geralmente é resultante de uma longa pratica ou
desempenho adquirido num dominio (Duval 2009). Estes tipos de tratamentos podem ser

feitos em simultaneo e podem integrar grande quantidade de elementos.

Os tratamentos intencionais sao realizaveis apenas quando ja se consegue fazer algum
tratamento quase-instantaneo. Isso quer dizer que somente podem ser feitos um apds o
outro, ou seja, sequencialmente, e nem todos os individuos sdo capazes de compreendé-los

imediatamente (Duval, 2009).

Como se pode constatar, existe uma forte relacao entre os dois tipos de tratamentos; quando
um aluno consegue realizar tratamentos quase-instantaneos envolvendo muitos objetos
geralmente isto significa que avanca para um nivel mais elevado de conhecimento. A
condicdo necessaria e suficiente para que um aluno realize tratamentos intencionais é o
dominio de tratamentos quase-instantaneos. Mas chega um momento em que o aluno nao

consegue progredir (instantaneamente), o que indica que ele necessita de fazer algum
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esforco para novas aquisicoes, portanto, essas novas aquisicdes passam necessariamente por
uma fase de tratamentos intencional.

Tal como foi dito, o tratamento nao é a Unica transformacao de representacdo que ocorre ou
que pode ocorrer. Pode ainda acontecer que uma representacao de um objeto se transforme
de um registo para outro; neste caso, considera-se que houve uma conversao, ou seja, tal
como foi mencionado, a conversao € uma transformacao que produz uma representacao do
objeto num registo diferente do registo da representacao inicial. A conversao torna-se ainda
interessante por ser uma transformacao que necessariamente tem que coordenar os dois
registos, um inicial e outro final, pelo que a conversao € uma transformacdo externa em
relacdo ao registo inicial de representacdo (Duval, 2009). E importante realcar que uma
conversao implica alteracdo do conteudo, isto é, durante a conversao, € feita uma
reorganizacao dos elementos de uma representacao pelo que o conteldo passa por uma
selecao; desta forma o conteldo da representacdo inicial ndao é necessariamente o mesmo
conteldo na representacao final. Na analise de uma conversdo também deve se ponderar a
irreversibilidade ou dificil reversibilidade do contetdo pois durante a conversdao o conteldo
da representacao muda sem garantia do processo inverso, ou seja, sem possibilidade de
“recuperar” a representacao original a partir da transformada, ou pelo menos o custo

cognitivo de fazé-lo ndo é sempre o mesmo na conversao.

Na analise da atividade matematica é importante observar como é que os alunos sao capazes
de fazer e como fazem a distingcdo dos trés polos constitutivos de cada representacao, isto é:

o objeto representado, o conteldo da representacao e a forma como é representado.

A conversao esta frequentemente presente nas atividades matematicas quando se faz a
leitura de um problema ou trecho de um manual de matematica com o objetivo de perceber
os conceitos neles dissecados. Necessariamente tém de se coordenar os diferentes registos
em que os objetos matematicos estiverem representados, portanto inevitavelmente
enfrentam-se inlmeras e continuas mudancas de registo: da linguagem natural para simbolos
matematicos, passando por figuras, graficos, sistemas numéricos, etc., da mesma forma como
um sujeito que pretende solucionar um problema tera de passar necessariamente o enunciado
da linguagem natural para linguagem matematica o que implica que tera que recorrer a

simbolos algébricos, simbolos relacionais e operacionais, figuras, graficos, ou nimeros.

No ambito da TRRS, Duval (2009, 2011) explica que a mobilizacdo simultanea de pelo menos
dois registos de representacao € uma propriedade caracteristica da atividade matematica e
que durante a atividade matematica um dos desafios é refletir sobre e demostrar a
possibilidade de mudar de um registro para outro, a qualquer momento. E um atributo a
constatar durante a apreciacao do trabalho dos alunos pois a variedade de mudancas de
registos que o aluno realiza ou é capaz de realizar, em simultaneo, demonstra algumas

qualidades das funcdes cognitivas mobilizadas para tal sucesso.
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A mudanca de registo nem sempre é tao facil como se pode pensar, no entanto, este pingue-
pongue que um aluno faz entre diferentes registos enquanto realiza atividades matematicas
atribui algum cunho artistico a matematica em si e, a0 mesmo tempo, requer um
desempenho cognitivo do individuo a fim de coordenar todos os registos numa determinada

atividade, o que pode em muitas ocasides significar um grande desafio.

Para um perito matematico, as conversdes sao naturais e fruto de uma experiencia
matematica acumulada, pelo que o matematico faz mudancas de registos com grande
agilidade. Fazer tais mudancas pode, contudo, criar grandes dificuldades na aprendizagem e
nos processos de compreensao de um aluno que estiver, por exemplo, a seguir a resolucao de
um problema. Ja para um perito ou para os professores, uma conversao, na maioria das
vezes, € algo descrito como ‘uma operacao simples’, o que leva a que as atividades de

conversao sejam tendencialmente esquecidas no processo de ensino-aprendizagem.

Em todo o processo de ensino-aprendizagem e em todos os niveis de concecdo do curriculo
devera ter-se em conta a necessidade e a presenca da conversdo na atividade matematica e
nao a considerar erroneamente como uma operacdo natural. E importante sublinhar, que de
acordo com Duval (2009, 2011), a pouca ou lenta apropriacao dos objetos matematicos por
parte dos alunos €, por um lado, devida a diversidade dos sistemas de representacdo e, por

outro lado, a fendmenos de ndo congruéncia que resultam da conversao de representacdes.

Tal como foi referido anteriormente, a conversao implica a alteracdo do conteludo da
representacao inicial e isto, por sua vez, implica a reorganizacao da informacao. Entao,
depois de se mudar o registo, o objeto pode incluir informacdes diferentes que podem ou nao
complementar as informacdes da representacao inicial. Assim, da-se um fendmeno que esta
intimamente relacionado com as operacdes de conversdo: a congruéncia e a nao-congruéncia

entre duas representacdes de dois registos diferentes.

Ao lidarmos com representacdes em diferentes registos, por vezes sentimos dificuldade em
‘passar’ de uma representacao para outra mas noutras alturas essa passagem torna-se tao
facil que nem a notamos. Ora isto ndo nos deve deixar a impressao de que a conversao é uma
operacao simples e natural. Duval (2009) diz que para perceber como a conversao pode ser
complicada e dificil, é necessario estabelecer uma correspondéncia entre duas
representacoes (em diferentes registos) que associe as unidades de significacao elementares
que constituem cada registo. Duval (2009) alerta assim que o fenémeno da congruéncia e nao-
congruéncia entre representacdes pertencentes a dois sistemas semioticos tem por base as
dificuldades na coordenacao de registos de representacao pertencentes a sistemas semidticos
diferentes.

Segundo Duval (2009), para que haja congruéncia na mudanca de um registo de representacao

para outro, tém de ser cumpridos trés critérios:
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e  Correspondéncia semantica entre unidades significantes;

e Unicidade “semantica” terminal, que pressupde a conversao de uma unidade significante
do registo de representacao de partida para uma sé unidade significante do registro de
chegada;

e Correspondéncia na mesma ordem de apreensao das unidades significantes, ou seja, a
correspondéncia deve ocorrer de tal modo que, ao serem comparadas, as unidades
semanticas em correspondéncia estejam segundo a mesma ordem nas duas

representacoes.

2.4.3 Um olhar sobre a atividade matematica em funcao dos registos
mobilizados

Depois do que foi especificado, a respeito dos registos de representacdes semidticas, importa
fazer uma referéncia mais direta sobre como realmente examinar a atividade matematica de
um aluno, tendo em atencao os registos de representacao mobilizados. Para o efeito, irei

apoiar-me nas ideias propostas por Duval (2011, pp. 116-119) e Duval (2012, pp. 22-27).

Do ponto de vista matematico, os tratamentos sdo as transformacdes de representacoes
semidticas epistemologicamente importantes pois as justificacoes e provas apoiam-se
largamente em tratamentos, apesar de nem sempre utilizarmos 0os mesmos registos com
diferentes objetos matematicos. Esta situacdo é um pouco controversa pois a analise do
pensamento matematico mostra que € necessario que o aluno mobilize simultaneamente
diversos registos e os coordene para poder avancar na sua atividade pois a atividade
matematica real ultrapassa usualmente o registo em que se efetuamos os tratamentos. Assim,
nao se limita a utilizacdo de um Unico registo; muitas vezes, mobilizamos um segundo registo
para antecipar tratamentos ou para os controlar sendo que esta forma de pensar € intrinseca
a atividade matematica, mesmo quando as producdes tendem a privilegiar um Unico registo.
Nesta conformidade, a atividade matematica requer uma ininterrupta sequéncia de

conversoes que por vezes ficam implicitas e que acabam por ser mais ou menos espontaneas.

Do ponto de vista didatico, uma atividade matematica deve ser analisada, considerando todos
os registos utilizados em matematica. Isto que dizer que para analisar a resolucdo de um
problema, por exemplo, é erroneo privilegiar simplesmente o registo que viabiliza a
tratamentos matematicos que conduzem a solucao do problema, pois é também importante
ponderar outros registos mobilizados no decurso da analise do problema e a maneira como sao

representados.

A enumeracao de todos registos utilizados em matematica poderia aparecer indtil e nao seria
possivel explicitar como o funcionamento cognitivo se coaduna com cada registo. Deste

modo, tendo em conta o interesse tedrico e metodoldgico deste tema, apresentar-se-a uma
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classificacdo que abarca varios tipos de conversdoes e de tratamentos que fazem parte da

atividade matematica.

Os registos podem ser discursivos ou nao discursivos; a partir destas duas caracteristicas
fundamentais, que permitem distinguir os registos, Duval (2011) sugere uma classificacao de
registos que tende a ser evidente. Os registos discursivos dizem respeito a linguagem natural
e formal, escrita e simbdlica, da mesma forma que os registos nao discursivos incluem figuras,
graficos cartesianos, ou esquemas. Cada um destes registos viabiliza um tipo de
transformacao das representacoes que os outros registos nao permitem. Numa segunda
abordagem, mas nao antagdnica, os registos sdao multifuncionais ou monofuncionais. Os
registos multifuncionais sao utilizados para as funcdes de comunicacao fora da matematica e
nao sao os mais indicados para a funcao de tratamento. Os registos monofuncionais sao, pelo

contrario, proprios da matematica.

Na analise da atividade matematica, é preciso diferenciar as conversées diretas e as inversas
entre registos, até porque na atividade cognitiva de conversao de uma representacao noutra,
que embora esteja estreitamente ligada a uma interpretacdo ou a uma codificacdao, nao
existem regras de interpretacao e de codificacao que permitam decidir as conversoes a

efetuar.

Diremos que o aluno faz uma coordenacao de varios registos quando faz a conversao nos dois
sentidos ou, pelo menos, quando vislumbramos a possibilidade de tal ser feito. E, de uma
forma geral, a atividade matematica de um aluno sera considerada eficiente quanto mais
eficientes forem as funcdes cognitivas que o aluno atribui a passar de um registo para outro.
O controlo dos gestos intelectuais especificos da atividade matematica deve ser considerado
como uma aquisicao fundamental, pois, sem ele, é impossivel aplicar conhecimentos
matematicos em situacdes totalmente diferentes daquelas que sdo encontradas em sala de
aula. A aprendizagem do aluno tende a ser mais eficaz se ele conquistar, ao mesmo tempo,
competéncias locais inerentes a aquisicido de conceitos ou procedimentos matematicos, e
capacidades transversais que caracterizam a originalidade da atividade matematica. Até
porgue a consciéncia desses gestos intelectuais é prioritaria em toda a atividade de resolucao
de problemas.

As atividades que permitem tomar consciéncia das conversoes e tratamentos especificos, em
cada registo de representacao, nao podem ser confundidas com as atividades que visam a
introducao e a aquisicdo de um conceito particular. Elas sdao de natureza diferente. As
variaveis didaticas nao estdao somente relacionadas com as propriedades dos objetos
matematicos representados, mas referem-se, antes de mais, as variacdes de conteldo entre

registos de representacao.
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Capitulo 3

Contexto e Metodologia de Investigacao

Neste capitulo é descrito o contexto do estudo e sdo destacadas as principais caracteristicas
dos alunos que nele participaram. Finalmente, faz-se o enquadramento dos procedimentos de
investigacdo, caracterizando as técnicas utilizadas em conformidade com a perspetiva da
Engenharia Didatica. E ainda apresentada a justificacio das opcdes metodoldgicas do
presente estudo, evidenciando-se as principais caracteristicas e particularidades da

Engenharia Didatica enquanto metodologia de investigacao de indole qualitativa.

3.1 O Contexto da Pesquisa

O presente estudo foi realizado em Angola, pais situado em Africa, na zona subequatorial e
tropical do hemisfério sul, no sudoeste do continente africano. Angola subdivide-se, do ponto
de vista administrativo, em dezoito provincias, a saber: Cabinda, Zaire, Uige, Bengo, Luanda
(capital do pais), Kwanza-Norte, Kwanza-Sul, Malanje, Lunda Norte, Lunda Sul, Benguela,
Huambo, Moéxico, Cuando-Cubamgo, Huila, Cunene e Namibe. A superficie do territério é de
1.246.700 km* (Neto, 2012) e Angola tem atualmente uma populacio que se estima entre 28 e
29 milhées de habitantes, com base no Ultimo censo realizado em 2014 (a projecdao do

Instituto Nacional de Estatistica de Angola é de 28.359.634°).

Segundo o que é relatado em estudos do Banco Mundialﬁ, Angola é um grande produtor de
petrdleo (correspondendo a mais de 90% das suas exportacdes), para além de muitos outros
recursos naturais, como os diamantes. A economia tem vindo a revelar nos Gltimos anos um
certo abrandamento que decorre, em grande parte, da elevada dependéncia da exportacao
de petréleo e da reducdo de entrada de moeda estrangeira no pais. A inflacdo tem
igualmente sofrido um crescimento acentuado, sendo hoje uma das mais elevadas dos paises
da Africa subequatorial. Angola tem vivido, por isso, uma diminuicdo na despesa do estado
em politicas e empreendimentos sociais. Atualmente, o pais enfrenta um conjunto de
desafios importantes, entre os quais se inclui a diversificacdo da economia, a construcao de
infraestruturas e a melhoria das condicoes de vida da populacdao e dos indicadores de

desenvolvimento humano.

> Informacao extraida aos 11/11/2017 no site oficial do INE de Angola:
http://www.ine.gov.ao/xportal/xmain?xpid=ine
6 Informacao disponivel em: http://www.worldbank.org/pt/country/angola/overview
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3.1.1 O Sistema de Ensino em Angola

Angola herdou da colonizacdo portuguesa um sistema de educacao débil, caracterizado pelo
acesso limitado a frequéncia do ensino secundario e pela falta de investimentos na qualidade
de ensino; dados preocupantes mostravam que cerca de 33% da populacao adulta era
analfabeta e 66% da populacao em idade escolar encontrava-se fora do sistema escolar, havia
escassez e auséncia de materiais didaticos basicos para o ensino e aprendizagem, e também
havia inadequacao dos conteldos educativos estabelecidos nos curriculos (Neto, 2012). Como
medida adotada para inverter a situacao, em 1977, Angola reformulou e restruturou o sistema
de educacao, cuja vigéncia se estendeu até 2001. Esse Sistema de Educacdo, implementado
em 1978, e aprovado a luz do Decreto n°® 40/80, de 14 de Maio, caracterizou-se por garantir
uma maior oportunidade de acesso a educacao, continuacdo de estudos, alargamento da
gratuidade a todos os niveis de ensino e pelo aperfeicoamento permanente do pessoal
docente (Neto, 2012).

Zau (2009), ao descrever os trilhos de desenvolvimento de Angola, revela que varias
dificuldades se manifestam no sector da educacdo, nomeadamente, a caréncia de recursos

humanos e a baixa frequéncia escolar da populacao.

A luz de um estudo diagnéstico, realizado em 1986, sobre o sistema de educacao e face ao
fraco desempenho do sector da Educacdo, em termos qualitativos e quantitativos, provocado
por varios fatores, em 2001, é aprovada a Lei de Base do Sistema de Educacao. Assim, a Lei
13/01, de 31 de Dezembro, estabelece as bases legais para a Realizacao da 22 Reforma
Educativa em Angola, cujos objetivos gerais sao: a expansao da Rede Escolar; a melhoria da
Qualidade de Ensino; o reforco da eficacia do Sistema de Educacao e a Equidade do Sistema
de Educacao, (MED-Angola, 2012).

Tal como se pode ver na figura 4, o sistema de educacao abarca a educacdo pré-escolar, com
a duracédo de cinco anos, o ensino primario organizados em seis classes, o ensino secundario
que inicia com um primeiro ciclo de trés classes e termina com um segundo ciclo que pode ser
de trés ou quatro anos, e o ensino superior, onde o aluno pode ingressar num curso de

graduacao e pode progredir posteriormente para cursos a nivel de pos-graduacao.
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ORGANIGRAMA DO SISTEMA DE EDUCACAO
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Figura 4: Organigrama do sistema de educacao angolano

0 ensino superior publico foi implantado em Angola ja no periodo colonial, concretamente no
ano de 1962, com a criacao dos Estudos Gerais Universitarios de Angola. Neste mesmo ano, a
Igreja Catolica havia criado o Instituto Pio XlI, destinado a formacdo de assistentes sociais;
importa salientar que quatro anos antes, isto €, em 1958, a Igreja Catdlica criou com
finalidades especificas os seus seminarios, com estudos superiores em Luanda e no Huambo
(antes Nova Lisboa). Importa salientar que no ambito da criacdo dos Estudos Gerais
Universitarios de Angola foram criados cursos nas cidades de Luanda (medicina, ciéncias e
engenharias), de Huambo (agronomia e veterinaria) e de Lubango (antes Sa da Bandeira) que
albergou os cursos de letras, geografia e pedagogia. Em 1968, os Estudos Gerais Universitarios

de Angola foram transformados na Universidade de Luanda.

Em 1976, foi criada a Universidade de Angola como Unica instituicido de ensino superior de
ambito nacional, isto €, um ano depois da independéncia politica. A partir do ano 1985, a
Universidade de Angola passou a designar-se Universidade Agostinho Neto, que se manteve
até 2009 como Unica instituicao de ensino superior publica em Angola. Ao longo desse periodo

foram criadas diversas unidades organicas.

Com o término da guerra civil, em 2002, verificou-se um crescimento vertiginoso da
populacado universitaria pois deu-se inicio a uma consideravel expansao do ensino superior,
pelas diferentes provincias de Angola, que contribuiu para o acesso de um nimero cada vez

maior de jovens a diversos cursos.

Em 2009, a Universidade Agostinho Neto (UAN) sofreu um redimensionamento, dando lugar a
outras sete universidades de ambito regional, mantendo-se a UAN a funcionar em Luanda e na
provincia do Bengo, enquanto as faculdades, institutos e escolas superiores localizados nas

demais provincias passaram a ficar afetos as novas universidades estatais. Entre elas esta a
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Universidade Mandume ya Ndemufayo que herdou as unidades organicas localizadas nas

provincias de Huila e Namibe que hoje formam a VI regido académica (Fig. 5).

® VI REGIAO ACADEMICA

Figura 5: Indicacao da VI Regidao Académica no mapa de Angola

Sobre a qualidade do ensino superior em Angola, nada se pode afirmar perentoriamente,
porque, tal como refere Carvalho (2012, p. 260), “ndo esta feita qualquer avaliacao a
instituicées de ensino superior em Angola”. O mesmo autor refere que embora nao haja
elementos de avaliacao das instituicoes de ensino superior, existem elementos que,
isoladamente, refletem a qualidade de ensino e tudo sugere que a qualidade de ensino nas
instituicdes de ensino superior em Angola é globalmente baixa. De entre os elementos que
concorrem para a ma qualidade do ensino superior em Angola, tendo em conta os intentos do
presente estudo importa aludir aos seguintes: (1) Uma ma qualidade de ensino desenvolvido
em niveis anteriores, que conduzem ao acesso ao ensino superior por parte de estudantes que
obtém avaliacdes negativas no exame de admissdo, conforme retrata Vera Cruz (2008); (2)
Uma deficiente aposta na formacado e atualizacdo dos docentes, tal como Carvalho (2012)

aponta.

3.1.2 O Contexto do Ensino Superior em Angola

A semelhanca dos curriculos vigentes em diversos paises do mundo, em Angola, a Matematica
aparece no ensino superior como disciplina complementar nos cursos de ciéncias sociais,
artes, ciéncias biologicas e da saude. Nos cursos de engenharia e ciéncias exatas, a

Matematica esta presente quer como disciplina geral quer como disciplina especifica.

Tal como se afirmou anteriormente sobre o conhecimento da qualidade de ensino superior
angolano, no computo geral, existem poucos estudos sobre a qualidade das praticas e
estratégias de ensino da Matematica em Angola. Os poucos estudos neste sentido, tal como se
sintetiza no inicio do capitulo quatro deste trabalho, revelam que ainda ha muito a fazer para

que haja um ensino qualitativamente equiparavel ao praticado nos paises de vanguarda.
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A instituicdo em que decorreu o estudo

O presente estudo foi realizado na Escola Superior Politécnica do Namibe (ESPtN), unidade
organica da Universidade Mandume ya Ndemufayo (UMN), criada pelo Decreto n° 7/09 de 12
de Maio (artigo 16°); esta é uma pessoa coletiva de direito pUblico, dotada de personalidade
juridica, e de autonomia cientifica, pedagogica, administrativa, financeira, patrimonial e
disciplinar tutelada pelo Governo Angolano através do Ministério do Ensino Superior, Ciéncia,

Tecnologia e Inovacao.

A UMN integra no seu seio instituicoes de ensino universitario e ensino politécnico, com
organizacao unificada, destinada a formacdo de quadros superiores e de investigadores nos
diversos ramos do saber cientifico. A UMN é a unica universidade publica da 6 regiao
académica, abarcando as Provincias de Huila e Namibe, com sede na cidade do Lubango,

Provincia de Huila (Fig. 5).

Na provincia do Namibe, a UMN conta com duas escolas superiores, nomeadamente a Escola
Superior Pedagogica e a Escola Superior Politécnica do Namibe, anteriormente designada por
Escola Superior de Ciéncias e Tecnologias do Namibe. Fazendo parte da Universidade
Agostinho Neto (UAN), iniciou a sua atividade no ano letivo 2004/2005, tendo sido inaugurada
no dia 11 de Novembro de 2004, por Sua Exceléncia Eng.° José Eduardo dos Santos, entao
Presidente da Republica de Angola. Com a entrada em vigor dos Decretos n° 5/09, de 7 de
Abril (criacdo das Regides Académicas) e n° 07/09, de 12 de Maio (redimensionamento da
UAN), assumiu a identidade de Escola Superior Politécnica do Namibe (ESPtN), tendo
ministrado cursos conducentes ao grau de bacharelato até 2011. No ano letivo de 2012 foram

reestruturados os cursos existentes e expandidos para concederem o grau de licenciatura.

No seu catalogo geral lé-se, a respeito da sua missdo, que a ESPtN é orientada para a
prossecucao dos objetivos do ensino superior politécnico no ambito das tecnologias, das
ciéncias econdmicas e empresariais, engenharias e areas afins. A mesma fonte sublinha que a
ESPtN busca o melhor na formacao dos jovens de modo a proporcionar licenciados
competentes e capazes de atender as demandas e as vertiginosas mudancas que ocorrem nos
meios e processos produtivos, cada vez mais subordinados as novas tecnologias e aos saberes

matematicos.

A ESPtN conta com uma boa estrutura fisica: as salas de aulas podem albergar, em média,
quarenta e cinco alunos e estao bem conservadas, conta com uma biblioteca com capacidade

para oitenta alunos, varios laboratorios e oficinas com algum equipamento.

Por ser a Unica escola publica a oferecer cursos de licenciatura em engenharia na provincia do
Namibe, recebe estudantes provenientes de diversos cursos e escolas do ensino pré-

universitario, o que faz com que haja turmas bastante heterogéneas e isso ocorre, também,
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no curso de Engenharia do Ambiente, especificamente na turma em que a presente

investigacao foi realizada.

O curso de Licenciatura em Engenharia do Ambiente

O curso de Licenciatura em Engenharia do Ambiente, em funcionamento no seu curriculo
pleno, esta organizado em 5 anos letivos, perfazendo 10 semestres. As unidades curriculares
inerentes a estudos matematicos sdo ministradas nos dois primeiros anos e tém suas cargas

horarias conforme a tabela seguinte (Tabela 4).

Tabela 4: Disciplinas de Matematica do curso de Engenharia do Ambiente

Ano Semestre Unidade Curricular Carga horaria
Semestral
1° Ano 1° Semestre | Analise Mgtemética 64 Aulas
2° Semestre | Algebra Linear 64 Aulas
2° Ano | 1° Semestre | Probabilidades e Estatistica 64 Aulas

O ano letivo esta dividido em dois semestres, com a duracdo de 16 semanas cada;
diariamente os alunos tém seis aulas com a duracdo de quarenta e cinco minutos,
intercaladas com intervalos de 5 minutos, e o aluno pode optar pelo horario diurno ou

noturno.
A unidade curricular de Andlise Matemadtica

Os dados deste estudo foram recolhidos durante o trabalho desenvolvido na unidade
curricular de Analise Matematica, durante o primeiro semestre letivo do ano académico de
2016. Nesta conformidade, sublinha-se que, quando foi realizada a coleta de dados, os alunos

participantes contavam apenas com os conhecimentos adquiridos no ensino pré-universitario.

Por ser pertinente e para melhor esclarecer o curriculo em vigor no contexto em que
decorreu a coleta dos dados que foram obtidos e posteriormente selecionados e serao
apresentados e analisados no capitulo cinco, enuncio, a seguir, os pontos principais do
programa da unidade curricular de Analise Matematica, designadamente o tépico dedicado ao
estudo de Sucessdes Numeéricas. Este tema do programa foi o foco do estudo, tendo por base

a resolucao de problemas e o recurso a folha de calculo.

1- Sucessoes Numéricas
1.1 Definicao

1.2 Subsucessao
1.3 Sucessdes monodtonas
1.4 Sucessoes limitadas

1.5 SucessOes convergentes
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2- Funcoes reais de variavel real
3- Calculo Diferencial em |R

4- Calculo Integral em |R

A instituicdo onde esta investigacdo decorreu apresenta uma boa estrutura e também
condicdes fisicas e materiais, como ja foi assinalado. As aulas foram realizadas numa das duas
salas ou laboratorios destinados essencialmente as aulas de Informatica. Estdo por isso
preparadas para a realizacdo de aulas de informatica basica, contando com trinta
computadores. No decurso das aulas onde foram recolhidos os dados para este estudo,
basicamente nao houve factos negativos a ressaltar; a sala estava sempre em condicoes para
a realizacdo de cada aula, oferecendo lugares para até 60 alunos. No entanto, ao longo da
experiéncia de ensino implementada, cada computador foi utilizado por um sé aluno. A sala
estava sempre preparada e arrumada para receber os alunos, havendo o material necessario
para o trabalho em sala de aula. O projetor também ja estava na sala e foi possivel fotocopiar
antecipadamente o material para as aulas, de modo a disponibilizar a todos os alunos da
turma os enunciados dos problemas propostos em folhas impressas. Além do pacote Office,
nos computadores estavam instalados outros softwares, entre eles, o aTube Catcher 2.0, que

permitiu video-gravar tudo quanto os alunos fizeram no Excel durante as aulas.

3.1.3 Os Participantes do Estudo

O professor-investigador

O professor-investigador leciona a disciplina de Analise Matematica ha mais de treze anos.
Iniciou a sua trajetoria profissional, fazendo o curso médio de Formacao de Professores para o
primeiro ciclo do ensino secundario e trabalhou como professor do ensino primario durante
trés anos. Fez o curso superior de Ciéncias da Educacdo, na opcdao de Matematica, e desde
entdo passou a lecionar Matematica e Metodologia de Ensino da Matematica no curso de

formacao de professores para o ensino primario.

Um ano apo6s ter concluido a licenciatura, passou a trabalhar no ensino superior, lecionando
varias disciplinas integradas em diversos cursos, numa instituicdo pUblica. Conhece bem o
curriculo de Matematica no ensino médio e pré-universitario e leciona no ensino superior ha

dez anos como professor.

Apesar de uma pratica consideravelmente ja consolidada em muitos aspetos, é aberto a
introducao das novas tecnologias no ensino da Matematica, por influéncia de um mestrado em
Novas Tecnologias Aplicadas a Educacao. Nos Ultimos cinco anos trabalhou com turmas dos
cursos de licenciaturas em Engenharia Mecanica e Elétrica, lecionando as unidades
curriculares inerentes a Analise Matematica e Algebra Linear. A vontade de efetuar um estudo

baseado nas perspetivas tedricas e pedagogicas de Modelos e Modelagdo levaram o professor-
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investigador a trabalhar ainda com wuma turma de Engenharia do Ambiente.
Intermitentemente, experimentou alguns softwares para o ensino da matematica, com maior
destaque para o GrafMath. Nao cursou disciplinas especificas sobre a utilizacao do Excel na
aula de Matematica, unicamente recorreu ao uso do Excel durante a resolucdo de alguns
problemas durante o seu curso de Doutoramento. Nao realizou, portanto, estudos
sistematicos, teodricos ou praticos, sobre a utilizacdo de Excel no ensino antes da realizacao

do presente estudo.

O trabalho com estudantes do curso de Engenharia do Ambiente constituiu um desafio
consideravel, pois no geral as turmas sao constituidas por estudantes provenientes de cursos
pré-universitarios com pouca carga horaria e curriculos de matematica relativamente pobres.
Tal facto, de alguma maneira, contribui para algum desinteresse pela Matematica por parte

dos alunos que ingressam no curso.

Um ano antes de desenvolver a presente investigacao, o professor-investigador adotou a
metodologia de ensino-aprendizagem de Matematica através da resolucdo de problemas. A
frequéncia do Doutoramento em Didatica da Matematica garantiu um bom alicerce teorico
sobre a resolucao de problemas e sobre as atividades propulsoras de modelos enquanto
tarefas ricas e interessantes como contexto de aprendizagem. Outro aspeto desafiador
vivenciado pelo professor-investigador prende-se com a grande diferenca entre as turmas de
Engenharia Mecanica e Elétrica, geralmente compostas por estudantes com melhor dominio e
gosto pela matematica, e os alunos da turma de Engenharia do Ambiente que chegam ao
ensino superior sem muita preparacao em termos de conteldos matematicos. Por isso, uma
das preocupacdes, ao conceber as atividades propulsoras de modelos, foi a de que o nivel
exigido fosse compativel com o conhecimento matematico da média da turma, ou seja, com

os conhecimentos matematicos trazidos pelos alunos da sua formacao pré-universitaria.
Os alunos

Os alunos foram os principais sujeitos do presente estudo. A turma onde foi feita a coleta de
dados era constituida de 45 alunos, dos quais 18 eram repetentes, pelo que no presente
estudo foi considerado o grupo dos 27 novos alunos. Recorrendo a um questionario aplicado
semanas antes do inicio da experiencia didatica, foi possivel delinear o perfil geral da turma.
0 questionario era constituido de questdes estruturadas, relacionadas com a vida escolar dos
alunos, a sua relacao com a Matematica, as experiencias provavelmente vivenciadas com a
utilizacdo de computadores no ensino, bem como a sua opcdo de estudos académicos

profissional (Anexo I).

A data da aplicacdo do questionario, a maior parte dos alunos eram jovens, com idades
compreendidas entre 19 e 29 anos; mais de metade dos quais além de estudarem ja tinham

tido ou estavam a desempenhar uma atividade laboral com uma jornada de pelo menos 3
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horas diarias de trabalho. A maior parte dos elementos da turma sao provenientes de escolas
publicas, onde frequentaram cursos médios ou pré-universitarios, predominantemente nas
areas de ciéncias humanas, linguas, geografia-historia e biologia-quimica. Isto sugere uma
categoria de alunos com um historico relativamente desfavoravel no que tange ao seu
desempenho em matematica, visto que nos curriculos desses cursos de ensino médio e pré-
universitario a matematica aparece como uma disciplina complementar, com poucas horas
semanais e apenas no primeiro ano, quanto muito até ao segundo ano, aliado a uma visao
errada de que a matematica ndo sera muito importante na vida académica e profissional

destes jovens.

Para ingressar no curso superior, os alunos do curso de Engenharia Ambiental na ESPtN fazem
um exame de acesso constituido pelas disciplinas de Lingua Portuguesa, Matematica, Biologia
e Quimica, em que a Matematica tem um peso de 11% na média ponderada para o acesso.
Importa referir que, quando se pronunciaram relativamente as razoes que estavam na base da
sua escolha do curso, as afirmacdes mais frequentes dos alunos foram: "porque a instituicao
que administra o curso é perto de casa", "porque nao fui admitido em outros cursos”,
"pareceu-me que tem pouca matematica”, "em principio, € um curso com poucos calculos”. Os
poucos estudantes que realmente fazem o curso como primeira opcao apresentam como
justificacdo da sua escolha a pequena "carga matematica” do curso, ao passo que quase todos
os que frequentam o curso como alternativa consideram que este curso é profissionalmente

promissor.

Os estudantes assumiram saber que o curso teria alguma Matematica no seu plano curricular e
consideraram-na relevante para sua formacao profissional. Alegaram também que gostariam
de ter um bom dominio dessa disciplina e confessaram ter tido um desempenho pouco
satisfatorio nas disciplinas de Matematica no ensino pré-universitario, algo que os levava a

adivinhar algumas dificuldades associadas a uma fraca preparacao em Matematica.

Grande parte destes alunos ficaram alguns anos sem estudar entre o final do ensino médio e o
inicio do curso superior e neste periodo dedicaram-se a algumas atividades laborais. Importa
salientar o fato de que a grande maioria dos alunos tinha alguma experiéncia de utilizacdo do
computador sobretudo no meio laboral e durante as aulas de Informatica. O MS-Word destaca-
se de entre os programas mais explorados, mas os estudantes assumem igualmente ter
conhecimentos sobre as funcionalidades basicas do MS-Excel. De igual modo, os alunos
mostraram muito entusiasmo com a ideia de utilizar computadores, como ferramenta auxiliar

para a resolucao de problemas, enquanto estudam Matematica.

81



3.2 A Engenharia Didatica como Opc¢ao Metodoloégica

Logo de inicio, e durante a realizacdo do presente estudo, tiveram-se em conta as
preocupacdes inerentes as questdes metodoldgicas. E uma das ideias basilares na conducio de
uma investigacao o facto de que a definicdo e o desenho da metodologia confere seguranca a
realizacdo do estudo e, ao mesmo tempo, a consisténcia da metodologia € uma condicdo de

validade dos resultados alcancados e de legitimidade do proprio trabalho de pesquisa.

A opcao metodoldgica de uma investigacao depende geralmente dos objetivos estabelecidos
no estudo, e por consequéncia esta estreitamente relacionada com as questdes a que o
estudo procura responder. Tal como foi frisado no capitulo introdutério, o presente estudo
pretende diagnosticar algumas das barreiras e dificuldades de aprendizagem no tema de
sucessoes numeéricas, caracterizar a abordagem usual que é feita ao tema, elaborar e
experimentar uma sequéncia didatica baseada em atividades geradoras de modelos, analisar
o trabalho feito pelos alunos com recurso a folha de calculo, tendo como referéncia os
registos de representacdes semidticas mobilizados pelos alunos durante as primeiras fases da
sequéncia didatica, bem como a construcao de modelos decorrente das atividades propostas,

considerando o protagonismo e a relevancia da folha de calculo na atividade dos alunos.

A construcao de modelos por parte dos estudantes é um dos principais aspetos focados nas
questdes de investigacdo. Pela sua natureza, a participacdo em sala de aula é a fonte de
dados mais natural e mais adequada para o estudo da questao. Isso levou o investigador a
realizar uma ‘investigacdo em acao’ de modo a garantir a observacao de detalhes
indissociaveis do contexto em que se verificam. O investigador optou ainda pela Engenharia
Didatica enquanto modalidade de investigacdo num paradigma de indole interpretativa, uma
vez que a preocupac¢ao do estudo se prende com a interpretacdo e explicacao das atividades
dos alunos, a luz dos referenciais teoricos considerados, tendo em conta o contexto sala de

aula e a arquitetura didatica definida para a implementacdo de uma experiéncia de ensino.

Bogdan e Biklen (1994) destacam cinco caracteristicas principais de um estudo qualitativo,
sendo que as duas primeiras se prendem com a natureza e proveniéncia dos dados. Estes
autores sublinham que os dados recolhidos sao essencialmente descritivos e ricos em termos
de detalhes, relativamente a pessoas, lugares e dialogos e o seu tratamento estatistico é de
certa forma consideravelmente dificil ou inexecutavel; o ambiente natural é tido como a
fonte direta dos dados, pelo que o investigador tem um papel ativo em todo processo

investigativo, deste a recolha até a analise dos dados.

Os mesmos teodricos destacam ainda o papel central do investigador no ambito de um estudo
qualitativo, a natureza da analise de dados e as principais preocupacdes que movem o
pesquisador em investigacoes desta natureza. Em linhas gerais, o investigador fica mais

interessado nos processos (que sao realizados pelos participantes) do que nos resultados;
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usualmente, os investigadores recorrem a uma analise indutiva dos dados com vista a
construir abstracbes com base na analise de dados particulares. Nao interessa geralmente
confirmar hipoteses previamente colocadas, uma vez que o pesquisador se preocupa
fundamentalmente com a compreensao das perspetivas dos participantes no fenomeno em

investigacao.

Embora com caracteristicas comuns, as investigacoes qualitativas podem ser realizadas
segundo diversas modalidades que obviamente requerem ou privilegiam métodos e
procedimentos especificos. Em Educacdao Matematica, uma das modalidades de investigacao
qualitativa a ter em conta refere-se a Engenharia Didatica que, tal como afirma Artigue
(1996), emergiu em Didatica da Matematica na década de 1980, nas discussdes do IREM, tendo
sido idealizada por Brousseau como suporte metodoldgico para as pesquisas em torno de

questoes e problematicas de Didatica da Matematica.

Artigue (1996) explica que a Engenharia Didatica € uma forma de trabalho didatico, em certa
medida analoga ao trabalho do engenheiro que, para realizar um determinado projeto
concreto, se apoia nos seus conhecimentos cientificos, admitindo um controlo cientifico mas
que, ao mesmo tempo, se encontra obrigado a trabalhar sobre objetos muito mais complexos
do que os objetos depurados da ciéncia. Por isso, valendo-se de todos os meios ao seu
alcance, debruga-se e estuda de forma pratica problemas que pela sua natureza ultrapassam

as fronteiras da ciéncia pura e tedrica.

A Engenharia Didatica difere de outros tipos de pesquisas baseadas na experimentacdao em
sala de aula, pelo seu proprio enquadramento e pelas formas de validacdo a que esta
associada. Com efeito, as investigacbes que recorrem a experimentacdao em sala de aula
enquadram-se, em muitos casos, numa abordagem comparativa associada a validagao
externa, tendo por base a comparacao estatistica do desempenho de grupos experimentais e

de controlo.

Chevallard (2001) sublinha que entender melhor os processos didaticos e os fendmenos que
estes originam na aula € um dos grandes focos da investigacdo em Didatica da Matematica.
Este autor parte do principio que entender melhor o processo de investigacao é condicao
necessaria para poder dar respostas solidas as dificuldades didaticas vivenciadas no dia-a-dia

pelos alunos, educadores matematicos e outros atores sociais.

A Engenharia Didatica, vista como uma metodologia de investigacao, caracteriza-se por um
esquema experimental baseado em intervencdes didaticas na sala de aula, isto é, envolvendo
a concecao, a realizacdo, a observacao e a analise de sequéncias didaticas. Tal esquema,
como Artigue (1996) enfatiza, compde-se de quatro fases, nomeadamente: (i) a analise
preliminar, (ii) a concecao e analise a priori, (iii) a experimentacdo e (iv) a analise a

posteriori e validacao. Na pratica, as quatro fases de uma Engenharia Didatica ocorrem de
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uma forma dinamica pelo que a elaboracao e concretizacao da Engenharia Didatica necessita,
nalguns momentos, da articulacdo, da antecipacdo e até da sobreposicdo dos elementos

caracterizadores destas quatro fases.

A fase central é a experimentacdo, pois tudo quanto é feito antes visa viabilizar da melhor
forma possivel a concretizacdao de uma proposta didatica e tudo quanto é feito depois tem em
atencao o que ocorreu na experimentacao. Durante a concretizacao desta fase, o investigador
deve levar a cabo procedimentos de recolha de dados para sistematicamente implementar a
transformacdo destes em informacao relevante para a sua problematica de investigacao.
Recomenda-se que os dados recolhidos sejam pertinentes em relacao os objetivos da
investigacdo, de tal modo que permitam responder as questdes centrais do estudo, Em Gltima
analise, os factos deverado aferir a pertinéncia dos sistemas tedricos nos quais se inserem as
respostas as questoes centrais que norteiam o estudo (De Bruyne, Herman & De Schoutheete,
1974; Lessard-Hébert, Goyette & Boutin, 2005).

Nessa fase, o investigador inicia o contacto direto com o mundo real através de
procedimentos e técnicas de recolha de dados. Importa salientar que a recolha de dados tem
de se guiar por critérios de fidelidade, validade, qualidade e eficiéncia, para desempenhar o
papel que lhe cabe. Para esta importantissima empreitada, a literatura sugere a aplicacao de
trés técnicas diferentes: os inquéritos por entrevista (inquérito oral) ou os inquéritos por
questionario (inquérito escrito); a observacdo direta (sistematica) e a observacao
participante; e, por fim, as analises documentais (Lessard-Hébert, Goyette & Boutin, 2005;
Terra, 2014).

Num determinado estudo, as técnicas de recolha de dados podem ser utilizadas de forma
simultanea e complementar e nio devem ser confundidas com os modos de investigacdo’ que
constituem meios de abordagem cientifica ao real (De Bruyne, Herman & De Schoutheete,
1974; Lessard-Hébert, Goyette & Boutin, 2005).

3.2.1 Procedimentos Metodolégicos

Tal como foi referido anteriormente, existem varios procedimentos metodoldégicos que o
investigador qualitativo pode utilizar. Tuckman (2000) e Terra (2014) referem que em funcao
das fontes de obtencdo de dados que se podem considerar, num estudo de caso, o
investigador pode recorrer basicamente a trés procedimentos que sao a observacdo, o
inquérito e a analise documental. Estes procedimentos nao sao necessariamente disjuntos,
pelo que podem ser implementados simultaneamente, de forma paralela, ou

interpoladamente.

7 Nos modos de investigacdo estamos a considerar: o estudo de caso, as analises comparativas, a
experimentacao em laboratério ou no campo (De Bruyne, Herman & De Schoutheete, 1974; Terra,
2014).
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A observacéo, segundo Terra (2014), é entendida como uma técnica de recolha de dados, de
tipo sistematico, deliberadamente planeada e conscientemente organizada pelo investigador,
podendo ser realizada direta ou indiretamente. Durante a realizacao de uma observacao
direta, o proprio investigador recolhe os dados sem a intervencao consciente dos sujeitos
observados. O investigador utiliza apenas um guia de observacao, identificando todos os
indicadores pertinentes a considerar, tendo em conta os intentos enquanto investigador num
dado contexto (Lessard-Hébert, Goyette & Boutin, 2005).

A observacao direta foi uma técnica utilizada neste estudo durante a fase de experimentacao
em sala de aula e ocorreu tal como Deshaies (1997), Lessard-Hébert, Goyette & Boutin (2005)
e Terra (2014) descrevem, isto é, as notas foram tomadas a respeito dos factos,
comportamentos e acoes conforme se verificaram na sala de aula durante a realizacao das

atividades propostas aos alunos.

Terra (2014) explicita que a observacao indireta é realizada com intervencao direta do sujeito
que em regra proporciona intencionalmente a informacao pretendida. Geralmente, o sujeito
responde a perguntas, intervindo, deste modo, na producao da informacao. A informacao
recolhida por meio de uma observacao indireta € menos objetiva, por haver dois mediadores

entre a informacao procurada e a informacao obtida.

0 inquérito por questionario é uma das vertentes de observacao indireta, tal como Lessard-
Hébert, Goyette e Boutin (2005) e também Terra (2014) afirmam. Consiste em colocar a um
grupo sujeitos, com um certo nivel de conhecimento, um conjunto de perguntas de modo a
obter informagdes sobre factos, comportamentos e tendéncias que podem ajudar o
investigador na compreensao ou esclarecimento de aspetos da realidade em estudo. No
ambito do presente estudo, o inquérito por questionario foi a técnica usada para entender
alguns aspetos caracteristicos da turma participante no estudo e durante a fase de analise
preliminar do fendmeno a investigar, esta técnica permitiu retratar as praticas de ensino da

Matematica mais predominantes na escola Superior Politécnica do Namibe.

Nas circunstancias concretas do presente estudo, o investigador conhece bem o contexto em
que foi realizado o estudo, pelo que tem uma opiniao formada a respeito dos seus principais
elementos e do contexto social. Deste modo, os inquéritos permitiram recolher dados que
serviram para legitimar a descricdao feita sobre os sujeitos e sobre as praticas de ensino
predominantes na instituicdo em que decorreu a experiéncia. Tal como Terra (2014) sublinha,
os inquéritos destinam-se ao levantamento de dados para sustentar um conhecimento
fundamentado bem como a verificacdo de suposicoes teodricas e a analise das conexdes que
essas conjeturas evidenciam. E, além disso, tal como a mesma autora aconselha, o
questionario visou a caracterizacao dos inquiridos por forma a enquadra-los no ambito do seu

contexto de vida e percurso escolar em Matematica. Foram ainda tidos em conta aspetos
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inerentes a disponibilidade, a honestidade e a consciéncia dos inquiridos pois reconhece-se

que teriam uma certa influéncia nas respostas.

Como muitos outros investigadores, Dalfovo, Lana e Silveira (2008) referem que, para atender
a aspetos e circunstancias especificas de um estudo, um dos procedimentos apropriados para
complementar a recolha e a apreciacdo de dados € a analise documental. Agostini e
Terrazzan (2010), por exemplo, sublinham que a analise documental consiste em tratar dados
“brutos” contidos em documentos relacionados com o problema em estudo, de tal modo que
possam ser tratados, interpretados e referenciados ou reaproveitados, de acordo com os

designios do estudo.

Em termos praticos, a analise documental consubstancia-se na recolha de informacao e da
posterior analise de aspetos documentados que foram gerados no ambito ou a respeito das
atividades relacionadas com o problema em estudo, tais como leis, regulamentos, registos de
rotina e no caso da investigacdo educacional, os programas, orientacées metodologicas,
estatutos e até registos de planificacoes de atividades. Efetuar uma analise documental pode
revelar-se um procedimento muito importante sobretudo nas ocasides em que os documentos
analisados proporcionam informacao interessante sobre as atividades realizadas e os
processos que aconteceram, podendo nestas conjunturas fornecer ideias frutiferas, isto &,

propulsoras de indagacdes que sugerem novas observacoes ou entrevistas.

Em certas situacoes de pesquisa, a analise documental é o Unico procedimento que permite
aceder a informacoes sobre o que aconteceu antes de se iniciar a investigacao. Por exemplo,
permite obter evidéncias de aspetos previstos nos regulamentos, programas e recomendagdes
ou orientacbes metodologicas que nunca foram postos em pratica. No ambito do presente
estudo a analise documental foi bastante pertinente durante a fase de analise preliminar e
nela foram analisados os planos curriculares e os programas de matematica do ensino pré-
universitario, registos de resultados de exames de acesso, bem como o programa da
disciplina. A analise documental também foi muito importante na fase iv) de analise a
posteriori, pois permitiu a analise dos relatorios e ficheiros resultantes do trabalho dos alunos

nas tarefas implementadas na sala de aula.

Numa investigacao qualitativa, a experiéncia de ensino é uma via pertinente para criar
situacoes reais de ensino-aprendizagem em ambiente natural que possibilitam ao investigador
a procura ou a busca de significados para os processos e acontecimentos que decorrem em
resultado de uma intervencao preparada e intencionalmente realizada (Shulman, 1996;
Domingos, 2003). Domingos (2003) sublinha que uma experiencia de ensino, no ambito de uma
investigacao qualitativa, € uma opcdo muito poderosa pois permite ao investigador formular
explicacdes sobre o comportamento dos alunos no tempo e no contexto reais. Tal como
defendeu Kantowski (1978), a experiéncia de ensino permite ao investigador perceber o

desenrolar dos processos e também compreender como o ensino pode influenciar, de maneira
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otimizada, esses processos. Essa foi uma das principais motivacées para a realizacao de uma
experiéncia de ensino neste estudo, pois ela visou produzir um contexto real que permitisse
descrever e interpretar os processos de desenvolvimento dos modelos conceptuais dos alunos,

no topico de Sucessdes Numéricas, induzidos por meio de tarefas propostas intencionalmente.

Domingos (2003) refere que historicamente as experiéncias de ensino, como forma de
operacionalizar um cenario investigativo, remontam aos trabalhos realizados por psicélogos e
pedagogos soviéticos, como Vygotsky, que sugeriu a criacdo de uma metodologia de
investigacdo de indole qualitativa para estudar o pensamento e a aprendizagem. A visdo
Vygotskyana partia do principio de que sob a influéncia de diferentes intervengdes é possivel
reproduzir de forma sistematica os processos mentais tal como estes se desenvolvem nos
sujeitos. Outros investigadores da linha construtivista, como Cobb e Steffe (1983), referem
igualmente que as experiéncias que os alunos obtém através da interacdo com os adultos
influenciam grandemente a construcao de conceitos formais. Assim, uma experiéncia de
ensino representa uma oportunidade de criar, registar e sistematizar situacdes de
aprendizagem em que o papel das tarefas ou a influéncia da utilizacao de recursos didaticos,

por exemplo, podem ser o foco da analise e interpretacdo do investigador.

Nesta conformidade, os contextos didaticos que propulsionam a construcdo de modelos
matematicos relativos a situacdes concretas e reais tornam-se importantes e elucidativos dos
processos de aprendizagem e dos modelos conceptuais desenvolvidos pelos alunos ao longo do
tempo. Por isso, também se considera que a interacao por periodos de tempo mais ou menos
longos entre os alunos e o investigador é particularmente desejavel pois permite a
compreensao dos raciocinios desenvolvidos pelos alunos, quando estes os expressam enquanto
resolvem as tarefas propostas. Domingos (2003) destaca que desta forma é possivel ter acesso
aos varios processos que os alunos utilizam quando trabalham nas tarefas propostas em sala

de aula.

3.2.2 Analise Preliminar

Numa pesquisa de Engenharia Didatica, a fase de concecao baseia-se, ndo apenas num quadro
tedrico didatico produzido e desenvolvido no campo de estudo, mas também num nimero de

analises preliminares que se relacionam com os propositos especificos da investigacao.

Segundo Artigue (1996), os aspetos a focar numa analise preliminar dependem dos objetivos
do estudo, mas em geral envolvem os seguintes: (a) a analise epistemoldgica dos conteldos
tratados no ensino; (b) a analise das praticas de ensino tradicional e dos seus efeitos; (c) a
analise das concecdes dos alunos e das dificuldades e obstaculos que determinam o seu
desenvolvimento e a sua aprendizagem; (d) o tipo de restricGes existentes no campo em que

se enquadrara a intervencao didatica.
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A autora refere que, geralmente, nem todos os aspetos mencionados aparecem
explicitamente escalpelizados nos trabalhos realizados a luz da Engenharia Didatica e
acredita que para cada investigacdo particular as dimensdes privilegiadas tém um

determinado significado didatico.

Pommer (2013) aclara esta questao, afirmando que na analise preliminar é feita uma revisao
bibliografica, envolvendo as condicoes e os elementos presentes nos varios niveis de
intervencao didatica e no ambiente onde ocorrera a pesquisa, assim como uma analise geral
dos aspetos historico-epistemoldgicos dos topicos do ensino a serem trabalhados e dos efeitos
a eles associados. Refere-se, neste caso, a efeitos relacionados com as concecdes,

dificuldades e obstaculos encontrados pelos alunos dentro desse contexto de ensino.

No presente estudo, a analise preliminar cingiu-se aos aspetos inerentes a “analise das
praticas de ensino tradicional e seus efeitos”, por se considerar ser a dimensao mais critica a
equacionar face ao objetivo de realizar uma experiéncia com carateristicas inovadoras,
designadamente ao colocar os alunos em atividade de resolucao de problemas apoiada pelo
recurso a folha de calculo. Concretamente, foi feita uma revisao bibliografica, envolvendo as
condicdes e contextos presentes nos varios niveis de intervencao didatica. Para o efeito, foi
elaborado e aplicado um inquérito que pretendeu obter um perfil geral da turma, conforme a
breve descricdo feita no presente capitulo dos alunos participantes. Na mesma senda, foi
feita uma analise documental com o objetivo de constatar os aspetos mais salientes
referentes a: (1) presenca do topico sucessdes numéricos nos diversos programas de Analise
Matematica e (2) recomendacdes metodologicas sobre o ensino deste tdpico. Ainda no ambito
da analise preliminar, foi feita uma revisao de literatura inicial que permitiu, por um lado, o
aprofundamento do referencial teorico adotado para o presente estudo e, por outro, uma
introducdo nao menos importante sobre as praticas vigentes no ensino superior angolano,
como se pode ver no capitulo quatro. Para possibilitar a documentacdo de dados mais
circunvizinhos do contexto do estudo, foi aplicado um inquérito que permitiu retratar as
praticas mais preponderantes de ensino da matematica na escola Superior Politécnica do

Namibe.

3.2.3 Concepgao e Analise a priori

Artigue (1996) explicita que na fase de concecéo e analise a priori, o pesquisador delimita as
variaveis micro-didaticas (ou locais) e as macro-didaticas (ou globais) respeitantes ao Sistema
Didatico (professor-aluno-saber) que tém de ser consideradas pelo professor/pesquisador para

levar por diante o seu projeto de Engenharia Didatica.

As variaveis didaticas sdo todos os elementos que ao serem alterados implicam mudancas nas
estratégias de trabalho matematico dos alunos, e € em funcao delas que o seu desempenho

evolui. Machado (2002) refere que é importante que o pesquisador as identifique para que
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possa fundamentar a construcdo das sequéncias didaticas que permitirao o surgimento do

conhecimento pretendido e a realizacao das aprendizagens esperadas.

Artigue (1996) considera que na analise a priori o carater descritivo e o carater preditivo sera
igualmente importante quando se considera o papel do aluno. Porém, Machado (2002)
enfatiza sobretudo a analise descritiva do papel do aluno, tendo em conta a centralidade das
situacdes “a-didaticas” criadas pelo professor, tal como se defende na TSD. Nesta perspetiva,
o aluno é o ator principal, sendo que o papel do professor como agente primordial é mais
significativo nas situacdes de institucionalizacao, sem prejuizo do que for estabelecido no

contrato didatico.

Na fase de concepcdo e analise a priori, o investigador comeca por fazer previsoes e
antecipacbes sobre as reacdes dos alunos as propostas de trabalho na sala de aula. Com
efeito, tal como se propde nas situacdes de acao descritas na TSD, os alunos refletem,
simulam e fazem tentativas, de modo a estabelecer um procedimento de resolucao, dentro
de um esquema de adaptacao, através de uma interacdao com o ‘milieu’. O investigador deve,
assim, aceitar e assumir que os alunos tém a seu cargo a tomada das decisdes que lhes

permitirdo organizar a resolucdo do problema ou da tarefa matematica proposta.

No ambito do presente estudo, foi planeada uma intervencao na sala de aula que consistiu na
“idealizacdo” de uma sequéncia didatica, no ambito do topico Sucessdes Numéricas,
conforme se expde no capitulo quatro do presente trabalho. Ai foram sugeridos os elementos
que se prevé que irdo propulsionar e impelir os alunos a implementarem mudancas nas suas
estratégias de atividade matematica. Foi ainda fundamentado o modo como o ‘milieu’
concebido e, em particular, as tarefas propostas permitem o surgimento do conhecimento

desejado e a consecucao de aprendizagens.

3.2.4 Experimentacao

Durante a fase de experimentacao, sao realizadas as sessoes de ensino-aprendizagem, o que
possibilita ao investigador efetuar observacoes e é nesta fase que emergem como altamente
significativas as producdes dos alunos. De acordo com Machado (2002), a experimentacao
consiste basicamente no desenvolvimento da aplicacdo da Engenharia Didatica. O investigador
procura proceder de modo que sejam verificadas as consideracdes e hipoteses levantadas na
analise a priori, tendo em atencao o contrato didatico, a aplicacdo dos instrumentos de

pesquisa e as observacdes que faz conjuntamente com as producdes dos participantes.

Tal como se advoga na TSD, é essencial a preocupacado da nao-interferéncia explicita de
elementos adulteradores da atividade do aluno, evitando-se explicacoes diretas ou ‘pistas’
que facilitem deliberadamente ou dirijam as resolucées dos alunos, propiciando assim

condicoes que permitam a mobilizacao do aluno para enfrentar o problema e para o resolver,
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pelo menos em parte, através da compreensdo e raciocinio e dos seus conhecimentos

anteriores (Brousseau, 1996).

Assim, a perfeita nocdo dos papéis de ndo-intervencdo do investigador e de acao
independente do aluno, bem como o respeito por tais condicdes, garantem o essencial para
caracterizar o contrato didatico no contexto de uma investigacdo baseada na Engenharia

Didatica.

Pommer (2013) acrescenta ainda que a principal intencao do investigador é a de propiciar
condicoes para colocar o sujeito em confronto com a situacao da forma mais independente
possivel, tal como se enfatiza no conceito de devolucao, descrito na TSD, em que se propde
que é ao aluno que cabe enfrentar o desafio intelectual de resolver as situacdes propostas,

como se o problema a resolver fosse dele (Brousseau, 1996).

Borasi (1992) esclarece também que a efetivacdo de uma experiéncia didatica € muito
conveniente quando se quer investigar, numa perspetiva naturalista, uma inovacdo que esta

longe das praticas de ensino vigentes.

Ora, sendo a Engenharia Didatica uma modalidade de investigacdo qualitativa, é importante
reconhecer que o investigador intervém diretamente na recolha de dados e que este facto
levanta questdes quanto a validade e fiabilidade do estudo. As questdes inerentes a
credibilidade de estudos qualitativos sao alias frequentemente abordadas na literatura sobre
investigacdo cientifica em educacdo (Bogdan & Biklen,1994; Yin, 2003), nomeadamente
porque numa investigacao qualitativa os dados sao, em certa medida, fruto da percecao e
interpretacao da situacdo por parte do investigador e esta pode ser afetada pelas suas
“convicgoes” iniciais. Yin (2003) considera que para debelar a questao inerente a fiabilidade
é fundamental que sejam empregues diversas fontes de evidéncia e que, ao mesmo tempo,
sejam adotadas diversas estratégias para a recolha e analise de dados, de tal modo que se
tenha a garantia de que dados correspondam, de modo verdadeiro e auténtico ao que

realmente se deseja compreender e representar.

Como se pode verificar no capitulo quatro do presente estudo, a experimentacao consistiu em
proporcionar aos alunos um contexto que visou estimular a sua construcao de modelos, a
partir de situacdes realistas, no decurso de uma atividade de resolucao de problemas em que
estes mobilizam e transformam registos semioticos. Tal contexto teve como funcao permitir
ao investigador compreender os modelos desenvolvidos pelos alunos enquanto resolviam as
tarefas propostas, assim como tornar evidentes as formas como utilizaram registos de
representacoes semioticas, analisando a forma como o recurso a folha de calculo teve

influéncia nesse processo.
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3.2.5 Andlise a posteriori e Validacao

Na fase de analise a posteriori e validacdo, o investigador faz o seu trabalho de analise das
evidéncias empiricas, considerando o conjunto de dados obtidos ao longo da experimentacdo
através das suas observacoes, registos video e audio do trabalho dos alunos, incluindo as suas
producdes escritas e os ficheiros digitais construidos com o Excel. Artigue (1996) enfatiza que
esta fase se caracteriza pelo tratamento dos dados recolhidos e pela sua confrontacao com a
analise a priori. A interpretacdo dos dados e a formulacao dos resultados permitem perceber
de que forma as questoes levantadas foram respondidas pela investigacao. Assim, podem ser
apuradas as contribuicoes dadas pelo estudo acerca das questdes de investigacao levantadas,
0 que constitui uma forma de garantir a generalizacao local e permite a validacao interna do

objetivo da pesquisa.

Seguindo os preceitos da Engenharia Didatica, enquanto opcao metodoldgica para a realizacao
de pesquisas de indole qualitativa, no presente estudo, para a concretizacdo da fase de
Analise a posteriori e Validacao, foi privilegiada a avaliacdo da implementacao da sequéncia
didatica concebida, conforme se pode encontrar no capitulo seis. Neste caso, a avaliacdo
consistiu basicamente em aferir em que sentido a experimentacao realizada permitiu lograr

os objetivos apontados na fase de analise a priori.

Posteriormente, na analise dos dados do presente estudo, foi basicamente considerado o
conteldo das producdes dos alunos recolhidas em sala de aula. Os dados abarcam as
gravacoes das acOes que os alunos selecionados para o estudo realizaram no computador e
que foram devidamente gravadas em video, bem como as respetivas explicacdes e narracoes,
produzidas oralmente, igualmente gravadas em audio. Importa aludir que as gravacées foram
obtidas com o auxilio do software aTube Catcher (Screen Recorder) instalado para o efeito
em todos os computadores que os alunos selecionados utilizaram para resolver as questoes

propostas no ambito do presente estudo.

Para melhorar a compreensao dos dados proporcionadas pelas gravacdes, foram também
considerados os registos escritos dos alunos, onde estdao evidentes as suas respostas e
resultados e algumas explicacoes, inerentes as questdes resolvidas em cada atividade
realizada. Como as atividades foram realizadas com recurso a folha de calculo, os ficheiros
produzidos pelos alunos durante as atividades foram considerados suplementos

sinergicamente importantes para complementar a compreensao.

A analise dos dados sera detalhada no capitulo 5, em trés seccdes uniformemente
padronizadas. Cada uma das seccbes correspondera aos dados proporcionados por cada um
dos trés alunos que foram sujeitos do estudo. Deste modo, em cada seccdo, sera apresentada,
numa primeira fase, uma descricao da atividade desenvolvida em cada questao proposta,
documentada e complementada com recortes de figuras e explicacdes retiradas dos seus

relatorios escritos, imagens capturadas de ecras do computador e explicacdes orais.
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Pretende-se com esta descricdo proporcionar uma visao holistica das resolucdes do aluno, dos
seus raciocinios e abordagens e do modo como usou a folha de calculo para concretizar os
seus objetivos. Numa segunda fase da analise, serao aflorados aspetos inerentes aos principais
referenciais teoricos adotados no estudo, designadamente: a Teoria dos Registos de
Representacdes Semioticas, concretizada através da identificacao dos tipos de representacoes
semioticas mobilizadas no ambito de cada questao e respetivos tratamentos e conversoes; e a
Teoria de Modelos e Modelacao, materializada mediante a enfatizacao das sucessivas formas
que os modelos construidos e utilizados pelo aluno foram assumindo ao longo da resolucao das

questoes.

Por ultimo, é feita uma sintese dos elementos mais evidentes que se observaram, de acordo
com cada uma das perspetivas teoricas, colocando-os em paralelo, de modo a permitir uma
melhor analise e interpretacdo das possiveis relacdes entre os dois aspetos centrais da
investigacao: o uso de representacdes semidticas, envolvendo o recurso a folha de calculo, e
também a construcdo e o desenvolvimento de modelos conceptuais a partir das MEAs

exploradas na sala de aula.
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Capitulo 4

A Sequéncia Didatica

Este capitulo diz respeito a concretizacao das duas fases iniciais da Engenharia Didatica, que
constitui a abordagem metodologica seguida no presente estudo. Mais concretamente, trata-
se aqui de dar a conhecer em pormenor as fases de analise preliminar do fenémeno em
estudo, e de concecéo e analise a priori de situacdes didaticas que serdo postas em pratica na
fase de experimentacao. A primeira fase refere-se, neste estudo, a uma breve caraterizacao
e problematizacdo das praticas de ensino dominantes no ambito do topico de sucessbes
numéricas, tanto no ensino pré-universitario como no ensino superior, especialmente no
contexto Angolano. A segunda fase consiste na idealizacdo de uma sequéncia didatica que
pretende provocar mudancas na atividade dos alunos na disciplina de Analise Matematica e
numa antecipacao das respostas e acdes dos alunos que levarao a aprendizagens, envolvendo
a resolucdo de problemas e o recurso a folha de calculo. Com esta sequéncia didatica,
pretende-se fomentar o desenvolvimento de modelos conceituais e promover o uso de
diferentes registos de representacao semiotica nos alunos. Os objetivos de cada situacéo
didatica serao assim descritos pormenorizadamente, em conjunto com as respostas e as

aprendizagens dos alunos que se preveem obter.

4.1 Analise Preliminar do Tratamento Didatico do Tépico
Sucessdes Numéricas

No segundo capitulo do presente trabalho, foi apresentado o quadro tedrico utilizado como
pano de fundo da investigacdao desenvolvida, mas tal como foi frisado no capitulo trés, numa
pesquisa de Engenharia Didatica, a fase de concecdo deve basear-se também num nimero de

analises preliminares que se relacionam com os propositos especificos da investigacao.

Como foi mencionado no capitulo anterior, Artigue (1996) sugere que as analises preliminares
podem privilegiar diversos aspetos dependendo dos objetivos do estudo. De entre as
sugestoes de Artigue (1996), no presente estudo, as analises preliminares consubstanciaram-
se na analise das praticas de ensino vigentes na Escola Superior Politécnica do Namibe e dos
principais efeitos dessas abordagens. Para a concretizacdo desse proposito, foi elaborado e
aplicado um inquérito que permitiu obter um perfil geral da turma, conforme a breve
descricao feita no capitulo anterior. Para melhor entender os aspetos mais relevantes
referentes ao tratamento do topico sucessdes numéricas foram analisados diversos programas
e manuais, bem como as recomendacdes metodologicas consideradas a respeito do topico. Foi
feita também, no ambito da analise preliminar, uma revisdo nao menos importante sobre as

praticas vigentes no ensino superior angolano.
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4.1.1 Nota sobre o ensino da Analise Matematica em Angola

Os estudos apontam uma quase total auséncia de investigacao cientifica no ambito dos
programas de ensino angolano e ha uma despreocupacdo com a publicacdo dos poucos estudos
que sao feitos nas instituicdes de ensino superior (Carvalho, 2012; Silva, 2012). Perante esta
situacao, sera feito um périplo pelo que se pode perceber de alguns estudos publicados a

respeito do ensino de Matematica em Angola.

Quitembo (2010) constatou que nas aulas teoricas de Analise Matematica, a acao dos
professores consiste em “ditar o conteludo (definicdo, teorema e regra), explicar os
procedimentos, exemplificar e exercitar” (p. 628). O mesmo autor constatou ainda que os
professores privilegiam a abordagem dedutiva por considerarem que é a mais favoravel, pois
essa forma de trabalhar permite-lhes abordar uma maior quantidade de conteldos
programaticos. Nas aulas, a maior preocupacao dos professores é a apropriacdo pelos alunos
de axiomas, definicbes, teoremas e demonstracdes e algoritmos. Nesta senda, o autor,
apoiando-se em Garcia (1999), sublinha ainda que o “papel dos estudantes se limita a escutar
ou responder as possiveis questdes levantadas pelo professor e a observar os passos seguidos
pelo professor na resolucdo do exemplo” (Quitembo, 2010, p. 628). A atividade matematica
dos alunos resume-se a resolver exercicios, considerando como modelo os exemplos
precedentemente resolvidos e explicados pelo professor e os alunos sao chamados a aplicar as

regras e os procedimentos que o professor exp0s anteriormente.

Referindo-se ao papel dos professores de Analise Matematica, Quitembo (2010) nota que o
papel do professor se cinge a resolucdo de muitos exercicios e os alunos sdo levados a
resolver tais exercicios com o intuito de desenvolver habitos e habilidades na aplicacao dos

procedimentos transmitidos nas aulas teoricas.

Bendrau (2015) realizou recentemente um estudo onde, entre outros aspetos, se debrucou
sobre as praticas dos professores de uma instituicdo de ensino superior angolana, e constatou
que continuam a prevalecer modelos que dao énfase ao ensino de procedimentos rotineiros
que fundamentalmente exigem dos alunos a reproducao da informacdao previamente
transmitida. E as avaliacoes tendem a privilegiar a classificacao, desvalorizando a analise do
saber fazer dos alunos. A mesma autora sublinha que “a aprendizagem é feita de forma
mecanica (..) numa situacdo didatica ligada ao ensino expositivo” (p. 201), apesar de

existirem professores que fomentam a participacao dos alunos.

4.1.2 As praticas prevalecentes na ESPtN

Por nao existirem estudos prévios que retratem as praticas dos professores na ESPtN, ao
procurar documentar a situacao real do ensino da Matematica, foi aplicado um inquérito a 6
dos 7 docentes de Matematica da ESPtN e os resultados revelam semelhancas com as

constatacoes feitas por Quitembo (2010). As praticas dos professores tendem a criar um
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ambiente centrado no professor e as atividades matematicas mais sugeridas sao os exercicios,
os professores nao privilegiam as multiplas representacdes e pouco recorrem a resolucdo de

problemas para introduzir os conceitos, conforme se pode verificar nas tabelas seguintes.

O primeiro aspeto considerado no questionario aplicado aos docentes da escola prende-se
com o tipo de atividade matematica privilegiado pelos professores. Na tabela abaixo

apresentam-se os dados numeéricos recolhidos neste sentido (Tabela 5).

Tabela 5: Frequéncia das principais atividades privilegiadas nas aulas de matematica

0 que faz durante as aulas Nunca Raramente | As vezes scel:f;ree Sempre

Exemplificar 1 | 17%| 5 | 83%
Definir e explicar definicoes 1 | 17% | 4 | 67%| 1 | 17%
Explicar 5 [83% | 1 | 17%
Demonstrar 2 |33%| 4 | 67% 0%
Orientar resolucao de problemas 1 17% | 3 | 50% | 2 |33% 0%
Orientar resolucao de exercicios 4 | 67%| 2 |33%

O inquérito permitiu confirmar que os professores habitualmente utilizam métodos
expositivos pois, como se pode ver na Tabela 5, todos os professores explicam, exemplificam,
apresentam definicbes e resolvem exercicios com muita frequéncia, as vezes fazem

demostracoes e poucas vezes ou raramente orientam a resolucao de problemas.

0 segundo aspeto considerado no questionario aplicado aos docentes da escola visava
constatar em que momento da aula os professores propoem e orientam a resolucao de
problemas e os dados da Tabela 6 indicam que os professores quase nunca utilizaram a

resolucao de problemas como ponto de partida.

Tabela 6: Principais momentos da aula em que os professores recorrem a RP

Momento em que recorre X quase

N ~ nunca raramente as vezes sempre
a resolucao de problemas sempre

No inicio da aula 3 [60% | 1 |20%| 1 |20%

No fim da aula 1 20% | 3 | 60% | 1 20%

O questionario permitiu constatar que este tipo de atividade, que ja é pouco privilegiado
pelos professores, segundo o que se pode ler na Tabela 5, dificilmente é utilizado como
estratégia para introduzir novos conceitos, pois tal como se pode ver na Tabela 6, a resolucao
de problemas quase nunca ocorre no inicio da aula e quase sempre ocorre no fim da aula, o
que em parte revela que o tipo de problemas trabalhados se prende com a aplicacao dos

conceitos previamente explorados nas aulas.
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O terceiro aspeto metodoldgico considerado no questionario refere-se a utilizacao de
multiplas representacdes semioticas e, como se pode ver na Tabela 7, os professores

privilegiam a representacao algébrica.

Tabela 7: Formas privilegiadas para representar os objetos matematicos

Formas de representar os 5 Quase
" Nunca Raramente As vezes
elementos matematicos sempre

Algebricamente (A) 4 | 67%

Sempre

Graficamente (G) 1 17%

Combinadamente (A+G) 1 17%

Graficamente e depois 6 |100%
algebricamente
Algebricamente e depois 4 | 67% | 1 16% | 1 16%
graficamente

O inquérito permitiu constatar que os professores incentivam muito o uso de registos
algébricos em detrimento dos outros tipos de registo e raramente ou nunca fazem as
conversoes que sao postuladas no ambito da teoria dos registos de representacdes semioticas.
Duval (2011) refere que a aprendizagem ocorre quando o aluno consegue mobilizar
adequadamente mais que um tipo de registo para o mesmo objeto ou conceito matematico;
assim, embora a aprendizagem do aluno seja vista nos programas curriculares como a
aquisicdo de competéncias locais, inerentes a construcdo de conceitos ou procedimentos
matematicos, é importante que os professores abordem os assuntos no sentido de apoiar os
alunos no que se refere aos tratamentos inerentes a originalidade da propria atividade

matematica.

4.1.3 As abordagens prevalecentes ao tema sucessées numéricas

Segundo os curriculos do ensino pré-universitario vigentes em Angola, o tema sucessdes
numéricas é abordado na 112 Classe. Uma analise minuciosa dos dois manuais leva a inferir
que o topico é abordado de uma forma bastante superficial e nao cobre algumas nocoes
fundamentais como a convergéncia que, como foi salientado no primeiro capitulo deste
estudo, é um conceito que permite desenvolver outros conceitos, como os de limite e

continuidade de funcdes que fazem parte da espinha dorsal da Analise Matematica.

As abordagens ao tema sucessdes numéricas parecem portanto nao privilegiar o alicerce que
este tema poderia proporcionar para a posterior abordagem de outros grandes tépicos da
Analise Matematica. Isso mostra que se desconsidera a importancia das conexdes no ensino e
aprendizagem da matematica atual e, para agravar, a mesma abordagem ndo promove a
compreensao das relacoes e transicoes entre a representacao numérica e a analitica, ao nao

se recorrer a multiplas representacoes. Isto pode levar a que os alunos nao estabelecam a
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inter-relacao entre as representagdes numérica, analitica e geométrica de uma sucessao, o

que pode impedir que os alunos concebam modelos a partir de outros.

Nos manuais, o tema € fundamentalmente abordado com recurso a exercicios e os
pouquissimos problemas sugeridos sao descontextualizados e nao realisticos, o que de certo
modo contraria a visao, por exemplo defendida por Santos-Trigo (2007), que sugere que a
aprendizagem de conceitos matematicos deve estar diretamente relacionada com a atividade
de resolucao de problemas. Ao mesmo tempo, a abordagem patente nos manuais nao
proporciona verdadeiras situacdes didaticas segundo a visdo de Brousseau (2014), que refere
que as auténticas situacbes diddticas sao acima de tudo representacoes de situacoes do

mundo real.

4.1.4 As praticas com folha de calculo e a diversificacdo de registos

Calder e outros, participando num programa de pesquisa concernente a exploracdo da folha
de calculo como ferramenta pedagogica, quando comparada com lapis e papel, inferiram que
tal ferramenta pedagogica forneceu respostas distintivas na interacdo social e na
contextualizacdo de ideias matematicas, designadamente, na construcdo de conjeturas

matematicas informais de forma particular (Calder, Brown, Hanley, & Darby, 2006).

A situacao destacada reforca a ideia de que os alunos que usam a folha de calculo elaboram
tabelas com uma consideravel rapidez e podem rapidamente fazer analises através de
padrdes visuais e o respetivo discurso evidencia esta abordagem nas interpretacdes que fazem
(Borba & Villarreal, 2005).

Calder e outros (2006) revelam ainda que os dados do seu estudo sustentaram a suposicao de
que a folha de calculo leva os alunos a familiarizarem-se com o amago do problema através
de visualizacdo, observacao de tabelas e ao mesmo tempo fomenta respostas imediatas de

generalizacao.

A abordagem através de folha de calculo, talvez devido a estrutura técnica real deste meio,
leva mais diretamente para um processo algébrico. Isto é evidente nas interacbes de
linguagem que incluem simultaneamente terminologia algébrica e especifica da ferramenta
(Calder, Brown, Hanley, & Darby, 2006).

Os mesmos investigadores constaram ainda que, fazendo uso de folha de calculo, os alunos
formulavam conjeturas informais com bastante cautela e evocavam respostas algébricas; os
alunos evidenciaram isto através de linguagem ao tentarem argumentar acerca dos
resultados. A linguagem dos alunos revela ainda que a formulacdo de conjeturas e
generalizacOes foi baseado em abordagens operacionais, embora auxiliado pela interpretacao

visual.
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Os mesmos investigadores identificaram ainda outros catalisadores do processo investigativo:
velocidade de resposta, formato estruturado, facilidade de edicao e reverificacao de
resultados para sua generalizacdo, e a sua natureza interativa. Isto é consistente com as
ideias de outros pesquisadores (por exemplo: Beare, 1993; Calder, 2004; Funnell, Marsh, &
Thomas, 1995).

Weber (2012) realizou um estudo com o objetivo de desenvolver o pensamento recursivo dos
alunos, onde propos algumas tarefas que consistiam em encontrar o termo geral e a soma
parcial de uma série. E reiterou que a folha de calculo se adequa naturalmente para calculos

recursivos, ja que uma formula pode ser definida como uma funcdo de uma ou mais células.

0 mesmo autor constatou ainda que um hipotético n-ésimo termo de uma sucessao recursiva
pode ser testado facilmente usando uma folha de calculo para calcular um grande nimero de
termos. De igual modo, uma conjetura sobre o limite de uma série pode ser testada usando
uma folha de calculo para calcular recursivamente varias somas parciais e acrescenta que,
recorrendo a folha de calculo, os alunos ganham alguma seguranca sobre os calculos, e uma
vez que os alunos ficam confiantes sobre uma determinada formula ou relacdo matematica

eles podem prova-la mais prontamente por inducdo matematica (Webber, 2012).

As folhas de calculo sao inerentemente recursivas e podem ser muito Uteis no
desenvolvimento de provas de hipoteses sobre as formas algébricas de funcdes e a recursao é
uma poderosa ferramenta na colecdo de técnicas de prova matematica. Os termos gerais de
algumas sucessoes e a soma parcial de uma série sdo naturalmente recursivas. Ainda a este
respeito, Webber (2012) salienta que aquilo que as folhas de calculo proporcionam, nestas
circunstancias, é evidéncia numérica e nao prova, pelo que devemos, a seguir, provar
formalmente que a hipdtese é correta, talvez usando inducdo matematica, que é

propriamente uma técnica recursiva.

Monaghan (2001), investigando sobre as ideias dos jovens a respeito do infinito, constatou que
em uma lista de possiveis ciladas para os investigadores, “o mundo real” é aparentemente
finito e ndo ha nenhuma referéncia real para o discurso sobre o “infinito”. Esta ndo é apenas
uma verdadeira cilada para os pesquisadores; € também o cerne de um problema para os

alunos.

Tsamir (2001), baseando se nas ideias de Fischbein (1987), projetou tarefas de comparacao de
conjuntos infinitos, com base nos resultados de pesquisas que mostram solucdes
incompativeis dos alunos, usando varias representacdes, a fim de aumentar a conscientizacao
dos alunos de tais inconsisténcias. Varios estudos revelam que mesmo quando um mesmo
problema ou um problema isomorfo é construido em diferentes contextos, o contexto e as
formas de representacao tém-se mostrado crucialmente influentes nas respostas dos alunos e

na sua compreensao (Sacristan 1991; Tsamir, 2001)
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Waldegg (1987) durante a investigacdo realizado no ambito da tese de doutoramento, utilizou
com sucesso contextos numéricos e geométricos através do uso de linguagem algébrica, para
ajudar os alunos em “obstaculos”, observados por este investigador em casos anteriores, (por
exemplo, se um conjunto geométrico é limitado, este € um potencial obstaculo para sua
quantificacao de infinito).

Garbin e Azcarate (2002) realizaram um estudo focado em inconsisténcias dos alunos em
relacdo ao conceito de infinito real e salientaram a importancia das tarefas de conexao entre
quatro diferentes registros de representacao: verbal, geométrica, grafica, algébrica e
analitica para desenvolver o pensamento mais coerente nos alunos em relacdo ao infinito

real.

Tall (1986) verificou que é importante proporcionar experiéncias ricas, através de abordagens
nao-formais para a construcao de ‘raizes cognitivas’ (imagens de conceitos) sobre as quais as
teorias formais de calculo mais tarde poderao ser construidas. Em particular, é eficaz para

evidenciar factos que nem sempre sao evidentes para os alunos.

Varios estudos revelam que geralmente quando os alunos tendem a "justificar” uma conjetura
matematica obtida a partir de uma Unica imagem, falham ao tentarem um argumento
baseado nas propriedades (Sowder, 199; Alcock & Simpson, 2005). As conclusdes tiradas de
tais imagens podem estar em conflito com as definicbes formais dos conceitos (Davis e
Vinner, 1986; Tall & Vinner, 1981; Vinner, 1992). Em particular, o uso de uma Unica imagem
estatica pode induzir um foco sobre propriedades irrelevantes (Harel & Sowder, 1998;
Presmeg, 1986, 2006) ou levar a argumentos gerais insuficientes porque a imagem é

“prototipo” para apenas um subconjunto dos objetos em questdo (Tall, 1995).

Em suma, a concecdo de uma situacdo didatica baseada na resolucdo de problemas com
recurso a folha de calculo deve tomar em linha de conta o que a investigacdo ja permite
concluir, em especial, que a folha de calculo constitui uma ferramenta com muitas
potencialidades para a compreensao de conceitos que envolvem sucessdes e recursividade.
Além disso, como outras ferramentas tecnologicas poderosas atualmente disponiveis, traz
consigo a possibilidade de diversificar e de encorajar o uso de mdultiplos registos de
representacdo. Por fim, ajuda a formulacdo de conjeturas e apoia ideias e abordagens

informais que deverao ser complementadas com a busca da prova matematica.
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4.2 Concepcao e andlise a priori da sequéncia didatica

A sequéncia didatica concebida no ambito do presente estudo foi composta por cinco sessoes,

conforme ilustra a Figura 6.

S ~ Sucessdao numérica, termo, ordem de um termo e termo geral de

E | Sessdo 1

Q Uma sucessao. Nocao de PA. Monotonia de uma sucessao

U

E Sessao 2 Consolidar os modelos construidos na sessao 1 e introduzir o

2 conceito de PG como caso especial de sucessao recorrente

I

A Sessio 3 Introduzir o conceito de infinitamente grande, e o principio de
que alguns atributos tém sentido a partir de uma certa ordem

D

Il) Sessao 4 Consolidar os modelos construidos nas sessoes anteriores. Conceito

A €ssao de sucessao convergente/divergente.

T

é Sessio 5 > Introduzir e explorar o conceito de sucessao alternada e suas

A propriedades

Figura 6: Organizacao da sequéncia didatica

A seguir, é feita a descricdo dos objetivos e dos principais aspetos que caracterizam cada
situacao didatica, considerando a importancia dessas situacdes para o aluno. A esséncia desta
etapa prende-se com as hipoteses consideradas para lograr os objetivos visados; basicamente,
nesta etapa, descreve-se o que se pretende experimentar e o que se pretende obter em cada

sessao de ensino e aprendizagem.

Lesh e Caylor (2007) afirmam que é sempre necessario estabelecer diretrizes que podem ser
tidas como o negativo fotografico do sistema conceptual cujo desenvolvimento queremos
estudar. Portanto, em certa medida, as diretrizes permitem avaliar até que ponto o esforco
do aluno, no que se refere ao estabelecimento de relacdes, implementacao de acdes e analise
de padroes, tende a favorecer a apropriacao do conceito subjacente na atividade proposta. As
especificacdes aqui referidas prendem-se com o contexto conjeturado no ambito de uma
engenharia didatica onde se tentam antever possiveis alternativas de acdes dos alunos. Neste
sentido, deve-se ter em consideracao a possibilidade de o aluno poder conceber varios niveis

e/ou tipos de produtos alternativos (e formas de pensar subjacentes).

Brousseau (1996) sugere que a aprendizagem do aluno deve ocorrer mediante a sua adaptacao
num ambiente que envolve um elemento de contradicao, de dificuldade ou desequilibrio.
Desta forma, no ambito da engenharia didatica é necessario que sejam idealizadas as
possiveis respostas que esta adaptacdo proporciona, pois como refere o proprio autor
(Brousseau, 1996), o problema colocado ao aluno é intencionalmente escolhido de tal modo

que com a sua resolucao ele adquira novos conhecimentos. Nesta perspetiva, o conhecimento
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do aluno assim adquirido é inteiramente justificado pela atividade do aluno, a qual, por seu
turno, é totalmente sugerida pela situacédo, dai a necessidade de o professor conceber e fazer
uma analise a priori no sentido de prever as metas almejadas com cada sessao de trabalho

proposta numa engenharia didatica.

Tal como sugere Artigue (1996), para a analise a priori podem ser consideradas variaveis de

trés naturezas, designadamente varidveis globais, varidveis locais e varidveis de situacdo.

Para o presente estudo, as varidveis globais consideradas consubstanciam-se na ponderacao
sobre o que, de forma geral, se pretende atingir com a implementacao da sequéncia didatica.

Deste modo, o cerne da sequéncia didatica foi sintetizado em trés grandes eixos, a saber:

- Garantir uma abordagem metodologica centrada no aluno para o tratamento didatico do

topico sucessdes numéricas;

- Fomentar o uso das multiplas representacdes dos objetos matematicos, especificamente

através da utilizacao da folha de calculo na resolucao de problemas;

- Estimular a exploracao das miltiplas representagées, de tal modo que os alunos
conjeturem, testem, reformulem e reavaliem ideias até conceberem modelos conceptuais

significativos, que possam ser comunicaveis e reutilizados.

As varidveis locais, aquelas concernentes a organizacdo especifica de cada uma das sessoes
da sequéncia didatica, sdo nesta conformidade apresentadas adiante no plano de cada sessao.
Por outro lado, as varidveis de situacdo, na sequéncia proposta no ambito deste estudo,
referem-se a escolha das atividades, a forma de trabalho e ao tempo necessario para

trabalha-las, sendo que também serao consideradas na planificacdo de cada sessao.

4.2.1 Andlise a priori da primeira sessao: Problema do jardineiro
A primeira sessdo foi subdividida em trés seccées® planificadas com a estrutura de verdadeiros
ciclos que devem ser considerados sequencialmente, cada um terminando com a respetiva

institucionalizacdo do conhecimento matematico.

Em termos gerais, o objetivo didatico dessa sessao foi o de explorar uma atividade propulsora

de modelos, de modo a possibilitar que o estudante saiba:

e Compreenda o conceito e a definicado de sucessao numérica, termo da sucessdo,
ordem de um termo e termo geral de uma sucessao;
e Identifique uma sucessao na forma recursiva e nao recursiva;

e Reconheca uma progressao aritmética como caso especial de uma sucessao recursiva;

® Na ficha de atividade utilizada pelos alunos utilizei o vocabulo seccdo e ndo subsessao.
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e Consiga identificar e comprovar algebricamente a monotonia de uma sucessao

numérica;

e Tenha nocao sobre possiveis factos subordinados a ordem numa sucessao.

A atividade proposta consiste em resolver um problema que pode presumivelmente suceder

numa atividade quotidiana de jardinagem.

Tabela 8: O Problema do jardineiro

Um jardineiro tem de regar roseiras plantadas ao longo de uma vereda retilinea,

Problema | cada uma distando 1m da outra. Ele enche o seu regador numa fonte situada na
proposto | mesma vereda, a 15m da primeira roseira, € a cada viagem rega 3 roseiras.
Supde-se que comeca e termina na fonte em cada viagem.
A) Qual é a distancia percorrida pelo jardineiro em cada uma das sucessivas
viagens?
A1) Procure um modelo ou formula que permita determinar a distancia percorrida
pelo jardineiro em cada viagem.
— B) Qual é o nimero total de roseiras que o jardineiro conseguira regar a medida
e que for realizando as sucessivas viagens?
én
n B1) Procure uma expressao matematica a partir da qual seja possivel obter o
nimero total de roseiras que o jardineiro conseguira regar em funcdo das
sucessivas viagens.
C) Qual é o nome especial para o tipo de conjuntos obtidos nas alineas A) e B)?
D) Que designacéo se da a cada elemento destes conjuntos?
E) Nos conjuntos de valores obtidos nas alineas A) e B), que relacoes observa
entre valores consecutivos?
E1) Sera que através dos modelos obtidos nas alineas A1) e B1) & possivel
5 comprovar a existéncia das relacoes referidas na alinea anterior? Se sim,
. demostre. Se nao, justifique.
3
G) Qual é a distancia total que o jardineiro tera que percorrer até conseguir regar
60 roseiras?
G1) Compare ou obtenha o resultado da alinea anterior, analiticamente.
H) Sabendo que a capacidade do regador utilizado pelo jardineiro é de 10L,
quantos litros de agua gastara para conseguir regar 90 roseiras?
S H1) Procure um modelo ou formula para determinar a quantidade total de agua
ol que o jardineiro gastara no final das sucessivas viagens (considerando que a
& capacidade do regador é de 10 litros).

a) O que ha de caracteristico neste modelo e nos anteriores?
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Proposta de resolucao
Seccao |
Alinea A)

A distancia da fonte até a 1° roseira € 15m, mas tera que percorrer mais 2m para chegar a 3°
roseira, percorrendo assim 17m da fonte até a 32 roseira e volta até a fonte, sendo a distancia

que tera que percorrer em toda viagem de 17+17 =34,

Na segunda viagem, a distancia a percorrer pode ser calculada tendo como referéncia a
distancia percorrida na 12 viagem. Nesta 2? viagem, a ultima roseira a regar é a 6% e a
distancia entre a 3% e a 6 roseira é 3m, faz este trajeto 2 vezes (ao ir e ao voltar) e isto

implica que na 22 viagem percorre 6m a mais em relacao a 12 viagem.
Na segunda viagem tera que percorrer 34+6=40m

Na terceira viagem, a distancia a percorrer pode ser calculada tendo como referéncia a
distancia prevista para a 2* viagem. Nesta 3?2 viagem a Ultima roseira a regar é a 9% e a
distancia entre a 6 e a 9° roseira é 3m, faz este trajeto 2 vezes (na ida e na volta), o que

quer dizer que na 32 viagem percorre 6m a mais em relacao a 22 viagem.
Na 32 viagem tera que percorrer 40m+6m=46m

Nota-se pois que a distancia a percorrer em cada viagem sera a prevista para a viagem

anterior acrescida de 6m.

Esta ideia pode ser implementada numa folha de calculo e permitira determinar varios termos
da sucessdo por recorréncia e, de seguida, analisando os termos pode-se inferir um padrao

(Figura 7).

G11 v £ | H16 ~ e |
A B o D E A B c D E F G H
ordem
ordem da . d ordem da
. ordem da viagem a viagem

viagem a viagem Distanci e Distandi

1 Distancia Distancia sanca islancia
2 1 34 1 34

2 |1 34 1 =6*D2+28

_ s 3 2 40 2 40
3 |2 =+B2+6 2 =6*D3+28 a 3 a6 3 a6
43 =1B3+6 3 =6*D4+28 = s 5 & 57
5 |4 =+B4+6 4 =6*D5+28 6 5 58 5 58
6 |5 =+B5+6 5 =6*D6+28 7l 6 64 5] 64
76 =+B6+6 6 =6*D7+28 8 7 70 7 70
g |7 =+BT+6 7 =6*D8+28 2 8 76 B 76
5 |8 =4B8+6 8 =6*D9+28 10 9 82 3| &
10 |9 =+B9+6 9 =6*D10+28| i 10 &8 o &8
- —6*D11+28 12 11 94 1 94
11 10 =+B10+6 10 =6 13 19 100 12 100

Figura 7: Excertos da folha de calculo com formulas e resultados referentes ao calculo das distancias

percorridas pelo jardineiro em cada viagem
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Na alinea A1) espera-se que cada aluno considere a formula inserida no Excel para conceber a

formula para exprimir o termo geral da sucessao obtida na alinea anterior.
Alinea B)

Conforme o enunciado do problema, em cada viagem o jardineiro rega 3 roseiras pelo que se

pode considerar que:
Na 12 viagem tera regado 3 roseiras;

Na 22 viagem tera regado 3 roseiras, aumentando para 6 a quantidade de roseiras regadas ja

que na 12 viagem tera regado 3;

Na 32 viagem tera regado mais 3 roseiras, aumentando para 9 a quantidade de roseiras

regadas.

Nota-se que a quantidade de roseiras que teria regado no final de cada viagem é igual as que

ja tinha regado até a viagem anterior adicionada de trés unidades.

Esta ideia pode ser implementada numa folha de calculo e podem-se assim determinar varios

termos da sucessao por recorréncia e depois encontrar um termo geral (Fig. 8).

H 1 J K L H [ J K L
ordem da ordem da ordem da ordem da
viagem Roseiras viagem Roseiras viagem  Roseiras viagem |Roseiras
Regadas Regadas Regadas Regadas
1 3 1 —3*K2 A 1 3 1 3
2 =+|2+3 2 =3*K3 i d i d
3 9 3 9
3 =+|3+3 3 =3*K4 . 2 . -
a =+4+3 a 23%KS . . : 2
E =+5+3 5 =3*K6 6 18 6 18
6 =H6+3 6 =3*K7 7 21 7 21
7 =+|7+3 7 =3*K8 8 24 8 24
8 =+|8+3 8 =3*K9 9 27 9 27

Figura 8: Excertos da folha de calculo com formulas e resultados referentes ao calculo das quantidades

de roseiras regadas pelo jardineiro quando termina cada uma as sucessivas viagens

Na alinea B1), espera-se que o aluno encontre um termo geral equivalente a féormula

introduzida na folha de calculo.

Nas alineas C) e D) espera-se que o aluno apresenta uma proposta de como designar os tipos
de conjunto e a designacao dos seus elementos; as respostas dos alunos, provavelmente, nao
serao completas, ou seja, requererao melhoria visto que, tal como Lesh et al (2003)
defendem, existem alguns conhecimentos importantes que nao sao apropriados sob a forma

de construcées autonomas do aluno é neste sentido que a construcdo € reconhecida como
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apenas um dos muitos processos relevantes na ‘ampliacao’ do conhecimento ou do saber. Isto
significa que o professor tera o dever de ajudar os alunos a aperfeicoar a linguagem no

sentido de utilizarem termos adequados.

Seccao I

Na alinea E) espera-se que o aluno analise e descubra diversas relacdes entre os valores
consecutivos e as relacdes podem ser inerentes a relacdes de ordem ou ainda inerentes a
recursividade ou regularidade dos resultados quando os termos consecutivos sao relacionados

mediante alguma operacao.

G) Para conseguir regar 60 roseiras, o jardineiro teria que efetuar 20 viagens, logo a distancia
total que teria que percorrer sera a soma das distancias, da 12 a 20%. Na folha de calculo é
possivel obter este resultado com rapidez (Fig. 9). E esse € um bom momento para introduzir

a formula da soma dos primeiros n termos de uma PA.

<

ordem da 3
i ordem da viagem
viagem
Distancia Distancia
34 =6*P2+28
40 =6*P3+28
46 =6*P4+28
52 =6*P5+28
58 =6*P6+28
64 =6*P7+28
70 =6*P3+28
76 =6*P9+28
82 =6*P10+28
83 =6%P11+28
94 =6*P12+28
100 =6*P13+28
106 =6%P14+28
112 =6*P15+28
118 =6*P16+28 :!
124 =6*P17+28
130 =6*P18+28
136 =6*P19+28
142 =6*P20+28
148 20 =6%P21+28
TOTAL 1320 TOTAL =S0MA(Q2:Q21) 4

[ - T o
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[
(=]
=
(=]
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Figura 9: Excertos da folha de calculo com formulas e resultados referentes ao calculo da distancia

percorrida até regar 20 roseiras

Na alinea G1) pretende-se que o aluno apresente uma sugestdo de resolucdo analitica, de

modo a confirmar a solucdo obtida na alinea anterior ou a sugerir melhoria da mesma.

105



SECCAO Il

Na alinea H), através da folha de calculo, pode-se observar que para regar 90 roseiras, o
jardineiro teria que fazer 30 viagens e se cada viagem gasta 10 litros fica facil calcular que

para regar 90 roseiras o jardineiro teria que gastar 30X10l=300Ll.

Com a alinea H1) esta previsto que o aluno apresente uma proposta de resolucao analitica de

modo a confirmar a solucdo obtida na alinea anterior ou a sugerir melhoria da mesma.

Por fim, na questdo a), trata-se de levar o aluno a caracterizar a sucessao obtida na alinea
anterior. O professor podera complementar a resposta ou formular questdes subsequentes

que levem os alunos a rever as respostas no sentido de redirecionarem as suas ideias.

4.2.2 Andlise a priori da segunda sessao: Problema de reproducao de virus
A segunda sessao foi organizada num par de seccdes delineadas para gerarem verdadeiros
ciclos sequenciais, cada uma terminando com a respetiva institucionalizacao do

conhecimento.

Em termos didaticos, os objetivos fulcrais desta sessdo € o de consolidar os modelos formados
durante a primeira sessao e introduzir o conceito de progressao geométrica como caso

especial de sucessao recursiva, assim como o conceito de subsucessao.

A atividade proposta consiste em resolver um problema que retrata uma situacao que pode
eventualmente ocorrer no ambito de estudos de ciéncias biologicas ou durante um trabalho

de laboratorio de biologia.

Tabela 9: O Problema da reproducao de virus

Reproducao por Biparticao (ou divisao binaria): Neste tipo de reproducao ocorre a
divisao do organismo em dois, com semelhancas entre si. Apesar de se dividirem,
estes fragmentos irdo adquirir a mesma constituicao do ser assexuado que sofreu

0 processo, pois continuam com as mesmas caracteristicas.

Problema | \este processo poder-se-a dizer que a vida do ser que foi dividido cessou, pois

Proposto | octe foi transformado em dois novos seres com caracteristicas sensivelmente
iguais. Tendo isto em conta, é o progenitor que perde a sua individualidade no
processo de Biparticao, porque o nlcleo é dividido numa primeira fase e soO
posteriormente é que o citoplasma ira dividir-se. E assim se formam dois
individuos.

Uma pessoa foi infetada por um Unico virus, e sabe-se que a espécie de virus se

reproduz diariamente (em cada 24 h) por biparticao.
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Seccao |

A) Quantos virus a pessoa infetada tera no seu organismo no 1.°, 2.°, 3.° e
nos dias subsequentes?

A1) Determine uma formula que permita calcular a quantidade de virus que a
pessoa infetada tera em funcdo do nimero de dias.

A2) Determine uma expressao matematica que permita calcular o nimero
total de virus que a pessoa infetada tera no organismo em funcdo da
quantidade de virus do dia anterior.

B) Que relacdes nota entre elementos consecutivos da sucessao da alinea A)?

B1) Comprove analiticamente as relacdes aludidas na alinea B).

Seccao Il

C) Quantos virus a pessoa infetada tera no seu organismo ao completar a 1.2
semana, 2.% semana, 3.% semana,...?

C1) Determine uma formula que permita calcular a quantidade de virus que a

pessoa infetada tera em funcao do nimero de semanas.

C2) Determine uma expressao matematica que permita calcular o nimero
total de virus que a pessoa infetada tera no organismo em funcdo da

quantidade de virus da semana anterior.

D) Compare os conjuntos obtidos nas alineas A) e C). Comente a sua

resposta.

Proposta de resolucdo

Seccéao |

Nas alineas A), A1 e A2) prevé-se que o aluno determine, por recursividade ou por observacao

da ordem do termo, a quantidade de virus que uma pessoa tera no dia seguinte.

Tabela 10: Ideia de resolucao das alineas A), A1 e A2.

Dia Qt. viros obs.: A verificacdo é feita no final do dia
1° 2
2° 4 Qt. viros Anterior multiplicado por 2
3° 8 Qt. viros Anterior multiplicado por 2
4° 16 Qt. viros Anterior multiplicado por 2
(n-1) ésimo dia Op_y
n ésimo dia Oy O, =2X @,y

107




Na questao B), espera-se que o aluno analise e descubra diversas relacoes entre os valores

consecutivos, sendo que as relacoes podem ser inerentes a relacoes entre o termo e a ordem

ou ainda inerentes a recursividade ou regularidade nos resultados quando os termos

consecutivos sao relacionados mediante alguma operacao.

Em B1), espera-se que cada aluno proponha uma resolucao analitica de modo a confirmar a

solucao obtida na alinea anterior ou apresente um melhoramento da mesma.

Nas questdes C, C1 e C2) pretende-se que o aluno conjeture um procedimento para obter a

quantidade de virus que a pessoa infetada tera no organismo no decorrer das semanas. Esta

tarefa pode ser resolvida considerando a observacao da ordem dos termos ou por

recursividade. Através de um certo padrdo o aluno podera sugerir um termo geral para a

sucessao.
Tabela 11: Ideia de resolucao das alineas C, C1 e C2)
Obs.:

ordem | termo Os termos sao

poténcias de 2
1 2 =2 0 expoente é igual ao n° que indica a ordem
2 4 22=4 0 expoente é igual ao n° que indica a ordem
3 8 22=8 0 expoente é igual ao n° que indica a ordem
4 16 22 =16 0 expoente é igual ao n° que indica a ordem
. 0 expoente é igual ao n° que indica a ordem
(n-1) By Gy = 271 O expoente € igual ao n° que indica a ordem
n , o, =2" 0 expoente é igual ao n° que indica a ordem

Neste problema, espera-se que os alunos

recorram a ambas as formas de obter os termos da

sucessao apresentadas na folha de calculo MS-Excel (Fig. 10).
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119 =+B10*2
12 10 =+B11*2
13 11 =+B12*2
14 12 =+B13*2
15 |13 =+B14%2
16 |14 =+B15%2
17 15 =+B16*2

Figura 10:Formulas e resultados referentes ao calculo de quantidades diarias de virus

108



Para a situacao das semanas subsequentes, observando os valores na folha de calculo MS-

Excel, foram extraidos os termos cuja ordem é um miltiplo de 7 e obteve-se a seguinte

configuracao:

Tabela 12: Quantidade de virus ao completar as primeiras semanas

Por Recorréncia | Por utilizacdo do TG
Dia | Viros Viros
7 128 128
14 16384 16384
21 2097152 2097152
28 268435456 268435456
35 34359738368 34359738368

Utilizando os mesmos raciocinios considerados na alinea a), obtém-se o termo geral e a

formula de recorréncia.

Tabela 13: Obtencao recursiva da quantidades de virus que a pessoa tera ao completar as primeiras

semanas
obs.: A verificacdo é feita no momento em que
Por Recorréncia |completa a semana
Semana Viros
12 128
2a 16384 | Qt. viros Anterior multiplicado por 128 ou 2 expoente 7
32 2097152 | Qt. viros Anterior multiplicado por 128 ou 2 expoente 7
42 268435456 | Qt. viros Anterior multiplicado por 128 ou 2 expoente 7
5a 34359738368 | Qt. viros Anterior multiplicado por 128 ou 2 expoente 7
(n-1) ésima
E:'i’!—i.
semana
n-ésima
=1z
semana b by =128 X by,
Tabela 14: Ideias conducentes a obtencdo do termo geral
Por utilizacao do TG
ordem | termo Viros
1 128 128 = 97 0 expoente é igual ao produto do n°
- que indica a ordem por 7
2 16384 16384 — 214 — o7xz 0 expoente é igual ao produto do n°
s T que indica a ordem por 7
3 2097152 2007152 = 214 — o7 0 expoente é igual ao produto do n°
- Tt T que indica a ordem por 7
4 268435456 | 268435456 = 214 — 27x4 0 expoente é igual ao produto do n°
- - - que indica a ordem por 7
n Gin a, = 27"
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Os conjuntos (sucessoes) das alineas a) e b) tém diversas relagdes e espera-se que os alunos
concluam que os termos obtidos na alinea b) formam um subconjunto dos obtidos na alinea

a), sendo essa uma forma e oportunidade para introduzir a nocao de subsucessao.

4.2.3 Analise a priori da terceira sessao: Problema de cubos de gelos no
copo

A terceira sessdo foi configurada como uma situacao onde os alunos tém que complementar
os dados fornecidos, sugerindo dimensdes para um copo. Desta forma, acredita-se que o aluno
dara mais sentido ao problema, uma vez que a escolha das dimensdes do copo fazem com que

o aluno imagine um copo que exista na realidade.

Em termos didaticos, os objetivos fulcrais dessa sessao sao os de consolidar indiretamente os
modelos formados durante as primeiras sessdes e introduzir o conceito de infinitamente
grande como caso observavel ou percetivel para n-suficientemente grande, bem como o

principio de que alguns atributos de sucessao tém sentido a partir de uma certa ordem.

A atividade proposta consiste em resolver um problema que retrata uma situacao que pode
naturalmente ocorrer num restaurante onde um cliente pode solicitar ao garcon para

introduzir cubos de gelos num copo que ja contem alguma quantidade de refrigerante.

Tabela 15: Problema de cubos de gelos no copo

Um copo cilindrico contém agua até meio da sua altura. Dentro do copo irdo ser
s o | colocados sucessivamente cubos de gelo de dimensdes aproximadamente iguais (2 x 2 x
5 ‘é 2 cm). Como a densidade do gelo é aproximadamente 0,9, entdo a quantidade de agua
'5 g que um cubo desloca ao ser mergulhado no copo sera 0,9 vezes o seu volume. Prova-se
- ainda que o nivel da agua no copo nao depende de que o gelo esteja derretido ou nao.
(Escolha um valor para o raio da base e outro para a altura do copo).
A1) Apresente os diversos niveis que a agua atingira a medida que vado sendo
introduzidos sucessivos cubos de gelo.
A2) Mostre analiticamente que o nivel de agua no copo depende do nimero de cubos
© de gelo que forem introduzidos.
§ B1) Que relacdo observa entre cada nivel atingido pela agua e o nivel anterior?
e B2) Defina essa relacao analiticamente.
§ C1) Como carateriza esta sucessao relativamente a sua monotonia? Recorrendo a um
< grafico, explique como isto pode ser percebido.
C2) Explique analiticamente a sua resposta.
D) Quantos cubos de gelo serdo necessarios para que o copo transborde? Justifique a
sua resposta.
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Proposta de resolucao

Seccéo Unica

Na questao A) espera-se que os alunos escolham as possiveis dimensdes do copo cilindrico e
considerando a formula para o calculo do volume do cilindro, cada aluno ira estabelecer a

relacdo entre o nivel da agua e a altura do copo, fazendo as devidas suposicdes.

0 volume de um cilindro é dado por:

V=mnrixh

A agua dentro do copo toma a forma de um cilindro pelo que o seu nivel passa a ser visto

como altura de um cilindro:
v

onde ¥ é o volume inicial da agua e k é o nivel inicial.

Na alinea B) espera-se que os alunos facam uma verdadeira aplicacdo da formula para o
calculo do volume do cilindro e a ajustem para explicar e prever a situacao sugerida no

problema.

0 nivel de agua no copo depende do nimero de cubos de gelo que la se encontram.

A relacdao matematica que se pretende é:

V + (8 % 0,.9cm*)n o vglor do raio do copo e o valor dg volume inicial de agua
hy, = o sera escolhido pelo aluno. A ideia € a de verificar que no fim
os alunos tém modelos equivalentes.

0 nivel de agua no copo quando se coloca um cubo de gelo depende do nivel existente antes

desse cubo de gelo:

vV 7.2cm®
hy =—+—7—
mrl mrl

0 valor do raio do copo sera escolhido pelo aluno; mais uma vez, a ideia é
verificar que no fim os alunos tém modelos equivalentes.

Assim, ¥ é a Unica variavel neste modelo.

Nas alineas B1) e B2) os alunos poderao realcar as relacoes entre os termos consecutivos, com
maior enfase para as relagdes termo-ordem e também fazer uma analise algébrica sobre a

validade destas relacoes.
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Na alinea C1) espera-se que o aluno faca algumas consideracbes quanto a monotonia da
sucessao (que é crescente) e isso permitira introduzir a analise algébrica da monotonia e

depois a respetiva interpretacdo com base no grafico.

Na questdo D) a intencdao é saber a que registo de representacdao o aluno recorre para
justificar a sua resposta. Os alunos podem responder, recorrendo a tabela do MS-Excel,
observando os dados nas colunas, ou observando o grafico.

4.2.4 Analise a priori da quarta sessao: Problema das laranjeiras

A quarta sessdo é constituida por duas subseccdes planificadas como ciclos sequenciais, cada

uma terminando com a respetiva institucionalizacao do conhecimento.

Em termos didaticos, os objetivos fulcrais desta sessao sao: consolidar os modelos formados

nas sessdes anteriores e introduzir o conceito de sucessao convergente.

A atividade proposta consiste em resolver um problema que retrata uma situacao que pode
hipoteticamente ocorrer no ambito de uma atividade agricola onde o agricultor pode, por
motivos estéticos, recorrer a uma configuracdo geométrica para enfileirar as arvores que
planta e posteriormente recorrer a métodos quantitativos para caracterizar a plantacao ao

longo dos sucessivos dias.

Tabela 16: O Problema das laranjeiras

Um fazendeiro deseja plantar um pomar de citrinos e para iniciar a plantacao
desenhou um quadrado no chdao com 1m de lado e plantou uma laranjeira em
cada um dos vértices.

Problema Diariamente plantava uma fila horizontal e uma vertical de tal modo que a forma

proposto quadrada da zona com plantacao de laranjeiras fosse conservada, mantendo a

disposicao das arvores em quadrado (conforme a figura).
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Seccao |

A1) Quantas laranjeiras o fazendeiro plantou em cada um dos primeiros 100
dias?

A2) Explique como obter a resposta analiticamente.

B1) Quantas laranjeiras estarao plantadas na fazenda em cada um dos primeiros
100 dias?

B2) Explique como obter a resposta analiticamente.

C1) Quantos metros quadrados tera a plantacdo em cada um dos primeiros 100
dias?

C2) Explique como obter a resposta analiticamente.

Seccao I

D1) A densidade populacional (quantidade de individuos por metro quadrado)

varia de dia para dia. Mostre este facto considerando os primeiros 100 dias.

D2) Proponha uma expressao analitica para a densidade populacional em funcao
do numero de dias.

E) De que valor se aproximam os termos da sucessao obtida na alinea anterior?

A que conclusdes podemos chegar sobre a convergéncia da sucessao?

Proposta de resolucdo

Seccao |

Alineas A1 e A2)

No 1° dia foram plantadas 4 laranjeiras.

No 2° dia, ja que aumenta uma coluna e uma linha e se procura conservar a forma quadrada

da zona plantada, considerando o esquema sugerido no enunciado do problema, é possivel

observar que ha um aumento de 5 laranjeiras.

No terceiro dia o nimero aumenta em 7 laranjeiras. No quarto dia aumenta em 9 laranjeiras.

Nota-se que no 3° e 4° dia o fazendeiro plantou 2 laranjeiras a mais que no dia anterior; com

esta ideia e utilizando a recursividade, podem-se obter varios termos da sucessdo na folha de

calculo (Fig. 11).

ug =4 u;=5 € up=uy_;+2 ,comn =2
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Observando com atencao os termos obtidos por recursao, pode-se encontrar outros padroes e

conseguir uma férmula para o termo geral: u; =4 e uy,=2n+1 ,comn =1

Al4 - k| D19 v i
A B c D E A B o D E
1 1
Laranjeir Laranjeir
as as Ordem Laranjeiras Ordem Laranjeiras
Ordem  plantada Ordem  plantada 2 |dodia plantadas dodia plantadas
2 dodia s dodia s i 4 1 4
3 1 4 1 4 4 (2 5 2 =2*Da+l
4 2 5 2 5 53 =+B4+2 3 =2*D5+1
5 3 7 3 7 6 14 =+B5+2 4 =2*D6+1
b 4 J 4 J 75 =+B6+2 5 =2*D7+1
! 5 1 5 L1 |2s =+B7+2 6 =2*D8+1
E 6 13 6 Bllelz =+B3+2 7 =2*D9+1

Figura 11: Formulas e resultados referentes a quantidades diarias de laranjeiras plantadas

Espera-se que os alunos consigam explicar a obtencao do termo geral, referenciando o que

realmente foi feito durante a resolucao.

Considerando as alineas B1 e B2), no 1° dia foram plantadas 4 laranjeiras e no segundo dia
foram acrescentadas 5 perfazendo 9, no terceiro dia foram plantadas 7 e com as 9 que ja
existiam, o pomar passou a ter 16 laranjeiras; entdo, ja se pode notar que se trata do

conjunto dos quadrados de nimeros naturais maiores que 1.
up,=m+1)¥ =n+2n+1

Na folha de calculo, é possivel obter varios termos desta sucessao (Fig. 12).

G H G H
up=(n+1F=n? + 2n+1 Up=Mm+1)=n"+2n+1
Total de
Ordem  Total de Laranjeiras Laranjeiras
do dia plantadas Ordem do dia plantadas
1 4 1 =(G3+1)"2
2 9 2 =(G4+1)"2
3 16 3 =(G5+1)"2
4 25 4 =(G6+1)"2
5 36 5 =(G7+1)"2
6 a9 6 =(GE+1)"2
7 64 7 =(G9+1)"2
2 81 3 =(G10+1)~2
g 100 9 =(G11+1)"2
10 121 10 =(G12+1)"2

Figura 12: Formulas e resultados relativos a quantidade de laranjeiras plantadas em funcao dos dias
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Espera-se que os alunos sejam capazes de observar o que foi construido durante a resolucéo e
desse modo consigam formular uma explicacdo sobre como foi obtido o calculo e como

poderao chegar ao termo geral da sucessao representada.

Para as questoes C1 e C2), observando o esquema sugerido no enunciado, nota-se que no 1°
dia ha um quadrado que, segundo os dados do problema, tem a area de 1 metro quadrado; no
2° dia ha 4 desses quadrados (pelo que a area sera de 4 metros quadrados) e no 3° dia a
quantidade destes quadrados passa a ser 9 o que implica que a area da zona com plantacao
sera de 9 metros quadrados. E possivel notar que se trata do conjunto dos quadrados dos
ndmeros naturais, ou seja, u, = n. Na folha de calculo é possivel obter mais termos dessa

sucessao (Fig.13).

= ————————1
3 K L J K |
Uy =0 Up, = n°
Ord Areacom
Ordem em plantacd
dodia Areacom plantagio do o
1 =13"2 1 1
2 =142 2 4
3 =152 3 g
4 =lg"2 4 16
5 =742 5 25
6 =Jg"2 5 36
7 =92 = 7 49
8 =102 2 64
9 =11142 9 a1
10 =J12"2
|= 10 100

Figura 13: Formulas de resultados para a area total com plantacao como funcéo dos dias

Espera-se ainda que os alunos consigam observar padrées numéricos e a partir dai conjeturar
um termo geral para a sucessdao. Com efeito, cada aluno podera considerar tudo que foi feito
durante a resolucao e a partir dai é de admitir que consiga formular uma explicacdo sobre

como foi obtido ou como podera obter o termo geral da sucessao construida.
Seccao |l

Na Alinea D) refere-se que a densidade populacional de laranjeiras em cada dia é o quociente

da quantidade de plantas por area com plantacao.

Espera-se que os alunos reutilizem os resultados ja obtidos nas alineas anteriores e, através
da folha de calculo, calculem varios termos desta sucessao, calculando os quocientes (Fig.
14).
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Q ) R S Q R
n"+2n+1 n“+2n+1
Uy = oz Uy = =
Ordem Ordem
do dia densidade dodia densidade
1 4 1 =(Q3~2+2*Q3+1)/Q3"2
2 2,25 2 =(Qa~2+2*Q4+1)/Q4a"2
3 1,777777778 3 =(Q572+2*Q5+1)/Q5"2
4 1,5625 a ={Qs~2+2*Q6+1)/Q6"2
5 1,44 5 =(Q7+2+2*Q7+1)/Q7"2
6 1,361111111 6 =(Q8"2+2*(Q8+1)/Q8"2
7 1,306122449 7 ={Q9~2+2*Q9+1)/Q9*2
8 1,265625 g =[Q104242*Q10+1)/Q1042
9 1,234567901 g =(Q1172+2*Q11+1)/Q11+2
10 121 10 ={Q1272+2*Q12+1)/Q12~2
11 1,150082645 11 ={Q13~2+2*Q13+1)/Q13~2
12 1,173611111 12 = Q14A2+2*Q14+1}JfQ144\2
13 1,159763314 13 ~(Q15°2+2+Q15+1)/Q1542
14 1,147959184 14 =[Q16/242*Q16+1)/Q1642
15 1137777778 15 =(Q17°2+2*Q17+1)/Q17"2
16 1,12890625 - 16 =( Q13“2+2*Q18+l}1{Q13A2
i=ES

Figura 14: Formulas de resultados relativas a densidade em funcao dos dias

Antecipa-se que os alunos compreendam e manifestem a compreensao de que cada termo foi
obtido mediante a combinacao de termos pertencentes a duas sucessbes anteriormente

obtidas. E que se trata de calcular a razao dos TG das duas, sucessoes:

n® +2n+1
Uy = 5
n 2
Os quocientes obtidos nestes moldes levardo os alunos a concluirem que os termos da

sucessao se aproximam significativamente a 1 e que portanto a sucessao é convergente.

4.2.5 Andlise a priori da quinta sessdao: Problema de batimento do coragéao

A quinta, e ultima sessdo, foi composta por duas subseccoes planificadas como ciclos
sequenciais, cada uma terminando com a respetiva institucionalizacdo dos topicos tratados. O
problema foi proposto de tal modo que os dados iniciais a utilizar serao sugeridos pelo

solucionador.

Em termos didaticos, os objetivos fulcrais dessa sessdao sdo os de introduzir e explorar o

conceito de sucessao alternada e suas propriedades.

A atividade proposta consiste em resolver um problema que retrata uma situacao que pode
relacionar-se com o monitoramento do coracdo e posteriormente recorrer a métodos

quantitativos para manipular os dados.
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Tabela 17: O Problema do batimento do coracao

Ciclo cardiaco € um conceito referente aos eventos relacionados com o fluxo e

Probl pressdo sanguinea que ocorrem desde o inicio de um batimento cardiaco até ao
roblema

proximo batimento. Em resumo, o ciclo cardiaco é dividido em dois momentos: o
proposto

de relaxamento, chamado diastole, quando o coracao se distende ao receber o

sangue, e o de contracao, denominado sistole, quando ele ejeta o sangue.

Atribua um valor numérico para diastole e outro para sistole.

A) Construa analiticamente a sucessao Un que representa n ciclos cardiacos
(diastole e sistole).

B) Fale sobre a monotonia da sucessao Un e justifique com base numa

o - - .

. representacao grafica ou por meio de uma tabela.

]

w
C1) Obtenha a média de cada 2 termos consecutivos da sucessdo Un e
escreva o termo geral desta nova sucessao Vn.
C2) Caracterize a sucessao Vn (convergéncia, monotonia, majorante,
minorante, limitacao).
D1) Determine a diferenca entre cada termo da sucessao Un e o termo
correspondente da sucessao Vn e escreva o termo geral desta nova sucessao,

° Wn.

U

(O3

O

]

w

D2) Caracterize a sucessao Wn (convergéncia, monotonia, majorante,

minorante, limitacao).

Proposta de resolucdo
Seccao |

Os nUmeros propostos para diastole e sistole poderao ser: -1 e 1, respetivamente.
Na alinea A) a sucessao sera a seguinte: -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1,...

Analiticamente a sucessao pode ser representada mediante o termo geral:

—1 senfor impar
Uy = I i ou u,=(-1)"

1 senfor par
A resposta a alinea B) tem a ver com a definicao de sucessao alternada. Espera-se que os

alunos justifiquem ou expliquem esta ideia, recorrendo, por exemplo, a representacoes
graficas (Fig. 15).
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4
L=

- -

Figura 15: Grafico da sucessao alternada que representa o ciclo cardiaco

Do 1° ao 2° termo, a sucessao decresce e ao passar do 2° ao 3° termo a sucessao cresce; e

continua com esta alternancia.

Na resposta a alinea C1), as médias de termos consecutivos sdo: 0, 0, 0, 0, 0, O, ...

0 termo geral desta sucessao é Vn=0

A sucessao Vn é convergente, nao € monoétona e é constante, tem majorante e minorante 0 e

portanto é limitada.

Seccao |l

As diferencas entre cada termo da sucessao Un e o termo correspondente da sucessao Vn sao:

-1-0, 1-0, -1-0, 1-0, -1-0, 1-0, -1-0, 1-0, -1-0, 1-0, -1-0, 1-0, -1-0, 1-0, -1-0,...
1,1, -1,1,-1,1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1,...

Wn = [—1)}" é a nova sucessao que, neste caso, € igual a sucessao inicial.
Espera-se que cada aluno encontre a tipica sucessao alternada de termos -1 e 1.

Para a alinea D2), é de esperar que o aluno conclua que a sucessao Wn é divergente, é

alternada, o majorante é 1 e o minorante é -1; portanto, é uma sucessao limitada.
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Capitulo 5

Analise de Dados

Este capitulo apresenta a analise de dados empiricos, baseada essencialmente na analise de
conteldo de dados qualitativos recolhidos em sala de aula. Os dados incluem as gravacoes das
acoes realizadas no computador pelos alunos selecionados e respetivas explicacoes e
narracoes, produzidas oralmente, as quais foram igualmente gravadas em audio. Estas

gravacoes foram obtidas com o auxilio do software aTube Catcher (Screen Recorder).

Acrescem aos dados das gravacoes, os registos escritos dos alunos, contendo as suas respostas
e resultados, relativamente as questdes colocadas em cada atividade que foi realizada com
recurso a folha de calculo. Por fim, foram ainda utilizados os ficheiros produzidos pelos

alunos na prépria folha de calculo no decurso de cada atividade.

A analise sera conduzida, segundo um padrao uniforme, estando organizada em 3 seccdes,
cada uma delas correspondendo a um dos alunos-caso. Para cada caso, sera apresentada uma
descricao da atividade desenvolvida, em cada questao proposta, documentada e
complementada com recortes de explicacdes orais do aluno, bem como de figuras retiradas
dos seus relatdrios escritos e imagens capturadas de ecras do computador. Pretende-se com
esta descricdo dar uma visdo global das resolucées do aluno, dos seus raciocinios e
abordagens e do modo como usou a folha de calculo para concretizar os seus objetivos. Numa
segunda fase, a analise debruca-se sobre aspetos especificos do estudo, designadamente: 1)
identificacdo dos tipos de representacdes semiodticas utilizados em cada questdo e respetivos
tratamentos e conversdes, tendo por base a Teoria dos Registos de Representacoes
Semioticas; e ii) os modelos construidos e/ou utilizados pelos alunos, incluindo as varias
formas que tais modelos foram assumindo ao longo da resolucao das questoes, tendo por base
o contexto do problema proposto e os conceitos matematicos que deste emergiram, segundo
a Teoria de Modelos e Modelacao.

Por ultimo, é feita uma sintese dos elementos mais evidentes que se observam, de acordo
com cada uma das perspetivas teoricas, colocando-os em paralelo, de modo a permitir uma
melhor compreensao das possiveis relacdes entre os dois aspetos centrais da analise: o uso de
representacoes semioticas, envolvendo o recurso a folha de calculo, e também a construcéo e

o desenvolvimento de modelos conceptuais da situacao explorada.

119



5.1 Caso do Aluno 1

Nesta seccao é apresentado o caso do Aluno 1, centrado nas resolucoes que este aluno
desenvolveu para as cinco tarefas propostas. Para cada uma das tarefas, é feita uma
descricao detalhada dos processos de resolucdo e dos raciocinios e producées do aluno, ao
longo das varias questdes da tarefa, sustentada nos dados provenientes da gravacao do ecra
do computador, das suas afirmacdes verbais ao longo da atividade, dos ficheiros da folha de
calculo e do relatorio escrito que realizou. Numa segunda fase, propde-se, para cada tarefa,
uma analise interpretativa da atividade do aluno, sob o ponto de vista da Teoria de Registos
de Representacdes Semidticas e sob a dtica da Teoria de Modelos e Modelacao. Por fim,
sugere-se uma analise comparativa, baseada na sintese dos resultados fundamentais

resultantes da analise elaborada no ambito de cada uma das perspetivas teodricas adotadas.

5.1.1 Resolucéo da Tarefa 1 - Jardim de roseiras

Resolucdo da alinea A

Depois da leitura da tarefa (Anexo 4), o Aluno 1 comecou por fazer um esquema, tracando
uma semirreta, indicando a fonte na origem da mesma e a localizacao das roseiras ao longo
dessa linha (Fig. 16).

Figura 16: Representacado esquematica da fonte e fila das roseiras

Baseando-se no esquema, considerou depois as distancias entre a fonte e cada uma das
roseiras e, tendo em conta os dados da tarefa, destacou a distancia a que se encontra a
Ultima roseira regada em cada viagem. Para isso, introduziu varias notacoes, entre as quais, a

designacao das roseiras de forma sequencial, . #;. r, etc., assim como a distancia da fonte

a cada uma delas por meio de uma simbologia coerente, em que F representa a localizacao da
fonte (Fig. 16). Com esta primeira abordagem, aparentemente o Aluno 1 reconheceu que
teria uma ultima roseira a ser regada em cada viagem, numa certa sequéncia, isto é, na 12

viagem seria a 32 roseira, na 22 viagem seria a 6° roseira, e assim por diante (Fig. 17).
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Figura 17: Distancia entre a fonte e cada roseira regada em cada viagem

0 aluno regista entdo na folha de calculo as distancias entre a fonte e a ultima roseira regada
em cada uma das sucessivas viagens, utilizando as colunas A e B (Fig. 18). Na coluna A,
introduz um simbolo que escolheu para representar as viagens, idéntico a designacdo dos

termos de uma sucessdo w,, e na coluna B coloca as distancias referidas, que tinha

anteriormente calculado no papel.

A B
1
2 V1 17
3 V2 20
4 V3 23
5 V4 26

Figura 18: Distancias entre a fonte e a Ultima roseira regada em cada uma das sucessivas viagens

Depois de considerar e registar na folha de calculo as distancias entre a fonte e cada ultima
roseira regada em cada viagem, o aluno teve em atencado que as distancias entao registadas
correspondiam a um percurso de ida do jardineiro. Percebeu que havia necessidade de
considerar o percurso de volta, em cada viagem, e concluiu que poderia recorrer a adicdo
reflexiva ou a multiplicacdo por dois para obter o valor numérico das distancias percorridas
nas sucessivas viagens do jardineiro. De facto, o aluno parece ter considerado importante
ensaiar os dois modelos para a obtencao da distancia percorrida, razdo pela qual obteve os

mesmos resultados em duas colunas diferentes (colunas D e E) (Fig. 19).
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A B C D E A B C D E
1 1
2 |Vl 17 34 34 2 vl 17 =17+¢17  =2*17
3 V2 20 40 40 3 V2 20 =20+20  =2*20
4 V3 23 46 46 4 V3 23 =23+23 =2*23
5 V4 26 52 52 5 |v4 26 =B3+B3 =B5*2
B V5 23 38 58 6 V5 23 =Bo+B6  =B6*2
7 V6 32 64 64 7 Ve 32 =B7+B7 =B7*2

Figura 19: Construcao da sucessao das distancias percorridas pelo jardineiro

O Aluno 1 apresenta no seu relatoério (Fig. 20) o modo como obteve algumas destas distancias
mas destaca que através do computador é possivel obter (ou observar) um maior conjunto de
distancias percorridas, referindo-se naturalmente a reproducdo automatica da formula que

aplicou na folha de calculo.

Figura 20: Relatdrio do Aluno 1 de como obteve as primeiras distancias que o jardineiro percorreu

Resolugdo da alinea A1

Para obter o modelo matematico que permitiria descrever a distancia percorrida pelo
jardineiro nas sucessivas viagens, o Aluno 1 procurou padrées numéricos na folha de calculo e,
depois de algumas tentativas, conseguiu estabelecer uma forma de calculo por recorréncia. O
aluno considerou, como exemplo, a distancia percorrida durante a 3° viagem (a Ultima
registada pelo aluno no papel); percebeu entao que a distancia seguinte seria dada por 46+6 e
que através da folha de calculo, todas as sucessivas distancias poderiam ser obtidas dessa
forma. Desse modo, estabelece uma expressao algébrica para o calculo dos termos da
sucessao que designa por a, (Fig. 21); contudo, nao apresenta o primeiro termo, ainda que

possa estar implicito na sua explicacao que se trata do valor 34.
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Figura 21: Excerto do relatorio do Aluno 1 com a resposta a alinea A1 (Tarefa 1)

Resolucdo da alinea B

0 aluno recorre imediatamente a folha de calculo para responder a questao de determinar o
numero de roseiras que ficariam regadas apos cada viagem do jardineiro. Neste caso, numa
das colunas, escreveu novamente V1 (que significa 12 viagem) e, a seguir, escreveu o niUmero
3 na coluna ao lado. Na linha seguinte escreveu V2 (que significa 2% viagem) e na coluna ao
lado efetuou a operacao “3+3”. Ao escrever V3 na linha seguinte, o aluno comentou que na 3?
viagem o jardineiro rega mais 3 roseiras e realizou o calculo “6+3” na coluna ao lado (Fig.
22).

1 1 K L
V1 3 3
V2 6 7]
V3 9 9
V4 =5+3 12
15
18
21

Figura 22: Calculo recursivo das quantidades de roseiras que ficariam regadas apos cada viagem do
jardineiro
Em seguida, o Aluno 1 registou estes valores no papel, onde procurou descrever o seu
raciocinio e ai referiu que os valores foram obtidos no computador. Na sua descricdo, mostra
ter usado um raciocinio recursivo, em que considera um acréscimo constante de 3 roseiras

(“rega mais 3”) em cada nova viagem do jardineiro (Fig. 23).
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Figura 23: Registo de quantidades de roseiras que ficariam regadas apos cada viagem do jardineiro

Posteriormente, o aluno volta ao Excel e cria a coluna K, comecando por escrever os nimeros
3, 6, 9, 12. Depois, ao arrastar a alca da selecao de células, consegue obter os seguintes
termos da sequéncia linear de incremento 3. Por fim, responde no papel a questdo em causa,

usando linguagem corrente (Fig. 24).

Figura 24: Resposta do Aluno 1 a alinea B (Tarefa 1)

Resolugdo da alinea B1

O Aluno 1, depois de observar e de comprovar na folha de calculo que os niUmeros escritos na
coluna K eram multiplos de 3, decidiu criar uma relacdo ente a ordem dos termos e o valor
dos termos. Na coluna O, escreveu os nimeros que representam a ordem dos termos,
encabecados pelo titulo n. Depois, na coluna M, ensaiou a formula para obter os multiplos de
3. Por fim, na coluna P e na célula P1, escreveu como cabecalho a expressao algébrica para
os multiplos de 3 e logo a seguir introduziu uma formula para obter esses multiplos de 3,
como se pode ver na figura 25; assim, usou formula “=3*02", arrastou ao longo da coluna P,

obtendo os mesmos valores que antes tinha encontrado na coluna K.

1 | 1|k o| p 1|1 |k M o P
n 3*n n  3*n
Vi 303 1 3 V1 3 3 =3*1 1 =3*02
va 6 & 2l & V26 6 =3%2 2 =3*03
Vs 3 9 3 9 V3 9 9 =3+%3 3 =3*04
va 12 12 4 12
V4 =943 12 4 =3*05
15 5 15 -
18 6 1z 15 5 =3*06
—3%*
a1 i — 18 6 =3*07
24 8 24 21 7 =3*08

Figura 25: Calculo da quantidade total de roseiras regadas apos cada viagem e em funcao da quantidade
que ja estava regada
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Ao registar no papel o aluno generalizou destacando que os nimeros ora obtidos (termos da

sucessao) sao multiplos de 3 e nesta ocasiao o aluno usou a expressao @, = 3n (Fig. 26).

B:Q Ay %Ww W/,W‘évw utlliples oe 3
A @'Y?: 37'?

Figura 26: Excerto da resposta da alinea B1 apresentada pelo Aluno 1 (Tarefa 1)

Resolugdo das alineas C e D

Relativamente as questdes C e D, que visavam aferir questdes de nomenclatura para os
conjuntos de valores encontrados nas respostas anteriores, o Aluno 1 transcreveu para o papel

as suas respostas, sem mostrar dificuldades (Fig. 27).

@) (o4 é%m ole Wﬂﬂfm o Llioles s alvechs A 2B
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Figura 27: Excerto das respostas das alineas C) e D) apresentadas pelo Aluno 1 (Tarefa 1)

Resolucdo da alinea E

Na alinea E, era pedida uma analise das sucessdes obtidas até ao momento (duas progressoes
aritméticas). O aluno comeca por referir que, em cada sucessdo, cada termo ¢ diferente do
outro. Explorando as ferramentas do MS-Excel, ele faz um grafico de pontos da sucessao
obtida na alinea B, isto €, o nimero de laranjeiras que estao regadas apos cada viagem (Fig.
25). E apontando o cursor sobre o grafico (Fig 28), sublinha que a partir da imagem produzida

pelo computador, é possivel observar o seguinte:

“Cada termo é diferente do outro. A partir do computador, da para ver que o
grafico sobe, ou seja, cada termo € menor que o seguinte”.
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E F G H 1 ] K L M N 0 P Q
1 n 3*n

2 Y Y V1 3 3 3 1 3
3 a0 a0 V2 6 6 6 2 6
a3 46 16 46 v3 g 9 9 3 9
5 52 52 52 v 12 12 a 12
6 58 58 o 5 15
7 64 64 + & 18
8 70 70 w0 .’ 7 21
9 76 76 . * 8 24
10 82 82 * 9 27

0 +
11 88 88 . 10 30
12 94 94 Lt 11 33
0 4 .
13 100 100 & #Sériel 12 36
14 106 106 20 P 13 39
15 112 112 . * 14 a2
16 118 118 0 * 15 a5
7

17 124 124 + 16 ag
18 130 130 o + 17 51
19 136 136 o < 10 15 20 18 54
20 142 142 19 57

Figura 28: Representacao grafica da quantidade de roseiras que ficariam regadas apos cada viagem

Em seguida, apontando o cursor para a tabela correspondente a sucessao obtida na alinea A)
e reanalisando o padrao numérico, refere que a cada termo foi adicionado 6 para obter o
termo subsequente. E acrescenta que na sucessdo da alinea B) a cada termo foi adicionado 3
e que isso também é possivel de observar no computador. Deste modo, o aluno refere, para
cada uma das sucessodes, o valor constante que € adicionado a cada termo mas parece realcar
sobretudo o facto de que ambas as sucessdes sdo monotonas crescentes.

Resolugdo da alinea E1

Para a resolucdo desta questdo, o Aluno 1 recorre apenas ao trabalho com papel e lapis,
mostrando considerar que se esta a pedir uma justificacdo formal para o comportamento de
cada uma das sucessoes. Contudo, o que o aluno acaba por provar é que as duas sucessoes sao

mondtonas crescentes (pois vai demonstrar que a, < a,.; € O, < Q,.:), partindo do

pressuposto de que as duas sucessdes sdo progressoes aritméticas. Note-se ainda que faz esta
demonstracdo usando a definicdo dos termos por recorréncia, para cada uma das sucessoes
(Fig. 29).
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Figura 29: Excerto de relatdrio com registo da resposta da alinea E1 apresentada pelo Aluno 1 (Tarefa 1)

Resolugdo das alineas G e G1

0 aluno explorou a sucessao da alinea B (nimero de roseiras regadas em funcdo do nimero de
viagens) e localizou o valor 60 na coluna P, exatamente na célula P21, e observou que na
célula 021 (isto €, na coluna correspondente a ordem dos termos) estava o valor 20 e, assim

sendo, afirmou:

“A partir do computador, sabe-se que consegue regar 60 roseiras depois que faz
a 20® viagem”.
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Recorrendo novamente a folha de calculo, o aluno selecionou os 20 primeiros termos da
sucessao obtida na alinea A (distancia percorrida em cada uma das sucessivas viagens), tendo

efetuado a soma automatica dos mesmos e respondeu que:

“Consegue regar 60 roseiras quando faz a 20? viagem. E podemos calcular a
distancia total das 20 viagens, no computador o resultado é 1820”.

O Aluno 1 justificou ainda as respostas por escrito, no seu relatdrio. Apresentou a resolucdo
analiticamente, incluindo o calculo da soma dos primeiros termos de uma PA, com base na
respetiva expressao geral (Fig. 30). Nas suas respostas assinalou que os resultados
confirmavam o que tinha obtido na folha de calculo.
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Figura 30: Excerto de relatdrio com registo da resposta da alinea G1 apresentada pelo Aluno 1 (Tarefa 1)

Resolucdo da alinea H

Ao interpretar o problema de saber a quantidade de agua necessaria para regar 90 roseiras, o
aluno notou que em cada viagem sao regadas 3 roseiras, 0 que significa que o jardineiro rega
3 roseiras com (cada) 10 litros. Assim, deduziu que gasta 10/3 litros para cada roseira, pelo
que, recorrendo a folha de calculo, escreveu na célula S7 a seguinte expressao: =90*10/3. O

resultado foi obviamente o valor 300. Registou a sua resposta no papel (Fig.31).
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Figura 31: Excerto de relatorio com registo da resposta da alinea H apresentada pelo Aluno 1 (Tarefa 1)

Resolugdo da alinea H1

O aluno comeca por resolver a questao no papel, utilizando um procedimento muito
semelhante ao que utilizou na resolucao da alinea B. Considerou que se em cada viagem gasta
10 litros, entao gasta 10 litros na 12 viagem, mais 10 litros na 2® viagem e, como tal, deve-se
considerar 20, pois € 10+10. Na 3? viagem gasta mais 10 litros e ao considerar os 20 litros ja
gastos nas viagens anteriores o aluno concluiu que ao final da 32 viagem, o jardineiro gastou

30 litros. Utilizou ainda o mesmo raciocinio para a 4° viagem (Fig. 32).

Figura 32: Esquema recursivo sugerido pelo Aluno 1 para responder a alinea H1 (Tarefa 1)

Depois de ter esquematizado o seu raciocinio, passou a implementar o seu modelo na folha de
calculo conforme se observa na figura 33. O aluno usou uma formula por recorréncia para
definir uma PA de razao 10 e estabeleceu a relacdo entre o nimero de viagens e a quantidade

de agua gasta.

T ] T u 1

v litros v litros

1 10 1 10
2 =U3+10 2 20
3 =Ua+10 3 30
4 =U5+10 4 40
a =U6+10 5 20
o =U7+10 6 60

Figura 33: Formulas e resultados recursivos indicando a quantidade total de agua gasta quando realiza as
sucessivas viagens
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Para obter a formula geral que define a sucessao, o aluno observou que os termos da sucessao
entdo obtida (e registou no papel alguns destes termos) sao os multiplos de 10, pelo que

considerou que a formula procurada era: a,, = 10n.

0 aluno testou ainda esta formula na folha de calculo como se pode ver na figura 34. Usou a
relacao direta entre a ordem do termo e o valor do termo, obtendo a mesma sucessao, ou

seja, os multiplos de 10.

T u "u" W T| U |V W X

v litros ou v litros ou

1 10 =T3*10 1 10 10

2 =U3+10 =T4*10 2 20 20

3 =U4+10 =T5*10 3 30 30

4 =U5+10 =T6*10 4 an a0

5 =U6+10 =T7*10 5 30 50

6 =U7+10 =T8*10 & 60 60

7 =US+10 =T9*10 7 70 70

8 =U9+10 =T10*10 a8 80 80

9 =U10+10 =T11*10 9 90 90

Figura 34: Formulas e resultados relativos a quantidade total de agua gasta em funcao do nimero de

viagens

5.1.2 Andlise e Interpretacao da Tarefa 1

Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva da TRRS

O Aluno 1 iniciou a resolucao da primeira tarefa, mobilizando registos verbais que lhe
possibilitaram interpretar a situacao proposta. Logo em seguida o aluno mobilizou um registo
grafico, sob a forma de um esquema, ao qual associou registos algébricos e representou
parcialmente a situacao sugerida, podendo dizer -se que fez uma conversao parcial, tendo em
atencdo o registo grafico e a descricao da situacdo em si. O aluno mobilizou registos
numéricos, também acompanhados por registos algébricos, para representar as distancias
entre a fonte e cada uma das primeiras 9 roseiras e simultaneamente mobilizou registos
verbais para destacar cada ultima roseira regada no fim de cada viagem. Em seguida, fez a
conversao dos registos algébricos que representam as distancias entre a fonte e a Ultima
roseira regada em cada viagem e fez tratamentos destes registos numéricos ja na folha de

calculo. Obteve assim os registos numéricos que representam as distancias percorridas em
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cada uma das primeiras viagens. O aluno continuou a sua atividade matematica, mobilizando
registos verbais e numéricos para explicitar o seu raciocinio e os tratamentos efetuados para

obter a solucao da questao proposta.

Mais tarde, e porque a situacao assim sugere, o aluno procurou interpretar a configuracao
numérica na folha de calculo e, depois de alguns ensaios, percebeu o padrdo numérico a
considerar para efetuar tratamentos que proporcionam como resultados os termos da
sucessao, partindo do ultimo termo conhecido. E considerando este padrao, o Aluno 1 inseriu
na folha de calculo uma formula que lhe permitiu efetuar tratamentos de forma automatica,
dos quais resultaram as distancias percorridas pelo jardineiro durante as sucessivas viagens.
Tendo em atencao os registos numéricos e, em especial, a formula que permitiu a obtencao
de tais resultados, o aluno mobilizou registos verbais para sublinhar como cada elemento
resultou e em seguida converteu estes registos verbais em registos algébricos. Fé-lo depois de

ter efetuado no papel alguns tratamentos de registos numéricos, utilizando o mesmo critério.

Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva da M&M

O Aluno 1, depois de interpretar o enunciado do problema, iniciou a realizacao da atividade,
esquematizando a situacao proposta. A partir do seu esquema, o aluno iniciou a construcao do
seu modelo, ao destacar a distancia entre a fonte e cada Ultima roseira regada em cada
viagem. Para melhor explorar o modelo e facilitar o desenvolvimento do mesmo, o aluno
recorreu a folha de calculo enquanto meio representacional e depois de analisar o modelo
expresso numericamente, aperfeicoou o modelo inicial ao ter em atencao o facto de que cada
viagem consiste numa ida e numa volta. Com esse principio, o aluno adicionou duas vezes
cada distancia e sugeriu que tal calculo é equivalente a multiplicacdo de cada distancia por 2.
A matematizacdo do modelo foi possivel depois de perceber o padrao numérico e de
estabelecer que a partir de cada termo conhecido se pode obter o termo seguinte. O aluno
aplicou esse modelo e obteve os primeiros termos, conforme a situacao pretendia e depois de
explicar o critério utilizado para estabelecimento desse modelo, aplicou-o recorrendo a folha
de calculo. Assim, obteve diversos termos da sucessdo por aplicacdo do modelo e ao registar

os resultados no papel, explicou o modelo considerado e representou-o na forma algébrica.

Um resumo da andlise da resolug¢do das alineas A) e A1)

Adiante, pretende-se estabelecer uma sintese comparativa entre os resultados mais
significativos que se retiram das interpretacdes construidas a partir das duas lentes teoricas

consideradas (Tabela 18).
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Tabela 18: Sumula dos resultados extraidos da analise da resolucédo das alineas A) e A1) segundo cada
uma das perspetivas teoricas (Tarefa 1/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos verbais para interpretar a
atividade proposta

Interpreta o enunciado do problema

Para representar parcialmente a situag@o
sugerida mobiliza um registo grdfico ao qual
associa registos algébricos

Inicia a modelacdo, esquematizando a
situacdo proposta

Mobiliza sincronizadamente registos
numeéricos e registos algébricos, para
representar as distdncias entre a fonte e
cada uma das roseiras

Mobiliza registos verbais para destacar a
ultima roseira regada no fim de cada viagem

Partindo do esquema, destaca
particularidades da situacdo que considera
pertinentes

Faz a conversdo dos registos algébricos para
registos numéricos

Inicia a formulacdo seu modelo ao destacar a
distancia entre a fonte e a ultima roseira
regada em cada viagem

Faz tratamentos dos registos numéricos ja na
folha de cdlculo e obtém as distdncias
percorridas em cada uma das primeiras
viagens

Aplica experimentalmente o modelo e
refina-o, considerando uma ida e uma volta;
utiliza duas formas de cdlculo equivalentes
para determinar as distdncias percorridas

Mobiliza registos verbais e numéricos para
explicitar o raciocinio e os tratamentos
efetuados

Exprime os principais detalhes do modelo e
explica o fundamento do estabelecimento
desse modelo

Faz tratamentos de forma automdtica
através de uma férmula que inseriu na folha
de cdlculo e obtém as distdncias percorridas
pelo jardineiro apos as sucessivas viagens.

Estabelece um processo recursivo e aplica o
modelo para obter os primeiros termos
conforme a situacdo sugeria

Faz alguns tratamentos de registos
numéricos no papel

Mobiliza registos verbais para sublinhar
como cada elemento surgiu

Obtém diversos termos da sucessédo por
aplicacdo do modelo

Converte registos verbais em registos
algébricos

Representa o modelo considerado na forma
algébrica

Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva da TRRS

O Aluno 1 comecou por mobilizar registos iconicos para representar as viagens e também

registos numéricos para representar as quantidades de roseiras regadas. Considerando a

situacao proposta, o aluno fez tratamentos de registos numéricos; a observacdo dos

resultados permitiu-lhe desvendar um padrao numérico e consequentemente um critério a

considerar nos tratamentos de registos numéricos de modo a exprimir o padrao ora

encontrado. Neste sentido, o aluno inseriu na folha de calculo uma féormula que lhe permitiu

efetuar tratamentos de forma automatica. Para finalizar a resolucdo, o aluno mobilizou

registos verbais para explicitar o significado matematico dos resultados e seguidamente

converteu estes registos verbais em registos algébricos, algo que de certo modo condiz com a

formula que anteriormente introduziu na folha de calculo.
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Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva da M&M

Ao interpretar aa situacao proposta, o aluno teve em atencao as viagens e as quantidades de
roseiras regadas e efetuou os primeiros calculos auxiliares; iniciou a modelacao da situacao
diretamente na folha de calculo, onde comecou por considerar a necessidade de aumentar 3
unidades nUmero das roseiras regadas, para cada viagem realizada pelo jardineiro. A
aplicacao do modelo assim concebido permitiu obter diversos resultados. Seguidamente, o
aluno continuou o teste e a exploracdo do modelo, e mais concretamente os resultados
proporcionados pela sua aplicacdo. Descobriu que os mesmos sao multiplos de 3 e com esta
observacao, o aluno aprimorou o modelo e exprimiu-o, inserindo na folha de calculo uma
formula que permitiu calcular os termos da sucessdao. Deste modo, viu que o teste e a
aplicacao da versao final do modelo proporcionou os mesmos resultados que a versao inicial;
porém, a versdo final permitia determinar o nimero de roseiras regadas em funcdo do
numero de viagens realizadas ao passo que o modelo inicial somente permitia determinar a
quantidade de roseiras regadas em funcao de nimero de roseiras que ja estavam regadas.
Para expressar algebricamente o modelo, o aluno mencionou o principal atributo matematico

da sucessao obtida e com isso estabeleceu a relacao algébrica que representa o modelo.
Um resumo da andlise da resolugcdo das alineas B) e B1)

A seguir, propde-se uma sintese das ideias principais emergentes segundo cada perspetiva
teodrica (Tabela 19).

Tabela 19: Simula dos resultados extraidos da analise das alineas B) e B1) segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 1/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos iconicos para representar | Interpreta a situacdo, tendo em atencéo
as viagens e registos numericos para as viagens e as quantidades de roseiras
representar as quantidades de roseiras regadas e efetua os primeiros calculos

Faz tratamentos de registos numéricos auxiliares

Identifica um padrédo numérico que considera | O modelo baseia-se em aumentar 3

nos tratamentos de registos numéricos unidades ao nuimero das roseiras ja regadas;

a aplicac@o do modelo permite obter
diversos resultados

Insere na folha de cdlculo uma férmula que Explora o modelo e identifica que os termos
permite efetuar tratamentos de forma sdo multiplos de 3; matematiza a situacdo,
automdtica inserindo na folha de cdlculo uma férmula
que permite calcular os termos da sucess@o

Mobiliza registos verbais para explicitar o

o C . Da significado matemadtico aos resultados e
significado matematico dos resultados gnif

estabelece uma relacgdo algébrica que

Converte os registos verbais em registos
representa o modelo

algébricos
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Andlise das alineas E) e E1) na perspetiva da TRRS

Para melhor visualizar possiveis relacdes entre termos consecutivos, o aluno converteu os
registos numéricos em registos graficos, na folha de calculo. Em seguida, mobilizou registos
verbais para exprimir uma relacao entre termos consecutivos gerados pelo modelo concebido
na alinea B). Considerando também os registos numéricos, o aluno mencionou a ideia de que

dado um termo conhecido seria possivel obter o subsequente.

O aluno tentou ainda comprovar a existéncia das relacdes que pareceu identificar. Com
efeito, mobilizou registos verbais e algébricos e fez tratamentos de registos algébricos que o

levaram, entretanto, a prova da monotonia crescente para cada uma das duas sucessoes.

Andlise das alineas E) e E1) na perspetiva da M&M

Para melhor compreender as caracteristicas e relacdes existentes nos resultados dos seus
modelos, o aluno representou graficamente o modelo matematico e detalhou a relacdo entre
os termos consecutivos da sucessdo construida na alinea B). Em seguida sublinhou a relacao
recursiva dos modelos, ao referir que cada termo pode ser obtido adicionando uma mesma

quantidade ao termo anterior.

O aluno comprovou, entao, analiticamente a relacao de ordem entre os termos consecutivos
de cada uma das sucessdes, depois de estabelecer relacbes algébricas em que integrou

conhecimentos prévios. Desse modo, obteve condicdes universais nos dois casos.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas E) e E1)

Em sintese, apresentam-se as conclusdes essenciais das duas leituras (Tabela 20).

Tabela 20: Sumula dos resultados extraidos da analise da resolucdo das alineas E) e E1) segundo cada
uma das perspetivas teoricas (Tarefa1/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Converte os registos numeéricos em registos Representa graficamente o modelo

grdficos matemdtico

Mobiliza registos verbais para exprimir a Analisa a relacdo entre valores consecutivos
relacdo entre os valores consecutivos e em seguida sublinha a forma recursiva dos
proporcionados pelo modelo modelos

Mobiliza registos verbais e algébricos para Comprova analiticamente as ilacées

comprovar a existéncia das relacées aludidas | relativamente a relacdo de ordem entre os
termos consecutivos

Faz alguns tratamentos de registos Usa conhecimentos anteriores e prova
algébricos e obtém uma prova da monotonia | algebricamente propriedades dos modelos
de cada sucess@o
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Andlise das alineas G) e G1) na perspetiva da TRRS

0 aluno mobilizou registos numéricos para interpretar a situacao, considerando as sucessoes
que ja estavam construidas na folha de calculo; seguidamente, mobilizou registos verbais
para exprimir a ordem do termo representado por 60 e para determinar o valor numérico da
distancia total percorrida para regar 60 roseiras, o aluno mobilizou novamente registos
numéricos e fez o devido tratamento dos mesmos. Assim, conseguiu determinar a distancia

total percorrida pelo jardineiro até regar 60 roseiras.

Para comprovar o resultado analiticamente, o aluno mobilizou um registo algébrico que
representa a sucessao das quantidades totais regadas, fez alguns tratamentos e obteve a
ordem do termo cujo valor é 60. E ainda mobilizou o registo verbal para realcar ter assim

confirmado que a resposta pretendida seria o final da vigésima viagem.

Seguidamente, mobilizou registos verbais para referir uma relacao algébrica que permite
calcular a soma dos primeiros termos e consequentemente mobilizou registos algébricos para
representar tal relacdo. Partindo dessa relacao, o aluno fez conversdes de registos algébricos
em registos numéricos e fez o tratamento dos registos numéricos, obtendo o mesmo valor

numeérico para a distancia percorrida até conseguir regar 60 roseiras.

Andlise das alineas G) e G1) na perspetiva da M&M

Para responder a questao colocada, o Aluno 1 comecou por explorar os modelos expressos
numericamente e usando os seus conhecimentos sobre a relacao termo-ordem, descobriu a
ordem do termo 60 na tabela produzida na folha de calculo. Depois, aproveitando as
potencialidades da folha de calculo, o aluno efetuou a soma dos primeiros 20 termos e obteve

o total da distancia percorrida até conseguir regar 60 roseiras.

Para obter o resultado analiticamente, o aluno foi verificar que a ordem do termo 60 é a 207,
resolvendo uma equacdo. Com este procedimento, o aluno confirmou que era necessario
somar os 20 primeiros termos da sucessao. Com base nos seus conhecimentos prévios, o aluno
considerou a expressao que permite calcular a soma dos primeiros termos de uma PA e obteve

0 mesmo resultado obtido anteriormente no computador.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas G) e G1)

A seguir, faz-se uma sintese comparativa dos resultados provenientes de cada uma das

interpretacoes realizadas (Tabela 21).

135



Tabela 21: SUmula dos resultados extraidos da analise das alineas G) e G1) segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 1/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos numéricos para
interpretar a situacé@o, considerando as
sucessbes que jd estavam na folha de cdlculo

Comecou por explorar os modelos expressos
numericamente na folha de calculo

Mobilizou registos verbais para exprimir a
ordem do termo representado por 60

Conhecendo a relagéo termo-ordem,
descobriu a ordem do termo 60

Mobilizou novamente alguns registos
numéricos

Fez o devido tratamento determinou a
distdncia total percorrida pelo jardineiro até
regar 60 roseiras

Aproveitando as potencialidades da folha de
cdlculo, o aluno efetuou a soma dos
primeiros 20 termos e obteve a distdncia
percorrida até conseguir regar 60 roseiras.

Mobilizou o registo algébrico que representa
a sucess@o das quantidades totais regadas

Fez alguns tratamentos e obteve uma
relac@o que explicita a ordem do termo cujo
valor é 60

Matematizou a situacdo ao substituir o valor
60 no termo geral e depois explicitou a
varidvel n

Mobilizou um registo verbal para confirmar
que a situacdo considerada no problema
ocorre no final da vigésima viagem.

Confirmou que era necessdrio somar os 20
primeiros termos da sucess@o

Mobilizou registos verbais para indicar uma
forma de calcular a soma dos termos

Mobilizou registos algébricos para calcular a
soma dos termos

Considerou a relacdo algébrica que permite
calcular a soma dos primeiros termos de uma
PA

Fez conversées de registos algébricos em
registos numéricos

Fez o tratamento dos registos numéricos e
obteve o mesmo valor numérico para a
distdncia percorrida até conseguir regar 60
roseiras

Usou a relacéo que permite calcular a soma
dos primeiros termos de uma PA e obteve o
mesmo resultado obtido anteriormente no
computador

Andlise das alineas H) e H1) na perspetiva da TRRS

0 aluno mobilizou sincronizadamente registos verbais e registos numéricos para reinterpretar
o problema proposto e em seguida mobilizou especificamente um registo numérico para
representar a quantidade de agua que o jardineiro gasta para regar cada roseira.
Seguidamente, combinou este registo numérico com a quantidade de roseiras sugerida pela
situacao e fez os devidos tratamentos; deste modo, obteve o registo numeérico que representa

a quantidade de agua que o jardineiro gastou para regar 90 roseiras.

Para determinar uma formula que permite calcular a quantidade de agua gasta nas sucessivas
viagens, o aluno comecou por mobilizar registos numéricos e fez sucessivos tratamentos.
Simultaneamente, concebeu um esquema, predominantemente numérico, que ilustra o
raciocinio recursivo. Partindo deste esquema, o aluno inseriu na folha de calculo uma formula
que lhe permitiu efetuar sucessivos tratamentos de registos numéricos de forma automatica e

com este procedimento obteve a resposta para a questao.
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Para obter a formula geral, o aluno mobilizou registos verbais para salientar o principal
atributo dos resultados entao obtidos e mobilizou um registo algébrico para representar a

sucessao através de um termo geral.

Seguidamente, inseriu na folha de calculo uma formula com base no registo algébrico
mobilizado e com esta formula fez novamente diversos tratamentos de registos numéricos e

obteve os mesmos resultados obtidos com a formula recursiva.

Andlise das alineas H) e H1) na perspetiva da M&M

O aluno comecou por fazer uma reinterpretacao da situacao que lhe permitiu iniciar a
concecdo de um modelo ao idealizar a quantidade de agua necessaria para regar cada roseira.
A seguir, desenvolveu o modelo ao considerar que a quantidade identificada antes devia ser

multiplicada por 90. Desta forma, a questao ficou resolvida.

Para obter um modelo genérico para a quantidade de agua gasta nas sucessivas viagens, o
aluno comecou por esquematizar a situacao e, a partir desse esquema, iniciou a formulacao
inicial de um modelo que consiste em considerar a soma das quantidades gastas durante as
viagens realizadas. Utilizando este raciocinio, o aluno matematizou o modelo ao inserir na
folha de calculo uma formula recursiva que permitiu obter de forma automatica a quantidade

da agua gasta em funcao das sucessivas viagens.

0 aluno continuou a exploracdo dos resultados e o modelo foi reconstituido pois o aluno
descobriu outro padrdao numérico, e com base nos seus conhecimentos anteriores destacou a
relacao algébrica equivalente. Para testar o novo modelo, o aluno recorreu a folha de calculo
e inseriu uma formula baseada na nova relacado algébrica que produziu os mesmos resultados

proporcionados pelo seu modelo anterior.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas H) e H1)

Na tabela 22, faz-se uma vez mais a sintese das interpretacdes anteriores, de acordo com as

perspetivas tedricas adotadas.
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Tabela 22: Simula dos resultados extraidos da analise da resolucdo das alineas H) e H1) segundo cada
uma das perspetivas teoricas (Tarefa1/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos verbais e registos
numéricos para reinterpretar o problema
proposto

Fez uma reinterpretacdo da situacdo

Mobilizou especificamente um registo
numeérico para representar a quantidade de
dgua que o jardineiro gasta para regar cada
roseira

Iniciou a concecdo de um modelo, ao
determinar a quantidade de dgua necessdria
para regar cada roseira

Combinou registos numéricos e fez
tratamentos, de tal modo que obteve a
quantidade de dgua necessdria para regar 90
roseiras

Melhorou o modelo para ter em conta as 90
roseiras que seriam regadas

Para calcular a quantidade de dgua gasta nas
sucessivas viagens, comecou por mobilizar
registos numéricos

Fez sucessivos tratamentos e
simultaneamente concebeu um esquema,
predominantemente numérico, que ilustra o
raciocinio recursivo

Comecou por esquematizar a situacéo e a
partir do esquema, iniciou a formacdo inicial
de um modelo para calcular a soma das
quantidades gastas durante as viagens
realizadas

Inseriu na folha de calculo uma férmula que
permitiu efetuar sucessivos tratamentos de
registos numéricos de forma automdtica

Inseriu na folha de cdlculo uma férmula
recursiva que permitiu obter de forma
automdtica a quantidade da dgua gasta em
funcdo das sucessivas viagens

Mobilizou registos verbais para analisar
resultados e mobilizou um registo algébrico
para representar a propriedade considerada

Descobriu outro padrdo numérico nos
resultados e destacou a relacdo algébrica
inerente ao mesmo

Inseriu na folha de cdlculo uma nova férmula
e fez novamente diversos tratamentos de
registos numéricos, obtendo os mesmos
resultados obtidos com a férmula recursiva

Inseriu na folha de cdlculo uma férmula
baseada na nova relacdo algébrica e
confirmou os resultados proporcionados pelo
modelo inicial

5.1.3 Resolucao da Tarefa 2 - Reproducao de virus por biparticao

Resolucdo da alinea A

Depois de ler o enunciado, o Aluno 1 comeca por resolver esta tarefa (Anexo 5) na folha de

calculo, escrevendo na coluna A os simbolos d1, d2, d3, ..., d17, que representavam os dias.

Na coluna B escreveu os nimeros 1, 2, 4 e 8 que representavam as quantidades de virus. Na

célula C4 inseriu a formula =B3+B2, numa tentativa de obter o valor 4, o que nao resultou. O

aluno continuou a sua exploracao e fez uma outra tentativa, escrevendo na célula C5 a

formula =B4*B3 que devolveu o valor 8. Assim, parecia que o aluno tinha feito uma

descoberta ao obter o 4° termo através de um calculo que envolvia o 3° e 0 2° termo, ou seja,

os dois termos anteriores (Fig. 35).
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& B c A B c Pl v (" %X « f|=BavB3 5 .
1 1 v A B c D A B c
2 di 2 di 1 1 v 1 v
3 d2 3 |d2 2 2 |d1 1 2 di 1
4 |d3 a|=m3+82 | 4 d3 a 3 3 |d2 3 2
5 |da 8 5 |da q 1 4 |d3 | 4 1 d3 4
6 |d5 6 d5 5 |da 8[=sa*B3 | 5 da 8 8
7 |d6 7 dé 6 |d5 6 |ds | 1
8 |d7 8 d7 7 |d6 7 da 1
9 |dg 9 ds g d7 8 d7

Figura 35: Excertos de folha de calculo com formulas e resultados recursivos relativos a quantidade de
virus que a pessoa infetada tera nos primeiros dias
O aluno decidiu utilizar o mesmo processo para testar se a formula que considerou seria
valida para obter o que seria o 5° termo e constatou que nao resultou, percebendo assim que

a formula falhava.

Depois de verificar a falha, o aluno apagou o contelido da coluna C e reiniciou as tentativas,
tendo escrito a formula =B3*2 na célula C4, da qual resultou o valor 4. Entdo, arrastou esta
formula e constatou que os resultados coincidiam com os nimeros escritos na coluna B.
Depois desta verificacao, o aluno colocou a férmula =B6*2 na célula B7, arrastou-a e obteve

os primeiros termos da sucessao que registou no papel (Fig. 36 e Fig. 37).

= = = = = =
Pl v (" X « f|=B3%2 cs - 5 ) . %
A B c D
A B c D i G < B
1 1
1
2 di 1 2 d1 1 d
2 |d1 1
3 d2 3 d2 2
4 |dz a=-s=2 | 4 ld3 2 a 3 d2 2
5 da 8 5 a2 3:! 4 d3 a a
6 ds 16 6 |ds 16 5 da 8
7 d6 > lde 6 ds 16 16
8 d7 3 d7 7 |d6 =
9 dg 9 |ds g d7
10 d9
10 d9 9 |dg I _|
10 d9

Figura 36: Excertos de folha de calculo com formulas e resultados para a quantidade de virus que a
pessoa infetada tera em funcao do nimero de dias

Figura 37: Registo do relatério do Aluno 1 sobre a quantidade de virus que a pessoa infetada tera nos
primeiros dias

Resolucdo das alineas A1 e A2

Para responder a alinea A1, em que se pedia a quantidade e virus existente a custa do
numero de dias, o aluno recorreu as ideias que utilizou na folha de calculo e apresentou
alguns termos, ja com outra representacao simbolica. Porém, ao escrever a formula para o

termo geral da sucessdao, manteve o modelo recursivo, isto &, definiu a sucessao por
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recorréncia, sem que o nimero de dias fosse uma variavel explicita (Fig. 38). Desta forma, o
aluno deu, na verdade, uma resposta a questdo colocada na alinea A2. Até ao momento, nao

identificou uma forma de calcular os termos a partir do niUmero n de dias.

/44/CQ= 4, ﬂﬁ’z/ i)%: q, AL= 16, Ag= 32, A;:y:é‘f-..

C&m& Lt C,ouoln Zqﬁ,fvr_ofgl/“’?m O?MJMC{&&D
o/mffr@m- Von =& V-4

Figura 38: Registo da resposta a alinea A1 (Tarefa 2) apresentada pelo Aluno 1

Para responder a alinea A2, o aluno pareceu sentir necessidade de reformular o que tinha
apresentado na alinea anterior. Assim, concretizou a expressao obtida para um caso
especifico, mostrando que a quantidade de virus no dia atual é o dobro da quantidade no dia

anterior (Fig. 39).

Figura 39: Registo da resposta a alinea A2 (Tarefa 2) apresentada pelo Aluno 1

Resolucdo das alineas B e B1

Sem delongas, o Aluno 1 apresentou uma resposta sucinta, destacando a relacao entre os

termos da sucessao que era ja evidente para ele (Fig. 40).

Figura 40: Registo da resposta a alinea B (Tarefa 2) apresentada pelo Aluno 1

O aluno comenta que, analisando a tabela que fez no Excel, a relacao aludida era bastante
evidente, mas enveredou por reexaminar a mesma tabela (Fig. 41). Primeiramente, decidiu
multiplicar cada elemento da sucessao inicial por 2 e obteve uma outra sucessao (na coluna

W). Na verdade, esta nova sucessao constitui uma subsucessao da primeira, composta por
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todos os termos a partir do 2°. Depois disso, o aluno fez novas constatacdes em que verificou
que cada termo era o dobro do anterior, tal como a seta desenhada na tabela indica. Além
disso, desenvolveu um conjunto de transformacdes algébricas com vista a gerar uma
demonstracdo algébrica, concluindo, uma vez mais, que o termo de ordem n+1 é 2 vezes o

termo de ordem n (Fig. 42).

A B C D E A B C D E F

1 v W 1 v W

2 |d1 1 =B2*2 2 |d1 1 2
3 |d2 2 =B3*2 3 |d2 2 a
4 |d3 4 =B3*2 =B4*2 4 |d3 4 4 8
5 |d4 8 =B4*2 =B5*2 5 |da 2 16
6 ds 16 =B5*2  =Bp*2 6 d5 16 s > 2
7 ds B2 — =712 7 d6 2— 64
g |d7 =B7*2 =B3*2 g |d7 64 128
9 |ds =Bg*2 =B9*2 9 |d8 128 256

Figura 41: Excertos de folha de calculo com formulas e resultados da multiplicacdo cada elemento da
sucessao inicial por 2.
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Figura 42: Deducao da relacao recursiva entre as quantidades de virus nos dias consecutivos
Resolugdo alterada da alinea A1

Pouco depois de resolver e de responder a questao da alinea B1, o aluno observou que os
termos da sucessdo construida no inicio da tarefa sdo poténcias de base 2 e expoente natural.
Entao, constatou que o nimero 1 nao seria termo da sucessao assim obtida (Fig. 43), mas
percebeu que de acordo com a situacao descrita o termo deveria existir. Assim, para

ultrapassar esta situacao, o aluno optou por considerar a ideia de que a sucessao incluiria um
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termo inicial de ordem 0, considerando que seria ¥}, = 1, supondo que haveria 1 virus num

momento inicial e que apos o 1° dia dar-se-ia a duplicacao, isto &, seria ¥; = 2 (Fig. 44).

(b aenvon bow 63 dodss ne exed %&6&71«91 Ven @ o1
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Figura 43: Termo geral da sucessao sugerida pelo Aluno 1 (Tarefa 2)
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Figura 44: Termo geral da sucessao sugerida pelo Aluno 1 apds rever a resposta (Tarefa 2)

W2

Resolugdo da alinea C)

O Aluno 1 analisou atentamente a sucessdo obtida durante a resolucdao da alinea A) e
considerou o 7°, 14°, 21°, 28° dias, que, no seu entender, correspondiam as quantidades de
virus que a pessoa infetada teria ao completar cada uma das primeiras semanas, como se

pode observar na figura 45.

F G H ] K F G H 1 1 K
Dias Dias
1 completados  Virus 1 completados_ Virus
2 1 —2"F2 2 128
3 2 =2"F3 hﬂf 2 3 16384 128
4 3 =2"F4 =14/13 4 (2097152 128
5 4 =2°F5 =15/14 5 63435456 128
6 5 =2~F6 6
7 6 =2~F7 7 128
8 7 =2°F8 8 16384
El ] —2°F5 ] 2097152
10 3 =2~F10 T 10
131 10 =2~F11 1
12 11 =2~F12 12
13 12 =2~F13 13
14 13 =2~F14 14
15 14 =2°F15 15
16 15 16
17 16 17
18 17 18
13 18 19
20 19 20
21 20 21
22 21 22
23 22 23
24 23 24
25 24 25
26 25 26
27 26 27
28 27 28
F) 28 25
30 29 e

Figura 45: Grupos de 7 termos com destaque das quantidades de virus que a pessoa infetada tera no
organismo nas primeiras semanas
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Seguidamente, registou no papel os valores e o critério ou procedimento considerado para a

escolha dos mesmos, conforme se pode ver na figura 46.

e) @.{JMVM 79 L&wzféum:
Aq= 128 Ay=268.935. 956

/‘Sq? - '16._3 gq et g :ZQ'-” Cécza/ Zi: a‘./x.'o

35 dca ...
Ap = 2093152 A4

Figura 46: Registo da resposta a alinea C (Tarefa 2) apresentada pelo Aluno 1

Resolugdo das alineas C1) e C2)

0 aluno utiliza o raciocinio considerado na resolucdo das alineas A) e A1) e destaca que, no
caso da sucessao obtida na alinea C), a constante que resulta da divisao de cada termo pelo
seu antecedente é 128. Na mesma linha, o aluno descobriu que os termos da sucessdo sdo
poténcias de 128, conforme se pode ver nas colunas J e K da figura 46. Depois desta hipotese
formulada, o aluno registou o seu raciocinio, evidenciando que o seu ponto de partida era a

resolucao das alineas A) e A1) e concluiu, apresentando o termo geral da sucessao (Fig. 47).

C1) Aradsomds o vadonss, o divisis olt Cocla Brms come
amiliian L’Mmﬁ/wwm vas alivea)
A2 A1, mos esh Cons o Eonlamtt A 128,

Lottt 4 673 Voloney
wntsTrodis sis poliviias oa 128. Moge An= 128"

Figura 47: Registo da resposta da alinea C1 (Tarefa 2) apresentada pelo Aluno 1

Na alinea C2), o aluno considerou novamente uma ideia utilizada nas alineas anteriores, A1) e
A2), e inferiu que cada termo pode ser obtido, multiplicando o respetivo precedente pela
constante considerada na alinea C). E destacou previamente o primeiro termo como se pode

ver na figura 48.

C2) Coms o Condlomls 2128

Anzdrs. Ana o A1=128

Figura 48: Registo da resposta da alinea C2 (Tarefa 2) apresentada pelo Aluno 1
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Resolucdo da alinea D)

Como se pode ver na figura 49, de entre as possiveis consideracoes relevantes que podem
fazer-se sobre as duas sucessdes, o aluno destacou o facto de que os termos da sucessao

obtida na alinea C) serem também termos da sucessao obtida na alinea A).

D/ C@MW cle C) ra MAWW o @-élﬁ_cﬁ,\ na
,OJ&'VLE.«G\ A,
’35620‘3 A nmeézx @{0' A lesson

'@Lm @éﬁ Vm .

Figura 49: Registo da resposta a alinea D (Tarefa 2) apresentada pelo Aluno 1

A A Lo b

5.1.4 Andlise e Interpretacao da Tarefa 2

Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva da TRRS

O Aluno 1 iniciou a resolucdo da atividade, mobilizando registos verbais para interpretar a
situacao proposta e seguidamente mobilizou registos numéricos para representar os principais
elementos a considerar na situacao. Recorrendo a folha de calculo e considerando a situacao
descrita, experimentou alguns tratamentos de registos numéricos e, depois de varias
tentativas, descobriu um tratamento possivel para obter a resposta para a questdo. Nessa
altura, inseriu uma formula que viabilizou tais tratamentos e obteve de forma automatica
diversos termos da sucessdao que representa as quantidades de virus que a pessoa infetada

tera no organismo, ao longo dos sucessivos dias.

Para registar os resultados no papel, o aluno mobilizou representacoes verbais e numéricas e

representou os primeiros dias e as respetivas quantidades de virus, segundo a sua resolucéao.

Para determinar analiticamente uma expressao para o termo geral da sucessao, o aluno
comecou por mobilizar registos algébricos para representar os casos particulares
correspondentes aos primeiros dias e em seguida mobilizou registos verbais para descrever a
relacao a considerar entre quantidades consecutivas. Por fim, mobilizou um registo algébrico
genérico para representar a relacao, indo de encontro a formula anteriormente inserida na

folha de calculo, razédo pela qual apresentou uma definicdo da sucessao por recorréncia.

144



Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva da M&M

O aluno depois da devida interpretacao da questao, iniciou a resolucao da tarefa, recorrendo
a folha de calculo onde rudimentarmente comecou por expressar numericamente a situacao
proposta. O aluno experimentou diversos modelos até que, a dada altura, pensou num modelo
que consiste em multiplicar por 2 quantidade de virus que a pessoa tinha no dia anterior para
obter a quantidade que tem num determinado dia. Matematizou esse modelo, concebendo
uma férmula que inseriu na folha de calculo e com ela conseguiu aplicar o modelo, obtendo
assim as diversas quantidades de virus que a pessoa infetada tera no organismo, de acordo

com a sua interpretacao do problema.

Para expressar o modelo analiticamente, o aluno comecou por referenciar os primeiros
resultados da aplicacdao do modelo e sublinhou a relacao entre termos consecutivos; entao

escreveu a relacao algebricamente, definindo-a por recorréncia, ficando apenas por indicar a

termo inicial.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas A) e A1)

Segue-se uma resenha geral dos resultados que emergem da analise, segundo cada uma das

perspetivas teoricas adotadas (Tabela 23).

Tabela 23: Simula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas A) e A1) segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa2/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos verbais para interpretar a
situacdo proposta

Mobiliza registos numéricos para representar
os principais elementos da situacdo

Inicia a resolugdo da tarefa, recorrendo a
folha de cdlculo onde comeca a expressar
numericamente a situacdo proposta

Recorre a folha de cdlculo e experimenta
alguns tratamentos de registos numéricos;
depois de vdrias tentativas, descobre o
tratamento a considerar e insere na folha de
cdlculo uma férmula que permite obter, de
forma automatizada, resultados numéricos

Ensaia diversos modelos até que opta por um
modelo que consiste em multiplicar por 2
quantidade de virus no dia anterior para
obter a quantidade num determinado dia

Matematiza o modelo, concebendo uma
formula que insere na folha de cdlculo

Mobiliza representacées verbais e numéricas
e obtém a representacdo dos primeiros dias
e das respetivas quantidades de virus

Aplica o modelo e obtém diversas
quantidades de virus consecutivas

Mobiliza registos algébricos para representar
o0s casos particulares a considerar para os
primeiros dias

Mobiliza registos verbais para descrever a
relacdo a considerar entre quantidades
consecutivas

Utiliza os resultados da aplicacdo do modelo
e sublinha a relacéo entre termos
consecutivos

Mobiliza um registo algébrico genérico para
representar a relagdo por recorréncia

Representa a relacdo algebricamente,
definindo-a por recorréncia
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Andlise da alinea A2) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos verbais para interpretar a situacao e seguidamente introduziu
registos iconicos para representar os sucessivos dias. Depois, relacionou os registos iconicos
com um registo algébrico que explicita a forma de calcular a quantidade de virus que uma
pessoa infetada tera num determinado dia em funcdo da quantidade que tinha no dia
anterior. Esta explicitacdo, contudo, permanece equivalente ao que o aluno ja tinha efetuado

na alinea anterior, isto €, mantém a ideia de duplicar o termo anterior para obter o seguinte.

Andlise da alinea A2) na perspetiva da M&M

Para estabelecer o que seria um novo modelo, o aluno comecou por retomar a interpretacao
do enunciado da questao. Em seguida, utilizando de forma local o modelo previamente
concebido durante a resolucdo da alinea A1, o aluno replicou o modelo obtido para
determinar a quantidade de virus num determinado dia em funcao da quantidade no dia

anterior. Portanto, o aluno acabou por criar apenas um modelo.

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A2)

Segue-se uma resenha geral dos resultados que emergem da analise, segundo cada uma das

perspetivas teoricas adotadas (Tabela 24).

Tabela 24: Sumula dos resultados extraidos da resolucao da alinea A2) segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 2/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos verbais para interpretar a

situacdo Retoma a interpretacdo do problema e
Mobiliza registos iconicos para representar relaciona-a com o seu modelo anterior

uma sequéncia de dias

Mobiliza registos algébricos que representam | Utiliza de forma local o modelo previamente

a quantidade de virus que uma pessoa concebido durante a resolucéo da alinea A1,
infetada terd num determinado dia em mantendo na esséncia o modelo recursivo
funcdo da quantidade que tinha no dia anterior, que estabelece a quantidade de
anterior virus que uma pessoa infetada terd num

determinado dia em funcdo da quantidade
que tinha no dia anterior

Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos verbais para expressar a relacao que encontrou entre os termos

consecutivos da sucessdao numérica obtida na alinea A).

Antes de comprovar analiticamente a relacao aludida, o aluno mobilizou registos verbais para
afirmar que a relacdo é quase evidente; seguidamente efetuou tratamentos, utilizando as

funcionalidades da folha de calculo e obteve uma outra sucessao que constitui uma sub-
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sucessao da primeira. Recorrendo a uma esquematizacao, assinalou que os termos da segunda
sucessao sao também termos da primeira sucessdo e ilustrou a existéncia de uma relacdo
entre os termos pertencentes as duas sucessdes. Com este procedimento, o aluno quis
comprovar analiticamente a relacao encontrada entre termos consecutivos da sucessao (uma

progressao geométrica de razdo 2) resultante da resolucao da alinea A).
Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva da M&M

O aluno observou que a relacdo matematica entre os termos consecutivos da sucessao da
alinea A) tem a ver com um quociente constante e antes de comprovar analiticamente a sua
afirmacdo, sublinhou que tal relacdo é quase evidente. Achou ainda que a folha de calculo
seria um meio facilitador para a aplicacao de um modelo auxiliar que poderia facilitar a

ilustracao de tal relacao.

O modelo auxiliar consistiu na determinacao dos dobros dos termos da sucessao para depois
os comparar com os termos da sucessao inicial. Usando uma forma de esquematizacao,
conseguiu ilustrar a relacao entre os resultados dos dois modelos e isso possibilitou ao aluno

estabelecer uma relacao algébrica explicita entre termos consecutivos da PG.
Um resumo da andlise da resolucdo das alineas B) e B1)
Adiante, encontra-se a sUmula das ideias centrais retiradas das duas analises (Tabela 25).

Tabela 25: Simula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas B) e B1) segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 2/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos verbais para expressar a
relacdo que considera entre os termos
consecutivos da sucess@o numérica obtida
alinea A).

Considera que a relacdo existente entre os
termos consecutivos obtidos na resolucdo da
alinea A) consiste num fator multiplicativo
constante

Mobiliza registos verbais para descrever a
relacdo referida

Sublinha que a relacdo é quase evidente mas
considera a folha de cdlculo util para
facilitar a ilustracdo de tal relacdo

Efetua um tratamento, utilizando as
funcionalidades da folha de cdlculo e obtém
uma outra sucess@o (subsucess@o da
anterior)

Recorrendo a uma esquematizacdo, assinala
que os termos da segunda sucessdo sd@o
também termos da primeira sucessdo

O modelo auxiliar consiste na determinagé@o
dos dobros dos termos da sucessao anterior;
por meio de uma esquematizacdo ilustra a
relacdo entre os resultados dos dois modelos

Mobiliza registos algébricos e faz
tratamentos destes registos e obtém uma
nova sucessdo

A esquematizacdo ajuda-o a estabelecer de
forma algébrica a relacdo identificada

Andlise da nova resolucdo da alinea A1) na perspetiva da TRRS
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O aluno assumiu que fez uma reanalise dos resultados obtidos na alinea A) e anunciou a
necessidade de rever a resolucdo. Assim, mobilizou registos numéricos para reinterpretar
resultados e destacou uma nova propriedade nesses mesmos resultados. Mobilizou um registo
algébrico para expressar o termo geral da sucessao, tendo em atencado esse atributo (o facto

de se tratarem das poténcias de base 2).

0 aluno mobilizou registos algébricos para reafirmar e completar a relacao algébrica ja obtida
na primeira resolucao da alinea A1 e, por fim, sugeriu uma segunda relacao algébrica. Em
ambos os casos, especifica a necessidade de considerar o termo inicial como sendo o termo

de ordem 0.

Andlise da nova resolugcdo da alinea A1) na perspetiva da M&M

O aluno fez uma reexploracao dos resultados da aplicacao do modelo concebido na resolucao
das alineas A) e A1) e descobriu um segundo padrdo; este segundo padrdo possibilitou a
melhoria do modelo inicial e impulsionou a criacao de um segundo modelo. O melhoramento
do modelo anteriormente sugerido prende-se com o estabelecimento da condicao inicial, que
€ associada a um termo de ordem 0. E o segundo modelo proposto pelo aluno tem a ver com a

possibilidade de considerar os termos como poténcias de 2.

Importa dizer que o desajuste entre o modelo e a situacao real levou o aluno a revisar e
consequentemente a reformular o modelo, o que justificou a necessidade de introduzir um

termo de ordem 0.

Um resumo da andlise da nova resoluc¢do da alinea A1)

Segue-se, de forma breve, uma sintese das duas analises, baseadas nas respetivas perspetivas
teodricas (Tabela 26).

Tabela 26: Simula dos resultados extraidos da revisao da alinea A1) segundo cada uma das perspetivas
tedricas (Tarefa 2/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos verbais para uma reandlise
dos resultados obtidos na alinea A) e revisdo
da resolugdo da alinea A)

Mobiliza registos numéricos para
reinterpretar os resultados e destaca outro
padrdo nos mesmos

Faz uma nova exploracéo dos resultados da

aplicacdo do modelo concebido na resolucéo
das alineas A) e A1) e descobre um segundo

padrdo

Mobiliza um registo algébrico para expressar
a sucessd@o tendo em atencdo o segundo
padréo

O segundo padréo impulsiona a criacdo de
um segundo modelo que consiste em
considerar os termos como poténcias de 2

Mobiliza registos verbais e registos
numéricos para detalhar a condicéo a
considerar inicialmente na definicdo da
sucessdo

Considera o termo inicial como sendo o
termo de ordem 0, para que o modelo se
ajuste a situacdo real

Mobiliza registos algébricos para reafirmar e
completar a primeira relacéo algébrica e
sugere uma segunda relagdo algébrica onde
também especifica o termo inicial

Faz uma revisdo e reformulacdo do primeiro
modelo
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Anadlise das alineas C), C1 e C2) na perspetiva da TRRS

O Aluno 1 mobilizou registos verbais para interpretar a questao e mobilizou registos
numéricos para destacar os termos a considerar na sucessiao da alinea A), de modo a
responder a questdo colocada. Mobilizou registos verbais e algébricos para registar

resumidamente o procedimento e os resultados da sua atividade matematica.

0 aluno mobilizou depois registos numéricos e fez os tratamentos combinados dos mesmos e
inferiu que existe uma regularidade nos resultados obtidos. A seguir, mobilizou registos
verbais para referir a regularidade encontrada e sublinhar que o facto verificado é
semelhante ao que teve lugar na alinea A). Em seguida, o aluno mobilizou registos verbais
para descrever uma das caracteristicas dos resultados obtidos e concluiu o raciocinio
mobilizando registos algébrico para estabelecer uma relacdo genérica que permite resolver a

questao colocada. Aqui, importa referir que a relacao foi antes testada na folha de calculo.

Além disso, mobilizou registos algébricos para apresentar uma relacdao genérica entre termos
consecutivos da sucessao, mas antes mobilizou registos verbais para indicar que a relacao
entdo encontrada decorre dos resultados dos tratamentos realizados na resolucdo da alinea
C1).

Andlise das alineas C), C1 e C2) na perspetiva M&M

O aluno comecou por interpretar o modelo matematico obtido na alinea A) e, com a
exploracao do mesmo, conseguiu destacar os elementos a reter, no sentido de formar um

segundo modelo. Formou o segundo modelo que explicita a situacao imposta pela questao.

Com vista a descortinar a relacao entre os constituintes do modelo entao produzido, o aluno
iniciou a exploracao do mesmo, relacionando, a partir da folha de calculo, as quantidades de
virus em semanas consecutivas e com este procedimento o aluno descobriu que existe uma
regularidade. O aluno comecou a verdadeira matematizacdo do modelo ao compreender que
a regularidade que constatou é analoga a situacao do modelo que resultou da resolucao das
alineas A) e A1). E considerando os seus conhecimentos sobre poténcias, o aluno observou
uma das caracteristicas dos resultados obtidos e, baseando-se no modelo criado, na resolucdo
das alineas A) e A1), o aluno conseguiu estabelecer um modelo genérico que permite resolver

a questao colocada e expressou-o algebricamente, depois o ter testado na folha de calculo.

Devido a similaridade entre o modelo das alineas A) e A1) e o modelo das alineas C) e C2), o
aluno inferiu que, tendo em conta os resultados da exploracdo do modelo das alineas C) e
C2), seria possivel representar o modelo utilizando outros dados e, deste modo, o aluno
formulou-o e conseguiu destacar uma relacao recursiva que permite representar o modelo.
Assim, respondeu a solicitacdo de saber a quantidade de virus a partir da quantidade

existente na semana anterior.
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Tabela 27: Simula dos resultados extraidos da resolucao das alineas C), C1) e C2)
segundo cada uma das perspetivas tedricas (Tarefa 2/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos verbais para interpretar a
questao

Iniciou a resolucao da tarefa, interpretando
e explorando o modelo matematico obtido na
alinea A).

Mobilizou registos numéricos para destacar
os termos a considerar, com base na
sucessao da alinea A)

Ao explorar o modelo da alinea A), obteve e
destacou os elementos a considerar para
formar um segundo modelo.

Mobilizou registos verbais e algébricos para
registar o procedimento e os resultados

Formou o segundo modelo que explicita a
situacao imposta pela questao.

0 aluno mobilizou registos numéricos e fez os
tratamentos combinados dos mesmos na
folha de calculo

A partir da folha de calculo, iniciou a
exploracao do modelo, relacionando termos
consecutivos para descobrir a relacao entre
os elementos do modelo

Mobilizou registos verbais para destacar a
regularidade e sublinhar a analogia com a
situacao da alinea A)

Descobriu a existéncia de uma regularidade

Mobilizou registos verbais para referir uma
das caracteristicas dos resultados obtidos

A matematizacao do modelo ocorreu, ao
constatar uma analogia com o modelo que
resultou das alineas A) e A1)

Mobilizou registos algébricos para
estabelecer uma relacao genérica, depois de
ter testado a relacao na folha de calculo
onde fez alguns tratamentos de registos
NUMEricos

Generalizou 0 modelo que permite resolver a
questao colocada e expressou-o
algebricamente, depois o ter testado na
folha de calculo.

Mobilizou registos algébricos para apresentar
uma relacdo genérica entre termos
consecutivos da sucessao

Mobilizou registos verbais para mostrar que a
relacao obtida decorre dos resultados dos
tratamentos realizados na resolucao da
alinea C1)

Considerando os aspetos comuns entre os
modelos, representou o novo modelo e
conseguiu expressa-lo recursivamente

Andlise da alinea D) na perspetiva da TRRS

0 aluno mobilizou registos verbais para expressar as relacoes entre as sucessoes das alineas

Al) e C).

Andlise da alinea D) na perspetiva M&M

Depois ter analisado os modelos, o aluno destacou a origem dos elementos que constituem o

modelo matematico da alinea C), depois de ter compreendido que o modelo da alinea C) € um

submodelo do da alinea A1.

Tabela 28: Sumula dos resultados extraidos da resolucao da alinea D) segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 2/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos verbais para expressar as
relacdes entre as sucessdes das alineas A1) e
0

Explicitou que o modelo da alinea C) € um
submodelo do da alinea A1)

Destacou a origem dos elementos do modelo
obtido
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5.1.5 Resoluc¢édo da Tarefa 3 - Cubos de gelo no copo

Resolugdo da alinea A1

O Aluno 1 comecou por extrair dados fornecidos no enunciado do problema (Anexo 6) e em
seguida organizou esses dados juntamente com dados que ele escolheu, conforme sugerido.
Apoiando-se na interpretacao que fez do problema, o aluno atribuiu alguns significados a
elementos matematicos nos dados que extraiu; por exemplo, considerou metade da altura
como o nivel inicial da agua no copo (Fig. 50). Nesta fase, fez ainda alguns calculos com
recurso a folha de calculo mesmo nao sendo aparentemente necessarios. O aluno mostrou
também ter nocdo de que se procurava uma forma de descrever o nivel da agua no copo, de

acordo com o que era referido no problema.

Figura 50: Dados registados pelo Aluno 1 decorrentes da sua interpretacdo da Tarefa 3

Depois, a partir da formula do volume do cilindro, o aluno deduziu algebricamente uma
equacao que explicita a relacao entre a altura e as outras grandezas envolvidas no calculo do
volume. Essa equacao permitiu-lhe obter a relacdo entre a altura e o volume. Em seguida,
substituiu na expressao o valor do volume correspondente a um cubo de gelo e o raio do copo.
Introduziu essa formula na folha de calculo e obteve um valor numérico que considerou como

sendo a variacdo do nivel de agua quando um cubo é introduzido no copo (Fig. 51).

Figura 51: A variacao do nivel de agua considerada pelo Aluno 1, quando um cubo ¢ introduzido no copo

Recorrendo a folha de calculo, realizou varias tentativas e acabou por inserir na célula B14 o

simbolo “var”, como abreviatura de variacdo; na célula C14 introduziu o valor 0,366879
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calculado previamente e correspondente a variacdao do nivel de agua quando cada cubo é
introduzido no copo; na célula C15, colocou o nimero 3 que corresponde ao nivel inicial da
agua (isto €, metade da altura escolhida para o copo). Na coluna B (a partir da célula B16)
escreveu os simbolos N1, N2,...,N15, que representam os niveis; por fim, na célula C16, inseriu
a formula =+C15+0,366879 e arrastou-a, obtendo assim os niveis de agua atingidos quando

cada cubo é introduzido no copo. No final, registou estes valores no papel (Fig. 52 e Fig. 53).

14 var 0,366879 13

15 MO 3 14 vat =7,2/19,625

16 N1 3,36687 15 NO 3

17 N2 3,73374 16 N1  |=+C15+0,36687
18 N3 4,10061 17 N2 [=+C1640,36687
19 N4 4,46748 18 N3 =+(17+0,36687
20 N5 4,83435 19 N4 |=+C18+0,36687
21 N6 5,20122 20 N5 |=+C1940,36687
22 N7 5,56805 21 N6  |=+C20+0,36687

Figura 52: Férmulas e resultados para os diversos niveis atingidos pela agua, segundo a resolucao do
Aluno 1

Figura 53: Registo de diversos niveis atingidos pela agua segundo a resolucao do Aluno 1

Resolucdo da alinea A1

Depois de uma breve exploracao da tabela obtida na resolucédo da alinea A1), o aluno registou
no papel uma formula que envolve o nivel inicial da agua, a variacdo do nivel provocada por
cada cubo de gelo e o nUmero n de cubos introduzidos (Fig. 54). Chegou assim ao termo geral

de uma sucessao.

o a o 3.2
"|,!,2- Fa-="0 \ T4 gl
- — -7 - T
)”14': Aﬂ@ 19,625 / 3 13,625

Figura 54: Termo geral que permite determinar diversos niveis atingidos pela agua em funcao do nimero
de cubos de gelo introduzidos no copo

A expressao obtida, como funcdo de n, é elucidativa de que o nivel de agua (h) depende do
nimero de cubos de gelo. Contudo, o aluno parece entender que ha necessidade de mostrar

que diferentes quantidades de cubos resultam em niveis de agua diferentes, levando a supor
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que estaria empenhado em provar, assim, a existéncia de uma relacdo de dependéncia entre
h e n. Para explicitar que para distintos valores de n, o valor de h é diferente, optou por
comparar o resultado para um nimero genérico n e para o sucessor deste numero; apos
algumas simplificacoes, a desigualdade ficou provada (Fig. 55). Percebe-se, porém, uma
imprecisao na primeira linha que deveria ser: "y # hyy; . Como se vera adiante, terad

sido, provavelmente, um descuido.

J 3,2
A2) Coms hf/‘“ }?,ZZ’JW
/éana o%ﬁzmv\j/s Vabonas dz 7 @ Vodor olx Iy &’oﬁ]}cmwzé.
h, == h

/3/+ 19, 52€ ?/:/3/ ”‘3/67-5 fror)

2.9 2,2/ 2,2
19/B85 nz 13,425 19,626

Figura 55: Registo da resposta da alinea A2 (Tarefa 3) apresentada pelo Aluno 1

Resolucdo das alineas B1 e B2

Relativamente a questdo da alinea B1, o aluno apresentou a resposta de forma muito simples
e concisa (Fig. 56), mostrando ter muito clara a percecao da realidade de que o nivel sobe

com o aumento do niUmero de cubos.

Figura 56: Registo da resposta da alinea B1 (Tarefa 3) apresentada pelo Aluno 1

Para responder a alinea B2, de modo a identificar uma relacdo entre termos consecutivos, o
aluno considerou a monotonia, isto €, a ideia de que cada termo é menor do que o seguinte.
Assim, seguiu a mesma estratégia que utilizou na alinea A2, mudando simplesmente o sinal
relacional entre os dois membros da expressao que considerou (Fig. 57). Deste modo, chegou

a uma proposicao verdadeira, ainda que o aluno nunca tenha referido a monotonia crescente
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da sucessdo. Note-se também que, desta vez, nao houve lapso na simbologia usada para o
termo de ordem n+1.

Figura 57: Registo da resposta da alinea B2 (Tarefa 3) apresentada pelo Aluno 1

Resolucdo das alineas C1 e C2
Para responder a alinea C1, o aluno elaborou um grafico de barras na folha de calculo que
ilustra o crescimento dos sucessivos termos da sucessao (Fig. 58) e indicando com o cursor,

disse:

“No grafico podemos observar que a sucessdo € crescente. Se observarmos da
esquerda para a direita, o grafico sobe paulatinamente”.

il

i 11 12 13 14 15

[ I T I T - T

[

Figura 58:: Representacao grafica da sucessao dos niveis de agua no copo

0 aluno entendeu ainda que ja tinha respondido a alinea C2, alegando que a resposta tinha
sido dada na alinea B2. Com efeito, foi a propriedade da monotonia que o aluno antes
considerou para descrever a relacao existente entre termos consecutivos. Até aqui, o Aluno 1
nunca referiu o facto de ter obtido uma PA.

Resolugdo da alinea D
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A alinea D, relativa ao nimero de cubos necessarios para fazer o copo transbordar (altura do
copo igual a 6) foi respondida com base na tabela que o aluno tinha ja construido aquando da
resolucao da alinea A. Examinando essa tabela e indicando com o cursor, o aluno constatou
que a altura do copo era ultrapassada pelo nivel de agua quando fosse introduzido o 9° cubo
de gelo. Essa sua resposta pode ser lida na figura 59 e conclui a atividade do Aluno 1 na tarefa
3.

.D) @5fs£ﬁv’amo*:ﬁ o 'fh,% TG C«Go%//b.uzz.aéyﬂ/ r,mzéﬂ,}z %

{ ’ ‘wﬁ'xsaiu s 6 9° c«é.:w(i
o Wf& M/Jédnc,.o ?u&/ﬂaﬁ £ L Qs

ells

d

9 “ﬂdlﬁf LLK&M%&MG a aﬁi&‘w & C,z;/(:‘hﬁ-

Figura 59: Registo da resposta da alinea D (Tarefa 3) apresentada pelo Aluno 1

5.1.6 Andlise e Interpretacao da Tarefa 3

Andlise da alinea A1) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos verbais para interpretar o problema; seguidamente mobilizou
registos verbais e numéricos, para destacar os dados sugeridos pelo contexto do problema e
as dimensdes do copo que adotou. Mobilizou registos verbais para exprimir o significado de
alguns elementos matematicos nos dados que extraiu, tendo ainda feito um tratamento

simples que consistiu na determinacao da metade da altura do copo.

Em seguida, mobilizou registos algébricos para representar a relacao entre o volume de um
cilindro e as demais dimensoes e efetuou alguns tratamentos de modo a explicitar a altura do
cilindro na relacao entao obtida. O aluno converteu alguns registos algébricos em registos
numéricos e obteve a relacao entre a altura e o volume no caso particular da introducédo de
um cubo de gelo, de acordo com o problema. Fez a conversao do registo algébrico em registo
numérico e, deste modo, obteve um registo numérico que passou a representar a variacao da

altura quando um cubo de gelo fosse introduzido no copo.

Seguidamente, mobilizou um registo tabular para representar a situacao e efetuou
tratamentos de registos numéricos, obtendo uma sucessdao de valores que representam os

diversos niveis que a agua no copo atinge a medida que cada cubo de gelo é introduzido.
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Para finalizar, mobilizou registos numéricos para enunciar os primeiros seis resultados, no

papel, salientando ainda que os mesmos foram calculados através do computador.

Andlise da alinea A1) na perspetiva da M&M

O aluno iniciou a resolucao do problema, considerando os dados propostos no enunciado e
sugerindo as dimensodes do copo. Destacou o significado de alguns elementos e em seguida
recorreu a um modelo que relaciona o volume do cilindro com as demais dimensdées. Depois,
considerando a situacao especifica, o aluno transformou o modelo e passou a ter um modelo
que determina a altura do cilindro em funcao das demais dimensoes. Considerando os dados,
fez as devidas substituicoes e obteve o valor numérico para a variacdo da altura quando um

cubo de gelo é introduzido no copo.

A matematizacdo do modelo ocorreu quando o aluno inseriu na folha de calculo uma féormula
que permitiu calcular cada nivel atingido pela agua, através da adicdo do nivel anterior com a
variacdo constante ja calculada. Com a aplicacdo deste modelo conseguiu resolver o
problema e registou no papel os resultados decorrentes, destacando que a aplicacao do

modelo foi feita através da folha de calculo.
Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A1)

Apresenta-se a seguir uma sintese das duas analises, baseadas nas respetivas perspetivas

teodricas (Tabela 29).

Tabela 29: Simula dos resultados extraidos da resolucao da alinea A1 segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 3/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos verbais para interpretar o
problema

Mobilizou registos verbais e numéricos para
destacar os dados e as dimensées do copo
que escolheu

Depois da interpretacdo da situacdo, iniciou
a resolucdo, considerando os dados propostos
e sugerindo as dimensées do copo

Fez um tratamento de registo numérico que
consistiu na determinacdo da metade de
altura

Iniciou a construcdo do modelo ao considerar
a necessidade de determinar metade da
altura do copo

Mobilizou registos verbais para exprimir o
significado de alguns elementos matemadticos
nos dados que extraiu

Mobilizou registos algébricos para
representar a relacdo entre o volume de um
cilindro e as demais dimensées

Destacou o significado de alguns elementos e
em seguida recorreu a um modelo que
relaciona o volume do cilindro com as
demais dimensées de um cilindro

Efetuou tratamentos de modo a explicitar a
relacdo entre a altura do cilindro e as
demais dimensées

Converteu registos algébricos em registos
numéricos e obteve a relacdo entre a altura
e o volume no caso particular do problema

Converteu o registo algébrico em registo
numérico e deste modo obteve um registo

Transformou o modelo e fez as devidas
substituicées; obteve o valor numérico da
variacdo da altura quando um cubo de gelo é
introduzido no copo
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numérico que representa a variacdo da
altura no copo

Mobilizou um registo tabular para
representar a situacdo

Partindo do registo tabular, efetuou
tratamentos de registos numéricos, de forma
automdtica, e obteve os valores que
representam os sucessivos niveis que a dgua
atinge no copo

Matematizou o modelo, inserindo na folha
de cdlculo uma férmula que permitiu
calcular cada nivel atingido pela dgua,
através da adicdo do nivel anterior com a
variacdo constante

Mobilizou registos numéricos para indicar os
primeiros seis resultados no papel,
destacando que foram calculados através do
computador

Registou no papel os resultados decorrentes
da aplicacdo do modelo e destacou que a
aplicacdo do modelo foi feita através da
folha de cadlculo

Andlise da alinea A2) na perspetiva da TRRS

Para mostrar analiticamente que o nivel da agua no copo depende do nimero de cubos de
gelo que forem introduzidos, o aluno mobilizou registos numéricos para explorar a tabela
obtida na resolucao da alinea A1). Seguidamente mobilizou registos algébricos para descrever

o nivel da agua no copo a custa da quantidade de cubos introduzidos.

Para explicar que a variacao do nivel de agua é dependente do nimero de cubos introduzidos,
o aluno mobilizou novamente um registo algébrico; mobilizou também registos verbais para
transmitir a sua ideia acerca da questao. Referiu que para diferentes valores da quantidade
de cubos de gelo, o nivel da agua sera diferente. Seguidamente, retomando o trabalho com
registos algébricos comparou as relagdes para um termo genérico e o seu subsequente e

depois de efetuar os devidos tratamentos obteve uma relacao universal.

Andlise da alinea A2) na perspetiva da M&M

Para representar o seu modelo, o aluno recorreu a exploracao dos dados resultantes da
aplicacdo da formula obtida e inferiu uma relacdo entre o nivel inicial da agua, a variacdo do
nivel da agua no copo e a quantidade de cubos introduzidos. Para averiguar a relacdo de
dependéncia entre o valor numérico do nivel e quantidade de cubos de gelo, fez uma
comparacao entre a expressao algébrica na forma genérica e a mesma expressao para um

subsequente hipotético. Isto permitiu a obtencao de uma proposicao irrefutavel.

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A2)

Os resultados mais salientes, a luz das duas perspetivas tedricas, encontram-se sintetizados
na tabela 30.
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Tabela 30: Sumula dos resultados extraidos da resolucao da alinea A2, segundo cada uma das
perspetivas teodricas (Tarefa 3/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos numéricos ao explorar a
tabela obtida na resolucdo da alinea A1)

Fez a exploracdo dos dados resultantes da
aplicagdo do modelo na folha de cdlculo

Mobilizou registos algébricos para
representar uma relacdo que descreve o
nivel da dgua no copo a custa da quantidade
de cubos introduzidos

Inferiu uma relacdo entre o nivel da dgua no
copo e a quantidade de cubos introduzidos

Mobilizou um registo algébrico para explicar
que a variacdo do nivel de dgua é
dependente do numero de cubos
introduzidos

Mobilizou registos verbais para sublinhar que
para diferentes valores da quantidade de
cubos de gelo o valor numérico do nivel serd
diferente

Comecou por assumir que para diferentes
valores da quantidade de cubos de gelo o
valor numérico do nivel serd diferente

Retomou o trabalho com registos algébricos
e comparou as expressées para um caso
genérico e o seu subsequente e depois de
efetuar os devidos tratamentos obteve uma
relac@o universal

Fez uma comparacé@o entre um termo de
ordem genérica e o seu sucessor, o que
permitiu a obtencdo de uma proposicdo
verdadeira

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos verbais para expressar uma relacao de ordem que observou entre
cada nivel atingido pela agua e o nivel anterior. Para definir analiticamente a relacao
aludida, o aluno optou por mobilizar registos algébricos e efetuar uma comparacdo de termos
genericamente consecutivos e fez alguns tratamentos destes registos algébricos, tendo

terminado com uma relacao universal.

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva da M&M

0 aluno respondeu a questdo, mostrando a sua conviccao no que toca a relacdao a destacar
entre resultados consecutivos (assumindo que seria a monotonia da sucessao). Para comprovar
a sua conviccao, o aluno sugeriu a comparacao entre um termo geral e o seu subsequente e,
usando os seus conhecimentos prévios, conseguiu provar a relacdo, ao chegar a uma

desigualdade verdadeira.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas B1) e B2)

A seguir, resumem-se as ideias principais na tabela 31.
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Tabela 31: Simula dos resultados extraidos da resolucao das alineas B1 e B2, segundo cada uma das
perspetivas teodricas (Tarefa 3/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos verbais para expressar a Expressou a sua convic¢@o no que se refere a
relacdo que observa entre cada nivel relacdo a destacar entre termos consecutivos

atingido pela dgua e o nivel anterior

Mobilizou registos algébricos para fazer uma | Algebricamente, fez a comparacdo entre o
comparacdo entre termos genericamente termo geral da sucess@o e o seu subsequente

consecutivos e fez alguns tratamentos de e chegou a uma desigualdade universal

registos algébricos

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da TRRS

O Aluno 1 mobilizou registos verbais para tecer consideracoes sobre a monotonia da sucessao.
Em seguida, obteve um registo grafico para melhor visualizar a monotonia. Posteriormente,

afirmou que a justificacdo analitica da monotonia ja estava feita na resolucao da alinea B2).

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da M&M

Para discutir a monotonia, o aluno recorreu as potencialidades da folha de calculo, tal como a
atividade sugere, e fez varias leituras, utilizando a linguagem natural. Reconsidera o modelo
aplicado durante a resolucao da alinea B2), pelo que afirma ja ter analisado tal modelo do

ponto de vista da monotonia.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas C1) e C2)

De novo, segue-se a sintese dos resultados principais na tabela 32.

Tabela 32: Simula dos resultados extraidos da resolucao das alineas C1 e C2, segundo cada
uma das perspetivas teoricas (Tarefa 3/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobilizou um registo grdfico para melhor Para discutir a monotonia, o aluno recorreu
visualizar as propriedades da sucessGo com a folha de cdlculo onde expressou

respeito a monotonia graficamente o modelo matemadtico
Mobilizou registos verbais para fazer a Considerando a representacdo grdfica do
interpretacdo do grdfico, utilizando modelo, o aluno fez a sua interpretacdo,
linguagem natural utilizando linguagem prdpria

Considerou que a justificacdo analitica da Reutilizou o modelo explicativo aplicado
monotonia ja estava feita na resolugdo da durante a resolucdo da alinea B2), pelo que
alinea B2). considerou a questdo jd resolvida
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Andlise da alinea D) na perspetiva da TRRS

O Aluno 1 mobilizou registos numéricos de forma a reexaminar os resultados obtidos na
resolucao da alinea A); em seguida, mobilizou registos verbais para aludir ao “momento” em
que se observa situacao referida na questao proposta. O aluno explica ainda, de acordo com a

situacao real, o que acontece em termos de relacdes entre o nivel de agua e a altura do copo.

Andlise da alinea D) na perspetiva da M&M

Para responder a questao proposta, o aluno recorreu aos resultados da aplicacao do modelo
que construiu na resolucdo da alinea A) e sublinhou o “momento” em que ocorre a situacao
descrita na questao. Destaca também o que realmente se observa, na situacao pratica, em

termos da altura do copo e do nivel da agua.

Um resumo da andlise da resolug¢do da alinea D)

Na tabela 33 estdao sumariadas as ideias fundamentais que se destacam de cada uma das
leituras dos dados.

Tabela 33: Simula dos resultados da resolucao da alinea D segundo cada uma das perspetivas
tedricas (Tarefa 3/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos numéricos para reanalisar
os resultados obtidos na resolucéo da alinea
A)

Recorreu aos resultados da aplicacédo do

modelo construido na alinea A)

Mobilizou registos verbais para indicar o
“momento” em que se observa a situacdo
referida na quest@o; descreveu o que ocorre
relativamente ao nivel de dgua e a altura do

copo

Destacou as condicées a considerar no
modelo; destacou também o que realmente
se observa na realidade entre a altura do

copo e o nivel da dgua

5.1.7 Resolucdo da Tarefa 4 - A Plantacdo de Laranjeiras

Resolugdo da alinea A1

O Aluno 1 iniciou a resolucao do problema (Anexo 7), elaborando uma tabela na folha de
calculo, em que na coluna A colocou os dias, na coluna B a quantidade de arvores existentes e
na coluna C a quantidade de arvores plantadas no mesmo dia. Importa referir que os
primeiros quatro nimeros da coluna B foram introduzidos manualmente e a partir do quinto
numero, o aluno identificou o padrdao e inseriu uma féormula que arrastou para obter os

demais nimeros. Essa formula mostra que reconheceu que os valores obtidos para o nimero
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de arvores existentes no final de cada dia correspondem a uma sucessao de quadrados

perfeitos. Para preencher a coluna C, correspondente a quantidade de arevores novas

plantadas em cada dia, o aluno subtraiu, na folha de calculo, cada termo da coluna B com o

seu antecedente. Estes calculos aconteceram no intervalo C4:Cé e depois de descobrir o

padrao, ao aluno fez a insercdo da devida formula (Fig. 60).
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Figura 60: Calculo de quantidades de laranjeiras que estarao plantadas nos primeiros dias

Enquanto fazia a insercao de valores e formulas na folha de calculo, o aluno anotava e

registava os resultados no papel, como se pode ver na figura 61. Nas suas anotacdes, percebe-

se que encontrou uma sucessao, que designou por d,, para descrever o nUmero de arvores

plantadas em cada dia e que os respetivos termos foram automaticamente calculados na folha

de calculo.

Figura 61: Registo da resposta da alinea A1 (Tarefa 4) apresentada pelo Aluno 1
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Resolucdo da alinea A2

Para resolver a alinea A2, o Aluno 1 continuou a exploracdo na folha de calculo; procurou
encontrar uma nova formulacao para a sucessao representada na coluna C, que representava
as quantidades plantadas em cada dia. Assim, criou uma nova coluna (coluna E), depois de ter
percebido que os termos da sucessao, a partir do 2° termo, tém um acréscimo constante de 2

unidades. Deste modo, na coluna E, obteve os termos da sucessao por recorréncia (Fig. 62).

A B C D E A B C D E F

1 1

2 Dias _plantadas no dia 2 Dias _plantadas no dia

3|1 4 4 4 3 1 4 4 4
4 |2 9 =B4-C3 5 4 2 9 5 5
5 |3 16 =16-9 =E4+2 5 3 16 7 7
6 4 =25-16 =E5+2 6 a 25 9 9
7|5 =(AT7+1)"2 =B7-B6 =E6+2 7 5 36 11 11
2 6 =(A8+1)"2 =B3-B7 =E7+2 g 6 a9 13 13
9 |7 =(A9+1)72 =BS-B8 =E8+2 9 7 64 15 15
10 8 =(Al0+1)~2 =B10-B9 =E9+2 w 8 a1 17 17
119 =(All+1)~2 =B11-B10 =E10+2 1n 9 100 19 19
12110 =(A12+1)"2 =B12-B11 =E11+2 12| 10 121 21 21
13 11 =(A13+1)°2 =B13-B12 =E12+2 1 1 144 23 23

Figura 62: Obtencao recursiva dos termos da sucessao das quantidades de laranjeiras plantadas em cada
dia

Registou no papel a relacdo algébrica e explicitou que o calculo por recorréncia acontece

somente a partir do terceiro termo (Fig. 63). Desse modo, indicou os dois primeiros termos.

Figura 63: Registo da resposta da alinea A2 (Tarefa 4) apresentada pelo Aluno 1

Resolugdo das alineas B1 e B2

Para responder a alinea B1, o aluno recorreu aos numeros que tinha obtido na coluna B e
registou alguns destes no papel, explicitando o padrdao numérico observado que consiste nas
poténcias de expoente 2. Note-se ainda que o aluno usou a mesma designacao d,, para esta

outra sucessao (Fig. 64).
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Figura 64: Registo da resposta da alinea B1 (Tarefa 4) apresentada pelo Aluno 1

O aluno respondeu, em seguida, a alinea B2, generalizando e algebrizando as ideias que
comecou a explicitar quando respondeu a alinea B1 (Fig. 65). Curiosamente, nesta

formalizacao da sucessao, utilizou uma outra designacao: u,,.

Figura 65: Registo da resposta da alinea B2 (Tarefa 4) apresentada pelo Aluno 1

Resolucdo das alineas C1 e C2

Relativamente a determinacdo das areas plantadas, durante uma breve exploracao da folha
de calculo, o aluno utilizou a coluna G e fez a multiplicacao reflexiva dos primeiros trés
numeros inteiros positivos. Logo que reconheceu o padrao numérico, comecou por reiniciar a
construcao da sucessao inserindo na coluna G os nimeros naturais e na coluna | os quadrados

dos mesmos (Fig. 66).
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F G H 1 J G H | 1
1 1 =630 1 1 1
2 4 =Ga%2 2
3 9 =G5 3 9 9
4 16 =G6°2 4 16 16
5 =G7M2 3 25
5 =G~ i} 36
7 =982 7 49
8 =G10"2 8 64
9 =G11°2 3 81
10 =G12°2 1o 100

Figura 66: Obtencao da sucessao que representa a area total com plantacdo como funcéo dos dias

Depois de obter a sucessao na folha de calculo, o aluno registou varios termos consecutivos no
papel e sublinhou que no computador era possivel obter os outros valores, tendo ja
antecipado o termo geral da sucessao (Fig. 67), percebendo-se ainda alguma hesitacao na sua
expressao que levou o aluno a rasurar a sua primeira resposta, talvez pela semelhanca que

encontrou com a questao B2.

Figura 67: Registo da resposta da alinea C1 (Tarefa 4) apresentada pelo Aluno 1

Para responder a alinea C2 (Fig. 68), e tendo ja antecipado o termo geral, o aluno escreveu o
termo geral da sucessdo e referiu que o procedimento é analogo ao sugerido durante a

resolucdo da alinea B2.

Figura 68: Registo da resposta da alinea C2 (Tarefa 4) apresentada pelo Aluno 1
Resolugdo da alinea D1

O aluno calculou o quociente entre os termos da sucessao obtida na alinea B1 (arvores
existentes ao fim de cada dia), situados na coluna B e os termos da sucessao obtida na alinea
C1 (area ocupada pelas laranjeiras em cada dia), situados na coluna |, conforme pode ser
visto na figura 69. Obteve assim uma nova sucessdo que corresponde a densidade da

plantacdo de arvores em cada dia.
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A B C Dl E F G H I ] K

1
2 Dias _plantadas no dia Dia _ Densidade
31 4 4 4 1 1 =G3"2 =B3/13
42 9 =B4-C3 5 2 4 =Ga~2 =B4/14
53 16 =16-9 =E4+2 3 9 =G5"2 =B5/15
Eldl 25 =25-16 =E5+2 4 16 =Go"2 =B6/16
7 |5 =(A7+1)"2 =B7-B6 =E6+2 5 =G742 =B7/17
8 |6 =(AB+1)"2 =B8-B7 =E7+2 B =Gg"2 =B3/18
9 7 =(A9+1)A2 =B9-B& =E8+2 7 =GEa2 =B9/19
10 |8 =(A10+1)"2 =B10-B9 =E9+2 8 =G10"2 =B10/110
11 9 =(A11+1)"2 =B11-B10 =E10+: 9 =G1142 =B11/111
A B C O E|F G H 1 1 K
1
2 Dias _plantadas no dia Dia _ Densidade
3 1 4 4 4 1 1 1 4
4 2 9 5 5 2 2,25
EI 3 16 7 7 3 9 9 LV777iiiig
] 4 25 9 9 4 16 16 1,5625
7 5 36 11 11 5 25 1,44
2 ] 49 13 13 i 36 1361111111
9 7 64 15 15 7 49 1,306122449
10 8 81 17 17 3 64 1,265625
11 9 100 19 19 9 81 1,234567901

Figura 69: Obtencao dos termos da sucessao que representa a densidade da populacao de laranjeiras em
funcao dos dias

Depois ter feito estes calculos, na folha de calculo, registou-os no papel em forma tabular,

mantendo as fracoes e explicitou o termo geral da sucessao (Fig. 70).

Figura 70: Registo da resposta da alinea D1 (Tarefa 4) apresentada pelo Aluno 1

Resolucdo da alinea D2

A alinea D2 foi respondida de uma forma algo incompreensivel, pois muitos dos elementos
considerados ja estavam antecipados (Fig. 71). Porém, o aluno parece ter perdido de vista os
seus registos anteriores e também o modo como definiu a sucessao da densidade na folha de
calculo. Também parece estranha a forma como refere a existéncia de um primeiro termo da
sucessao com o valor % que considera a parte do termo geral (Fig. 71). A Unica justificacdo
aparente para a resolucao do aluno (considerar o inverso da densidade) parece estar em

alguma confusdo na forma de definir o quociente para determinar a densidade de arvores.
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Figura 71: Registo da resposta da alinea D2 (Tarefa 4) apresentada pelo Aluno 1

Resolucdo da alinea E

Para responder a alinea E, o aluno construiu um grafico de pontos (Fig. 72), usando a sucessao
que tinha corretamente definido na folha de calculo e depois de explora-lo, concluiu que a
sucessao converge para 1:

“Os termos da sucessdao da alinea anterior se aproximam a 1, a sucessao é
convergente”.

.5 Densidade

3,5

2,5

1,5 1+

0,5

0 T T T I I T I T I IO IO IO IO IO IO IO T T T T T T T T T T T T T T I T I T I T I T I I T IO T T T IT T IT T T T T T IO T Io T

N M~ m N A~ QN A S N e s N~ 3
N A N MmN N O WO NSNS0 C O A NN MM
N o A

— Densidade

Figura 72: Representacao grafica da sucessao que representa a densidade da populacao das laranjeiras

5.1.8 Analise e Interpretacdo da Tarefa 4

Andlise da alinea A1) na perspetiva da TRRS

Depois ter mobilizado registos verbais e esquematicos para interpretar a situacdo proposta, o
aluno iniciou a resolucao, convertendo os registos esquematicos em registos numéricos,
utilizando a folha de calculo. E simultaneamente foi fazendo tratamentos de registos

numeéricos, registando os resultados no papel. Importa salientar que enquanto registava os
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resultados no papel, mobilizou registos verbais para expressar o significado que atribuiu aos

resultados.

Na folha de calculo, conseguiu observar uma regularidade nos resultados. Isso levou-o a
produzir formulas que lhe permitiram efetuar tratamentos de forma automatica e, dessa
forma, conseguiu obter as quantidades de laranjeiras plantadas em cada um dos primeiros

dias.

Andlise da alinea A1) na perspetiva da M&M

Depois analisar a situacao, o aluno iniciou o seu modelo, interpretando o esquema proposto e
através dessa interpretacdo determinou a quantidade de laranjeiras existentes na fazenda; o
modelo foi entao aperfeicoado, ao considerar que a diferenca entre a quantidade de
laranjeiras existentes num determinado dia e a quantidade de laranjeiras existentes no dia
anterior representa a quantidade de laranjeiras plantadas no dia considerado. A
matematizacdo do modelo iniciou-se com a implementacao de formulas que permitiram obter

os resultados de forma automatica na folha de calculo.

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A1)

Segue-se um resumo dos resultados, a luz de cada uma das perspetivas teoricas (Tabela 34).

Tabela 34: Sumula dos resultados da resolucao da alinea A1 segundo cada uma das perspetivas teoricas
(Tarefa 4/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos verbais e esquemdticos
para interpretar a situacé@o proposta

Inicia a criacdo do modelo, interpretando o
esquema sugerido

Converte os registos esquemdticos em
registos numéricos, recorrendo a folha de
cdlculo

Através da interpretacdo do esquema
comeca a construcdo do modelo ao
determinar a quantidade de laranjeiras
existentes em cada dia

Simultaneamente, faz tratamentos de
registos numéricos, registando os resultados
no papel

Mobiliza registos verbais para expressar o
significado que atribui aos resultados que foi
registando no papel

Estabelece que a diferenca entre a
quantidade de laranjeiras existentes num
determinado dia e a quantidade existente no
dia anterior representa a quantidade de
laranjeiras plantadas no dia considerado

Insere férmulas que permitem efetuar
tratamentos de forma automadtica,
considerando a regularidade que observou

Para a matematizacdo do modelo insere
formulas que permitem obter os resultados
de forma automdtica na folha de cdlculo

Efetua tratamentos de forma automadtica e
obtém as quantidades plantadas em cada um
dos primeiros dias

A aplicacdo do modelo permite obter de
forma automdtica as quantidades de
laranjeiras plantadas em cada dia
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Andlise da alinea A2) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos numéricos que lhe permitiram continuar a exploracdo dos
resultados obtidos durante a resolucao da alinea A1). Experimentou tratamentos de registos
numéricos e constatou outro padrao nos resultados. Tendo em atencdo essa regularidade, o
aluno inseriu na folha de calculo uma formula que possibilitou efetuar tratamentos de forma
automatizada de modo a obter a quantidade de laranjeiras plantadas em cada dia,

dependendo da quantidade plantada no dia anterior.

Mobilizou registos verbais para registar no papel o critério entao considerado e naturalmente
mobilizou registos algébricos para representar as primeiras duas quantidades e a relacao
recursiva que permite determinar a quantidade de laranjeiras plantadas em cada dia

dependendo da quantidade plantada no dia anterior.

Andlise da alinea A2) na perspetiva da M&M

0 aluno iniciou a resolucdo da questdo proposta, explorando os resultados obtidos através da
aplicacdo do modelo que propos durante a resolucdo da alinea A1). Ao longo dessa
exploracdo, o aluno percebeu um novo padrao numérico, segundo o qual a diferenca entre
quantidades plantadas em dias consecutivos é constante. Perante essa constatacao, o aluno
iniciou a elaboracao do seu modelo, ao considerar que cada quantidade poderia ser calculada

a partir da ultima quantidade conhecida (definindo portanto uma PA).

0 aluno matematizou o modelo, ao inserir uma formula que permite a aplicacdo do modelo na
folha de calculo. E, de facto, obteve as primeiras quantidades de laranjeiras plantadas em

cada um dos primeiros dias, dependendo da quantidade plantada em cada dia anterior.

Para certificar a aplicabilidade do modelo, o aluno recorrendo a simbologia algébrica,
destacou as quantidades a considerar nos primeiros 2 dias e posteriormente aludiu a uma
relacado algébrica genérica que permite obter a quantidade de laranjeiras plantadas em cada

dia dependendo da quantidade plantada no dia anterior.

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A2)

Apresenta-se na tabela seguinte uma sintese das ideias emergentes da analise, de acordo com

cada uma das perspetivas teoricas (Tabela 35).
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Tabela 35: Simula dos resultados extraidos da resolucdo da alinea A2 segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 4/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos numéricos que permitem
continuar a exploracdo dos resultados
obtidos durante a resolucdo da alinea A1)

Explora os resultados obtidos através da
aplicac¢do do modelo que propds durante a
resolucdo da alinea A1)

Ensaia tratamentos de registos numéricos e
constata outra regularidade nos resultados

O modelo explorado sugere que a diferenca
entre quantidades plantadas em dias
consecutivos é constante

Insere na folha de cdlculo uma férmula que
leva a tratamentos e a obter cada uma das
quantidades de laranjeiras, dependendo da
quantidade plantada no dia anterior.

Tendo em atencdo o padrdo dos resultados
obtidos, o aluno iniciou a elaboracdo de seu
modelo ao considerar que cada quantidade
poderia ser calculada a partir da ultima
quantidade conhecida.

Matematiza o modelo, inserindo uma
foérmula para aplica¢Go do modelo na folha
de calculo

Mobiliza registos verbais para registar no
papel o padrao considerado

Mobiliza registos algébricos para representar
a relacdo recursiva que permite determinar
a quantidade de laranjeiras plantadas em

Recorre a simbologia algébrica para
determinar a quantidade de laranjeiras
plantadas diariamente em funcdo da
quantidade plantada no dia anterior.

cada dia

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos numéricos para interpretar os resultados das conversdes dos
registos esquematicos realizadas durante a resolucao da alinea A1), pois segundo a situacao
sugerida, estes registos numéricos representam as quantidades de laranjeiras existentes na
fazenda em cada um dos primeiros dias. Com base nos seus conhecimentos prévios, o aluno
mobilizou registos algébricos para representar tais quantidades; em seguida, converteu os
registos algébricos em registos verbais e mas tarde converteu os registos verbais em
numéricos, fez alguns tratamentos dos registos numéricos de modo a aclarar a coeréncia

entre as representacoes verbais e numéricas que considerou.

Para continuar a sua atividade matematica, o aluno mobilizou novamente registos verbais e
em simultaneo mobilizou um registo algébrico para representar genericamente a natureza do
padrao numérico identificado. E considerando os tratamentos anteriormente feitos, o aluno

converteu os registos numéricos num registo algébrico.

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva da M&M

Para criar o seu modelo, o aluno fez uma interpretacao dos resultados obtidos durante a
resolucao da alinea A1) e percebeu um padrao numérico. Desta feita, destacou alguns destes
resultados e sublinhou o significado do padrao. Tendo em conta os seus conhecimentos gerais,
procurou a expressao algébrica adequada para representar o conjunto dos nimeros, tendo em

conta a propriedade sublinhada.
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E continuou a sua atividade matematica, propondo uma expressao algébrica para expressar o
modelo que permite o calculo da quantidade de laranjeiras em funcdo do nimero de dias

transcorridos.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas B1) e B2)

Segue-se a sintese das ideias emergentes da analise, de acordo com cada uma das perspetivas

tedricas (Tabela 36).

Tabela 36: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas B1 e B2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 4/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M
Mobiliza registos numéricos para interpretar | Para criar o seu modelo, faz uma
os resultados das conversées dos registos interpretacdo dos resultados obtidos durante

esquemadticos realizadas durante a resolucdo | a resolucdo da alinea A1)
da alinea A1)

Mobiliza registos algébricos para representar | Reconhece um padrdo numérico nos
as quantidades de laranjeiras existentes na resultados obtidos durante a resolucdo da

fazenda em cada um dos primeiros dias alinea A1) e destaca alguns desses resultados

Converte os registos algébricos em registos Sublinha o significado do padrédo

verbais considerado, bem como a propriedade a
considerar, tendo em conta os seus
conhecimentos

Converte os registos verbais em numericos

- — Usa notacéo algébrica adequada para
Faz tratamentos dos registos numericos ; 8 q P

— - - — representar os resultados, tendo em conta a
Mobiliza registos verbais para exprimir a

natureza dos numeros considerados propriedade sublinhada

Mobiliza um registo algébrico para

representar genericamente a natureza dos Prop6e uma expressdo algébrica para
numeros considerados expressar o modelo que descreve a
Considerando os tratamentos anteriormente | quantidade de laranjeiras em funcéo do
efetuados, converte os registos numéricos numero de dias transcorridos

num registo algébrico

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos numéricos e experimentou alguns tratamentos de registos
numéricos até que notou uma regularidade nos resultados. A partir dai, inseriu na folha de
calculo uma férmula que lhe permitiu efetuar tratamentos de registos numéricos de forma
automatica e o obter as quantidades de laranjeiras plantadas dependendo do nimero de dias

transcorridos.

Considerando os resultados e a formula inserida na folha de calculo, o aluno formulou a
resposta, mobilizando essencialmente registos numeéricos e um registo algébrico genérico para
representar os resultados. Além disso, mobilizou registos verbais para salientar que outros

resultados foram obtidos, recorrendo ao computador.

170




E para concluir a resolucédo da alinea C2, o aluno mobilizou registos verbais para sublinhar que
a estratégia de resolucdo a adotar foi a que seguiu na resolucao da alinea B2. Feitas essas

consideracdes, o aluno mobilizou registos algébrico para representar a sucessao.

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da M&M

0 aluno cria o seu modelo, observando e experimentando operagdes matematicas com os
primeiros nimeros inteiros positivos; esta exploracdo permitiu-lhe descobrir um padrdo nos
resultados. Considerando esse padrao, o aluno matematizou o modelo ao inserir uma formula
que lhe permitiu obter os resultados da aplicacdo do modelo de forma automatica. O padrao
descoberto e consequentemente a formula inserida, levou o aluno a sugerir ¢ uma relacao
algébrica que permite obter as quantidades de laranjeiras que existirao na fazenda durante os

primeiros dias.

Tendo ja sugerido um termo geral, ao responder a alinea C2), o aluno aludiu que o modelo a
adotar deve ser o que foi proposto durante a resolucdo da alinea B2) e desta feita,

apresentou o modelo matematico embora com algumas imprecisoes.

Um resumo da andlise da resolugdo das alineas C1) e C2)

Apresenta-se, a seguir, uma resenha das interpretacoes produzidas, de acordo com cada uma

das perspetivas teoricas (Tabela 37).

Tabela 37: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas C1 e C2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 4/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Comeca por mobilizar registos numéricos

Cria o seu modelo observando e

Efetua experimentalmente alguns
tratamentos de registos numéricos

experimentando operacées matemadticas

Considera e insere na folha de cdlculo uma
formula que lhe permite efetuar
tratamentos de registos numéricos de forma
automdtica

Depois de identificar um padréo,
matematiza o modelo, ao inserir uma
formula que permite obter resultados

Mobiliza essencialmente registos numéricos
e um registo algébrico genérico para
representar os resultados

Mobiliza registos verbais para salientar que
outros resultados seriam obtidos, recorrendo
ao computador.

Sugere uma relacdo algébrica que permite
obter as quantidades de laranjeiras que
existirdo na fazenda nos primeiros dias

Mobiliza registos verbais para expressar a
intencdo de reutilizar a estratégia usada na
alinea B2)

Mobiliza registos algébricos para representar
a sucess@o, considerando a estratégia
aplicada na resolucéo da alinea B2)

Adota o modelo proposto durante a
resolucdo da alinea B2) e, apresenta o
modelo matemdtico embora com algumas
imprecisoes
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Andlise das alineas D1), D2) e E) na perspetiva da TRRS

Tendo em conta a questao de determinar a densidade populacional nos primeiros dias, o
aluno mobilizou registos numéricos obtidos durante a resolucdo de alineas anteriores e

efetuou transformacoes para assim obter os registos numéricos que representam a densidade.

Ao registar no papel, o aluno mobilizou registos numéricos e organizou-os em tabela e
seguidamente considerando os registos algébricos sugeridos em alineas anteriores, o aluno
sugeriu um tratamento sincronizado de tal modo que obteve uma expressdo algébrica que
representa de forma genérica os termos da sucessdo que representa a densidade da

populacao de laranjeiras.

De seguida, o Aluno 1 mobilizou novos registos algébricos para representar o termo geral da
sucessao mas aparentemente confundiu-se na forma de escrever o quociente que define a
densidade (numero de arvores por metro quadrado). Também cometeu o mesmo erro, ao

considerar que a densidade no 1° dia seria ¥4 (em vez de 4).

Para analisar o comportamento da sucessao que representa a densidade, o aluno converteu os
registos numéricos num registo grafico e teceu as devidas consideracdes sobre a tendéncia

dos termos da sucessdao, bem como a convergéncia da mesma.
Andlise das alineas D1), D2) e E) na perspetiva da M&M

Depois ter interpretado a questao proposta, o aluno formulou o seu modelo, combinando os
resultados da aplicacdo dos modelos anteriormente concebidos e aplicados durante a
resolucao das alineas B1) e C1). Da mesma forma, reutilizou combinadamente os modelos
aplicados nas respostas as alineas B2) e C2) e obteve assim a representacdo algébrica da

situacao proposta.

Ao responder a solicitacdo de um termo geral para a sucessdo que representava a densidade
como funcao do nimero de dias, o aluno equivocou-se aplicacao do modelo anterior. O seu
erro consistiu em trocar a ordem dos termos da fracao que da a densidade populacional por
metro quadrado. O seu erro esteve igualmente presente ao indicar que no 1° dia a densidade
seria ¥4 (em vez de 4).

Utilizando as potencialidades do MS-Excel, o aluno, partindo do modelo expresso
numericamente, representou-o graficamente e a partir do grafico descreveu a tendéncia dos
termos da sucessao e sublinhou as suas conclusdes a respeito da convergéncia da sucessao que

traduz a densidade populacional ao longo dos dias.
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Um resumo da andlise da resolucdo das alineas D1), D2) e E)

Apresenta-se, a seguir, uma resenha das interpretacoes produzidas, de acordo com cada uma

das perspetivas teoricas (Tabela 38).

Tabela 38: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas D1, D2 e E, segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 4/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos numéricos obtidos
durante a resolucdo de alineas anteriores

Efetuou transformacdes e obteve os registos
numeéricos que representam a densidade
populacional

Mobilizou registos numéricos e organizou-os
em tabela

Formulou o seu modelo, combinando os
resultados da aplicacGo dos modelos
anteriormente concebidos e aplicados na
resolucdo das alineas B1) e C1)

Sugeriu o tratamento sincronizado dos
registos algébricos e obteve uma expressao
algébrica que representa a densidade
populacional

Mobilizou registos algébricos para
representar a sucessdo mas cometeu um
lapso na escrita desse registo

Reutilizou combinadamente os modelos
aplicados durante a resposta das alineas B2)
e C2) e obteve assim a representacdo
algébrica da densidade; posteriormente,
cometeu um lapso ao inverter os termos da
fracdo no termo geral da sucess@o

Converteu os registos numéricos num registo
grdfico que representa a sucessdo das
densidades

Mobilizou registos verbais para tecer
consideracées sobre a tendéncia dos termos
da sucess@o e a convergéncia da mesma

Representou graficamente o modelo e com
base na leitura do grdfico descreveu a
tendéncia e sublinhou as suas conclusées a
respeito da convergéncia da sucessGo

5.1.9 Resolucao da Tarefa 5 - O coracao: “Diastole e Sistole”

Depois de uma leitura cuidadosa da tarefa (Anexo 8), o Aluno 1 iniciou a resolucao da
questao, atribuindo o valor numérico 1 a diastole e -1 a sistole; segundo ele, o sinal positivo
significa receber e o negativo significa ejetar o sangue. Logo depois, utilizou a folha de
calculo onde comecou por representar a diastole por D e a sistole por S, na linha 1, no
intervalo B1:M1. Repetiu alternadamente as letras D e S e na linha abaixo escreveu 1 sob a
letra D e -1 sob a letra S. Assim, obteve no intervalo B2:M2 uma sucessao alternada com os

termos 1 e -1 (Fig. 73). Depois copiou estes valores para o papel.

Figura 73: Sucessao de diastoles e sistoles sugerida pelo Aluno 1

173



Resolucdo da alinea A

Para resolver a alinea A, o aluno voltou a escrever a sucessdao numérica obtida no intervalo
B4:M4 (linha 4) e no intervalo B3:M3 (linha 3) introduziu os nimeros naturais para indicar a
ordem dos termos (Fig. 74). Além disso contornou as células das linhas 3 e 4 que continham a

ordem e o respetivo termo da sucessao alternada que descreve os ciclos cardiacos.

A B E D E F G H I 1 K L M N
1 D 5 D 5 D 5 D 5 D 5 D 5
L 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
3 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
= -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

Figura 74: Sucessao de diastoles e sistoles sugerida pelo Aluno 1 com indicacdo da ordem de cada termo

Depois de varias conjeturas e experiéncias na folha de calculo, o aluno conseguiu determinar
o termo geral da sucessdo alternada como poténcias consecutivas de base (-1). As suas
tentativas centraram-se sobretudo em obter a expressao do expoente dada a custa dos
elementos da linha 3, ou seja, a ordem dos termos. Por fim, a sucessdo através de uma

formula que escreveu na célula B7 e que arrastou ao longo da linha 7 (Fig. 75).

A B C D E F G H 1
D 5 D 5 D 5 D 5
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 2 3 = 5 6 7 8
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

L = R B R TR R S R

un =[-1)MB3+1) =(-1)MC3+1) =(-1)A[D3+1) =(-1)A(E3+1) =(-1)A(F3+1) =(-1)A[G3+1) =(-1)A(H3+1) =(-1)A(13+1)

A B = D E F G H 1 i K L M
1 D S D 5 D S D 5 D s D 5
2 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
3 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12
= 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
5
6
7 lun 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

Figura 75: Obtencao dos termos da sucessao de diastoles e sistoles com aplicacdo de formulas

Despois de ter conseguido obter uma expressao para gerar a sucessao, o Aluno 1 registou no

papel o termo geral que considerou (Fig. 76).

Figura 76: Registo da resposta da alinea A (Tarefa 5) apresentada pelo Aluno 1
(Termo geral da sucessao alternada)
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Resolucdo da alinea B

Para responder a alinea B, o Aluno 1 recorreu a um grafico de linhas que construiu na folha de
calculo (Fig. 77) e apontando o cursor sobre o grafico, concluiu acerca da monotonia da

sucessao:

“A sucessao decresce e cresce alternadamente”.

1,5

0,5

0,5 0 14

N
P
™
o
—
=)
—
N

-1,5

Figura 77: Representacao grafica da sucessao de diastoles e sistoles

Resolucdo das alineas C1 e C2

Comecando por explorar tabelas na folha de calculo, o aluno calculou a média dos termos
consecutivos que obviamente resultou no valor zero em todos os casos. E registou no papel
alguns desses calculos, tendo estabelecido o termo geral da sucessao pedida, isto é, uma

sucessao constante igual a 0 (Fig. 78).

Figura 78: Registo da resposta da alinea C1 (Tarefa 5) apresentada pelo Aluno 1

Na resposta a alinea C2, o aluno nao demostrou qualquer dificuldade, expressando a sucessao
através do termo geral, respondendo que a sucessao é convergente e que nao é monotona

mas que tem majorante e minorante e por isso é limitada.
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Resolucdo das alineas D1 e D2

Na alinea D1, o aluno efetuou os calculos e porque o subtrativo era zero para todos os casos,
obteve a mesma sucessao alternada que escreveu na alinea A, portanto, registou estas

operacoes no papel e esclareceu que nada muda (Fig. 79).

Figura 79: Registo da resposta da alinea D1 (Tarefa 5) apresentada pelo Aluno 1

Na alinea D2, o aluno, com justa razao, limitou-se a dizer que as respostas seriam idénticas
com as dadas na alinea C2, por se tratar de duas sucessdes iguais (Fig. 80). Ficou assim
concluida a atividade do Aluno 1 na tarefa 5.

Figura 80: Registo da resposta da alinea D2 (Tarefa 5) apresentada pelo Aluno 1

5.1.10 Analise e Interpretacao da Tarefa 5

Andlise das alineas A) e B) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos verbais para interpretar a questao proposta, e tendo em conta a
situacao, mobilizou registos numéricos para representar cada um dos dois momentos do ciclo
cardiaco. Seguidamente, mobilizou registos simbélicos para representar também a diastole e
a sistole. E mobilizando alternadamente tanto os registos simbdlicos quanto os numéricos,

obteve a sucessao que representa o fenomeno sugerido.

Depois, o aluno mobilizou novamente registos numéricos para representar os termos da
sucessao e as suas respetivas ordens. Passou algum tempo a fazer experimentalmente
diversos tratamentos de registos numéricos até que notou uma regularidade nos resultados,
inseriu na folha de calculo a formula que reproduziu o padrao descoberto nos tratamentos
anteriores. Na folha de calculo fez entdo, de forma automatica, tratamentos de registos

numeéricos que resultaram na obtencao dos termos da sucessao que representa o fenomeno.
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Considerando e aproveitando a estrutura da formula inserida na folha de calculo, o aluno

mobilizou registos algébricos para representar a sucessao analiticamente.

Para melhor analisar as propriedades da sucessao sugeridas na questao, o aluno mobilizou os
registos numéricos que representam a sucessao e converteu-os em registos graficos. Assim,
com base na leitura do grafico, o aluno mobilizou registos verbais para enfatizar as

particularidades da monotonia da sucessao.

Andlise das alineas A) e B) na perspetiva da M&M

Depois da leitura das questdes, o Aluno 1 iniciou a construcao do seu modelo, optando por
atribuir os valores -1 e 1 para as duas fases do ciclo cardiaco e comentou que o sinal positivo
significa receber e o negativo significa ejetar o sangue. Depois, aproveitando as iniciais D e S,
para simbolizar diastole e sistole, formou a sucessdo alternada ao repetir de forma
intercalada os nimeros -1 e 1 acompanhados das letras D e S. Tendo em conta a situacao
proposta, o aluno procurou matematizar o seu modelo e, para tal, fez varias combinacdes de
operacoes com numeros, de forma experimental, até conseguir obter a sucessdo através de
uma formula na folha de calculo. Tendo por base essa formula, representou algebricamente o

seu modelo.

Para analisar a monotonia da sucessao, o aluno aproveitou as potencialidades da folha de
calculos e visualizou graficamente a sucessao e interpretou os atributos do modelo. Concluiu

que a sucessao decresce e cresce alternadamente.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas A) e B)

Segue-se uma sintese comparativa que traduz a analise desenvolvida, segundo as duas

perspetivas teoricas (Tabela 39).

Tabela 39: Simula dos resultados extraidos da resolucao das alineas A e B segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 5/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos numéricos para
representar cada um dos dois momentos do
ciclo cardiaco

Iniciou a construcé@o do modelo, atribuindo
os valores -1 e 1, dando significados aos

sinais positivo e negativo e usando letras

Mobilizou registos simbdlicos para A . N p
s P para simbolizar didstole e sistole

representar a didstole e a sistole

Mobilizando alternadamente registos
simbdlicos e numéricos, obteve a sucessdo
que representa o fenomeno sugerido Criou a sucessdo alternada, organizando os

Mobilizou novamente registos numéricos dados numa tabela de duas linhas
para representar os termos da sucess@o e as
respetivas ordens

Efetuou experimentalmente diversos Para matematizar o seu, fez vdrias
tratamentos de registos numéricos até que combinacées de operacées com nimeros de
notou uma regularidade nos resultados forma experimental até conseguir obter a

sucess@o através de uma férmula que inseriu
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Inseriu uma férmula na folha de cdlculo a e arrastou numa das colunas da folha de
foérmula que permitiu alguns tratamentos de | cdlculo

registos numéricos e a obtencdo da sucess@o
que representa o fenomeno

Mobilizou registos algébricos para Representou algebricamente o modelo
representar a sucessdo analiticamente

Mobilizou os registos numéricos que
representam a sucessdo e converteu-os em
registos grdficos

Aproveitou as potencialidades da folha de
cdlculos e visualizou graficamente a sucessdo

e, interpretando os atributos do modelo,

Mobilizou registos verbais para enfatizar as : . -
s p f caraterizou a monotonia da sucessdo

particularidades da monotonia da sucesséo

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da TRRS

Para realizar a tarefa proposta, o aluno mobilizou registos numéricos que lhe permitiram
explorar as tabelas que ja estavam na folha de calculo e fez as transformacdes destes registos
tal como sugere a situacao. Assim, pelo facto de ter usado os valores -1 e 1 na sucessao
inicial, obteve a seguir uma sucessao constante correspondente as médias de dois termos

consecutivos.

Para finalizar a tarefa sugerida, o aluno mobilizou registos algébricos para representar a

sucessao e registos verbais para apontar de forma geral os principais atributos da sucessao.

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da M&M

O aluno praticamente aplicou o modelo sugerido (a média de dois termos consecutivos) e
conseguiu obter os resultados pretendidos. Usando conhecimentos prévios, expressou

algebricamente a sucessao resultante e caracterizou-a sem demostrar qualquer dificuldade.

Um resumo da andlise da resolugdo das alineas C1) e C2)

Faz-se, a seguir, uma breve resenha das principais interpretacdes segundo cada uma das

perspetivas (Tabela 40).

Tabela 40: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas C1 e C2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 5/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos numéricos que lhe
permitiram explorar as tabelas jd criadas na

folha de cdlculo Aplicou o modelo sugerido e conseguiu obter

< : os resultados pretendidos
Fez as transformacées dos registos tal como P

sugerido e obteve uma sucess@o constante

Mobilizou registos algébricos para

> A partir dos conhecimentos prévios,
representar a sucessdo

expressou algebricamente a sucessdo

Mobilizou registos verbais para apontar os .
S p p resultante e caracterizou-a

principais atributos da sucesséo
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Andlise das alineas D1) e D2) na perspetiva da TRRS

0 aluno mobilizou registos numéricos para explorar os resultados obtidos durante a resolucao
das alineas anteriores e fez os tratamentos combinados destes registos, Tendo em conta a
natureza dos registos numéricos envolvidos, o aluno mobilizou registos verbais para concluir
qgue nada muda na sucessao inicial, querendo com isto dizer que o resultado serd a mesma
sucessao que foi obtida aquando da resolucdo da alinea A). Da mesma forma, mobilizou
registos verbais para sublinhar que os atributos a considerar sao os ja referenciados para a
sucessao obtida na alinea C2 e, por fim, mobilizou registos algébricos para representar a

relacao de igualdade entre as sucessoes.

Andlise das alineas D1) e D2) na perspetiva da M&M

Considerando os resultados das alineas anteriores, o aluno aplicou o modelo sugerido e
conseguiu obter os resultados preconizados. Usando os seus conhecimentos prévios, que
“nada muda”, ou seja, o resultado é o mesmo que foi obtido aquando da resolucao da alinea
A). Consequentemente, o aluno sugeriu a reutilizacdo da resposta apontada na alinea B)

considerando que as sucessoes tratadas sao iguais.

Um resumo da andlise da resolugdo das alineas 'D1) e D2)

A seguir, resumem-se as ideias centrais, a luz de cada uma das perspetivas (Tabela 41).

Tabela 41: Simula dos resultados extraidos da resolucao das alineas D1 e D2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 5/Aluno 1)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos numéricos para explorar

os resultados obtidos durante a resolucdo Considerando os resultados das alineas
das alineas anteriores anteriores, aplicou o modelo sugerido e
Fez tratamentos combinados de registos obteve os resultados

numéricos

Tendo em conta os registos numéricos
envolvidos o aluno mobilizou registos verbais
para notar que estava perante uma sucessdo
igual

Usando os seus conhecimentos prévios,
concluiu que o resultado era o mesmo da
alinea A)

Mobilizou registos verbais para sublinhar que
os atributos a considerar foram referidos na

, Sugeriu a reutilizacdo da resposta da alinea
alinea C2 ;

- - T C2), considerando que as sucessbes tratadas

Mobilizou registos algébricos para AT
~ . sdo iguais

representar a relacdo de igualdade entre as

duas sucessoes
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5.2 Caso do Aluno 2

Esta seccao é dedicada a apresentacdo e analise do caso do Aluno 2. A seccdo subdivide-se
em duas partes, sendo que a primeira contém uma descricdo detalhada das resolucoes
produzidas pelo aluno nas 5 tarefas propostas, considerando detalhadamente as diversas
questodes colocadas, e a segunda contém uma analise interpretativa dos resultados, segundo
as duas linhas toricas adotadas, isto é, a Teoria dos Registos de Representacdes Semioticas e
a Teoria de Modelos e Modelacao. Faz-se ainda uma leitura comparativa entre os resultados

obtidos a luz de cada uma das perspetivas tedricas.

5.2.1 Resolucéo da Tarefa 1 - Jardim de roseiras

Resolucdo da alinea A

O Aluno 2 iniciou a resolucao da primeira tarefa (Anexo 4), recorrendo a um esquema em que
mostra uma numa linha horizontal onde representou as roseiras, tendo em conta as respetivas
distancias em relacdo a fonte. Para facilitar a compreensao dos dados, associou a esta linha
alguns diagramas onde indicou as trajetorias de ida e volta para cada viagem; nas trajetorias
da 12 e da 2° viagem indicou as distancias percorridas, que deduziu a partir da linha que

inicialmente tracou e dos valores representados (Fig. 81).

=
b
re
o7

Figura 81: Representacao esquematica da fonte e as roseiras com indicacao das distancias

A partir deste esquema, extraiu os primeiros dados que inseriu na folha de calculo para
efetuar os primeiros calculos, tendo colocado no intervalo B35:B37, as trés distancias que
correspondem as idas; depois, introduzido a féormula =2*B35 na célula D35, obteve as
primeiras trés distancias que considerou, conforme se pode ver na figura 82, e referiu ainda

que:

“Na primeira viagem é 17x2=34; na segunda viagem é 20x2=40 e na terceira é
23x2=46".
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A B C D E A B C D E
34 34
—*
35 =2*833| | 35 17 34
36 20 36 20 40
37 23 37 23 46
| =
38 38 15
39 39

Figura 82: Obtencao da sucessao das distancias percorridas pelo jardineiro
em funcado do nimero de viagens
Depois desta conclusdo, o aluno tentou encontrar algum padrao numérico no conjunto de
distancias e descobriu que a diferenca entre termos consecutivos era constante. Fez algumas
experiéncias, inserindo formulas simples nas células F36 e F37, que o levaram a constatar que
o valor 6 se repetia ao fazer a diferenca entre varios termos consecutivos. A partir dai, o
aluno percebeu que o valor 40 seria obtido a partir do 34 somado com 6 e que o mesmo
acontecia para o valor 46 como resultado da soma de 40 com 6. Entao, decidiu escrever numa
nova coluna o nimero 34, que corresponde a primeira distancia percorrida. Assim, esse valor
inicial foi colocado na célula H35, e na célula H36 o aluno inseriu a formula =H35+6. Por fim,

arrastou esta formula e obteve as distancias sucessivas na coluna H (Fig. 83).

AB C D E F G H | A B £ D E F G H |

34 34

35 17 =2*B35 34 25 17 34 34
36 20 =2*B36 =D36-D35 =H35+6 36 20 a0 ] 40
37 23 =2*B37 =D37-D36 =H36+o 27 23 46 B 46
38 =H37+6 38 52
29 =H38+b 29 58
40 =H35+6 40 64
41 =H40+6 41 70
42 =H41+6 42 76
43 =H42+6 43 82
a4 =H43+6 Lo 88
45 =H44+6 45 94
46 =H45+6 46 100
a7 =H46+6 47 106
43 =H47+6 43 112
49 =H48+6 43 118
30 =H49+6 50 124

Figura 83: Obtencao recursiva da sucessao das distancias percorridas
pelo jardineiro em cada uma das sucessivas viagens

Resolugdo da alinea A1

Para resolver a alinea A1, o aluno decidiu representar as distancias (termos da sucessao) por
K, e, considerando a formula que utilizou na alinea anterior, definiu a sucessdao tendo em
conta que cada termo podia ser calculado adicionando 6 ao termo anterior. Desta forma

obteve o modelo K, =K,.; + 6, conforme se pode ver na figura 84.
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Figura 84: Registo da resposta da alinea A1 (Tarefa 1) apresentada pelo Aluno 2

Resolucdo da alinea B

Para resolver a alinea B, o aluno considerou que as quantidades de roseiras regadas ao final

de sucessivas viagens se acumulam, ou seja, partiu do principio que:

“Na 12 viagem rega 3 roseiras e vai regando 3 roseiras em cada viagem; quando
rega 3 roseiras na 2% viagem temos 3+3 roseiras regadas; quando rega 3 na 3°
viagem temos 3+3+3 roseiras regadas. Entao temos 3, 6, 9, ...”.

Para materializar ou ilustrar esta ideia, o aluno recorreu a folha de calculo, tendo colocado
no intervalo L35:L38 os simbolos v1, v2, v3 e v4, que significam as quatro primeiras viagens,
respetivamente. Depois, na mesma linha foi colocando o valor 3, em sucessivas colunas,
correspondendo as roseiras regadas nas viagens ja efetuadas. Assim, por exemplo, na linha da
viagem v4 surgem 4 células com o valor 3, cada uma colorida com uma cor diferente. O uso
da cor mostra que o aluno esta a associar cada cor ao numero de roseiras regadas em cada
viagem (amarelo para a viagem v1, verde para a viagem v2, azul para a viagem v3, e cor-de-
rosa para a viagem v4). Posteriormente, no intervalo Q35:Q38, calculou as somas acumuladas
(Fig. 85).

L M| N o] P a R L M  N[o][P| a [R]
4 34
35 v 3 =SOMA(M35:P35) 3 vi 3
36 v2 € =SOMA(M36:P36) 3 V2 6
37 va 3 =SOMA(M37:P37) 37 v3 3
38 va € =SOMA(M38:P38) 38 va 3 n
39 39
40 40

Figura 85: Obtencao dos primeiros termos da sucessao que representa a quantidade
total de roseiras regadas em funcao do nimero de viagens

A partir da obtencao destes primeiros termos, o aluno constatou que cada termo pode ser

obtido, adicionando 3 ao anterior. Utilizando esta ideia, formou a sucessdo por recorréncia,
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escrevendo os primeiros trés termos e, por intermédio de uma formula, fez o calculo dos

termos subsequentes na coluna M (Fig. 86).

L M N (o] P Q L M N (o] R
34 34
35 V1 3 =SOMA(M35:P35) 35 V1 3 3
36 W2 3 =SOMA(M386:P36) 36 V2 3 G
37 V3 3 =SOMA(M37:P37) 37 V3 3 9
38 va 3 =SOMA(M38:P38) 38 Va4 3 12
39 39
40 40
41 Viagens Roseiras Regadas 41 Viagens Roseiras Regadas
42 1 3 42 1 3
43 2 6 43 2 6
44 3 9 44 3 9
45 4 =M44+3 45 4 12
46 5 =M45+3 46 5 15
47 6 =MA46+3 47 6 18
43 7 =M47+3 43 7 21
43 8 =M48+3 49 8 24
50 9 =M49+3 50 9 27

51

=
(=1

=M50+3

51

=
(=]

30

Figura 86: Obtencao recursiva dos termos da sucessao que representa a quantidade total de roseiras
regadas em funcao do nimero de viagens

Resolucéo da Alinea B1

Para resolver a alinea B1, basicamente o aluno fez uma adaptacao da formula que aplicou na

finalizacdo da alinea anterior. Desta forma, conseguiu estabelecer a relacdo que permite

calcular o nimero de total de roseiras regadas no fim de cada viagem em funcdao do nimero

das que ja estdo previamente regadas (Fig. 87). Portanto, o aluno representou a sucessao

definindo-a por recorréncia.

B4 A oo
o <3 M.{Lwlmf»; "N EeW-

A =
A

vi—-1

rves  MibodRiea Nmal

Figura 87:: Registo da resposta da alinea B1 (Tarefa 1) apresentada pelo Aluno 2

Resolucdo da alinea C

O Aluno 2 respondeu a alinea C, dizendo o seguinte:

“O tipo de conjunto formado, em A e B, chama-se sucessao”.

183



Resolucdo da alinea D

Tal como se pode observar na figura 88, o aluno respondeu a alinea D, afirmando que cada
elemento dos conjuntos formados nas alineas A e B poderia ser chamado de “sequéncia”,
parecendo assim estar a referir-se ao conjunto de valores e nao a cada um dos seus
elementos.

Figura 88: Registo da resposta da alinea D (Tarefa 1) apresentada pelo Aluno 2

Resolucédo da alinea E

0 aluno referiu que nos conjuntos obtidos nas alineas A) e B) observou as seguintes relacoes

entre elementos consecutivos:

“Cada um é obtido através do anterior adicionado a uma constante, entao
K,=K,_,+6. E se isolar a constante, entao K,—K, , =6, ou seja, a

diferenca é constante”.

“No caso da sucessao da alinea B, a constante é 3, ou seja, a, —a,_; =3".

Resolucédo da alinea E1

O aluno ndo comprovou algebricamente as relacdes aludidas na alinea anterior, mas

expressou a sua seguranca ao referir que:

“Esta relacao é evidente na folha de calculo e pode-se fazer essa verificacao,
criando outra coluna, que € a coluna das diferencas, e notaremos que é
constante nos dois casos”.

Feita esta afirmacao, o aluno inseriu formulas na folha de calculo e obteve as diferencas
entre termos consecutivos para cada uma das sucessdes, usando a coluna J e a coluna O,

como se pode ver na figura 89.
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Figura 89: Obtencao das diferencas entre os termos consecutivos das sucessoes

Resolucdo da alinea G

Para resolucdo da alinea G, o aluno fez a leitura das tabelas que tinha na folha de calculo e
destacou alguns dados nas sucessdes que ja tinha representado ai. Para tal, numa primeira
fase, constatou que 60 é o 20° termo da sucessao obtida na alinea A. Assim, anotou no papel

a seguinte conclusao:

“Para regar 60 roseiras é necessario 20 viagens, o que se pode ver através do
Excel e, somando as 20 distancias no Excel, o resultado é 1820”.

Resolucdo da alinea G1

Para mostrar o calculo analiticamente, o aluno recorreu a formula da soma dos n primeiros
termos de uma progressao aritmética, onde substituiu os dados que extraiu da tabela que

tinha na folha de calculo. Assim, registou no papel o seguinte:

“Férmula da soma dos n termos 5, = = .,
5, =—=22%. 20, com base no Excel podemos extrair k, = 34 e k;, = 148,
5,y = 222 00 = 18207,

Resolucdo da alinea H

Depois de ter explorado os dados numéricos na folha de calculo e assinalado o valor 90,

conforme mostra a figura 90, o aluno observou:
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“Como em cada viagem rega 3 roseiras, para regar 90 ele faz 30 viagens, pois
90 = 3 =30. Se em cada viagem leva um regador, logo sao 30 regadores,

entao 30 x 10 litros = 300 litros”.

L M N
55 15 45
56 16 48
57 17 51
58 18 54
59 19 57
60 20 60
61 21 63
62 22 66
63 23 69
64 24 72
65 25 75
66 26 78
67 27 81
68 28 84
69 29 87
70 30 90
71 31 93
72 32 96

73 33 99

Figura 90: Destaque de numero de viagens que devera ser feito para totalizar 90 roseiras regadas

Resolucéo da alinea H1

0 aluno comecou por assumir que a resolucao desta alinea implica a exploracédo de tabelas do
Excel e o uso de procedimentos analogos aos utilizados na alinea A. Esta ideia do aluno pode
ser percebida com base na figura 91, que mostra o seu registo escrito da resposta, incluindo

um modelo por recorréncia para a quantidade de litros de agua utilizados ao fim de n viagens.

Figura 91: Registo da resposta da alinea H1 (Tarefa 1) apresentada pelo Aluno 2

Na folha de calculo, o aluno obteve a sucessao definida por recorréncia, seguindo dois

processos diferentes que sao implementados nas colunas S e U, como se pode ver na figura
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92, sendo que no caso da coluna S usou, aparentemente, o preenchimento automatico com

incremento constante que o Excel permite efetuar.

[ M N 0 P Q R 5 T Y

9

0 IElroseiras rRegadas tor ou

n 1 3 10 I 10]
| 2 g 3 20 |zuarad |
3 3 E 3 30

4 a 12 3 40

5 5 15 3 50

6 6 18 3 60

7 7 21 3 70

8 8 24 3 80

Figura 92: Obtencao da sucessao recursiva da quantidade total da agua utilizada

Resolucdo da alinea H1-a)

As caracteristicas referidas pelo Aluno 2 acerca dos modelos obtidos anteriormente prendem-
se com a recursividade e a monotonia das sucessoes encontradas. Nas suas préprias palavras,
o aluno alegou que:

“Cada termo pode ser calculado a partir do anterior; todos sao crescentes”.

5.2.2 Andlise e Interpretacao da Tarefa 1

Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva da TRRS

O Aluno 2 iniciou a primeira atividade, mobilizando um registo iconico (esquema formado por
linhas e nimeros) produzido a méo, no papel, onde evidenciou as relacdes entre os elementos
e aspetos principais da situacdo proposta. Tendo em atencdo o registo iconico, o aluno
reinterpretou a situacao a partir do seu esquema e mobilizou especificamente registos
numéricos que inseriu oportunamente na folha de calculo. No computador, fez depois alguns
tratamentos dos registos numéricos, obtendo os primeiros termos da sucessao que
representam as primeiras distancias percorridas pelo jardineiro, de acordo com a situagao

real apresentada.

O aluno fez uma exploracao dos primeiros termos da sucessao e notou regularidades que lhe
permitiram estabelecer relacées entre termos consecutivos e, consequentemente, isso levou-
o a efetuar tratamentos, em particular, fazendo experiéncias iniciais para obter o 2° e o 3°
termo, cada um a partir do respetivo termo anterior. Desta forma, fez seguidamente varios
tratamentos de forma automatizada e obteve, entdo, as diversas distancias percorridas,

ficando assim resolvida a questao colocada.
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0 aluno decidiu ainda representar as distancias (termos da sucessao) por K, e, considerando a
o tipo de formula que utilizou anteriormente para efetuar os tratamentos, designadamente
um calculo por recorréncia, ele mobilizou registos algébricos para representar uma relacao

que permite obter o termo subsequente a partir de cada termo conhecido da sucessao.

Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva de M&M

O Aluno 2 iniciou a realizacdo da tarefa, fazendo uma esquematizacdo da situacao,
destacando as distancias entre cada roseira e a fonte, as trajetorias e também as distancias
percorridas durante as primeiras viagens. Logo em seguida, utilizando a folha de calculo como
suporte representacional, evidenciou o seu primeiro modelo que consistiu em deduzir a
distancia percorrida em cada viagem como sendo o dobro da distancia entre a fonte e a
Gltima roseira regada na viagem considerada. Utilizando este modelo, o aluno conseguiu
obter, através da folha de calculo, as distancias percorridas pelo jardineiro nas primeiras

viagens.

0 aluno fez a exploracao do conjunto das distancias assim obtidas e formulou o seu segundo
modelo ao descobrir que a diferenca entre as distancias consecutivas era constante. Para
melhor explorar e testar esse modelo, recorreu novamente a folha de calculo onde evidenciou
a sua matematizacao da situacdo e obteve varias distancias, ficando assim estabelecido um

modelo que descreve e permite dar informacao sobre a situacao proposta.

Para expressar o modelo algebricamente, o aluno considerou a formula que utilizou na folha
de calculo, adequou a simbologia a uma escrita algébrica formal e, tendo em atencao a nocao
de antecessor do n-ésimo termo, escreveu a relacdo algébrica que evidencia o modelo

formado, sob a forma de uma sucessao definida por recorréncia.

Um resumo da andlise da resolugcdo das alineas A) e A1)

Segue-se uma sintese comparativa que traduz a analise desenvolvida, segundo as duas

perspetivas tedricas, organizada na Tabela 42.

Tabela 42: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas A e A1 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 1/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Faz uma esquematizacdo da situacdo,
destacando as distancias entre cada roseira e
a fonte, as trajetdrias e as distdncias
percorridas durante as primeiras viagens

Mobiliza um registo iconico, isto é, efetua
um esquema formado por linhas e valores
numéricos, no papel

Mobiliza registos numéricos que inseriu na Utiliza a folha de cdlculo como suporte
folha de cdlculo representacional e constréi o seu primeiro
Faz os primeiros tratamentos dos registos modelo para a distéancia percorrida em cada
numéricos, obtendo os primeiros termos da viagem como sendo o dobro da distédncia
sucessdo das distdncias percorridas nas entre a fonte e a ultima roseira regada na
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sucessivas viagens

viagem considerada

Faz a exploracdo dos primeiros termos da
sucess@o e observa regularidades,
estabelecendo relacbes entre termos
consecutivos

Formula um segundo modelo, salientando
que a diferenca entre as distdncias
consecutivas é constante

Efetua tratamentos, tendo em conta essas
regularidades e experimenta obter os
primeiros termos

Faz seguidamente vdrios tratamentos de
forma automatizada, através da férmula que
inseriu na folha de cdlculo, tendo em conta a
relacbes entre termos consecutivos

Para explorar e testar o modelo recorre
novamente a folha de cdlculo, evidenciando
a matematizacdo da situac@o; obtém assim
vdrias distancias, ficando assim estabelecido
o0 modelo que resolve a situacdo proposta

Mobiliza registos algébricos para representar
a relacdo que permite obter, a partir de
cada termo da sucessé@o, o seu termo

Considera a férmula que utilizou na folha de
cdlculo, adequando a simbologia para gerar
a relacdo algébrica que evidencia a versdo

subsequente algébrica do modelo produzido

Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva da TRRS

O Aluno 2 mobilizou registos verbais para interpretar a situacao proposta e imediatamente
lancou mao de registos numéricos que inseriu na folha de calculo juntamente com alguns
registos algébricos improvisados para representar simbolicamente os termos da sucessao. Na
folha de calculo, o aluno recorreu a uma esquematizacao cromatica que lhe permitiu destacar
os registos numéricos que representam as quantidades de roseiras regadas em cada viagem
(escrevendo o valor 3 de forma sistematica ao longo de células consecutivas, linha apds
linha).

Fez entdo um tratamento dos registos numéricos introduzidos e obteve as trés primeiras
quantidades de roseiras que estariam regadas no final das trés primeiras viagens. Explorando
os registos numéricos, o aluno identificou um padrdao numérico e, utilizando este padrao,
inseriu na folha de calculo uma féormula que lhe permitiu efetuar varios tratamentos de
registos numéricos. Assim, conseguiu encontrar de forma automatizada as sucessivas
quantidades de roseiras regadas (os termos da sucessao) a partir de cada quantidade

precedente.

Tendo em atencao a representacao da formula que utilizou anteriormente para efetuar os
tratamentos na folha de calculo, mobilizou depois registos algébricos para representar uma
relacdo que permite obter, a partir de cada termo, o termo imediatamente seguinte da

sucessao que traduz a quantidade de roseiras regadas no fim de cada viagem.

Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva de M&M

Para resolver as questdes propostas, o aluno comecou por conceber um modelo, ao presumir
que nao se tratava de considerar simplesmente as quantidades de roseiras regadas em cada

viagem mas sim de adicionar a quantidade que era regada numa viagem ao total de roseiras
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ja regadas durante todas as viagens anteriores. Para evidenciar o seu modelo, o aluno optou
por esquematizar a situacdo na folha de calculo, onde criteriosamente associou um modelo
que recorre a cores para sinalizar a quantidade regada em cada viagem e depois efetuou a
soma das sucessivas quantidades, a partir da folha de calculo.

A partir da exploracdo das primeiras quantidades obtidas através das somas, o Aluno 2
aprimorou o seu modelo inicial ao constatar que cada quantidade considerada poderia ser
obtida adicionando a constante 3 a quantidade anterior, ou seja, para obter a proxima
quantidade a considerar bastaria adicionar 3 a quantidade anterior.

Para melhor explorar e testar a validade do modelo, inseriu-o na folha de calculo, onde
obteve de forma automatizada as quantidades totais que eram regadas, ficando assim
resolvida a situacao. Para expressar o modelo algebricamente, o aluno fez uma adaptacao da
formula que inseriu na folha de calculo e escreveu no papel a relacdo algébrica que traduz o

modelo formulado.
Um resumo da andlise da resolugdo das alineas B) e B1)

A analise anterior €, em seguida, esquematizada, confrontando as ideias emergentes segundo

cada uma das perspetivas adotadas (Tabela 43).

Tabela 43: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas B e B1 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 1/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos verbais para interpretar a
situacdo proposta

Comeca por conceber um modelo, assumindo
que se deve adicionar o numero de roseiras
regadas em cada viagem com o total de
roseiras regadas durante as viagens
anteriores

Mobiliza registos numéricos que insere na
folha de cdlculo, juntamente com alguns
registos algébricos improvisados para
representar simbolicamente os termos da
sucessdo

Recorre a uma esquematizacdo cromatica
que permite destacar os registos numéricos

Esquematiza a situacdo na folha de cdlculo,
onde criteriosamente associa cores para
sinalizar a quantidade regada em cada
viagem e depois efetua a soma das
quantidades

Faz tratamentos dos registos numéricos
introduzidos na folha de cdlculo e obtém as
quantidades que estavam regadas no final
das primeiras trés viagens

A partir da exploracéo das primeiras
quantidades obtidas através de somas,
aperfeicoa o modelo inicial, constatando que
cada quantidade pode ser obtida a partir da
anterior

Utiliza o padrdo numérico identificado para
gerar uma férmula na folha de cdlculo que
permite vdrios tratamentos de registos
numéricos e obtém sucessivos termos da
sucessdo

Para explorar e testar o modelo, recorre a
folha de cdlculo onde obtém as distdncias de
forma automatizada

Mobiliza registos algébricos para representar
uma relacdo que permite obter cada termo
da sucessdo por recorréncia.

Faz uma adaptacdo da férmula que inseriu
na folha de cdlculo e escreve no papel a
relacdo algébrica que traduz o modelo
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Andlise das alineas E) e E1) na perspetiva da TRRS

O aluno inicialmente mobilizou registos verbais para representar as relacées que considerou
entre elementos consecutivos das sucessoes obtidas nas alineas A) e B). Para suportar a
explicitacdo do seu raciocinio, mobilizou registos algébricos e obteve o termo geral da
primeira sucessdao definida por recorréncia. Fez ainda um tratamento da representacao
algébrica para explicitar a constante aditiva e mobilizou novamente registos verbais para
representar e esclarecer o significado do registo algébrico. Continuou a tarefa, mobilizando,
de forma combinada, registos verbais e algébricos para destacar a relacao entre os termos

consecutivos da segunda sucessao.

Para justificar as suas afirmacdes, o aluno mobilizou representacdes verbais com vista a
explicar os procedimentos adotados para fazer tratamentos, na folha de calculo, que

confirmaram os resultados ou relacées estipulados.

Para terminar, mobilizou registos numéricos e inseriu na folha de calculo formulas que lhe
permitiram fazer tratamentos, de forma automatica, de tal modo que os resultados

confirmaram as relacées que havia estipulado.
Andlise das alineas E) e E1) na perspetiva de M&M

Considerando o seu desenvolvimento e exploragao de modelos, o aluno comecou por
mencionar a ideia basica que considerou para a formulacao dos modelos durante a resolucao
das alineas A) e B) e mostrou que, em cada caso, existe a possibilidade de refinar o modelo
expresso algebricamente de modo a evidenciar a relacao entre os elementos consecutivos.
Deste modo, criou modelos explicativos que esclarecem a relacao entre os termos
consecutivos de cada uma das sucessoes concebidas e aludiu aos procedimentos a considerar

para testar o modelo explicativo.

Para comprovar a coeréncia do modelo explicativo, o aluno recorreu a folha de calculo onde
fez a respetiva aplicacdo, através da insercao das férmulas correspondentes, testou os
resultados e ficou evidente que a aplicacdo do modelo garantia a obtencao dos resultados

esperados.
Um resumo da andlise da resolucdo das alineas E) e E1)

Veja-se, assim, na Tabela 44, uma sintese da andlise comparativa das interpretacdes
produzidas em cada uma das perspetivas.
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Tabela 44: Simula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas E e E1 segundo cada uma das
perspetivas teodricas (Tarefa 1/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos verbais para explicitar as | Comeca por realcar a ideia bdsica que
relacbes que considerou entre elementos considerou para chegar aos modelos obtidos
consecutivos das sucessoes obtidas nas na resolucdo das alineas A) e B)

alineas A) e B)

Mobiliza registos algébricos para

representar o termo geral da primeira Refina o modelo expresso algebricamente de
sucessdo modo a evidenciar o acréscimo constante em
Faz um tratamento para explicitar o cada sucess@o

acréscimo constante

Mobiliza novamente registos verbais para
dar sentido ao registo algébrico

Constréi modelos explicativos que esclarecem
a relacdo entre os termos consecutivos de
cada uma das sucessées e considera
procedimentos para testar o modelo

Mobiliza de forma combinado registos
verbais e algébricos para destacar a relacdo
entre termos consecutivos da segunda
sucessdo

Mobiliza registos verbais para explicar os explicativo

tratamentos a realizar

Mobiliza registos numéricos Para validar o modelo explicativo, recorre a
Faz tratamentos dos registos numéricos folha de cdlculo onde aplica o modelo,
através da insercdo de formulas que através de formulas, tornando evidente a

permitem confirmar as relacées sugeridas obtencdo de resultados consistentes

Andlise das alineas G) e G1) na perspetiva da TRRS

O aluno iniciou a resolucao das questdes, mobilizando, de forma combinada, registos verbais
e numeéricos para analisar e interpretar as tabelas que tinha gerado na folha de calculo e
destacou alguns dados nas sucessdes numéricas representadas que eram relevantes para a
resolucdo. Aproveitando as potencialidades da folha de calculo, o aluno fez tratamentos
quase instantaneos de registos numéricos e, em seguida, mobilizou registos verbais para

representar o resultado e torna-lo compreensivel.

Seguidamente, mobilizou um registo algébrico para representar uma relacao algébrica que
permite calcular a soma dos primeiros termos de uma PA; esta relacao serviu de base para
mostrar o calculo anterior, agora efetuado por meio de expressoes algébricas. Assim,
considerando os registos algébricos envolvidos na relacdo, converteu-os os em registos
numéricos, fez os necessarios tratamentos de registos numéricos e confirmou o resultado

obtido anteriormente na folha de calculo.

Andlise das alineas G) e G1) na perspetiva de M&M

Para a resolucdo da situacao proposta, o aluno explorou os modelos que ja estavam expressos
numericamente na folha de calculo e destacou alguns dados. O modelo inicial do aluno
comecou evidenciar-se quando este aplicou a relacao termo-ordem. Tendo destacado a ordem

do termo referenciada no enunciado da questdo, o Aluno 2 identificou os termos e usando
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conhecimentos prévios fez as devidas operacdes e obteve o resultado, obtendo a resposta

pretendida.

Novamente, recorrendo aos seus conhecimentos anteriores, o aluno evocou a relacao
matematica conhecida como a formula para a soma dos n primeiros termos de uma PA, onde
substituiu alguns dados e efetuou os calculos devidos. Assim, obteve novamente o resultado
da soma dos primeiros 20 termos. O aluno recorreu a um modelo previamente conhecido para
resolver a situacao, possivelmente porque o contexto sugeriu tal procedimento ou porque o
modelo criado durante a resolucdo da atividade da alinea anterior ndo tem uma aplicacao
muito facil. O aluno nao recorreu imediatamente ao modelo que previamente conhecia,
provavelmente porque a folha de calculo facilitou a situacao até determinado ponto. Muitas
vezes, em situacoes praticas reais, algumas tarefas sao mais faceis de resolver sem um
formalismo matematico rigido, porque tal formalismo tornaria a empreitada mais morosa e
mais enredada ou porque os meios disponiveis, como sera o caso da folha de calculo com as

suas diversas potencialidades, viabilizam uma solucao empiricamente mais simples.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas G) e G1)

Feitas as interpretacdes que visam explicar os dados obtidos neste caso, sugere-se a respetiva

sintese e a explicitacdo das ideias principais na tabela seguinte (Tabela 45).

Tabela 45: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas G e G1 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 1/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobiliza de forma combinada registos Explora os modelos expressos numericamente
verbais e numéricos na andlise das tabelas na folha de cdlculo e destaca alguns dados
construidas folha de cdlculo e destaca Formula o modelo inicial quando estabelece a
alguns dados nas sucessées numéricas relacdo termo-ordem e identifica a ordem
representadas referenciada na questao

Faz tratamentos de registos numéricos, A partir do seu conhecimento prévio e do
aproveitando as potencialidades da folha de | trabalho na folha de cdlculo faz a soma dos
cdlculo termos e obtém o resultado

Mobiliza registos verbais para representar o
resultado e justificar a operacdo
considerada

Apresenta os resultados obtidos pela
aplicacdo do modelo.

Mobiliza um registo algébrico para
representar uma férmula que permite
calcular a soma dos primeiros termos de

Evoca uma relacGo matemadtica conhecida
para determinar a soma dos n primeiros
termos de uma PA

uma PA

Converte alguns registos algébricos em Relacionando o modelo matemdtico geral com
registos numéricos a situacdo proposta, particulariza a sua

Faz tratamentos de registos numéricos, utilizac@o para os dados concretos e obtém
obtendo o mesmo resultado obtido novamente o resultado da soma dos primeiros
anteriormente na folha de cdlculo 20 termos

Andlise das alineas H) e H1) na perspetiva da TRRS
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Para resolver a questao proposta, o aluno mobilizou registos numéricos e, recorrendo as
funcionalidades proporcionadas pela folha de calculo, introduziu um registo iconico que
consiste na diferenciacao da cor do fundo de determinadas células. Desta forma, o Aluno 2
destacou os elementos pertinentes da questdao. Para reafirmar e evidenciar o seu modelo,
mobilizou registos verbais e fez uma reinterpretacao da situacdao. A partir dessa
reinterpretacao, mobilizou registos numéricos e fez tratamentos quase instantaneos destes

registos numéricos que levaram aos resultados.

Para procurar o modelo sugerido pela situacdo, o aluno mobilizou registos verbais e algébricos
para revelar inicialmente a necessidade de exploracao dos dados na folha de calculo e
posteriormente fazer tratamentos rapidos, garantindo que as transformacoes a ter em conta
eram analogas as efetuadas anteriormente para a resolucao da alinea A). Deste modo, obteve
uma relacao algébrica que permitiu determinar a quantidade da agua que o jardineiro tera

gastado no fim das sucessivas viagens.

Seguidamente mobilizou registos numéricos e fez tratamentos destes registos na folha de
calculo, utilizando a formula que o levou a determinar a quantidade total da agua que o

jardineiro tera gastado apos a realizacao de n viagens.

Andlise das alineas H) e H1) na perspetiva de M&M

O Aluno 2 comecou por explorar os modelos que ja estavam expressos numericamente na
folha de calculo e sinalizou os elementos a considerar na resolucdo da situacao (reutilizando a
relacdo termo-ordem). Por meio de calculos, comprovou a conformidade dos dados que
assinalou e combinando estes dados com as informacdes do enunciado, o aluno resolveu a

questao colocada.

Para elaborar um modelo matematico, conforme era solicitado na situacao proposta, o aluno
optou por estabelecer analogias entre a situacao descrita e a tarefa realizada na alinea A).

Assim, reutilizou o modelo, depois dos devidos ajustes necessarios.

Para provar a coeréncia do modelo entédo reajustado, o aluno matematizou o modelo na folha
de calculo e aplicou-o. Deste modo, obteve identicamente os mesmos resultados a que tinha

chegado quando fez os primeiros calculos.

Na perspetiva de Modelos e Modelacao, a reutilizacdo de um modelo é um dos importantes
critérios para avaliar a qualidade dos resultados produzidos, sendo a adaptabilidade um outro
atributo importante. Se uma ferramenta conceitual é adaptavel, compartilhavel e
reutilizavel, essas caracteristicas representam o que os alunos consideram essencialmente
significativo e isso é fundamental no desenvolvimento de conhecimento transferivel ou

generalizavel.
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Um resumo da andlise da resolucdo das alineas H) e H1)

O que se segue é uma resenha das ideias mais salientes retiradas das analises realizadas, de

acordo com cada uma das perspetivas teoricas (Tabela 46).

Tabela 46: Sumula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas H e H1 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 1/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos numéricos e recorrendo a | Comeca por explorar os modelos que jd
folha de cdlculo mobiliza ainda um registo estavam expressos numericamente na folha

icénico para destacar elementos de cdlculo e sinaliza os elementos a
pertinentes considerar na resolucdo da situac@o

Mobiliza registos verbais para representar

uma reinterpretacdo da situacdo Comprova os resultados por meio de cdlculos,
Mobiliza registos numéricos combinando estes dados com as informacées
Faz tratamentos rdpidos de registos fornecidas

numeéricos e apresenta os resultados

Mobiliza registos verbais e algébricos e
posteriormente, fazendo tratamentos,
obtém uma relacdo algébrica que permite
determinar a quantidade da dgua gasta
apos cada uma das sucessivas viagens

Estabelece analogias entre a situac@o
proposta e a tarefa realizada na alinea A);
reutiliza o modelo, ajustando-o a situacdo
proposta.

Mobiliza registos numéricos

Para provar a validade do modelo reajustado,
usa a folha de cdlculo e aplica-o, obtendo os
mesmos resultados que adquiriu quando fez
os primeiros cdlculos

Faz tratamentos desses registos na folha de
cdlculo, utilizando a férmula que permite
determinar a quantidade da dgua gasta
apos sucessivas viagens

5.2.3 Resolucao da Tarefa 2 - Reproducao de virus por biparticao

Resolucdo da alinea A

O Aluno 2 a comecou a resolucao da tarefa (Anexo 5) com a interpretacao da situacao

apresentada e desenvolveu as suas primeiras ideias, em que considerou o seguinte:

“No inicio a pessoa infetada tem 1 virus e ao completar 1 dia tera 2, que é o
dobro; ao completar 2 dias fica com 4, que é o dobro de 2...”

Seguidamente, recorrendo a folha de calculo, elaborou uma tabela, tendo colocado na coluna
A os dias e na coluna B a quantidade de virus. Na célula B2 inseriu o valor 1, que indica a
quantidade inicial de virus, e na célula B3 inseriu a formula que permite calcular a
quantidade de virus ao completar o 1° dia (=B2*2), formula esta que depois de ser arrastada
ao longo da coluna, levou a obtencdo das sucessivas quantidades de virus que a pessoa tera

nos dias subsequentes, tal como mostra a figura 93.
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1

1
2 linicio 1 2 |inicio 1
3 |1dia =823 3 |1dia 2
4 4 2dia 4
5 | 5 |3dia 8
6 | 6 |4dia 16
E 7 |5dia 32
8 8 |6dia 64

Figura 93: Obtencao da sucessao de quantidades de virus que uma pessoa infetada tera
nos primeiros dias

Finalmente, registou no papel alguns dos resultados, referenciando que os valores foram

calculados na folha de calculo (Fig. 94).

Cone e fu:d: 0?7 440 C’o»v‘/wfzgcg__‘, /,2” Ca -

Jev | 4= | 2= | 7€ 4t |52 ) | Z=
m“,-jz ; y 74 { ¢ 11 .'}’Z 16"[ / /2%

Figura 94: Registo da sucessao da quantidade de virus que uma pessoa infetada tera nos primeiros dias

Resolucdo da alinea A

Depois de algumas tentativas de busca de padroes no conjunto dos termos obtidos, o aluno
percebeu que os termos sao as poténcias de base 2. O aluno abandonou momentaneamente a
nocao recursiva do calculo dos termos e partiu em busca do termo geral, como funcao do
numero de dias. Recorrendo a folha de calculo, introduziu na coluna E os nimeros que
representam os dias e na coluna F, concretamente na célula F3, inseriu a formula (=2"E3) que
ao ser arrastada ao longo da coluna permitiu obter uma secessdo numérica equivalente

aquela ja obtida na coluna B (Fig. 95).

A B C D E F G
1
2 |inicio 1 ou _;gg_s____'Virus
3 |1dia 2 | 01=2
4 [2dia 4 1
5 (3dia 8 2
6 4dia 16 3
A B C | D E [ F G H
1 I
2 |inicio 1 ou dias Virus
3 |1dia 2 0 1 |
4 |2dia 4 1 2
5 |3dia 8 2 4
6 |4dia 16 3 8
7 |5dia 32 4 16
8 |6dia 64 5 32
9 |7dia 128 6 64
10 |8 dia 256 7 128
11 9dia 512 8 256

Figura 95: Obtencao de quantidades de virus que uma pessoa infetada tera em funcao dos dias
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Depois de ter revisto os resultados, registou o termo geral da sucessao (1, = 2" ), considerado

nesta Ultima resolucao, mas sem apagar a relacao recursiva (v, = 2-v,_4) que considerou

inicialmente.

Resolucdo das Alinea A1 e A2

Na resolucdo da alinea A2, o aluno recorreu a relacédo recursiva v, = 2 -w,_,, e esclareceu o

significado do termo w, e das ordens dos termos, n — 1 e n, como se pode ver na figura 96.

Apesar de nao ser completamente clara a sua explicacdo, dado que considera 13, como a

quantidade de virus no individuo no dia anterior ao dia n, o Aluno 2 parece ter compreendido

que o modelo é o de duplicacdo da quantidade existente no dia anterior, como se verifica na

figura 96.

JZ) Vire=2V, 1 £ a —Is-f’m»Qo\ ?,.aﬂ ,;-u_e,ff»w'f'
%agw e c?a’.ﬁo./e@

TR &7 N
S iy e e

e
e Nt b e MJ”L R
Bar Ane— dia’ -4 @nga'w‘c

Figura 96: Resposta da alinea A2 (Tarefa 2), apresentada pelo Aluno 2

Como se pode ler na figura 97, o aluno fez uma interpretacao dos resultados obtidos na folha

de calculo (Fig. 95) e apresentou o termo geral da sucessao com toda facilidade e seguranca

certamente porque ja estava testado na folha de calculo.

A1) Camoa o2 brmes Hew f@ﬁ;-a'aocle-zq
formida fona 2l Oillete fode 222 |E 2N
0t hore /kfaJL aguALLﬂmawaW}-u“l
godde 42
V=2 .Vt Ll come b= a,f«/—"
QUAar Fee @ fw»-n bt o Gpluto.

Figura 97: Resposta da alinea A1 (Tarefa 2), apresentada pelo Aluno 2
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Resolucdo da Alinea B

Ao responder a alinea B, a principal relacdo evocada pelo aluno prende-se com a ideia
recursiva referida nas alineas anteriores, reforcando que tal relacdo pode ser vista nas

tabelas produzidas na folha de calculo como se pode ler na figura 98..

&b arenan

th’t Carro K- dL— ,

é) .chf—L" ii;,aiﬂ.z',ﬂ‘ ) aielm o ‘:[':;;’0”) ﬁ/ﬂ - cﬁlc
e ﬁﬂr‘{gwa rnibtEflioamde e Tyt antzeedsw®

Figura 98: Resposta da alinea B (Tarefa 2), apresentada pelo Aluno 2

Resolugdo da Alinea B1

Para comprovar a relacao estabelecida na questdo anterior, o aluno recorreu a uma

concatenacao das duas relacoes previamente referidas (1, = 2" € 1, = 2-1,_,) € no fim da

manipulacao algébrica que efetuou, chegou a uma proposicao universalmente verdadeira,

como se pode ler na figura 99.

R4) Tl o s deAe o 67

4 /N’-Wﬂzﬂ
olfe V‘A-—-'—/ITL'-Z
V :-‘Z»VVL-——'-/I

et

Vi 2 Voo vi—f

A= 2.2
2?! — 244‘" C'Pl"'d'.)

4=
FHM=MD

Figura 99: Resposta / Resolucao da alinea B1 (Tarefa 2), apresentada pelo Aluno 2
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Resolugdo da Alinea C

Para resolver a questdo. o aluno considerou os termos da sucessao obtida na alinea A) e,
trabalhando na folha de calculo, destacou os referidos termos em grupos de 7 termos a partir
do 2° termo que corresponde ao 1° dia (Fig. 94 e 95). Considerou o Ultimo elemento de cada
grupo de termos como sendo a quantidade de virus que a pessoa infetada tera no organismo
no final de cada uma das primeiras semanas (fig.100). Seguidamente registou no papel esses

resultados, como se pode ver na figura 101, considerando ser esse o Ultimo valor de cada

semana.
8 ﬁdia '54 LI T XLJard [
= B 9 7 dia 198 16 |14 dia 16384
2 |Inicio 1 : 17 |15 dia 32768
. 18 |16 dia 65530
4 2dia g | L0 > 19 |17 dia 131072
= 3dia 3 12 10 dia 1024 di
e lad e | 1311dia 2048 20|18 dia -
!a 14 12 dia A096 21|19 d!a 524288
7 |5dia 32 15 13 dia 2192 22 |20 d!a 1048576
8 6dia 64 | 15 1adia 16384 2321 dia Ll
9 |7 dia 128 17 |15 dia 39768 24 (22 dia 4194304
10 8 dia 256
Figura 100: Destaque das quantidades de virus durante as primeiras semanas
e <K P I L I S
C}') ‘ A i [,,m) 209752,
/) 7Y 1 S 1) S
o e 7!«{}14&1@ o — = — 52 34 '“ﬁﬂq' - - 74{
{ ) | 3435 9»?5,\;5&:))»/(——” =
s e RBPABEE R e

Figura 101: Resposta da alinea C (Tarefa 2) apresentada pelo Aluno 2, indicando as quantidades de virus
que a pessoa infetada tera no fim de cada uma das primeiras semanas

Resolucdo das Alineas C1 e C2

Para determinar a formula solicitada, o aluno comecou por analisar as relacdes numéricas
entre termos consecutivos da sucessdao entdo elaborada. Para o efeito, recolheu o ultimo
termo de cada grupo de 7 (ver figura 100) e construiu explicitamente na folha de calculo (Fig.
102) a sucessao das quantidades de virus que a pessoa tera no final de cada uma das
primeiras semanas. Partindo desta sucessao, o aluno inseriu uma formula que permitiu dividir

cada termo pelo subsequente, conforme se pode ver na figura 102.
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E F G H E F G H

Inicio 1 Inicio 1

15emana 128 =F3i/F4 15emana 128 0,0078125
25emana 16384 =F4/F5 25emana 16334 0,0078125
3 5emana 2097152 =F5/F6 3 Semana 2097152 0,0078125
45emana 268435456 =F6/F7 4 5emana 268435456 0,0078125
5Semana 24359738368 =F7/F8 J5emana | 34359738363 0,0078125
6 Semana 4392046511104 =F8/F9 6Semana  4,39805E+12 0,0078125
7Semana 567949953421312 =F9/F10 75emana 5,0295E+14 0,0078125
8 Semana 72057594037927900 =Fl0/F11 | BSemana  7,20576E+16 00078125
9 Semana 9223372036854780000 =F11/F12 | 35emana [3,22337E%18 0,0078125
10 Semana 1,18059162071741E421 =F12r13 | |105emana EEREEER | 0,0078125
11 Semana 1,51115727451829E+23 “r13/r14 | 11Semana FLILHIGRES #DIv/o!

Figura 102: Sucessao das quantidades de virus que a pessoa tera no final das primeiras semanas e
obtencao da constante que relaciona termos consecutivos

Em seguida, registou no papel as fracdes consideradas e os quocientes resultantes, e
converteu a dizima numa fraccdo que depois simplificou sucessivamente como se pode ver na
figura 103.

575
42§ PRy P A5 6L2
——— = 6,0075725 ALE | ERROEN o et
163% g 00000 — N leals T = =
-4 000000 3425: 5
_—
34 — .
._____-—_‘46 L z @, 00 FY125 Hooocoe i o
20 9F152 P W11 E—
Jrceos
2097152 _ o oois = Bl -
‘ = O O 7§ - 6TCC 5
16Y435956 = 25:5 -
T 32009
_ Fr5 = _f:"r-:_
fyo:s 129

Figura 103: Registo da obtencao da constante que relaciona termos consecutivos (Tarefa 3)

Posteriormente, o aluno representou analiticamente, e de forma generalizada, a relacao
entre termos consecutivos (Fig. 104). Deste modo obteve uma relacao recursiva e considerou

a condicao inicial.
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Figura 104: Obtencao e representacao da relacao entre termos consecutivos

Com esta resolucdo, o aluno respondeu a alinea C2), pois determinou uma relacdo
matematica que possibilita calcular o nimero total de virus que a pessoa infetada tera no
organismo em funcao da quantidade de virus da semana anterior. Talvez por ter feito muitos

calculos no papel, o aluno desviou a sua atencado e por isso ndao respondeu com a precisao
necessaria.

Resolugdo da Alinea D)

Como se pode ver na figura 105, ao responder a questao, o aluno iniciou por destacar a
proveniéncia dos termos da sucessado da alinea C) e destacou duas das caracteristicas comuns

entre as sucessoes em analise.

0, 2
/ / . / -
{ //, Wm0 qe ,/},4@ Msceo r['z C\J(&r«y_cm A Mo tmignarts»

Fere o Ao rio— (‘/:Jl Aruge Ado Adx Nuceriéeo Aen (l,ﬂ\l waeex C -

‘/(;x o> G2 (,9:'7"”@” ‘jd Sies AMce @.{)'Q'r/o\ »Ma 4"\,(.»“}‘:1 (5
/3‘1/37&»44 da Stceanras (Jm a (\A.-'Vb\ 1 «J .

/
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- N 4 A 1 - A 2 A [ 4 1_]7.
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Figura 105: Resposta da alinea C (Tarefa 2) apresentada pelo Aluno 2
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Note-se que esta resposta do aluno inclui um aporte importante para introduzir e explicar a

relacao entre uma sucessao e a respetiva sub-sucessao.

5.2.4 Analise e Interpretacédo da Tarefa 2

Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva da TRRS

O Aluno 2 iniciou a resolucao da tarefa 2, mobilizando registos verbais para tecer algumas
consideracoes sobre as condicdes iniciais, no decurso da sua interpretacao do enunciado da
tarefa. Seguidamente, mobilizou registos numéricos, que inseriu na folha de calculo, onde fez
tratamentos de forma automatizada, através da insercao de uma formula que permitiu

calcular as sucessivas quantidades de virus que a pessoa tera nos dias subsequentes.

0 aluno efetuou experimentalmente outros tratamentos de registos numéricos alternativos e
percebeu que os registos numéricos resultantes eram traduzidos por poténcias de 2. Procurou
estabelecer a relacao algébrica que representa de forma genérica as poténcias de base 2 e
expoente natural. Inseriu experimentalmente uma formula que permitiu realizar tratamentos,

na folha de calculo, cujos resultados foram efetivamente os valores das poténcias de 2.

Depois de ter ganho seguranca nos resultados, e tendo como referéncia a formula inserida na
folha de calculo, o aluno mobilizou registos algébricos para representar o termo geral

(v, = 2") e, na mesma senda, mobilizou registos algébricos para representar a relacao

recursiva (v, = 2 wv,_,) que tinha considerado inicialmente.

Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva da M&M

Depois da interpretacao da tarefa, o aluno iniciou a realizacao da atividade, formulando o
primeiro modelo, que consiste em considerar a condicao inicial e a relacao entre cada
quantidade e a quantidade antecedente. Para explorar este modelo inicial, recorreu a folha
de calculo onde ensaiou a matematizacdo do modelo e inseriu a formula equivalente a
“relacao entre cada termo e o seu antecedente”. Com este procedimento, o aluno calculou as
sucessivas quantidades de virus que a pessoa tera nos dias subsequentes, tendo deste modo

resolvido a questao.

Explorando os resultados obtidos com a aplicacao do primeiro modelo, o aluno concebeu um
padrao numérico, sendo que desta feita abandonou momentaneamente o modelo inicial e

partiu em busca da matematizacao de um novo modelo que emergiu da interpretacao de um
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padrao numérico. Depois de algumas tentativas, descobriu que os resultados entao explorados
correspondiam as poténcias de base 2 e conseguiu concretizar a matematizacao do novo
modelo ao inserir uma formula que permitiu calcular as poténcias de base 2 (uma sucessao

numérica equivalente a ja obtida com a aplicacao do 1° modelo).

Bambeando-se nas formulas introduzidas na folha de calculo, o aluno escreveu

algebricamente os modelos concebidos anteriormente, considerando o segundo modelo como

o principal e o primeiro modelo como o alternativo.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas A) e A1)

Na tabela 47, estdo sumarizadas as ideias principais que decorrem da analise das resolucoes

produzidas pelo aluno nas duas questdes da tarefa.

Tabela 47: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas A e A1 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 2/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos verbais para interpretar
as condicées iniciais apresentadas na tarefa

Formulou um primeiro modelo que consiste em
considerar a condicdo inicial e a relacdo entre
cada quantidade de virus e a antecedente.

Mobilizou registos numéricos que inseriu na
folha de cdlculo

Fez tratamentos na folha de cdlculo através
da insercdo de uma férmula que permitiu
calcular as sucessivas quantidades de virus
que a pessoa terd nos dias subsequentes

Para explorar o modelo inicial, recorreu a folha
de cdlculo onde inseriu a formula equivalente a
“relacdo entre cada termo e o seu antecedente”
e calculou as sucessivas quantidades de virus
que a pessoa terd nos dias subsequentes

Efetuou outros tratamentos de registos
numéricos alternativos e percebeu que os
registos numeéricos resultantes sGo
poténcias de 2

Explorou os resultados da aplicacdo do primeiro
modelo e identificou um padrdo numeérico;
abandonou momentaneamente o modelo inicial
e partiu em busca de um novo modelo baseado
no padrdo encontrado

Inseriu experimentalmente uma férmula
que permitiu realizar tratamentos, na folha
de cdlculo, obtendo como resultados
poténcias de 2.

Depois de algumas tentativas, descobriu que os
resultados sdo poténcias de base 2 e conseguiu
concretizar um novo modelo ao inserir uma
foérmula que permitiu calcular as poténcias de
base 2 (uma secessG@o nhumérica equivalente a jd
obtida com a aplicacéo do 1° modelo)

Tendo como referéncia a formula inserida
na folha de cdlculo, o aluno mobilizou
registos algébricos para representar o
termo geral (v, = 2") e mobilizou registos
algébricos para representar a relagéo
recursiva (v, = 2+1,_,) considerada
inicialmente

Com base nas formulas introduzidas na folha de
cdlculo, escreveu algebricamente os modelos
concebidos anteriormente, considerando o
segundo modelo como o principal e o primeiro
modelo como o alternativo

Andlise da alinea A2) na perspetiva da TRRS

Para a resolucdo da alinea A2), o aluno mobilizou registos algébricos para representar a

relacao que considerada de modo a resolver a situacao proposta. E mobilizou registos verbais
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para representar o significado de alguns registos algébricos e ainda dos elementos essenciais

da relacao representada através de registo algébrico.

Andlise da alinea A2) na perspetiva da M&M

Na resolucao da alinea A2), o aluno reutilizou o modelo recursivo concebido na alinea A) e

esclareceu o significado que atribuiu aos simbolos inerente ao referido modelo.

Importa referir que na perspetiva M&M a reutilizacdo de modelos € um importante indicador
de que estes sao modelos significativos para os alunos, desde logo pela consciéncia da sua

aplicabilidade mais generalizada (Lesh & Caylor, 2007).

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A2)

Apresenta-se a seguir uma breve resenha dos resultados relativos a esta questao, segundo

cada uma das perspetivas (Tabela 48).

Tabela 48: Simula dos resultados extraidos da resolucao da alinea A2 segundo cada uma das perspetivas
tedricas (Tarefa 2/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos algébricos para
representar a relacdo considerada e assim Reutilizou o modelo recursivo concebido na
resolver a situacdo proposta alinea A) e esclareceu o significado que

Mobilizou registos verbais para representar | atribuiu aos simbolos inerentes ao referido
o significado de alguns registos algébricos e | modelo
da relacdo representada algebricamente

Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos numéricos para reinterpretar os resultados obtidos nas alineas
anteriores e mobilizou registos verbais para comunicar as ilacdes que estabeleceu a partir da

observacao dos resultados previamente obtidos.

Mobilizou registos algébricos para representar, mais uma vez, as relacdes estabelecidas na
alinea A2. Fez o tratamento combinado dos registos algébricos e obteve uma proposicdo

universalmente verdadeira.

Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva da M&M

Mais uma vez, o aluno explorou os modelos expressos numericamente na folha de calculo,
elaborados no ambito da resolucao das alineas anteriores. Em especial, reutilizando o modelo

recursivo anteriormente concebido, referiu de forma genérica que “cada elemento é obtido
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multiplicando o seu anterior por 2”. Esta tendéncia de utilizar o modelo de forma geral é uma

demostracao de seguranca e confianca nas suas resolucoes.

Para comprovar o modelo apresentado na alinea B), o aluno fez ma combinacao dos modelos

concebidos durante a resolucdo da alinea A2 (1, =2" e v, =2'v,_,) €, no fim da sua

abordagem algébrica a questdo, chegou a uma proposicao universalmente verdadeira, ficando

assim demostrada a relacao pretendida.

0 trabalho do aluno permitiu comprovar a congruéncia entre os dois modelos combinados, ou
seja, resultou numa verdadeira demonstracdo; este episodio demonstra que trabalhando com
atividades geradoras de modelos, mesmo aqueles alunos cujo histdrico escolar nao é
brilhante, muitas vezes produzem resultados de alta qualidade que sao muito mais
impressionantes do que poderia imaginar-se a partir dos resultados da sua prestacao anterior
em provas de avaliacao (Carlson, Larsen, & Lesh, 2002; Doerr & Lesh, 2002; Lehrer &
Schauble, 2002; Lesh, 2001).

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas B) e B1)

Adiante, apresenta-se a simula das ideias centrais que se destacam, do ponto de vista de

cada uma das analises realizadas (Tabela 49).

Tabela 49: Sumula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas B e B1 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 2/Aluno 2)

TRRS

M&aMm

Mobilizou registos numéricos para
reinterpretar os resultados obtidos nas
alineas anteriores

Explorou as tabelas elaboradas nas alineas
anteriores, reutilizando o modelo recursivo
anteriormente concebido

Mobilizou registos verbais para representar
os resultados previamente obtidos no Gmbito
das alineas anteriores

Aludiu de forma genérica a esséncia do
modelo

Mobilizou registos algébricos para
representar mais uma vez as relagées
obtidas na alinea A2

Fez o tratamento combinado dos registos
algébricos e obteve wuma proposicdo
universalmente verdadeira

Para comprovar o modelo formulado na
alinea B), o aluno fez uma combinacéo dos
modelos concebidos durante a resolucdo da
alinea A2 (v, =2"e v, =2:v,_;)e
demostrou a sua equivaléncia

Andlise das alineas C), C1 e C2) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos numéricos na folha de calculo para interpretar a questao.
Aproveitando as potencialidades de folha de calculo comecou por destacar grupos de termos
da sucessao da alinea A) e mobilizou sincronizadamente registos algébricos e verbais para

representar no papel, através de uma tabela, os registos numéricos que considerou para
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responder a questao colocada, depois de ter feito uma representacao semelhante na folha de

calculo.

Para descobrir a relacdo numérica entre os termos, o aluno comecou por mobilizar registos
numéricos para representar o ultimo termo de cada grupo de 7 termos consecutivos, fez os
tratamentos na folha de calculo e registou no papel. Ai, o aluno fez os devidos tratamentos
para obter, no final, uma fracdo irredutivel. O aluno mobilizou registos algébricos para
“deduzir” a relacao recursiva que permite determinar a quantidade de virus que o infetado
tera no organismo ao completar a 1% semana. De igual modo, mobilizou registos algébricos

para representar a condicao inicial.

Andlise das alineas C), C1 e C2) na perspetiva M&M

O aluno comecou por rever a resolucdo da questdao proposta na alinea A), fazendo um
ajustamento ao modelo. Depois, elaborou o novo modelo, ao destacar e realinhar alguns
objetos matematicos provenientes da aplicacdo do modelo da alinea A). A matematizacao do
modelo agora formado teve lugar quando o aluno descobriu uma relacao entre resultados
consecutivos na nova sequéncia. A relacdo encontrada permitiu ao aluno fazer uma

generalizacao do modelo na forma recursiva.

Tabela 50: Simula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas C, C1 e C2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 2/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos numéricos na folha de
cdlculo para interpretar a questéo e
aproveitando as potencialidades de folha de
calculo comecou por destacar os termos da
sucessdo da alinea A)

Iniciou a resolucéo da alinea C) fazendo um
ajustamento do modelo da alinea A)

Mobilizou sincronizadamente registos
algébricos e verbais para representar uma
tabela de registos numéricos que considerou
para responder a questdo

Iniciou a formulacdo do modelo ao destacar
e realinhar alguns objetos matematicos
provenientes da aplicacdo do modelo da
alinea A)

Fez tratamentos na folha de cdlculo.
Seguidamente fez devidos tratamentos
numéricos até que obteve uma fracdo
irredutivel.

A matematizacdo do modelo conduziu a uma
relacdo entre termos consecutivos da nova
sucess@o

”

Mobilizou registos algébricos para “deduzir
a relacdo recursiva que permite responder a
situacdo colocada

A relacdo obtida permitiu ao aluno fazer
uma generalizacdo do modelo na forma
recursiva

Andlise da alinea D) na perspetiva da TRRS

0 aluno mobilizou registos verbais para tecer consideracoes sobre a proveniéncia dos termos

da sucessao da alinea C) e, de igual modo, destacou caracteristicas comuns entre as sucessées

em analise.
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Andlise da alinea D) na perspetiva M&M

Depois ter analisado modelos anteriores, o aluno destacou que o modelo considerado na
alinea C) resulta de um reajustamento do modelo obtido na resolucao da alinea A) e para

finalizar o aluno fez uma sintese das caracteristicas comuns aos dois modelos.

Tabela 51: Sumula dos resultados extraidos da resolucao da alinea D segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 2/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M
. . . Notou que o modelo considerado na alinea C)
consideracées sobre a proveniéncia dos obtido na alinea A)

termos e as caracteristicas comuns as

. L), Fez uma sintese das caracteristicas comuns
sucessoées em andlise.

aos dois modelos.

5.2.5 Resolucgdo da Tarefa 3 - Cubos de gelo no copo

Resolucdo da alinea A1

Ao iniciar a resolucao da tarefa (Anexo 6), o Aluno 2 considerou os seguintes dados,

atribuindo a altura do copo o valor de 7 cm e ao raio do copo o valor de 3 cm:

V=2%x2x2=8=Ve=28-00=72cm?

r=3cm e hyy =7cm
0 aluno continuou a resolucao da tarefa, considerando a existéncia de um nivel inicial, em
virtude de ja existir agua no copo. Este pressuposto é percetivel quando ele afirma que:

“Como o copo ja continha agua, entao existe um nivel zero”

Deste modo, agregou aos dados a seguinte relagao:

cm
N, = > Regg Ny = — = 3.5cm

E assumiu ainda que:

“O nivel aumenta sempre que um cubo ¢é introduzido e este aumento é possivel
ser calculado, usando uma formula”
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Em seguida, o aluno escreveu no papel a formula do volume de cilindro e realcou que tal
formula é valida se for tido em conta o facto de que a agua num copo cilindrico toma a forma

cilindrica. A partir da formula do volume do cilindro, o aluno explicitou a variavel k, e tendo
substituido esta variavel k por & N, concretizou as demais variaveis com os respetivos valores

numéricos, tendo em conta os dados que inicialmente considerou. Entao, recorrendo a folha

de calculo, obteve o valor numérico de « N, que o aluno considerou ser a variacao de nivel,

como se pode ler na figura 106. Este valor corresponde, conforme o aluno transmite, a

variacao de nivel da agua no copo quando se introduz um cubo de gelo.

Cowio 1o Ocvfw }u ol Aya extls oist
©- %JMZ ‘50’70:

— A, W eap = e TO — 3
M__ 2 "v&f( _./\/(/é’___ 2 =3,5 0
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{,;/ }wuf Qilome Ui Rl . Yl Plidmo 2

[}46;2364/«‘;."4‘) p/»z'f;- QUpwonds -é{: /@A&t'}wf e Guérmﬁt/c
aﬁ"eﬁ” d/? féd;/’?nuju
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Figura 106: Determinacéo do nivel inicial e variacao do nivel sugerida pelo Aluno 2.

o wdeel

Depois de obter este resultado, o aluno empenhou-se em determinar os diferentes niveis
resultantes da introducdo de sucessivos cubos, adicionando esta variacdo de nivel, numa
primeira instancia com o nivel inicial para obter o nivel 1. Depois adicionou o mesmo valor
com o nivel 1 para obter o nivel subsequente, sendo que optou por efetuar as adi¢ées na
folha de calculo. Depois de o ter feito de forma nao generalizavel, isto &, somando valores
fixos em vez de usar os conteldos de células (ver célula G11 na figura 107), conseguiu inserir

uma formula generalizavel na coluna J visivel na figura 108.
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W O~ TN R =
b |

=

1

8
Ve 7.2
3
hcop 7
NO 3,5

7,2

3,5

N1

v/3,14%*r2
0,25477707

=3,5+0,247770 A

Figura 107: Obtencao intuitiva da variacdo do nivel, o nivel inicial e o nivel que a agua atinge quando o
primeiro cubo é introduzido

A | B D F G H 1 J

1

2 ;] =B2*0,9

3 ND 3,5

a4 \ye |72 N1 =13+0,25478

5 |r N2 =]4+0,25478

6 hcop |7 N3  =5+0,25478

7 NO 35 h /3,142 N4 =]6+0,25478

B N5 =17+0,25478

g h =7,2/(3,14*9) NE  =I8+0,25478

10 N7  =19+0,25478

A B D E | F G | J

1
2 2 7.2
3 ND 35
4 |vc 7,2 N1 375478
5 |r 3 N2 400856
&  hcop 7 N3 426434
7 |NO 35 h  w3,14%r2 N4 451912
] N5 47739
:) h 025478 NE 502868
10 N7 528348

Figura 108: Obtencao recursiva dos niveis que a agua atinge quando os cubos de gelo sao introduzidos

Resolucdo da alinea A2

Partindo da relacado recursiva que considerou na alinea A1), fez sucessivas substituicdes até

encontrar um n-ésimo termo através de uma inferéncia em que interveio a ordem do termo, o

coeficiente da variacao de nivel e o nivel inicial (Fig. 109). Desta forma, o aluno deduziu o

termo geral de uma PA.
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A partir darelacao N3 = N2 +a NV,
N2 foi substituido pelo 2° membro da
equacao (3), pelo que resultou
N3I=NO+3 &N,

A partir da relacdo N4 = N3+ N,
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equacao N3 = N0+ 3 & N, pelo que
resultou a igualdade
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Figura 109: Obtencao do termo geral da sucessdo dos niveis de agua em funcdo da quantidade de cubos
de gelo introduzidos no copo

Resolucdo das alineas B1 e B2

Depois de explorar a tabela que representa a sucessdo que obteve na folha de calculo, o

aluno mencionou as seguintes relagdes entre niveis:

“Cada nivel atingido pela agua é maior que o nivel anterior e a diferenca é

constante”.

A seguir, partindo do n-ésimo termo que deduziu na alinea A2, o aluno comprovou

analiticamente as relacdes que referiu na alinea B1, conforme se pode ver nas figuras 110 e

111. Ao provar que a diferenca entre termos consecutivos é constante, o aluno efetuou alguns

calculos redundantes mas nao retirou uma conclusao clara.

Be) N> Nu-

0>5-0,2549 #§

§ 2 aA)
“  E4+0,2E 4N 35+ 0,25478 (=)
(,‘) ) & - - -

354055428 n7 3,5+ OCL59728 - O,L&F 8

Figura 110: Resposta do Aluno 2 demonstrando que cada nivel é maior que o anterior
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Figura 111: Resposta em que o Aluno 2 verifica que a diferenca entre termos consecutivos é constante

Resolucéo das alineas C1 e C2

Recorrendo a folha de calculo, o aluno construiu um grafico, com base no qual concluiu que a

sucessao é crescente (Fig. 112).

4q E B 10 12 14

16 18

Figura 112: Grafico da sucessao dos niveis que a agua alcanca em funcao do nimero de cubos de gelo

introduzidos no copo

0 aluno ndo fez um tratamento analitico para a resposta a alinea C1; unicamente reforcou

que a partir do grafico era possivel ver os “pontos a subirem”. Com efeito, a verificacao por

meios algébricos da monotonia crescente da sucessao estava ja apresentada na sua resposta a

alinea A2.

Resolucdo da alinea D

Para responder a esta alinea, o Aluno 2 recorreu novamente a folha de calculo onde, depois

de reler o grafico que obteve anteriormente, passando o cursor ao longo do grafico, fez a

seguinte afirmacao:

“Sao necessarios 14 cubos de gelo para que o copo transborde”
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Quanto a uma justificacao da conclusao retirada, o aluno optou por se basear na leitura do
grafico (Fig. 112), enfatizando a ideia de monotonia da sucessao e apontando a ordem a
partir da qual o copo transborda, como se pode ler na figura 113, sendo essa ordem a que

corresponde a um nivel igual a 7 cm.

“No grdfico é possivel ver que o valor do nivel aumenta e
ultrapassa a altura do copo quando 14° cubo é introduzido”

Figura 113: Leitura do grafico da sucessao dos niveis que a agua alcanca em funcao do nimero de cubos
de gelo introduzidos no copo, sugerida pelo Aluno 2

5.2.6 Andlise e Interpretacao da Tarefa 3

Andlise da alinea A1) na perspetiva da TRRS

O Aluno 2 mobilizou registos numéricos para representar as dimensdes que escolheu para o
copo e as dimensdes dos cubos de gelo sugeridas no enunciado da tarefa. E fez um tratamento
de registos numéricos para determinar o volume real da quantidade da agua que um cubo de

gelo desloca ao ser introduzido no copo.

Seguidamente, mobilizou registos verbais para exprimir a condicao inicial que considerou e
fez a conversdao dos registos verbais para registos algébricos de modo a representar a
condicao inicial considerada. Depois, mobilizou registos verbais para tecer algumas
consideracdes pertinentes e simultaneamente anunciou a possibilidade de recorrer a uma
relacao algébrica para determinar o aumento do nivel no copo resultante da colocacdao de um

cubo de gelo.

Entdo, mobilizou registos algébricos para representar a relacdao entre o volume e as demais
dimensdes do cilindro, fez um tratamento dos registos algébricos e conseguiu explicitar a
relacdo entre a altura do cilindro e as demais dimensdes do cilindro. Considerando as
dimensdes do copo cilindrico escolhidas inicialmente, fez algumas conversdes de registos
algébricos e obteve o valor numérico da variacao da altura que, segundo o problema e os
dados considerados, corresponde ao aumento do nivel quando um cubo é introduzido no copo.
Depois de fazer os devidos tratamentos de registos numéricos, inseriu uma formula na folha

de calculo que lhe permitiu efetuar de forma automatica diversos tratamentos de registos
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numéricos, chegando assim a determinacao de diversos niveis sucessivos através da adicao do

aumento constante com o Ultimo nivel conhecido, isto &, por recorréncia.

Andlise da alinea A1) na perspetiva da M&M

Depois da leitura do enunciado da atividade, o aluno extraiu os dados apresentados na
situacao e a estes agregou os dados referentes as dimensdes do copo que escolheu. Tendo em
conta as condicdes sugeridas pela atividade, o aluno considerou a existéncia de um nivel
inicial da agua no copo. Para determinar o valor numérico do referido nivel, recorreu a
conhecimentos prévios e tendo feito algumas operacdes de calculo, deduziu que a metade da

altura corresponderia ao nivel inicial da agua no copo.

0 modelo inicial comecou a ser concebido quando o aluno, depois de ter estabelecido o nivel
inicial da agua no copo, sugeriu que “o nivel aumenta sempre que um cubo é introduzido”.
Seguidamente, tendo em atencdo que a agua no copo toma a forma cilindrica, o aluno
considerou a formula do volume de um cilindro e a partir desta deduziu uma formula para
explicitar a altura do cilindro. Entdo, considerando os dados de que ja dispunha, o
refinamento do modelo inicial evidenciou-se quando considerou que a altura obtida,

considerando o volume de um cubo de gelo, poderia corresponder a variacao de nivel.

Para testar e explorar o modelo, o aluno recorreu a folha de calculo onde determinou os
diferentes niveis de agua no copo, adicionando a variacdo de nivel, numa primeira instancia
com o nivel inicial para obter o nivel subsequente, e assim por diante. Conseguiu a
matematizacdo do modelo ao inserir uma formula generalizavel, que permitiu determinar

cada um dos niveis que a agua atinge quando cada cubo de gelo é introduzido.

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A1)

Na tabela 52, apresentam-se as ideias fundamentais que decorrem da analise das resolucdes
produzidas pelo aluno, na ética de cada perspetiva teodrica.

Tabela 52: Simula dos resultados extraidos da resolucao da alinea A1 segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 3/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos numéricos para representar
as dimensées do copo e do cubo de gelo

Retira dados e supbs dados que ndo eram
fornecidos na tarefa

Faz um tratamento de registos numéricos
para determinar o volume real que um cubo
de gelo desloca ao ser introduzido no copo

Usa conhecimentos prévios para obter o
volume de um cubo

Mobiliza registos verbais para exprimir a
condicdo inicial da situac@o e faz a respetiva
convers@o para registos algébricos de modo a
representar a condicdo inicial

Considera a existéncia de um nivel inicial da
dgua no copo

O registo algébrico é convertido para um
registo numérico e é feito o tratamento de
registos numéricos

Para determinar o valor numérico do aumento
de nivel, considera que a metade da altura
corresponde ao nivel inicial da dgua no copo

Usa registos verbais e percebe a necessidade

O modelo inicial comeca a ser concebido com
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de recorrer a uma relacéo algébrica para
determinar o aumento do nivel

base na ideia de que o nivel de dgua
aumenta com a colocacdo de cada cubo de
gelo

Mobiliza registos algébricos para representar
a relac@o entre o volume e as demais
dimensées do cilindro

Faz tratamento dos registos algébricos e
explicita a relacao entre a altura do cilindro
e as demais dimensées do cilindro

Faz algumas conversées de registos
algébricos e obtém o valor numérico da
altura

Usa a formula do volume de um cilindro e a
partir desta deduz uma férmula para altura
de cilindro; considerando os dados de que jd
dispunha, calcula o valor numérico da
variacéo da altura

Faz tratamentos de registos numéricos e

obtém o valor numérico que representa o
aumento do nivel inicial da dgua no copo
quando um cubo é introduzido

O refinamento do modelo inicial corresponde
a ideia de que o volume do cubo de gelo
corresponde a variac@o de nivel

Para testar e explorar o modelo, recorre a
folha de cdlculo onde determina os
sucessivos niveis de dgua no copo

Na folha de cdlculo, efetua de forma
automdtica diversos tratamentos dos
registos numéricos para a determinacdo de
diversos niveis sucessivos

Formaliza o modelo ao inserir uma férmula
generalizdvel, que permite determinar o
nivel que a dgua atinge quando cada cubo de
gelo introduzido

Andlise da alinea A2) na perspetiva da TRRS

O Aluno 2 mobilizou registos algébricos para representar as relacbes consideradas na
elaboracao da formula que inseriu na folha de calculo para determinar os diversos niveis que

a agua atingiria quando fossem introduzidos sucessivamente os cubos de gelo.

Fez um tratamento combinado de diversos registos algébricos e notou um padrdo entre os
resultados. Considerando esse padrao, obteve rapidamente uma relacdo algébrica genérica.
Usando alguns dos resultados obtidos ao longo da atividade fez algumas conversoes,

alcancando um registo algébrico adequado para representar a solucao da situacao proposta.

Andlise da alinea A2) na perspetiva da M&M

O aluno considerou os diversos casos particulares a partir do modelo concebido na alinea
anterior e, recorrendo a conhecimentos prévios, conseguiu combinar estes casos e
estabelecer um padrao que lhe permitiu generalizar e representar o modelo algebricamente:
Assim, chegou a uma relacdo para obter o n-ésimo termo da sucessdo, em que intervém o

nivel inicial de agua no copo.
Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A2)
De forma breve, salientam-se na tabela seguinte (Tabela 53) as principais ideias retiradas da

analise realizada.
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Tabela 53: Simula dos resultados extraidos da resolucao da alinea A2 segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 3/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos algébricos para representar Representa algebricamente casos

as relacées na elaboracéo da formula que particulares do modelo considerado para

insere na folha de cdlculo resolver a tarefa

Faz tratamento combinado de diversos registos | Usando conhecimentos anteriores, combina

algébricos e deteta um padrdo entre os esses €asos

resultados

Faz um tratamento rdpido e obtém uma Generaliza o modelo algebricamente ao

relacdo algébrica genérica descobrir um padrdo que lhe permite
inferir o n-ésimo termo da sucessdo

Faz algumas conversées e obtém assim o Refina o modelo e apresenta-o

registo algébrico adequado para representar a | algebricamente.

solucdo da situag@o proposta

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva da TRRS

0 aluno mobilizou registos numéricos e para a respetiva interpretacao introduziu registos
verbais. Desta forma, conseguiu representar as relacdes entre os elementos do conceito
matematico envolvido na questao.

Mobilizou registos algébricos e fez os devidos tratamentos de onde resultaram proposicoes
verdadeiras que consolidam as consideragcdes tecidas pelo aluno, de um ponto de vista

matematico.

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva da M&M

0 Aluno 2 fez referéncia a invariancia da diferenca entre os niveis de agua consecutivos. Para
ilustrar ou definir analiticamente a monotonia da sucessao, o aluno utilizou o conceito
genérico de termos consecutivos e recorrendo a relacao algébrica construida na alinea A2 fez
a comparacao, efetuando as devidas operacdes e simplificacdes e encontrando uma relacao
universal. E na mesma linha, para comprovar a relacdo relativa a invariancia da diferenca
entre niveis consecutivos, expressou a diferenca genérica entre o n-ésimo termo e o seu
antecessor e depois das devidas transformacdes algébricas, conseguiu provar que a diferenca

entre os niveis consecutivos era constante.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas B1 e B2)

Na tabela seguinte (Tabela 54) encontram-se resumidas os aspetos centrais da analise

realizada.
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Tabela 54: Simula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas B1 e B2 segundo cada uma das
perspetivas teodricas (Tarefa 3/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos numéricos

Sugere o aumento dos niveis e a invaridncia

Mobiliza registos verbais para interpretar os . .
s P P da diferenca entre os niveis

registos numéricos

Para explorar as propriedades do modelo,
recorre a relacdo algébrica considerada na
alinea A2

Mobiliza registos algébricos

Usando conhecimentos prévios, efetua as
devidas operacées e simplificacoes e
encontra uma relacdo universal que confirma
as propriedades do modelo

Faz tratamentos dos registos algébricos e
obtém proposicées universalmente
verdadeiras

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da TRRS

Para desenvolver o seu conhecimento da sucessao obtida, o aluno converteu os registos
numeéricos em registos graficos e tirou conclusdes sobre a monotonia da sucessao em analise.
Para justificar ou comprovar as suas consideracdes sobre a monotonia da sucessao, o aluno
mobilizou o registo grafico e interpretou-o com base em registos verbais. Deste modo, o aluno

reforcou as suas conviccoes referentes a monotonia da sucessdo analisada.

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da M&M

Para responder a questao proposta, o aluno recorreu as potencialidades da folha de calculo,
enquanto meio representacional, onde representou graficamente o modelo concebido. A
visualizacao e a respetiva interpretacao da representacao grafica do modelo levou-o a retirar

conclusdes adequadas sobre a monotonia da sucessao.

Para justificar as suas afirmacdes, o aluno mencionou o recurso ao grafico e a sua leitura

pertinentes para a devida interpretacao do modelo expresso graficamente.

Um resumo da andlise da resolug¢do das alineas C1) e C2)

A seguir estao resumidas as interpretacdes que se referem a cada uma das perspetivas

teodricas (Tabela 55).

Tabela 55: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas C1 e C2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 3/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Recorre as potencialidades da folha de
cdlculo, enquanto meio representacional, e
representa graficamente o modelo

Converte os registos numéricos em registo
grdfico

Mobiliza registos verbais para analisar a
monotonia

Interpreta as propriedades do modelo,
referindo-se a monotonia da sucessdo

Para justificar as suas interpretacées,
mobiliza o registo grdfico e interpreta-o com
base em registos verbais

Para justificar as suas afirmacées, faz a
devida interpretacdo do modelo expresso
graficamente
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Andlise da alinea D) na perspetiva da TRRS

Para encontrar o nimero de cubos de gelo que levariam o copo a transbordar, o aluno apoia-
se no registo grafico e identifica os elementos a ter em conta para obter a solucdo para o

problema proposto.

Andlise da alinea D) na perspetiva da M&M

Para responder ao problema sugerido, o aluno recorreu novamente ao modelo ja representado
graficamente e a partir da sua leitura e analise, voltando a ter em conta o conhecimento da

monotonia, especifica a ordem a partir da qual o copo transborda.

Um resumo da andlise da resolug¢do da alinea D)

Segue-se a esquematizacao das ideias principais retiradas da analise anterior (Tabela 56).

Tabela 56: Sumula dos resultados extraidos da resolucao da alinea D segundo cada uma das perspetivas
tedricas (Tarefa 3/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Recorre novamente ao modelo jd
Mobiliza registos verbais para identificar a representado graficamente e, tendo em

resposta a situac@o proposta, a partir do conta propriedades do modelo jd analisadas,
registo grdfico previamente mobilizado obtém a ordem a partir da qual o copo
transborda

5.2.7 Resolucao da Tarefa 4 - A Plantacdo de Laranjeiras

Resolucdo da alinea A1

O Aluno 2 a comecou a sua resolucao da tarefa 4 (Anexo 7) com a interpretacao da situacao e
organizacao das primeiras ideias para a sua abordagem, designadamente a determinacao da
diferenca entre a quantidade de laranjeiras existentes num dado dia e a quantidade que
existia no dia anterior, considerando que esta diferenca equivale a quantidade que o

fazendeiro plantou nesse dia.

Para a realizacao das primeiras exploracdes da situacao, o aluno recorreu a folha de calculo,
onde numa coluna, a partir da célula B3, escreveu os niUmeros que significam os dias. Depois,
a partir da célula C3 foi introduzindo nessa coluna as quantidades de laranjeiras conforme o
enunciado do problema indicava. Na coluna D, iniciou a introducao das quantidades plantadas
de novo, em cada dia. Foi comecando de forma direta e depois estabeleceu um critério que

lhe permitiu inserir uma formula como se pode ver na figura 114.
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A B C D A B C D

1| 1|
2 | dias laranjeiras plantou 2 | dias laranjeiras plantou
3 | | 4 a |23 1 4 a
N 2 9 5 | 4 2 9 5
5 3l 16| =C5-c4| | '§ 3 16 7
6 | 4 6 4 25 9
7 | 5 7 5 36 11
8 | 6 8 | 6

Fiéura 114: Obtencao dos_primeiros termos da sucessao de quantidade de laranjeiras plantadas em cada

dia

Depois de ter obtido alguns termos da sucessao que foi gerando na coluna D, o aluno explorou
o padrao numérico ai presente e conseguiu notar que a partir do 3° termo a diferenca entre

cada termo e o seu antecedente € 2, como se pode ver na figura 115.

A B C D E | A B C D E
1| 1]
2 | dias laranjeiras plantou 2 dias laranjeiras plantou
3 | 1 4 4 3 1 4 4
4 2 o st=ps-pa || 4 2 l 5 2
5 3 16 7| 5 3 16 7 2
6| a 25 9 6 a 25 9 2
7 | 5 36 11 7 | 5 36 11
8 | E 8 -

Figura 115: Determinacao da relacao entre os termos consecutivos da sucessao de quantidade de
laranjeiras plantadas em cada dia
Partindo deste novo facto, o aluno inseriu outra formula na coluna D, a partir da célula D8, e
arrastando essa formula para baixo obteve novos termos da sucessao (Fig. 116). Desta forma,
a atencao do Aluno 2 parece ter-se centrado principalmente sobre a sucessao que representa

o nimero de novas arvores plantadas em cada dia.

| A B @ D E | A B C D E
1| 1|
2 | dias laranjeiras plantou 2 | dias laranjeiras plantou
3 | 1 4 4 3 | 1 4 4
4 2 9 5 2 4 2 9 5 2
5| 3 16 7 2 5| 3 16 7 2
6 | 4 25, 9, 2 6 | 4 25 9 2
7 5 361 11! & 5 36 11
8 6 ,+D7+é l 8 6 13
9 | 7 9 | 7 15
10| 8 10 8 17
11 9 11 9 19

Figura 116: Obtencao recursiva de sucessao de quantidade de laranjeiras plantadas em cada dia

Depois deste trabalho, o aluno registou no papel as principais ideias que estao na base do seu

raciocinio; posteriormente registou alguns termos da sucessao, tendo indicado que no
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computador estao calculados os outros termos (Fig. 117), denotando a aparente inviabilidade

de enunciar, um a um, os resultados que correspondem aos primeiros dias da plantacao.
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Figura 117: Registo das quantidades de novas laranjeiras plantadas nos primeiros dias

Resolucdo da alinea A2

Para resolver a alinea A2, o aluno voltou a recorrer a folha de calculo de modo a explorar os

aspetos matematicos do seu modelo. Durante a exploracdo, o aluno conjeturou que a

sucessao em estudo seria uma PA e entao decidiu utilizar o termo geral de uma PA, de razao 2

e primeiro termo igual a 5 (Fig.108).

A B C D E F G H J
1]
2 dias laranjeiras '-[Jtlég-t_:)_:x:] ou dias plantou
3 1| 4 4] 1 5
4 | 2 9 5 2 2 7
5 | 3 16 2 3 9
6 | 4 25 2 25 4 11
7| 5 36 11 5 13
8 | 6 13 6 15
A B @ D E F G H J
1]
2 dias laranjeiras plantou ou dias plantou
3 1 4 a | 11=2%13+3(|
4 | 2 9 5 2
5 | 3 16 7 3
6 | 4 25 9 2 25 4
7| 5 36 11 5
8 6 13 6

Figura 118: Obtencao da sucessao de quantidade de laranjeiras plantadas em cada dia em funcao do

nimero de dias
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Ao introduzir esta formula na coluna J, constatou que o 1° termo nao coincidia, mas mesmo
assim considerou a formula e ressalvou esta primeira condicao conforme se pode ler na figura
118. E de notar a forma como o aluno resolveu a questdo do 1° termo, ao admitir um termo
de ordem 0 que corresponderia as primeiras 4 arvores plantadas, como mostra o enunciado da
tarefa (Fig. 119)

Figura 119: Resposta da alinea A2 (Tarefa 4), apresentada pelo Aluno 2

Importa referir brevemente que a versao algébrica apresentada integra uma representagao
matematicamente nao habitual, embora logicamente correta. Na verdade, ndo é natural que
se utilize a ordem 0 para designar o 1° dia (ou seja, o 1° termo). Percebe-se que esta
incoeréncia na notacdo utilizada resulta de o aluno ter utilizado as 4 primeiras arvores
simultaneamente como primeiro termo de duas sucessoes: da sucessao de arvores existentes

no dia n, e da sucessao de arvores adicionais plantadas no dia n.
Resolucdo da alinea B1

A semelhanca das alineas anteriores, o aluno continuou a exploracao na folha de calculo para
procurar a resposta a alinea B1. Neste ambito, descobriu que cada um dos termos da sucessao
obtida na coluna C (sucessao das arvores existentes em cada dia) podia ser escrito em forma
de uma soma constituida por um quadrado perfeito seguido de um niimero impar maior que 1
e que estes numeros impares formavam uma PA de razdo 2 e primeiro termo igual a 3,
conforme se pode ver nos excertos de video representados na figura 120. Assim, na coluna P o
aluno reproduz este padrao, verificando que ele permite definir os termos da sucessao e,
além disso, volta a ideia de utilizacdo de progressoes aritméticas, ainda que combinada com o

uso de quadrados perfeitos.
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Figura 120: Obtencao das quantidades totais de laranjeiras que estarao plantadas nos primeiros dias

Depois desta constatacdo, introduziu na célula N11 uma férmula mais completa que lhe

permitiu obter as quantidades de laranjeiras que existiriam na fazenda em funcédo ao nimero

de dias (Fig. 121). Trata-se pois de uma expressao equivalente a n% + 2n + 1.
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Figura 121: Insercao da formula que permite obter as quantidades totais de laranjeiras que estarao
plantadas nos primeiros dias

Ao replicar a formula introduzida na célula N11, o Aluno 2 obteve a sequéncia de valores: 4;

9; 16; 25; ....

Resolucédo da alinea B2

Ao registar no papel a explicacao para a obtencao dos termos da sucessao anterior, o aluno

incorporou o facto de que, a partir do momento em que considerou os termos como somas, a

segunda parcela podia ser considerada como sendo semelhante aos termos da sucessao obtida

na alinea A1) mas subtraida de duas unidades e de facto esta ideia funciona corretamente,

como se pode ver na figura 122.

e

Figura 122: Registo da obtencao das quantidades totais de laranjeiras que estarao plantadas nos

primeiros dias

221



0 aluno apresenta com mais detalhe este seu raciocinio, tornando claro o modo como chegou
a expressao para obter o termo geral da sucessdao como funcdo de n (Fig. 123), isto é,

u,=n*+2n+1.

! $‘ '
i ¢

“As primeiras parcelas sdo poténcias (quadrados) dos nimeros naturais. As segundas
parcelas sdo semelhantes aos termos da sucessdo da alinea A2, cada um subtraido de 2”.

| =

Figura 123:Breve explicacao da obtencao do termo geral da sucessao das quantidades totais de
laranjeiras que estarao plantadas em funcao do nimero de dias

Resolucéo das alineas C1 e C2

Tendo em conta a disposicdo das laranjeiras e as distancias (entre elas) descritas no
problema, o aluno resolveu a alinea C1, recorrendo a relacdo existente entre o lado e a area

do quadrado; para expressar esta ideia referiu que:

“0O lado do primeiro quadrado é 1, a area é 1%; o lado do segundo quadrado é 2, a

area é 2%; o terceiro quadrado tem lado 3, a area € 3%”.

O aluno referiu ainda que no computador podemos calcular os quadrados dos numeros
naturais. De facto, na folha de calculo, o aluno considerou os dias na coluna V e as areas na
coluna W. Comecou por introduzir os dados, calculando os quadrados sem automatizar uma
formula mas logo depois introduziu uma férmula para o termo geral que permitiu calcular os
sucessivos quadrados perfeitos automaticamente (Fig. 124). Assim, arrastando a férmula
inserida na célula W4, ao longo da coluna, o aluno conseguiu obter a area total da plantacao

em cada um dos primeiros dias.
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v w X v w
1 1]
2 Dias Metros Quadrados 2 Dias Metros Quadrados
3 1j1*1 ! 3 1 1
4 2 a| | 2|=var2 |
5 3 5 3 9
6 4 6 4
7 | 5 7 5
8 | 6 8 6
9 7 9 7

Figura 124: Insercao da formula para calculo da area com plantacao em funcao do nimero de dias

Tendo ja utilizado uma formula na folha de calculo para a determinacao das areas, ao
responder a questao C2, o aluno apenas referiu que analiticamente se tratava de usar uma

expressao para obter os quadrados de nimeros naturais (Fig. 125).

Figura 125: Resposta da alinea C2 (Tarefa 4) apresentada pelo aluno 2
Resolucéo das alineas D1 e D2

Para o calculo da densidade populacional, o aluno notou que era necessario considerar os
resultados das alineas B1 e C1, ou seja, a quantidade de laranjeiras existentes e a area de
terreno usado. Feita esta referéncia, o aluno apresentou alguns resultados na forma
fraccionaria e depois afirmou que os seguintes seriam obtidos no computador, onde
efetivamente inseriu uma formula na célula Z3, conforme mostra a figura 126. Essa formula

calcula o quociente entre a quantidade de laranjeiras plantadas e a area que ocupam.

M | N [o] P Q | R S T | U Vv w | X Y Z
dias laranjeiras Dias Metros Quadraggi. Dias Densidade
1 4 3 2 LR i 1
2 9 4 5 2 2 4 2
3 16 9 7 2 3 9 3
4 25 16 9 4 16 a
n*n r=2 5 25 5
6 36 6
U1=3 7 49 7
dias 8 64 8
1 4 9 81 9
2 9 10 100 10
3 16 11 121 11
4 25 12 144 12
36 13 169 13

5
Figura 126: Insercao da formula para o calculo da densidade da populacao de laranjeiras plantadas

Mais uma vez o aluno referenciou as alineas anteriores para responder a questdao de obter

uma expressao analitica para a densidade de arvores em cada dia (Fig. 127).
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Nota: Em rigor, as alineas
consideradas seriam:
C2) e B2)

Figura 127: Resposta da alinea D2 (Tarefa 4) apresentada pelo Aluno 2

Resolucdo da alinea E

O aluno respondeu que os termos se aproximam de 1 e utilizou como fonte de referéncia a

tabela feita na folha de calculo, apesar de incluir um grafico que mostra os termos da

sucessao, conforme se pode ver nas figuras seguintes (Fig. 128 e Fig. 129). Com efeito, o

grafico revela claramente o comportamento convergente da sucessdo e a sua convergéncia

para o valor 1.

U | Vv | W

Dias Metros Quadrados
1 1

2 4

3 9

4 16

5 25

6 36

7 43

8 64

9 81

10 100

11 121

Dias

1
2
3
4
5
6

7
8
9
10
1

Densidade
4 Dias Densidade
2,25 | 1|=(AB4A2+2*AB4+1)/(AB4A2)
1,7777778 2,25
1,5625
1,44
1,3611111
1,3061224
1,265625
1,2345679
1,21
1,1900826

W o N B WN

[
o

Figura 128: Sucessao das densidades e insercao da formula geral para obtencao das densidades em

funcao dos dias

Figura 129: Representacao grafica da sucessdo das densidades feita pelo Aluno 2

A concluir a questao, o Aluno 2, depois de passar o cursor do rato no grafico e na tabela

declarou:

“Os termos aproximam-se a 1. Esta visivel na tabela. E convergente.”
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5.2.8 Andlise e Interpretacao da Tarefa 4

Andlise da alinea A1) na perspetiva da TRRS

Para iniciar a resolucdo da tarefa, o Aluno 2 inicialmente mobilizou registos verbais e iconicos
para interpretar a questdao proposta na tarefa; seguidamente, converteu os registos iconicos
em numéricos de modo a representar as quantidades de laranjeiras existentes nos primeiros

trés dias, tendo em atencao os dados da situacao proposta.

Fez tratamentos dos registos numéricos e passou a obter registos numéricos que representam
as quantidades de laranjeiras que o fazendeiro plantou em cada dia. A partir dos registos
numeéricos, o aluno observou um padrao e, considerando esse padrao, o aluno inseriu na folha
de calculo uma formula que permitiu efetuar tratamentos de forma automatica. Além disso,
mobilizou combinadamente registos verbais e numéricos para representar os resultados e

referir o significado dos mesmos.
Analise da alinea A1) na perspetiva da M&M

O Aluno 2 iniciou a formacao do seu modelo ao criar o esboco de uma sucessdao numérica
formada pelas quantidades de laranjeiras existentes nos primeiros trés dias, tendo em
atencdo os dados da situacdo proposta. Para tornar o modelo inteligivel, o primeiro
procedimento adotado foi o de considerar a diferenca entre a quantidade de laranjeiras
existentes num determinado dia e a quantidade que existia no dia anterior. Assim, o aluno
partiu do principio de que essa diferenca equivale a quantidade que o fazendeiro plantou no

dia considerado.

Para melhor explorar o modelo, o aluno recorreu a folha de calculo onde, a partir da
visualizacdo numérica dos resultados, observou os primeiros atributos do modelo. A partir
dessa descoberta, fez um melhoramento do modelo e a devida matematizacao, ao conceber
um critério de obtencao dos termos subsequentes da sucessao a partir de cada Ultimo termo
conhecido. Socorrendo-se outra vez da folha de calculo, o aluno fez a aplicacdo do modelo
com a nova formulacao, obtendo assim mais termos da sucessao das quantidades plantadas

em cada dia e, deste modo, resolveu a questao.
Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A1)

Veja-se a seguir uma resenha dos resultados da analise produzida, a luz de cada uma das

perspetivas teoricas (Tabela 57).
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Tabela 57: Simula dos resultados extraidos da resolucdo da alinea A1 segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 4 /Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Inicialmente mobiliza registos verbais e Inicia a construcéo do seu modelo ao criar
iconicos; seguidamente converte os registos | uma sucessGo numérica formada pelas
iconicos em numéricos, tendo em atencdo os | quantidades de laranjeiras existentes nos

dados da situac@o proposta. primeiros trés dias, tendo em atencdo os
dados da situacdo proposta

Faz tratamentos dos registos numéricos e Considera a diferenca entre a quantidade de

passa a obter registos numéricos que laranjeiras existentes e a quantidade que

representam as quantidades de laranjeiras existia no dia anterior, reconhecendo que a

que o fazendeiro plantou em cada dia diferenca representa a quantidade que o
fazendeiro plantou em cada dia

A partir dos registos numéricos, identifica Recorre a folha de cdlculo para explorar os

um padrdo numérico primeiros atributos do modelo

Faz alguns tratamentos de registos Faz um aprimoramento do modelo, ao

numeéricos, considerando o padrdo que conceber um critério de obtencdo dos termos

descobriu subsequentes da sucessdo a partir de cada

ultimo termo conhecido

Insere na folha de cdlculo uma férmula que Recorrendo de novo a folha de cdlculo o

permitiu efetuar tratamentos de forma aluno, faz a aplicacGo do modelo
automadtica; mobiliza combinadamente reformulado, obtendo mais termos da
registos verbais e numeéricos para sucessdo das quantidades plantadas e resolve
representar os resultados e referir o a questao

significado dos mesmos

Andlise da alinea A2) na perspetiva da TRRS

0 aluno mobilizou registos numéricos para reinterpretar a situacdo e, valendo-se de
conhecimentos prévios, decidiu experimentar tratamentos tendo em conta a relagédo
conhecida como termo geral de uma PA; desta feita, introduziu uma férmula que de facto lhe
permitiu efetuar tratamentos de forma automatica e constatou que a excecao do primeiro
resultado, os demais resultados obtidos sdo termos da sucessdo obtida na resolucao da alinea
A1). Considerando a formula que permitiu efetuar os tratamentos, o aluno mobilizou registos
algébricos para representar a sucessao e estabeleceu uma condicdo inicial especifica. Para
finalizar a atividade, o aluno mobilizou, de forma combinada, registos verbais e algébricos
para exprimir o raciocinio desenvolvido ao longo da sua atividade e registou no papel o

registo algébrico e a condicao inicial que considerou.

Andlise da alinea A2) na perspetiva da M&M

Tendo em atencdo que a tarefa proposta na alinea A2) é logicamente a continuacao da tarefa
proposta na alinea A1), o Aluno 2 continuou a exploracdao dos dados numéricos obtidos na
folha de calculo através da aplicacao do modelo que resultou da resolucdo da alinea A1). Esta
exploracao permitiu-lhe conjeturar que a sucessao em estudo era uma PA, recorrendo a seus
conhecimentos prévios, depois de experimentar a insercao da formula de uma PA na folha de
calculo, constatou que havia algumas inconformidades e teceu algumas consideracdes para

gue o modelo se ajustasse aos dados e apresentou uma versao algébrica do modelo.
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A versao algébrica apresentada consiste numa simbologia matematicamente nao habitual
embora logicamente correta. A respeito de episodios como este, na perspetiva de M&M, tal
como se pode interpretar em Lesh et al (2003). é importante que os alunos tenham
oportunidade de desenvolver modelos proprios para a representacdo da situacdo problematica
e que estes modelos vao sendo progressivamente mais ajustados a linguagem matematica

formal e aos processos de representacao institucionalizados na sala de aula.

Importa referir que o aluno, mesmo conhecendo previamente o conceito de PA, em primeira
instancia ndo o aplicou na sua concecao do modelo. Provavelmente este facto decorre da

influéncia da utilizacdo da folha de calculo.

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A2)

Uma sumula das interpretacdes produzidas atras, em funcdo de cada uma das perspetivas

teoricas, é proposta na tabela 58.

Tabela 58: Simula dos resultados extraidos da resolucdo da alinea A2 segundo cada uma das perspetivas
tedricas (Tarefa 4 /Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M
Mobiliza registos numéricos para Continua a exploracdo dos dados numeéricos
reinterpretar a situacdo obtidos na folha de cdlculo através da

aplicacdo do modelo que resultou da
resolucdo da alinea A1)

Faz experimentalmente alguns tratamentos, | A exploracdo do modelo leva a conjetura de

tendo em conta a relacé@o conhecida como que a sucessd@o em estudo é uma PA; aplica

termo geral de uma PA experimentalmente este modelo matemdtico
e testa a sua aplicabilidade na situacédo
proposta

Introduz uma férmula na folha de cdlculo Aplica o modelo, recorrendo a folha de

que lhe permite efetuar tratamentos de cdlculo enquanto meio representacional

forma automadtica

Mobiliza, de forma combinada, registos Tece algumas consideracbes sobre o ajuste

verbais e algébricos para exprimir as suas do modelo e apresenta a versao algébrica do

conclusées e faz um registo algébrico em que | modelo
destaca a condicdo inicial considerada

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos numéricos para reinterpretar a situacdo, tendo em conta os
aspetos especificos sugeridos na alinea B1). Tendo notado um padrao nos registos numéricos,
efetuou tratamentos alternativos inicialmente de forma experimental e tendo em atencao o
padrao que observou. Depois inseriu uma formula na folha de calculo lhe que permitiu efetuar

tratamentos de forma automatica.

Para explicar a obtencao da resposta, analiticamente, o aluno comecou por mobilizar registos

numeéricos e evidenciou os tratamentos de registos numéricos que efetuou. Posteriormente,
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mobilizou registos verbais para exprimir as premissas consideradas e as analogias tidas em

conta para efetuar as conversoes de registos numeéricos para algébricos.

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva da M&M

O Aluno 2, a semelhanca dos processos que utilizou nas alineas anteriores, prosseguiu com a
exploracdo dos modelos na folha de calculo para procurar a resposta a alinea B1). Deste
modo, o aluno concebeu um modelo ao descobrir um novo padrdo e ao destacar que cada um
dos termos de uma das sucessdes obtidas na alinea A1) pode ser escrito sob a forma de uma
soma constituida por um quadrado perfeito seguido de um nimero impar maior que 1. Usando
os seus conhecimentos prévios sobre numeros impares e quadrados perfeitos, refinou a
matematizacdo do modelo, ao elaborar e inserir na folha de calculo uma formula mais
completa que lhe permitiu obter as quantidades das laranjeiras que existirdao na fazenda em

funcdo do nimero de dias.

Referenciando algumas possibilidades de reutilizacao combinada de modelos criados
anteriormente, para explicar a sua resolucao, o aluno enfatizou os aspetos a melhorar no

modelo e conseguiu obter a versao algébrica do modelo que inseriu na folha de calculo.

Para apresentar algebricamente o seu modelo, nao fez a simples adaptacao da versao inserida
na folha de calculo, mas optou por ajustar e reutilizar um modelo que criou de forma

consistente com a situacdo proposta.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas B1) e B2)

Propde-se adiante uma sintese dos principais resultados extraidos dos dados, de acordo com

as perspetivas teoricas adotadas (Tabela 59).

Tabela 59: Simula dos resultados extraidos da resolucao das alineas B1 e B2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 4/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos numéricos para
reinterpretar a situacdo e identifica um
padréo

Faz a exploracdo dos modelos expressos
numericamente na folha de cadlculo

Concebe um modelo, ao descobrir outro
padréo relacionado com a sucessdo obtida na
alinea A1)

Faz tratamentos numéricos, de forma
experimental, tendo em atencdo o padré@o
que observou

Insere uma férmula na folha de cdlculo que
permite efetuar tratamentos de forma
automdtica, tendo em conta o padrdo
observado

Refina o modelo, ao elaborar e inserir na
folha de cdlculo uma férmula mais completa
que representa as quantidades das
laranjeiras que existirdo na fazenda em
funcdo do numero de dias transcorridos

Para explicar a obtencéo da resposta
analiticamente, o aluno comeca por
mobilizar registos numéricos

Faz tratamentos de registos numéricos

Considera os aspetos a aprimorar no modelo
a reutilizar
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Mobiliza registos verbais para exprimir as
premissas consideradas e as analogias tidas
em conta para efetuar conversées de
registos numéricos para algébricos

Sugere a possibilidade de reutilizacGo
combinada de modelos criados
anteriormente

Faz as conversées de registos numéricos para
algébricos.

Combina os modelos e consegue obter a
versdo algébrica do modelo

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos iconicos sugeridos pela situacdo, fez a devida interpretacdo e
descortinou elementos matematicos subjacentes, além de que mobilizou registos numéricos
para representar os elementos relevantes para tratar a questao. No seu processo de
pensamento, mobilizou registos verbais e combinou-os com registos numéricos para efetuar
tratamentos de registos numéricos. Considerando o critério adotado para efetuar os
tratamentos realizados, o aluno inseriu na folha de calculo uma féormula que possibilitou
calculos automaticos e, em seguida, mobilizou um registo algébrico para representar a

sucessao das areas que estarao plantadas em funcao do nimero de dias transcorridos.
Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da M&M

Tendo em conta os dados sugeridos pela situacao, o aluno fez a reutilizacao dos modelos
inerentes a relacao existente entre o lado e a area do quadrado. E recorrendo a folha de
calculo iniciou a realizacdo dos calculos de forma ndo automatica; de seguida, matematizou o
modelo introduzindo uma formula para o termo geral que permitiu calcular os quadrados
perfeitos, que segundo a situacdo sugerida corresponderiam a area plantada em funcao de
numero de dias. Assim deu por resolvida a situacao proposta. Seguidamente, para expressar o
modelo algebricamente, recorreu a uma expressao geral para o calculo dos quadrados de

numeros naturais.
Um resumo da andlise da resolugdo das alineas C1) e C2)

Relativamente as interpretacdes da atividade desenvolvida nestas duas questoes, a tabela 60

apresenta uma analise paralela entre as duas perspetivas adotadas.

Tabela 60: Simula dos resultados extraidos da resolucao das alineas C1 e C2 segundo cada
uma das perspetivas teoricas (Tarefa 4/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobiliza os registos iconicos sugeridos pela

situacdo e faz a devida interpretacdo dos Faz a reutilizacGo de modelos para
elementos matemadticos subjacentes considerar a relacd@o entre o lado e a drea do

Mobiliza registos numéricos para representar | quadrado
elementos da situacdo

Mobiliza registos verbais e combina-os com
registos numéricos para representar
tratamentos de registos numéricos

Recorre a folha de cdlculo e generaliza o
modelo, introduzindo uma férmula de termo

geral que permite calcular a drea com

Considera o critério adotado para efetuar os 1 - ., .
P f laranjeiras em funcéo do numero de dias

tratamentos usa a folha de cdlculo para
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realizar tratamentos de forma automdtica

Mobiliza um registo algébrico para Utiliza uma expresséo geral para o cdlculo
representar a sucessdo das dreas plantadas dos quadrados de numeros naturais
em funcdo do numero de dias transcorridos

Andlise das alineas D1), D2) e E) na perspetiva da TRRS

O aluno fez a mobilizacdo de registos numéricos que representam objetos matematicos
resultantes das resolucdes das alineas B1) e C1); fez ainda o tratamento dos registos
numéricos. E para a resolucdo analitica, o aluno mobilizou os registos algébricos que
representam os objetos matematicos restantes da resolucdo das alineas B2) e C2). Fez o
devido tratamento e obteve uma relacao que representa a sucessao resultante da combinacao

dos resultados obtidos nas alineas B1) e C2).

Converteu os registos numéricos, que descrevem a sucessao da densidade de laranjeiras como
funcao dos dias, num registo grafico e mobilizou registos verbais para descrever as

caracteristicas de convergéncia da sucessiao da densidade, conforme a questao proposta.

Andlise das alineas D1), D2) e E) na perspetiva da M&M

Fazendo a interpretacao da situacao, o aluno fez a devida combinacao dos modelos obtidos
nas alineas B1) e C1) (ou seja, niUmero de laranjeiras e area de plantacao, ao longo dos dias)
e combinando cada termo da primeira sucessao com o seu equivalente da segunda sucessao,
obteve o modelo desejado expresso numericamente (isto €, obteve os valores numéricos da
densidade). Para obter o modelo analiticamente, reutilizou de forma combinada os modelos
apresentados nas alineas B2) e C2). Ao apresentar a resposta o aluno assumiu ter reutilizado o
modelo criado nas alineas B2 e C1), talvez por ter considerado que o modelo apresentado em

C1) é o mesmo que o apresentado em C2) embora com outro registo de representacao.

Para inferir sobre a tendéncia dos termos da sucessao, o aluno representou graficamente os
termos da sucessao obtida na alinea D1). Seguidamente fez a leitura do grafico e da tabela,

enfatizando a tendéncia dos termos e as devidas consideracdes sobre a convergéncia.

Um resumo da andlise da resolug¢do das alineas D1), D2) e E)

A resenha das ideias extraidas sob cada um dos pontos de vista teoricos é apresentada na
tabela 61.
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Tabela 61: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas D1, D2 e E segundo cada uma das
perspetivas teodricas (Tarefa 4 /Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos numéricos que representam | Faz a devida combinacé@o dos modelos
objetos matemdticos resultantes das obtidos nas alineas B1) e C1) e obtém o
resolucées das alineas B1) e C1) e faz modelo pretendido expresso numericamente
tratamento dos registos numéricos

Mobiliza os registos algébricos que Para representar o modelo analiticamente,
representam os objetos matemadticos reutiliza de forma combinada os modelos

restantes da resolucdo das alineas B2) e C2) | algébricos apresentados nas alineas B2) e C2)

Faz o devido tratamento e obtém a sucess@o
resultante a partir dos resultados obtidos
nas alineas B1) e C2).

Converte os registos numéricos em registo Representa graficamente os termos da
grdfico sucessdo; seguidamente faz a leitura do
Mobiliza registos verbais para analisar as grdfico, enfatizando a tendéncia dos termos
caracteristicas da sucess@o da densidade e a sua interpretacédo relacionada com a
quanto a convergéncia convergéncia

5.2.9 Resolucdo da Tarefa 5 - O coracao: “Diastole e Sistole”

O Aluno 2 iniciou a tarefa (Anexo 8), escolhendo os valores 1 e 2 para diastole e sistole
respetivamente e comentou que escolheu o valor 1 diastole para por ser o primeiro momento
e escolheu o valor 2 para sistole por ser o segundo momento do ciclo cardiaco. O aluno
introduziu estes registos numéricos na folha de calculo, colocando alternadamente as
palavras Diastole e Sistole na coluna B e os nimeros ora escolhidos, 1 e 2, na coluna C,

conforme mostra a figura 130.

Diastoloe
Sistole
Diastoloe
Sistole
Diastoloe
Sistole
Diastoloe
Sistole
Diastoloe

WO 0N O W B W N -
N N e N e

-t
o

Figura 130: Construcdo da sucessao alternada sugerida pelo Aluno 3, para representar diastole e sistole

Resolucdo da alinea A
Depois ter registado os termos na folha de calculo, o aluno procurou algum critério para obter
alternadamente os nimeros 1 e 2, no ambito da busca de um padrao. Experimentou assim

escrever os niUmeros 1 e 2 como quocientes da divisao de 4 por 4 e de 4 por 2, este trabalho

foi feito na folha de calculo, tal como mostra a figura 131.
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A B C D E A B C D E
1 1
2 Diastoloe 1 =4/4 2 Diastoloe 1
3 Sistole 2 3 | Sistole 2 =4/2
4 Diastoloe 1 4 Diastoloe 1
5 | Sistole 2 5 Sistole 2
B Diastoloe 1 6 Diastoloe 1
i Sistole 2 7 ‘ Sistole 2
8 Diastoloe 1 8 Diastoloe 1
9 Sistole 2 9 Sistole 2

Figura 131: Obtencao intuitiva da sucessao alternada através de divisao

Prosseguindo esta ideia, considerou que em todos os casos o dividendo 4 sera sempre o
mesmo, pelo que pensou obter alternadamente o 4 e o 2 como divisor. Foi entao que lhe
ocorreu a ideia de buscar um critério para escrever alternadamente 4 e 2, considerando que
4=3+1 e 2=3-1. Constatou que estas igualdades podem ser escritas com facilidade pois uma
caracteristica que as distingue prende-se com os sinais + e - (mais e menos) que devem ser
utilizados alternadamente. Decidiu introduzir estas ideias na folha de calculo, utilizando
diversas colunas. Na coluna G escreveu repetidamente o nimero 4, na coluna H escreveu
reiteradamente o numero 3 e ao longo da coluna I, a partir da célula 12, escreveu
alternadamente os nimeros 1 e -1, Na coluna K, inseriu uma formula para somar as células

das colunas H e |, tendo dai resultado os nimeros 4 e 2, alternadamente (Fig. 132).

G H [ ] K G H [ 3 K
1 1
2 al ) =H2+2 | 2 4 3 1 a
3 4 3 -1 3 a 3! -1 2
4 a 3 1 4 4 3! 1 4
5 4 3 -1 5 a 3 -1l 2
6 a 3 1 6 a 3 1 a
7 a 3 -1 7 4 3 1 2
8 a 3 1 8 a 3 1 a
9 a 3 1 g a 3 -1 2
10 a 3 1 10 4 3 1 4
1 a 3 1 11 4 3 -1 2

Figura 132: Obtencao intuitiva da sucessao alternada através de soma

A seguir, inseriu a formula “=G2/K2” na célula M2 e ao arrastar esta formula ao longo da
coluna, obteve efetivamente os termos da sucessdao alternada que escreveu no inicio da
atividade (Fig. 133). Reconhece-se, ao longo desta etapa, uma certa dificuldade do Aluno 2
em encontrar uma forma automatica de gerar termos alternados ao longo de uma coluna da

folha de calculo.
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G H K L M
3
» o -."'"-=
2 | I 4 3 1 i ai =G2/K2
" - -
3 4 3 2
4 | 4 3 1 4
5 | 4 3 -1 2
6 | 4 3 1 4
7 4 3 -1 2
G - K L M
1 4
2 4 3 1! 4 1
v | 1
3 | 4 3 -1} 2 2
4 | 4 3| 1 4 1
5 | 4 3 -l 2 2
6 | 4 3 1 4 1
7 4 E -1 2 2

Figura 133: Obtencao intuitiva da sucessao alternada através da divisao (automatizada)

Depois desta etapa, o aluno procurou resumir todas as formulas até entdo utilizadas nesta

tarefa. Foi entdo que fez muitas experiéncias na folha de calculo e, como era de esperar,

nem todas foram bem-sucedidas (Fig. 134). Por exemplo, uma dessas experiéncias teve como

resultado o quociente entre 4 e 3, devido ao modo como foi definido o expoente de uma

poténcia de base -1.

(o} P Q
Cic Diast e Sist
ou n un=4/(3+(-1)n+1)

| 1|=4/(3+(-1)Ap3+1)

N oA wN

ou

Cic

1
2
3
4
5
6
7

Q
Diast e Sist

un=4/(3+(-1)*n+1
1,333333333.

Figura 134:Tentativas de insercao de uma formula geral para a obtencao da sucessao
inicialmente proposta

No final das varias tentativas, o aluno conseguiu escrever uma Unica formula que permitiu

obter cada termo em funcao da ordem, tal como mostra a figura 135. Neste caso, o termo

geral da sucessao geradora dos valores alternados 1 e 2 foi definido pela expressao

4

U, =——37 , isto é, o aluno optou por obter estes valores como resultados de uma

n g4(—q)n+L

divisdo, ainda que esta implique o uso de uma soma com a poténcia (—1)"**,
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A G H | | J K L M N (o] | Q
1 Cic Diast e Sist
2 4 3 1 4 1 ou n un=4/(3+(-1)*n+1)
3 4 3 1 2 2 | 1]=4/(3+(-1)7(P3+1) |
4 4 3 1 - 1 2
5 4 3 1 2 2 3
6 4 3 1 4 1 a4
7 A al, 1 2 o 2 [

G H | J K L M N (o] p Q

1 Cic Diast e Sist
2 4 3 1 4 1 ou n un=4/(3+(-1)*n+1)
3 4 3 -1 2 2 1 1
- B 3 1 B 1 2 2
5 4 3 -1 2 2 3 1
6 4 3 1 4 1 4 2
7 4 3 -1 2 2 5 1

Figura 135: Insercao de uma formula geral para a obtencao da sucessao inicialmente proposta

Depois destas tentativas, o aluno registou no papel os termos da sucessao conforme se pode

ver na figura 136. Como se nota, na resposta do aluno, ha uma intencao de obter os termos

da sucessao alternada a partir de quocientes.

Vfr‘111fz:'44 2,4,2 o .-
H d o H L.
W 2 4 3
- PR " S PN
3+ 371 34q ! zped)!
D lne
3+&Y

Figura 136: Registo dos principais procedimentos para a obtencao do termo geral da sucessao proposta

pelo Aluno 2

Resolucdo da alinea B

Para se pronunciar acerca da monotonia da sucessao o aluno decidiu recorrer a graficos que a

propdsito inseriu na folha de calculo. O primeiro grafico que inseriu, apenas de pontos,

parece nao ter ajudado a clarificar a questao para o aluno (Fig. 137). Os pontos surgiram

dispostos sobre duas linhas horizontais.

Figura 137: Grafico da sucessao alternada proposta pelo Aluno 2
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0 aluno tentou apontar o cursor ao longo do grafico mas nao concluiu nada e foi entao que
inseriu um segundo grafico, de um tipo diferente, ou seja, um grafico de linhas. Com este
novo grafico, o aluno parece ter reconhecido a forma como a sucessdo ora crescia ora
decrescia (Fig. 138).

0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 138: Grafico melhorado da sucessao alternada proposta pelo Aluno 2
Desta vez, passando o cursor ao longo do grafico, o aluno teceu as seguintes consideracoes:

“A sucessdo varia, cresce e decresce. No grafico sdo visiveis as subidas e
descidas”.

Resolugdo da alinea C1

0 aluno calculou as médias dos termos consecutivos, depois de ter registado a ideia no papel.
Recorrendo a folha de calculo, inseriu a devida formula na coluna S3 e arrastou para obter as
médias pretendidas (Fig. 139).

P Q | R
Diast e Sist
un=4/(3+(-1)"n+1

v
o

Q R S
Diast e Sist
un=4/(3+(-1)"n+1) vn

+{Q3+Q4)/2 1,5
I 1,5
1,5
1,5
1S
1,5
1,5
1,5
1 1 15
12 10 12 10 2 1S

W 0 ~N O U AW -
W 00 NN O U B W -

-
o

W 00 N O U B W N =
=y
o

WOy VLA WN =
NN NN e

N =N RN RN R

Figura 139: Calculo das médias dos termos consecutivos da sucessao alternada proposta pelo Aluno 2

Em seguida, registou no papel os resultados, conforme se pode ver na figura 140, em que usa
varios termos consecutivos para chegar a conclusido de que a sucessdao pretendida era

constante, com os termos todos iguais a 1,5.
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;== 7=
Z 2 /77 2

4 ¢ A AEp 4B b= 45
! 2 } /

) 472 20y . gps . 244 ,,..

Figura 140: Registo da obtencao de uma sucessao constante

Resolugdo da alinea C2

Ao caracterizar a sucessao, o aluno referiu que:

“A sucessdo é convergente, quanto a monotonia é constante, o majorante e o

minorante é 1,5 e € uma sucessao limitada”.

Resolugdo da alinea D1

Para calcular a sucessao da diferenca entre as sucessoes U, e V,,, o aluno recorreu a folha de

calculo, inserindo a necessaria formula na célula X3 e arrastando ao longo da coluna (Fig.

141). Obteve assim uma sucessao alternada, de termos -0,5 e +0,5, alternadamente positivos

e negativos.

P Q R S X S| Q | R X
1 . rDiasteSist 1 Diast e Sist
2 _un=4/§3+§-1["n+1[_ vn 5 Wn 2 un=4/(3+(-1)*n+1) vn wn
3| ] 1| ! 150 [ma3s3 || 3 1 1,5 0,5
4 2 2 1,5 4 2 2 1,5 0,5
5 | 3 1 1,5 5 3 1 1,5 -0,5
6 4 2 15 6 4 2 1,5 0,5
i 5 1 15 7 5 1 1,5 -0,5
8 6 2 15 8 6 2 1,5 0,5
9 7 1 L5 9 7 1 15 -0,5
10 8 B 15 10 8 2 1,5 0,5
n 9 1 L5 1 9 1 15 -0,5
12 10 2 al e e

15 an an
Figura 141: Obtencao de sucessao alternada por subtracao

Registou os resultados e constatou que seria possivel considerar as poténcias de (-1) para

obter uma forma de escrever o termo geral dessa sucessao (Fig. 142).

45
o 45, 44871
- 45,
B
v a 0.9 1 (£33

« _B5i09 1

Wh = o05xE1)"

D) At - 4.5;

Figura 142: Registo da obtencao de sucessao alternada por subtracao e do termo geral desta
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Importa ainda referir que antes de registar o termo geral no papel, o aluno testou-o na folha

de calculo conforme mostra a figura seguinte (Fig. 143).

X Y 2 A X Y Z AA
1] 1
2 Wwn N _____"Wn 2 wn n wn
3 -0,5 b 1l=05°(-1)a73 | 3 0,5 1 0,5
4 0,5 2 4 0,5 2 0,5
5 | -0,5 3 5 0,5 3 0,5
6 | 0,5 4 6 0,5 4 0,5
7 | -0,5 5 7 -0,5 5 0,5
g 0,5 6 8 0,5 6 0,5
9 0,5 . 9 0,5 7 0,5

Figura 143: Teste do termo do termo geral da sucessao alternada obtida

Resolucdo da alinea D2

Por Gltimo, para caracterizar a sucessdao W,, o Aluno 2 recorreu novamente a um grafico
conforme mostra a figura 144. Desta vez, optou logo por um grafico de linhas e isso

evidenciou bem o facto de se tratar de uma sucessao nao monotona.

o
o

(=]

o
u
o
[
(=]
A

o

Figura 144: Grafico da sucessao da sucessao alternada obtida

O aluno, enquanto passava o cursor em diversos pontos e linhas do grafico, proferiu as

seguintes conclusoes que encerraram a sua atividade na tarefa:

“A sucessao é divergente, o majorante é 0,5, o minorante é -0,5, a sucessao é
limitada”.
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5.2.10 Analise e Interpretacao da Tarefa 5

Andlise das alineas A) e B) na perspetiva da TRRS

0 Aluno 2 mobilizou registos numéricos para representar as duas fases ciclo cardiaco sugerido
na situacdo. Mobilizou também registos verbais para justificar a escolha dos registos
numeéricos que utilizou para representar a sistole e a diastole. E continuou a mobilizacdo de

registos numéricos para construir o objeto matematico que traduzia a situacao.

Posteriormente, mobilizou novos registos numéricos para reinterpretar a situacao e procurou
descobrir um padrdao numérico que pudesse ser aplicado para descrever a sucessao alternada;

para tal, experimentou alguns tratamentos na folha de calculo.

Depois de alguns tratamentos de registos numéricos feitos criteriosamente, o aluno encontrou
um padrdao numérico e, considerando esse padrdo, inseriu formulas na folha de calculo que
lhe permitiram obter de forma automatica os termos da sucessdo alternada. Além disso,
combinando e aproveitando a estrutura das formulas que introduziu na folha de calculo, o
aluno mobilizou registos algébricos para representar a sucessdo construida no inicio da

atividade.

Para caraterizar a monotonia da sucessao, o aluno fez a conversao de registos numéricos num
registo grafico mas pareceu ndo aproveitar este registo para visualizar a monotonia da
sucessao. De novo, usando as potencialidade da folha de calculo efetuou um tratamento do
registo grafico e depois de alterar a sua apresentacdo, o aluno conseguiu interpretar os
atributos da sucessao, pelo que mobilizou registos verbais para descrever as caracteristicas da

sucessao no que respeita a monotonia.
Andlise das alineas A) e B) na perspetiva da M&M

Ao iniciar a modelacdo da situacao apresentada na tarefa, o aluno comecou por atribuir
valores numéricos aos dois estados do ciclo cardiaco; escolheu o niUmero 1 para diastole e 2
para sistole, diretamente na folha de calculo, onde formou uma sucessdo alternada, ao
repetir de forma intercalada, os nimeros 1 e 2. A exploracao desta sucessao numérica levou-o
a criar um modelo para obter alternadamente os nimeros 1 e 2. A formulacdo do seu modelo
iniciou-se com a hipétese de escrever os nimeros 1 e 2 como resultados da divisao de 4 por 4
e de 4 por 2. Para mostrar a consisténcia do modelo, tendo em atencao que o dividendo 4 é
invariante, o aluno concebeu um modelo auxiliar que consiste em usar um processo para
escrever alternadamente 4 e 2. Para o efeito, considerou as operacdes aritméticas: 4=3+1 e
2=3-1. Constatou que nas duas igualdades os sinais + e - (mais € menos) terao de ser utilizados

alternadamente.
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Para concretizar os modelos auxiliares na folha de calculo, o aluno experimentou varias
formulas e conseguiu ter sucesso depois que reutilizou o modelo da sucessdo alternada de
poténcias de base -1, como segunda parcela. Este professo levou-o a um dos modelos
auxiliares para considerar as alternativas 4=3+1 e 2=3-1. A concatenacao destes modelos
auxiliares permitiu-lhe refinar o aluno escreveu

o modelo principal e, assim,

matematicamente o termo geral da sucessao alternada.

Para melhor explicitar e interpretar as principais caracteristicas da sucessdao numérica,
recorreu a uma representacao grafica. Porém, o primeiro grafico inserido teve que ser

modificado para ajudar o aluno a tecer consideracdes pertinentes sobre a monotonia da

sucessao.

Um resumo da andlise da resolugdo das alineas A) e B)

Na tabela que se segue, indicam-se as ideias centrais resultantes das analises anteriores

(Tabela 62).

Tabela 62: Simula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas A e B segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 5/Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobiliza registos numéricos para representar
as duas fases do processo sugerido na
situacdo

Mobiliza registos verbais para justificar a
escolha dos registos numéricos que
mobilizou

Mobiliza registos numéricos para produzir o
objeto matemadtico sugerido pela situag@o

Para modelar a situacdo comeca por atribuir
valores para a didstole e para a sistole,
trabalhando diretamente na folha de
cdlculo, onde criou uma sucessdo alternada
de termos 1 e 2

Mobiliza registos numéricos para
reinterpretar a situacdo e procura um
padrdo numeérico, realizando alguns
tratamentos numéricos na folha de cdlculo

Constréi um modelo para obter
alternadamente os numeros 1 e 2; concebe
um modelo auxiliar em que os sinais + e -
(mais e menos) s@o utilizados
alternadamente

Faz tratamentos de registos numéricos e
descobre um padrdo numérico

Para concretizar os modelos auxiliares na
folha de cdlculo, experimenta vdrias
formulas, chegando a sucessdo alternada de
poténcias de base -1

Considerando o padréo numérico, efetua
tratamentos de registos numéricos atraves
da férmula que inseriu na folha de cdlculo

A concatenacdo de modelos auxiliares
permite-lhe refinar o modelo principal

Mobiliza registos algébricos para representar
a relac@o que representa a sucess@o criada
no inicio da tarefa.

Representa matematicamente o termo geral
da sucessdo alternada

Faz a conversdo de registos numéricos num
registo grdfico

Faz o tratamento do registo grdfico

Mobiliza registos verbais para identificar
atributos da sucessdo construida

Recorre a uma representacdo grdfica,
fazendo modificacées na sua apresentacéo
que sustentam consideracées pertinentes
sobre a monotonia da sucessdo
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Andlise das alineas C1), C2), D1) e D2) na perspetiva da TRRS

O aluno mobilizou registos numéricos que representam os termos da sucessao inicialmente
formulada e, considerando os termos consecutivos, efetuou a transformacao dos registos
numéricos. Este procedimento permitiu-lhe conceber uma féormula que inseriu na folha de
calculo e que levou, de forma automatica, a diversos tratamentos que resultaram numa nova

sucessao constante.

Para caracterizar o objeto matematico resultante, o aluno mobilizou registos verbais para

sublinhar os principais atributos da sucessao constante obtida.

No seguimento da tarefa, o aluno mobilizou registos numéricos, recorrendo diretamente a
folha de calculo, onde inseriu uma formula que lhe permitiu efetuar os devidos tratamentos
de registos numéricos. Assim, obteve um conjunto de valores, que registou no papel,
evidenciando o tratamento levado a cabo para a obtencao de cada elemento. Depois, o aluno
mobilizou registos algébricos para representar um tratamento que levaria a mesma sucessao.
Considerando os registos algébricos mobilizados, o aluno inseriu uma formula na folha de
calculo e através desta obteve o mesmo conjunto de registos numéricos encontrados

anteriormente.

Para terminar a resolucao da tarefa, o aluno converteu o conjunto de registos numéricos num

registo grafico que lhe permitiu visualizar e descrever as propriedades da sucessao.

Andlise das alineas C1), C2), D1) e D2) na perspetiva da M&M

O aluno iniciou a construcdo do modelo utilizando sincronizadamente os elementos
consecutivos resultantes da aplicacdo do modelo obtido na alinea A), e obteve um modelo
que seguidamente inseriu na folha de calculo. Aproveitando os resultados provenientes da

implementacao do modelo, o aluno representou o modelo analiticamente.

Depois de uma observacao dos resultados da aplicacao do modelo, o aluno descreveu o

modelo, tecendo as devidas consideracoes sobre os principais atributos do mesmo.

0 aluno continuou a resolucdo, combinando elementos dos dois modelos obtidos nas alineas
anteriores e para o efeito recorreu diretamente a folha de calculo, obtendo uma resposta
parcial da questao. O aluno prosseguiu com a atividade e constatou um padrao numérico nos
resultados; reutilizando um pormenor que explorou aquando da resolucdo da alinea A),
refinou o modelo tendo obtido uma versao mais explicita do modelo, pelo que passou a contar
com uma nova versao algébrica. Para comprovar a conformidade matematica do modelo, o
aluno inseriu na folha de calculo uma féormula e conseguiu obter os mesmos resultados obtidos

com a aplicacao da primeira versao, ficando assim validada a forma algébrica do modelo.
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Recorrendo as funcionalidades da folha de calculo como meio representacional, o aluno fez a

visualizacao do modelo e, interpretando o resultado desta visualizacao, fez a descricao do

modelo ao destacar as suas principais propriedades.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas C1), C2), D1) e D2)

Apresentam-se, na tabela seguinte, os aspetos essenciais da analise efetuada, de acordo com

cada uma das perspetivas teoricas (Tabela 63).

Tabela 63: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas C1, C2, D1 e D2, segundo cada uma
das perspetivas teoricas (Tarefa 5 /Aluno 2)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos numéricos que
representam os termos da sucessdo inicial

Efetuou transformacées de registos
numéricos,

Iniciou a construcéo do modelo utilizando
sincronizadamente os elementos
consecutivos resultantes da aplicacéo do
modelo obtido na alinea A)

Concebeu uma férmula que inseriu na folha
de cdlculo e que permitiu efetuar, de forma
automadtica, diversos tratamentos e obteve
consequentemente uma sucessd@o constante

Obteve um modelo que seguidamente inseriu
na folha de cdlculo

Aproveitando os resultados provenientes da
implementacdo do modelo, o aluno
representou o modelo analiticamente

Mobilizou registos verbais para caracterizar
a sucessdo resultante

Fez uma descricdo do modelo, referindo os
principais atributos do mesmo, com base nos
resultados de aplicacGo do mesmo

Mobilizou registos numéricos, recorrendo a
folha de cdlculo, onde inseriu uma férmula
que permitiu efetuar tratamentos de
registos numéricos e obteve um conjunto de
valores

Registou o conjunto de valores em papel,
evidenciando o tratamento levado a cabo
para a sua obtencdo

Combinou elementos dos dois modelos
obtidos nas alineas anteriores e recorreu
diretamente a folha de cdlculo, obtendo
uma resposta parcial para a questao.

Mobilizou registos algébricos para obter a
mesma sucess@o

Constatou um padrédo numérico nos
resultados e reutilizando um pormenor que
explorou a alinea A), refinou o modelo tendo
obtido uma nova versdo algébrica

Considerando os registos algébricos
mobilizados, inseriu uma férmula na folha
de cdlculo e através desta efetuou
tratamentos de registos numéricos, obtendo
0 mesmo conjunto de registos numéricos
anteriores

Inseriu na folha de cdlculo uma férmula que
gerou os mesmos resultados obtidos com a
aplicacdo da primeira verséo, ficando assim
validada a forma algébrica do modelo

Converteu registos numéricos num registo
grdfico

Recorrendo as funcionalidades da folha de
cdlculo como meio representacional, fez a
representacdo grdfica do modelo

Mobilizou registos verbais para indicar as
caracteristicas da sucessdo representada
graficamente

Interpretando o modelo visualizado, fez a
descricdo do mesmo, destacando as suas
principais propriedades
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5.3 Caso do Aluno 3

Nesta seccao sera apresentada inicialmente uma descricao global do trabalho realizado pelo
Aluno 3 nas 5 tarefas propostas. Para cada uma das tarefas, serao identificadas as sucessivas
alineas e as resolugdes produzidas pelo aluno. Seguidamente, ¢é feita uma analise
interpretativa do trabalho do aluno, em torno das questdes colocadas, a luz da Teoria de
Registos de Representacdes Semidticas e da Teoria de Modelos e Modelagao, culminando num
quadro que mostra o paralelismo entre os principais resultados extraidos segundo cada uma

das perspetivas.

5.3.1 Resolucéo da Tarefa 1 - Jardim de roseiras

Resolucdo da alinea A

O Aluno 3, depois de ler e interpretar o problema (Anexo 4), comecou por determinar a
distancia percorrida em cada percurso de ida; para tal, o aluno deduziu primeiramente a
distancia percorrida na primeira ida, determinando exatamente a distancia entre a fonte e a

3% roseira, a mais distante das que foram regadas durante a primeira viagem (Fig. 145).

Figura 145: Registo feito pelo Aluno 3 sobre a interpretacao do problema do jardineiro

Depois desta deducao, o aluno recorreu a uma esquematizacao para facilitar a determinacao
das demais distancias percorridas nas idas subsequentes; para tal, tracou uma semirreta
onde, recorrendo a simbologia propria, representou as roseiras e utilizando segmentos
paralelos a semirreta representou as distancias percorridas em cada ida; simultaneamente fez

a respetiva determinagao numérica das distancias percorridas (Fig. 146).
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Figura 146: Esquema elaborado pelo Aluno 3 sobre a interpretacao do problema do jardineiro

Depois da obtencao das distancias percorridas nas idas, o aluno considerou as distancias

retornadas, pelo que adicionou cada distancia percorrida na ida a si mesma. Para o efeito,

recorreu a folha de calculo, sendo que o aluno representou a sequéncia do nimero de idas no

intervalo A2:A4 e as distancias percorridas nas idas no intervalo B2:B5, em que ja se observa

uma formula que relaciona cada distancia com a distancia anterior (=B3+3). Assim, as

distancias percorridas na 32 e 42 ida foram calculadas através de uma formula inserida pelo

aluno. Depois, no intervalo C2:C5, o aluno inseriu outra formula que lhe permitiu calcular as

distancias percorridas nas primeiras viagens de ida e volta (Fig. 147).

_ A B C D A B c

1 distancias 1 distancias
2 lida 17 =B2+B2 2 lida 17 34
3 2ida 20 =B3+B3 3 |2ida 20 40
4 3ida =B3+3 =B4+B4 4 |3ida 23 46
= =B4+3 =B5+B5 5 26 52

Figura 147: Obtencao das distancias percorridas pelo jardineiro nas sucessivas viagens

Depois deste trabalho na folha de calculo, o aluno registou os resultados no papel, de uma de

forma esclarecedora, revelando ainda a sua justificacdo para o calculo da soma de cada

distancia percorrida na ida com ela mesma (Fig. 148).

Figura 148: Registo da obtencdo da sucessao das distancias percorridas pelo jardineiro

nas sucessivas viagens
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Depois desta analise, o aluno fez novas exploracdoes na folha de calculo, observando que
adicionando seis unidades a cada termo da sucessao, resultava outro termo da sucessao; fez
este ensaio no intervalo E2:E4 e depois decidiu representar a sucessao nas colunas G e H;
posteriormente, verificou as diferencas entre termos consecutivos na coluna I, obtendo um

valor constante, igual a 6 (Fig. 149).

E F G H | E F G H |
=34+6 b1=34 34 40 bl=34 34
=AH6 b2 =H2+6 =H3-H2 a6 b2 40 6
=E3+6 b3 =H3+6 =H4-H3 52 b3 46 6

b4 =H4+6 =H5-H4 b 52 6
b5 =H5+6 =HB-H5 b5 58 5
b6 =HE+6 =H7-Ha b6 6 &
b7 =H7+6 =H&-H7 b7 70 6

Figura 149: Obtencao recursiva da sucessao das distancias percorridas pelo jardineiro
nas sucessivas viagens

Resolucdo da alinea A1
O Aluno 3 respondeu parcialmente a alinea A1 ao resolver a alinea A, pois para essa questao

praticamente lhe bastou indicar o critério utilizado para obter os termos da sucessao e assim

escreveu algebricamente a formula que utilizou (Fig. 150).

Figura 150: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea A1 (Tarefa 1)

Resolucdo da alinea B

0 Aluno 3 resolveu a alinea B, comecando por reler o enunciado do problema e, recorrendo a
folha de calculo, usou o intervalo K2:L5 como ensaio para a obtencdo da sucessdao das
quantidades de roseiras regadas, multiplicando por trés a quantidade de viagens efetuadas.
Aparentemente, depois de ter adquirido alguma seguranca, o aluno reiniciou a elaboracao da
sucessao, de forma mais automatizada e calculou entao mais termos no intervalo K8:L36

como se pode ver na figura 151.
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J K L M K L M
vl 3 vl 3
v2 =2%3 w2 &
V3 =3*3 V3 9
Va4 =4*3 Va 12
Viagens |RRegadas Viage R Regadas
1 =3*K3 1 3
2 =3*K9 2 5
3 =3*K10 3 9
a4 =3*K11 4 12
5 =3*K12 3 15
6 =3*K13 ] 18

Figura 151: Obtencao da sucessao das quantidades totais de roseiras regadas em funcao das sucessivas
viagens

Depois destes calculos, o aluno registou no papel a ideia que norteou a obtencdo de alguns

termos da sucessao (Fig. 152).

Figura 152: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea B (Tarefa 1)

Resolugdo da alinea B1

O aluno considerou que a questdao ja estava resolvida e, mais uma vez, aproveitou a
oportunidade para aprofundar a explicacao do pensamento que norteou a obtencado dos
termos calculados, tendo depois explicitado, em linguagem formal, o termo geral da sucessao
(Fig. 153).

Figura 153: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea B1 (Tarefa 1)
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Resolugdo da alinea C

0 aluno respondeu acertadamente a questao, afirmando:

“Os tipos de conjuntos obtidos nas alineas A) e B) recebem o nome especial de

sucessdes numéricas ”.

Resolucdo da alinea D

0 aluno respondeu corretamente a questao, dizendo:

“Cada elemento destes conjuntos é designado como termo ”.

Resolucdo da alinea E

Para responder a esta alinea, o aluno optou por elaborar os graficos das sucessoes obtidas nas

alineas A e B (Fig. 154 e 1555); indicando com o cursor, referiu que as sucessdes sdo

crescentes e que as diferenca entre os termos consecutivos de cada uma destas sucessoes é

uma constante, tendo explicitado a constante para cada caso (Fig. 156), depois de as

calcular, recorrendo a folha de calculo.
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Figura 154: Grafico da sucessao de distancias

percorridas durante as sucessivas viagens

Figura 155: Grafico da sucessao da quantidade
total de roseiras regadas em funcao das viagens
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Figura 156: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea E (Tarefa 1)

Resolucdo da alinea G

Para responder a esta alinea o aluno explorou as tabelas na folha de calculo. A partir da
tabela que elaborou enquanto resolvia as alineas B e B1, destacou o termo igual a 60 e
constatou que a ordem deste termo é 20. Entdo na tabela que elaborou quando resolveu as
alineas A e A1, selecionou os primeiros 20 termos, apagou os subsequentes e efetuou a soma

desses termos através de uma formula que introduziu (Fig. 157).

K L M G H | i) H
7 Viagens R Regadas 2| b1=34 |34 1| 1 1
2 1 3 3| b2  |=H2+6 2 bl=34| 34|
g 2 6 4| b3 |=H3+6 3 b2 | 40i
10 3 5 b4 |=Ha+6 4 b3 | 46|
1 a 12 6 bS5 |=H5+6 = b4 52
12 5 15 7| b6  |=H6+6 b bS =8
13 6 18 g b7 |-H7+6 v b6 | 64
14 7 21 9 be  |=Hs+6 2 :: | ;:'
15 8 24 10 b9  |=H9+6 { i
- 10 bS 82
B 9 27 11 b10 |=H10+6 ! '
17 1 20 - 11| |b1o 88
I 12| bll |=H11+6 T v1s | o4l
LT 1 33 13 b12 |=H12+6 38 b1z | 200l
19 12 36 — - | |
20 13 39 15 b14 =H14+6 15 b14 | 112 [
21 14 a2 — . !
16 b15 |=H15+6 16 b1s 118
22 15 as — | .
17 bl6 |=H16+6 17 bl16 124
= 16 28 18 |b17 |=H17+6 18 b17 | 130/
= Y o 1 lbis |- 19 b18 | 136
= H
25 18 54 - 1 t
20 b19 |=H19+6 20 bl19 142
26 19 57 - i t
= = = 21 b20 |=H20+6 21 b20 | 148
— Z . 22 1820
28 I = 2 =SOMA[H2:H21) . .

Figura 157: Sinalizacao da viagem em que o jardineiro rega a 602 roseira
e calculo da distancia total percorrida até entao
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Depois ter efeituado o calculo, registou a resposta no papel, evidenciando a sua reflexao em
para levar avante a resolucao e referenciando que tal valor poderia ser visto na folha de
calculo (Fig. 158).

Figura 158: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea G (Tarefa 1)

Resolucdo da alinea G1

0 aluno recorreu a formula da soma dos n primeiros termos de uma Progressao Aritmética,
mas nao apresentou a sua forma genérica, considerando-a para o caso particular da soma dos
primeiros 20 termos, tendo feito as devidas substituicdes e calculos convenientes. Assim,
determinou o resultado que logicamente coincide como o ja determinado na alinea anterior,

por meio da folha de calculo, tal como o proprio aluno refere (Fig. 159).

Figura 159: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea G1 (Tarefa 1)

Resolucdo da alinea H

0 aluno nao deu uma resposta para a alinea H, pois apresentou uma resolucao que condiz com

a da alinea H1, conforme se pode ver na figura 161.

Resolugdo da alinea H1

0 aluno partiu do principio de que em cada viagem gasta 10 litros de agua e procedendo de
forma analoga ao que fez na alineas B e B1, estabeleceu um critério para o calculo dos
termos da sucessao (Fig. 160), inseriu tal férmula na folha de calculo e registou a sua ideia no
papel. (Fig. 161)
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X Y X L X ¥

1 1

2 Viagens viagens 2 viagens

3 1 10 1 10 3 1 10
A 2 20=2*10 2 =2*10 4 2 20
5 33710 3 =3*10 5 3 30
6 . | 4 =X6%10 6 4 40
7 5 =X7*10 7 5 50

Figura 160: Obtencao da sucessao de quantidade total de agua gasta pelo jardineiro nas sucessivas
viagens (A esquerda excerto de video, no meio e a direita recortes da folha de calculo)

Figura 161: Excerto da producao escrita que apresenta a resolucao da alinea H (Tarefa 1)
Resolugdo da alinea H1-a)

0 aluno respondeu a alinea H1-a) valorizando somente a possivel recursividade das sucessoes,

deixando de parte as outras caracteristicas que poderia explorar (Fig. 162).

Figura 162: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea H1-a) (Tarefa 1)

5.3.2 Andlise e Interpretacao da Tarefa 1

Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva da TRRS

O Aluno 3 iniciou a sua atividade matematica, recorrendo a um registo de representacdo
semidtica na forma de discursivo verbal. Isto é visivel quando o aluno concebe o seu primeiro

modelo, ao referir que “na primeira viagem, o jardineiro chega até a 3?2 roseira e volta”,
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verbalizando um discurso diferente do texto original da tarefa; por outras palavras, pode
dizer-se que o aluno fez uma primeira transformacao que consiste num tratamento de

registos verbais.

Logo em seguida, fez as primeiras conversdes dos registos verbais para registos numéricos e,
ao mesmo tempo, um tratamento destes registos numéricos. Nota-se que o primeiro modelo

do aluno foi enriquecido com a justificacao que apresenta para fundamentar a conversao.

Para aclarar as suas ideias, o aluno recorreu a conversao da situacao que inicialmente lhe foi
apresentada em registo de representacao verbal para um registo de representacdo grafico,
apesar de conseguir aqui uma conversao parcial (isto é, ndo incluindo todos os elementos de
analise), o que € normal, pois como Duval (2011) refere, quando as conversdes sao feitas, a
sobreposicdo exata entre os dois diferentes registos nem sempre é verificada. Importa
salientar que ha aqui uma melhoria do seu modelo pois o aluno conseguiu fazer diversos
tratamentos dos registos produzidos, ao deduzir as distancias das diversas roseiras entre si e
em relacao a fonte. Assim, tal como Duval (2011) defende, quando o aluno consegue fazer
conversdes com a devida coordenacao entre diversos registos de representacdo semiodtica

demostra ter capacidade para usar os conceitos envolvidos com a devida flexibilidade.

Para facilitar os tratamentos, a aluno converteu o registo grafico em registo numérico e fez
as devidas conversdes dos registos numéricos. O trabalho com estes registos numéricos levou
ao aprimoramento do modelo que o aluno vinha construindo. Esse aperfeicoamento é
completamente exteriorizado pelo facto de o aluno ter descoberto uma regularidade nos
resultados numéricos que lhe permitiu inferir que adicionando 6 unidades a cada elemento,

obtém-se o elemento subsequente.

Para testar o modelo até entao criado, o aluno fez alguns ensaios, recorrendo a folha de
calculo, isto é, introduziu as formulas que ocorrem do modelo ora criado e foi constatando
que resultava efetivamente a sucessao preconizada. Importa salientar que durante a
testagem de modelo, ndo s6 foram feitas transformacdes de registos mas também foram
confrontados o registo algébrico e o registo numérico e ainda o enunciado do problema que

em si mesmo é um registo verbal.

Para concluir a obtencao, exploracao e explicitacao do modelo, o aluno evidenciou a criacao
de alguns modelos secundarios que conduziram a obtencdo do modelo principal criado; para
este objetivo, 0 aluno comecou por mobilizar um registo algébrico que lhe permitiu expressa-

lo. Deste modo, pode-se resumir assim a sequéncia de registos de representacao utilizados:

Verbal — Grafico/Numérico — Numérico — Algébrico
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Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva de M&M

Depois das primeiras leituras, a situacdo realistica retratada no problema levou o aluno a
conceber o seu primeiro modelo, ao referir que “na primeira viagem o jardineiro chega até a
32 roseira e volta”, o que expressa uma primeira interpretacao da situacao. Pouco depois, vé-
se que o primeiro modelo concebido pelo aluno é enriquecido com um primeiro ajustamento;
este facto é evidente se tivermos em atencao a explicacdo que ele apresenta para

fundamentar a conversao seguida do primeiro tratamento.

Para melhorar ainda o seu modelo, o aluno considerou que recorrendo a um meio de
representacao grafica o modelo seria melhor explorado e consequentemente explicaria
melhor a situacao retratada; de facto, assim aconteceu pois o aluno conseguiu deduzir as
distancias entre as roseiras, o que se pode descrever como a primeira matematizacao da
situacdo ou modelo explorado. Esta matematizacao foi ainda mais desenvolvida, podendo
dizer-se que o modelo que construiu ficou consolidado quando o aluno descobriu e anunciou o
padrao que lhe permitiu inferir que adicionando 6 unidades a cada termo obteria o termo

subsequente.

Como seria de antever, depois de ter consolidado a sua interpretacao da situacao, o aluno
passou a testar o seu modelo, recorrendo a folha de calculo, e através desta testagem o aluno
verificou até que ponto o modelo conseguia antecipar os resultados matematicos envolvidos
na realidade descrita no problema. Importa sublinhar que, trabalhando na folha de calculo,
esta desempenhou a funcao de um meio representacional e sistema de concretizacao do
modelo. Para evidenciar o modelo e garantir a sua capacidade de reutilizacao (formalizacao

genérica), o aluno registou a sua conclusao no papel recorrendo a forma algébrica.
Um resumo da andlise da resolugcdo das alineas A) e A1)

Em seguida, apresenta-se uma sumula dos principais resultados da analise realizada, de

acordo com as duas perspetivas teodricas adotadas (Tabela 64).

Tabela 64: Simula dos resultados extraidos da resolucao das alineas A e A1, segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 1/Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Interpreta a situagdo mobilizando um registo | Concebe o seu primeiro modelo que é um
verbal modelo embriondrio da situacéo real
Converte o registo verbal num registo Explora o modelo inicial utilizando uma
numérico matematizacdo elementar

O registo numérico é convertido em registo Esquematiza a situacdo
grdfico

O registo grdfico é convertido em registo Identifica e comeca a trabalhar as varidveis
numeérico na forma tabular (Excel) de ponto de vista numérico

Do registo numérico extrai alguma forma de | Encontra uma regularidade pelo que cria um
generalizacdo modelo relativamente mais elaborado
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Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva da TRRS

O aluno comeca a atividade com a leitura do registo verbal (enunciado da questao) e converte
este registo para registos numéricos, recorrendo logo a folha de calculo, onde faz alguns
tratamentos; depois de ter consolidado a sua conviccao acerca da forma de resolucao,
mobilizou um registo verbal para comunicar o seu pensamento acerca do seu modelo, dizendo

que: “em cada viagem o jardineiro rega 3 roseiras, entdo é s6 multiplicar o niumero de
viagens por 3”.

Para efetuar a explicacao das suas conclusdes, o aluno comeca por mobilizar registos verbais
para enfatizar o modelo que assume ter criado ao longo da realizacao da tarefa e logo em
seguida mobiliza registos algébricos para expressar os modelos preliminares de onde ira
emergir o modelo principal, o que por um lado denota seguranca por parte do aluno e por
outro retrata a espontaneidade do aluno no que concerne a mobilizacao e transformacao de

registos.

Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva de M&M

A partir da leitura, o aluno criou uma primeira interpretacao que se pode entender como o
seu primeiro modelo e para explorar e testar esse modelo, recorreu a folha de calculo nao
como simples meio representacional mas sobretudo para facilitar o desenvolvimento do
modelo a fim de averiguar e garantir de que esta conforme com a situacao realistica proposta
no problema. Com esta exploracdo na folha de calculo o aluno nao sé desenvolveu o seu
modelo como também consolidou-o. Finalmente, expressou o modelo final que consiste em

multiplicar o nimero de viagens por 3 para resolver a situacao proposta no problema.

Para aclarar que o modelo criado traduz a situacao real, o aluno expressou os modelos
preliminares de onde surgiu o modelo final, o que por um lado denota seguranca por parte do
aluno e por outro revela a trajetoria de evolucao que conduziu ao modelo principal que no
fim apresentou algebricamente. Este retrato da trajetoria, indica que o aluno seria capaz de
reutilizar o modelo em situacées mais ou menos semelhantes quer seja no ambito escolar

quer fora da sua experiéncia académica.
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Um resumo da andlise da resolug¢do das alineas B) e B1)

Em seguida, apresenta-se um quadro de sintese dos resultados das duas analises (Tabela 65).

Tabela 65: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas B e B1 segundo cada uma das
perspetivas teodricas (Tarefa 1/Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Interpretou a situacdo mobilizando um

registo verbal

A partir da leitura o aluno criou o seu

primeiro modelo

Converteu o registo verbal num registo

numeérico

Recorreu a folha de cdlculo onde explorou e

testou o modelo

Mobilizou um registo verbal para comunicar

0 seu pensamento

Desenvolveu o seu modelo e também

consolidou-o

Mobilizou registos verbais para explicar

conclusées

O aluno exprimiu os modelos preliminares de

onde surgiu o seu modelo final

Mobilizou registos algébricos para expressar

Apresentou algebricamente o modelo final

os modelos preliminares

Andlise da alinea E) na perspetiva da TRRS

Na resposta da alinea E), o aluno mobilizou registos graficos para explicitar os modelos que ja
havia criado e converteu as representacoes graficas em verbais; o aluno sentiu esta
necessidade provavelmente porque a interpretacdo do registo grafico lhe permitiu retirar as

informacdes sobre o modelo criado.

Andlise da alinea E) na perspetiva de M&M

O aluno comecou por expressar os seus modelos utilizando o MS-Excel, um meio
representacional que considerou conveniente, tendo em conta as particularidades de cada
modelo. O aluno soube evidenciar a matematizacao inerente a cada modelo, ou seja,
apresentou os modelos simultaneamente mas além disso ilustrou as especificacoes de cada
modelo ao notar que: “Para a sucessao da alinea A) a diferenca € 6” ao passo que “Para a

sucessao da alinea B) a diferenca é 3”.

Por outro lado, para a sucessao da alinea B), o aluno concebeu dois modelos, um relacionado
com a multiplicacao pelo numero de viagens e outro usando somas sucessivas, mas apresentou

apenas um deles, talvez porque o considerou mais explicito.
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Um resumo da andlise da resolugdo da alinea E)

Na tabela abaixo (Tabela 66), apresenta-se uma sintese das analises.

Tabela 66: Sumula dos resultados extraidos da resolucdo da alinea E segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 1/Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Comecou por expressar os seus modelos com o
meio representacional que considerou
conveniente

Mobilizou registos grdficos para explicitar
os modelos

Evidenciou a matematizac@o inerente a cada

- L. modelo verbalmente
Converteu as representacées grdficas em

verbais Dos dois modelos que concebeu para a sucess@o
da alinea B) apresentou um deles, talvez
porque o considerou mais explicito

Andlise das alineas G) e G1) na perspetiva da TRRS

A partir dos registos numéricos, o aluno utiliza os modelos que ja havia concebido sobre a
ordem de um termo. Comecou por recorrer a uma simbologia pessoal que consistiu em mudar
a cor da célula, associou um registo iconico ao registo numérico, e posteriormente,
recorrendo ao tratamento dos registos numéricos, obteve o resultado pretendido e de uma
forma espontanea apresentou a resposta. Mobilizando registos verbais, apresentou alguns
trechos de explicacdo do raciocinio que legitima os procedimentos aplicados para a obtencao

da solucao.

Mais tarde, o aluno apresentou uma relagado algébrica e através desta relacdo fez as devidas
conversoes que consistiram em substituir os registos algébricos da férmula em
correspondentes registos numéricos e com os devidos tratamentos obteve um resultado igual

ao que colheu anteriormente.

Importa salientar que o aluno conhecia esta resolucao através da formula mas nao a aplicou
inicialmente. Este facto leva a inferir que as transformacdes podem ser adotadas, tendo em

conta a situacao.

Andlise das alineas G) e G1) na perspetiva de M&M

Percebe-se que o aluno recorre a um modelo que ja era do seu dominio de conhecimentos
(estabelece a relacao entre termo e ordem). Esta reutilizacao corretamente feita indica que
o modelo foi bem explorado, pelo que o aluno nao teve dificuldade em aplica-lo. Depois de
obter o resultado, o aluno apresentou-o espontaneamente e fez o esclarecimento dos

modelos e procedimentos tidos em conta para chegar ao resultado. Os esclarecimentos, que o
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aluno faz, sdo fortes indicadores de que o aluno é capaz de reutilizar os modelos concebidos

em situacoes novas e mais ou menos equivalentes.

0 aluno recorreu aos seus conhecimentos prévios para resolver a situacao talvez porque, de
certa forma, esta passou a ser uma exigéncia do contexto ou porque o modelo criado durante
a primeira parte da atividade nao sera tao facil de ser matematizado, apesar de servir para

explicar a situacao imposta.

Importa referir que apesar de o aluno conhecer previamente este modelo, nao recorreu ao
mesmo de imediato, provavelmente porque a situacdo nao impds ou porque a situacao
apresentou outras possibilidades que indicaram que valeria a pena utilizar a folha de calculo
e ndao o seu conhecimento formal prévio. Episodios semelhantes a este acontecem muitas
vezes fora do ambito da sala de aula, pois a realidade propde acbes que sdao mais faceis de
resolver sem evocar o puro formalismo matematico, admitindo-se que esse formalismo
tornaria a tarefa menos célere e mais complicada do que recorrendo a outros meios

disponiveis.

Importa sublinhar que o aluno obteve o resultado mas nao apresentou explicitamente a
resposta a questdo. Este facto ocorre, provavelmente, devido a habitos que os alunos acabam
por interiorizar, designadamente, o de que nado faz falta a resposta logo que se obtém uma

solucao e que, portanto, o resultado é suficiente.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas G) e G1)

O quadro seguinte (Tabela 67) resume os principais resultados de acordo com as duas
perspetivas de analise.

Tabela 67: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas G e G1 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 1 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Aplicou um modelo ao estabelecer a relacdo
entre termo e ordem e assinalou o termo
igual a 60

Mobilizou registos numéricos a que associou
um registo iconico

Evidenciou a aplicabilidade do modelo,

Fez tratamento de registos numéricos . - A
s através da obtencdo espontdnea de resultados

Mobilizou registos verbais para explicar os | Fez a explicacGo dos modelos e procedimentos
procedimentos tidos em conta para obter resultado

Recorreu a um modelo que jd era do seu
Mobilizou registos algébricos  para | dominio de conhecimentos (férmula da soma
apresentar uma relacdo dos primeiros termos de uma progressdo
aritmética)

Na relacdo apresentada, converteu alguns

; s s Evidenciou a aplicabilidade do modelo
registos algébricos em numéricos p ’

através da substituicdo dos dados e execucdo
dos cdlculos até a obtencdo espontdnea de
resultados

Fez tratamento dos registos numéricos e
obteve um resultado igual ao alcancado
anteriormente.
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Andlise das alineas H) e H1) na perspetiva da TRRS

O aluno iniciou a resolucao da situacao colocada, convertendo os registos verbais em registos
numéricos e, recorrendo a folha de calculo, fez alguns tratamentos dos registos numéricos e
depois descobriu um padrao que lhe permitiu realizar um gesto intelectual importante, que
consistiu em converter os registos numéricos num registo algébrico (ainda na folha de
calculo); depois registou no papel todas as premissas que concorrem para a realizacao da
tarefa.

A primeira parte nao foi resolvida embora o aluno tenha obtido uma relacdao que, de certa
forma, pode permitir a obtencao da solucao. No fim da atividade, o aluno mobilizou registos
verbais a fim de evidenciar que existem objetos matematicos a ter em conta para que, com

algumas transformacoes, seja possivel obter os elementos que podem dar resposta a situacao.

Uma analise da resposta leva a inferir que a recursividade tipica da folha de calculo
influenciou o aluno, pois 0 modelo matematico encontrado, embora nao sendo recursivo tem
patente a ideia de recursividade. Apesar de ter dado uma resposta curta, o aluno extrai esse

aspeto que é a recursividade do modelo.

Analise das alineas H) e H1) na perspetiva de M&M

O aluno comeca a modelar a situacao, traduzindo a percepcao da situacdo com base na folha
de calculo. A situacéo implica o recurso a mais do que um modelo mas o aluno consegue uma
modelacao do segundo aspeto ao estabelecer um critério de obtencao dos termos. Para testar
esse modelo, o aluno recorre a folha de calculo e depois que refina o modelo (consegue
descobrir a formula a utilizar), consegue matematizar a situacdo, obtendo um modelo

reutilizavel e geral.

0 aluno nao retomou o enunciado quando se propds a elaborar a resposta final a primeira
parte desta alinea, este demérito leva-o nao perceber o desvio ou a omissdao num modelo. Por
outras palavras, o aluno ndo presta a devida atencao ao objetivo visado, apesar de evidenciar

a consolidacao do modelo que conseguiu criar e depois contenta-se com a matematizacao.

Um resumo da andlise da resolu¢do das alineas H) e H1)

A seguir, apresenta-se uma sintese dos resultados extraidos da analise, a luz das duas

perspetivas tedricas (Tabela 68).
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Tabela 68: Simula dos resultados extraidos da resolucao das alineas H e H1 segundo cada uma das
perspetivas tedricas (Tarefa 1 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M
Mobilizou registos verbais Comeca a modelar a situacdo na folha de
cdlculo,

Converteu os registos verbais em numéricos | Consegue uma modelacdo do segundo aspeto
ao estabelecer um critério de obtencdo dos

termos
Fez o tratamento dos registos numéricos Testou o modelo recorrendo a folha de
cdlculo
Encontrou a férmula que permitiu Refinou o modelo e matematizou a situacdo
automatizar o tratamento
No fim da atividade o aluno mobilizou Explicou verbalmente as possibilidades de
registos verbais para representar objetos exploracdo, aplicacdo e reutilizacdo do

matemadticos que podem ser transformados | modelo
para obter os elementos que podem dar
resposta a situac@o

5.3.3 Resolucgédo da Tarefa 2 - Reproducéao de virus por biparticao

Resolucdo da alinea A

Para a resolucao da primeira alinea desta tarefa (Anexo 5), o aluno comeca por considerar o
instante inicial e, depois de alguma reflexao, introduz manualmente os primeiros termos da
sucessao, no intervalo A2:B5. Em seguida, testa uma formula no intervalo D2:D5, que acabou
utilizando para obter varios termos por recorréncia, tendo continuado a sucessiao nas colunas
A e B (Fig. 163).

A B C D E | A B C | D E F

1 i1

2 w0 |1 1 12 |ud 1 1
3 vl |2 =D2%2 3 |l 2 2
4 (u2 |4 =D3*2 14 |u2 4 4
5 us [ =D4*2 ' 5 |u3 8 8
6 ud |=B5*2 V6 ud 16

7 us |=B6*2 7 |us 32

8 lus |=B7*2 1 8 |ub 64

9 |u7 |-B8*2 19 |u7 128

10 ug |=B9*2 510 ud 256

Figura 163: Obtencao recursiva sucessao de quantidade de virus em funcao dos dias

Depois, registou no papel alguns destes resultados, tendo notado que é possivel observar mais

elementos na folha de calculo (Fig. 164).
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Figura 164: Obtencao e registo dos primeiros termos da sucessao das quantidades de virus

Resolugdo da alinea A1

Depois de uma exploracdo do padrdo numérico, evidenciada no intervalo F2:F4 (Fig. 165), o
aluno descobriu que os termos da sucessao sao poténcias de base 2, conclusdao que registou
em papel (Fig. 166). Assim, utilizou as colunas H e | para introduzir a férmula que

corresponde ao termo geral da sucessao em funcao do nimero de dias (Fig.165).

| . F G H I | 4| F G H 1
1| 1|
2 =2%0 n 2%n 2| 1 n_ |2*n
3| - =2n1 0 =21H3 3| 2 0 1
a =2n3 1 =27H4 a 8 1 2
5 2 =27H5 s| 2 4
6 3 =27H6 6 3 8
7 4 =27H7 7| . 4 16
8 5 =27HB 8| 5 32
E) 6 =27H3 5 6 64
10 7 =27H10 10 7 128
11 . 8 =2"H11 11| 8 256

Figura 165: Obtencéo da sucessdo de quantidades de virus em funcao dos dias
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Figura 166: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea A1 (Tarefa 2)
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Resolucdo da alinea A2

O Aluno 3 resolveu a alinea A2 recorrendo ao termo geral considerado na alinea anterior e
inferiu a expressao que serviria para designar de forma genérica os termos precedentes; desta
feita conseguiu deduzir uma formula que corresponde a uma escrita informal da féormula de

recorréncia (Fig. 167).

Figura 167: Registo da resposta / Resolucdo do Aluno 3 para a alinea A2 (Tarefa 2)

Resolucdo da alinea B

Tendo ja resolvido as alineas anteriores, nesta alinea apresentou uma resposta concisa,

destacando a relacao entre cada termo e o seu antecessor (Fig. 168).

Figura 168: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea B (Tarefa 2)

Resolugdo da alinea B1

0 aluno apresentou uma resolucao formalmente aceitavel para a questao, representando de
forma genérica expressoes distintas do termo geral que previamente considerou nas alineas

anteriores (Fig. 169).
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Figura 169: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea B1 (Tarefa 2)

Resolugdo das alineas C, C1 e C2

Para determinar a quantidade de virus que a pessoa infetada tera no seu organismo ao
completar as primeiras semanas, o Aluno 3 apoiou-se na visualizacao da representacao
numérica proporcionada pela folha de calculo e observou criteriosamente os termos da
sucessao obtida na alinea A), comecou por destacar os termos cuja ordem corresponde a um
multiplo de 7 (Fig. 170).

G H 1 J
n 2*n
0 1
1 2
2 a
3 ]
a 16
5 32
6 64
7 m
8 256
9 512
10 1024
1 2048
12 409
13 8192
| 14 16384 |
15 32768

Figura 170: Excerto de video que mostra o destaque dos termos que indicam as quantidades de virus no
momento em que se completam semanas

Entao, formou uma segunda sucessao composta pelos termos que destacou a partir do critério
que estabeleceu. Deste modo, passou a considerar a sucessao “128; 16384; 20971592;...”,

conforme se pode ver na figura 171.
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Figura 171: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea C (Tarefa 2)

Na alinea C1), para determinar uma formula que permita calcular a quantidade de virus que a

pessoa infetada tera em funcao do nimero de semanas, o aluno considerou a possibilidade
relacionar termos consecutivos tal como foi feito durante a resolucdo da alinea A), onde

tinha que verificado a existéncia de regularidades nos resultados.

de

ja

Valendo-se das

potencialidades da folha de calculo, o aluno fez a divisao de cada termo pelo seu precedente

e obteve, em todos casos, o resultado 128, conforme se pode ver na figura 172.

L M M 8] P
Inicio 1 subtracio Divisdo

7 Semanal 128 16256 128
14 Semana 2 16384 2080768 128
21 Semana 3 2097152 266338304 128
28 Semana 4 268435456 34091302912 128
35 Semana 5 34359738368 4,36369E+12 128
42 Semana 6 4, 39805E+12 5,58552E+14 128
49 Semana 7 5,6295E+14 7. 14946E+16) 128

26 Semana 8 7,20576E+16

Figura 172: Formacao da sucessao de quantidade de virus que a pessoa infetada tera em funcao do
nimero de semanas e a relacdo entre termos consecutivos

Esta forma de proceder foi motivada pelo que o aluno observou na resolucao da alinea A) e

da

alinea A1), pois como se pode ver na figura 173, o aluno indicou o seu raciocinio, fazendo

alusdo ao que sucedeu durante a resolucdo da alinea A), antes mesmo de registar alguns

resultados das operagdes que efetuou na folha de calculo.

54867

Ve

Figura 173: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea C1 (Tarefa 2)
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Partindo do principio de que os termos da sucessdo obtida na alinea A) sdo poténcias do
quociente entre cada termo e o seu antecedente, o Aluno 3 enveredou por verificar esta
particularidade para a sucessao obtida na alinea C) e com base nos seus conhecimentos
prévios sobre propriedades de poténcias, conjeturou um termo geral que permite calcular a
quantidade de virus que a pessoa infetada tera no organismo em funcao do nimero total de

semanas completadas, partindo da data em que ficou infetado (Fig. 174).

~

Figura 174: Conjetura e representacao do termo geral da sucessao de quantidades de virus
em funcao do nimero total de semanas completadas

Para deduzir uma expressao matematica que permite calcular o nimero total de virus que a
pessoa infetada tera no organismo em funcdo da quantidade de virus da semana anterior, o
aluno considerou a resposta da alinea anterior e utilizando simbologia matematica,
reapresentou-a de forma concisa e sucinta, o que lhe permitiu estabelecer e representar

genericamente a relacao recursiva entre cada termo e o respetivo precedente (fig. 175).

Figura 175: Conjetura e representacao da relacao recursiva entre termos consecutivos da sucessao de
quantidades de virus ao completar sucessivas semanas

Resolucdo da alinea D

Como se pode ver na figura 176, ao responder a questao D, o aluno, depois de observar que as
sucessdes sao diferentes, considerou a relacdo de inclusao que se pode estabelecer entre as

sucessoes e destacou uma das caracteristicas comuns entre as sucessoes em analise.
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Figura 176:Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea D (Tarefa 2)

5.3.4 Andlise e Interpretacao da Tarefa 2

Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva da TRRS

Depois da interpretacao da tarefa o Aluno 3 fez uma conversao de um registo verbal para um
registo tabular e depois de concretizar alguns tratamentos de registos numéricos, descobriu
um padrao e mobilizou registos verbais para expressar os resultados. Continuou com a
realizacdo de tratamentos dos registos numéricos e encontrou um segundo padrdo que
facilmente matematizou, primeiro na folha de calculo, onde voltou a efetuar alguns
tratamentos de registos numéricos para comprovar a validade da relacao descoberta, e depois

fez uma conversao dos registos numéricos para registo algébricos.
Andlise das alineas A) e A1) na perspetiva de M&M

O primeiro passo para modelacao da situacao consistiu em introduzir os niUmeros na folha de
calculo e depois descobriu um padrdo segundo o qual cada nimero é o dobro do anterior, ou

seja, multiplicando por 2 o Ultimo termo conhecido seria possivel obter o subsequente.

Depois de suficientemente testado este primeiro modelo, escreveu-o de uma forma
aperfeicoada e com a ajuda da folha de calculo fez a primeira matematizacao da situacao. O
aluno continuou entdo a exploracdo do modelo até descobrir um segundo modelo ao

considerar que os nimeros obtidos sdo poténcias sucessivas de base 2.
Um resumo da andlise da resolug¢do das alineas A) e A1)

Na tabela seguinte, sumarizam-se os principais resultados da resolucao efetuada (Tabela 69).
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Tabela 69: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas A e A1 segundo cada uma das
perspetivas teodricas (Tarefa 2 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

O primeiro passo para modelacéo da situacé@o foi
a descoberta do padréo depois da introducdo de
valores numéricos na folha de cdlculo

Fez uma conversdo de registo verbal para
tabular

Realizou alguns tratamentos de registos

. . Testou o modelo e refinou o modelo
numéricos contidos na tabela

Mobilizou registos verbais para expressar os
s P P Expressou os resultados do seu teste

resultados
Continuou com a realizacdo de tratamentos Continuou a exploracdo do modelo até descobrir
dos registos numéricos um segundo modelo

Matematizou primeiro na folha de cdlculo,
onde voltou a efetuar alguns tratamentos de Refinou e testou o modelo
registos numéricos

Fez uma conversdo dos registos numéricos em

. o Apresentou o modelo algebricamente
registo algébricos

Andlise da alinea A2) na perspetiva da TRRS

0 aluno iniciou a resolucdo, mobilizando registos algébricos e depois de estabelecer a relacao
entre estes registos, conforme o problema, fez uma série de transformacdes que
concretamente consistiram em tratamentos e obteve uma relacdo genérica que depois

escreveu de forma particularizada. Utilizou ainda uma simbologia personalizada.

Andlise da alinea A2) na perspetiva de M&M

Para resolver a situacao, o aluno considerou um dos modelos obtidos na alinea anterior e
combinando este modelo com outros modelos baseados nos seus conhecimentos prévios sobre
sucessor de um termo e propriedade de poténcias, explicitou que os dois modelos concebidos
no ambito da tarefa sdo compativeis, ou seja, fez uma aceitavel demonstracdao que nao era
efetivamente solicitada. Este facto ilustra muito bem como um modelo é munido de funcédo

explicativa tal como é referido por Lesh & Lehrer (2003).

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A2)

Na tabela abaixo (Tabela 70), podem observar-se os resultados principais obtidos na analise

desta resolucao.

Tabela 70: Simula dos resultados extraidos da resolucao da alinea A2 segundo cada uma das perspetivas
tedricas (Tarefa 2 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Iniciou a resolucdo, mobilizando registos Reutilizou dois modelos anteriormente
algébricos para expressar uma relacdo concebidos

Fez tratamentos dos registos algébricos até | Através dos conhecimentos prévios fez o
obter uma relacdo genérica refinamento desta combinacdo

Utilizou uma simbologia personalizada, Obteve um terceiro modelo que apresentou
representou algebricamente a relac@o algebricamente

genérica que obteve
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Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva da TRRS

Em primeira instancia, o aluno mobilizou representacoes verbais para explicitar a relacdo que
observou entre dois elementos consecutivos, depois fez uma conversao do referido registo
verbal em registo algébrico. A partir deste registo algébrico efetuou tratamentos até

encontrar uma proposicao universalmente verdadeira.
Andlise das alineas B) e B1) na perspetiva de M&M

Durante a resolucdo das primeiras alineas, o aluno concebeu o modelo que aplica para
esclarecer a situacdo proposta e aproveitou a oportunidade nao sé para explicitar o modelo

com outra aparéncia mas para consolida-lo, recorrendo a outro meio representacional.
Um resumo da andlise da resolucdo das alineas B) e B1)

O seguinte quadro faz uma esquematizacao das principais observacoes, tendo em conta as
duas perspetivas (Tabela 71).

Tabela 71: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas B e B1 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 2 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobilizou representacées verbais para Explicitou verbalmente e explicou o modelo
explicitar a relacdo que observou entre dois | que concebeu
elementos consecutivos

Fez uma conversao do registo verbal em Apresentou o modelo algebricamente
algébrico

Andlise das alineas C), C1 e C2) na perspetiva da TRRS

Para resolver a situacao apresentada, o Aluno 3 mobilizou os registos numéricos referentes a
resultados da resolucdo da alinea A) e aproveitando o facto de té-los na folha de calculo, o
aluno observou e representou esquematicamente os termos cuja ordem corresponde a um
multiplo de 7. Em seguida, mobilizou registos verbais para exprimir o procedimento e dar a
resposta que terminou com a mobilizacao de registos numéricos para representar a sucessao

resultante de organizar os termos que anteriormente destacou.

Para determinar uma féormula que permita calcular a quantidade de virus que a pessoa
infetada tera em funcdo do nimero de semanas, o aluno comecou por mobilizar registos
verbais para explicar que o procedimento a ter em conta na resolucao da situacao imposta
pelo problema é substancialmente decorrente da resolucdao da alinea A) onde teve que
efetuar tratamentos de registos numéricos e considerar uma regularidade nos resultados. Em
seguida, o aluno mobilizou registos numéricos, que representam a sucessao entdo obtida,

recorrendo a folha de calculo onde fez os tratamentos combinados de termos consecutivos e
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observou que o resultado era constante. E mobilizando novamente alguns registos verbais o

aluno destacou a constante.

Para concluir, o aluno mobilizou registos verbais para enfatizar a analogia que encontrou
entre as alineas A) e C), e na mesma linha mobilizou registos algébricos para representar uma
relacdo genérica que permite responder a questao, depois de ter efetuado alguns tratamentos

de registos algébricos.

Para deduzir uma expressao matematica que permite calcular o nimero total de virus que a
pessoa infetada tera no organismo em funcdo da quantidade de virus da semana anterior, o
aluno mobilizou novamente registos numéricos e converteu-os em registos algébricos de tal

modo que conseguiu representar genericamente a relacao pretendida.

Analise das alineas C), C1 e C2) na perspetiva M&Mm

O aluno iniciou a resolucdo da atividade, explorando o modelo formado no ambito da
resolucdo das alineas A) e A1). A partir desse modelo, destacou criteriosamente alguns
resultados obtidos na folha de calculo e, deste modo, formou o modelo que explicita a
quantidade de virus que a pessoa infetada tera no seu organismo ao completar as primeiras

semanas.

O aluno considerou a possibilidade de relacionar resultados consecutivos, tal como procedeu
na resolucdo da alinea A). Para tal, o aluno inseriu formulas de modo a verificar a existéncia
de regularidades nos resultados. Fez a divisao de cada termo pelo seu precedente e obteve,
em todos casos, o mesmo valor. Praticamente, o aluno fez a reutilizacao do modelo
previamente formado, ao partir do principio que para o modelo da alinea A) e A1) a base das
poténcias considerados é o quociente entre termos consecutivos e, reutilizando este
principio, o aluno criou claramente o seu modelo preditivo que permite saber a quantidade
de virus que a pessoa infetada tera no organismo em funcdo do numero de semanas

decorridas desde a data em que a pessoa foi infetada.

Para formar um modelo matematico que possibilita calcular o nimero total de virus que a
pessoa infetada tera no organismo em funcdo da quantidade de virus da semana anterior, o
aluno reutilizou a resposta da alinea anterior e simplesmente estabeleceu e representou

genericamente a relacao recursiva entre cada termo e o respetivo precedente.
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Tabela 72: Simula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas C, C1 e C2 segundo cada uma das
perspetivas teodricas (Tarefa 2 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Mobilizou os registos numéricos resultantes
da atividade realizada na alinea A), e
aproveitou o facto de té-los na folha de
cdlculo. Mobilizou registos icénicos para
representar os termos cuja ordem
corresponde a um multiplo de 7

Iniciou a resolucdo da atividade, explorando
o modelo formado no dmbito da resolucéo
das alineas A) e A1); a partir deste modelo,
destacou criteriosamente alguns resultados a
partir da folha de cdlculo

Mobilizou registos verbais para exprimir o
procedimento

Documentou o procedimento considerado na
formacdo do seu modelo

Mobilizou registos verbais e numéricos para
representar a sucessdo resultante ao
organizar o0s termos que anteriormente
destacou iconicamente

Explicitou o modelo que permite prever a
quantidade de virus que a pessoa infetada
terd no seu organismo ao completar as
primeiras semanas

Para deduzir o termo geral, o aluno
mobilizou registos verbais, tendo em conta a
resolucdo da alinea A)

Reutilizou um modelo anterior ao considerar
a possibilidade de relacionar termos
consecutivos tal como procedeu na resolucdo
da alinea A)

Mobilizou registos numéricos, recorrendo a
folha de cdlculo onde fez os tratamentos
combinados de termos consecutivos

Inseriu formulas para dividir cada termo
pelo seu precedente e constatou uma
regularidade nos resultados

Mobilizou novamente alguns registos verbais
para destacar a constante e depois para
enfatizar a analogia entre resultados das
alineas A) e C)

Fez a reutilizacGo do modelo previamente
formado, considerando a base das poténcias
como o quociente entre termos consecutivos

Mobilizou registos algébricos e fez alguns
tratamentos de registos algébricos de onde
resultou uma relacdo genérica

Criou o modelo que permite prever a
quantidade de virus que a pessoa infetada
terd no organismo em funcdo do numero de
semanas

Para deduzir uma relacdo recursiva, o aluno
mobilizou novamente registos numéricos

Converteu registos numéricos em algébricos
de tal modo que conseguiu representar
genericamente a relacdo pretendida

Reutilizou a resposta da alinea anterior e
representou  genericamente a relacéo
recursiva entre cada termo e o respetivo
precedente

Andlise da alinea D) na perspetiva da TRRS

0 aluno mobilizou registos verbais para destacar as principais relacdes que encontrou entre as

sucessoes das alineas A) e C).

Andlise da alinea D) na perspetiva M&M

O aluno teceu algumas consideracoes, notando que os dois modelos sao diferentes mas

destaca o facto de o modelo da alinea C) estar constituido especificamente por objetos

matematicos que também sdao componentes do modelo da alinea A). E termina o seu

raciocinio destacando que nos dois modelos ha um niumero infinito de termos, enquanto

aspeto comum entre ambos.
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Tabela 73: Sumula dos resultados extraidos da resolucao da alinea D segundo cada uma das perspetivas
tedricas (Tarefa 2 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Reconheceu que o modelo da alinea C) é
Mobilizou registos verbais para destacar as | formado a partir de resultados do modelo da
principais relacées que considerou entre as | alinea A)

sucessoées das alineas A) e C). O aluno identificou que aspetos comuns aos
dois modelos.

5.3.5 Resolucdo da Tarefa 3 - Cubos de gelo no copo

Resolucdo da alinea A1

O Aluno 3, depois de ler e interpretar o enunciado da tarefa (Anexo 6), registou no papel e na
folha de calculo os dados que considerou pertinentes, sendo que a primeira preocupacao do
aluno foi determinar o volume de um cubo de gelo (7,2 cm®) e a segunda foi a determinacdo

do volume inicial de agua no copo (Fig. 177).

Figura 177: Dados extraidos e sugeridos pelo Aluno 3 a partir da interpretacdo do problema de cubos de
gelos no copo

Depois de extrair os dados e escolher as dimensdes do copo, o aluno recorreu a formula do
volume do cilindro e explicitou a variavel altura, tendo revelado a ideia de que o volume tem
a ver com a existéncia de alguma quantidade de agua no copo; assim, concluiu que o volume

deveria ser calculado considerando a metade da altura do copo e nao a altura total (Fig. 178).

Figura 178: Deducao genérica do volume inicial de agua no copo,
a partir da interpretacao do problema
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Recorrendo a folha de calculo, determinou o volume inicial que depois registou no papel e
esclareceu que este volume é o que vai sofrendo alteracdes quando cada cubo é introduzido

(Fig.179) e registou o valor no papel, especificando o significado do mesmo (Fig. 180).

A B c A B C D A B C D

1 1 1

2 v 7.2 2 |v 7,2 2 v 7,2

3 |ho 9 3 ho 3 3 |ho 9

ar 3,5 ar 3,5 ar 3,5

5 5 5

6 Vo 3,14%3,512*9/2 6 |vo =3,14%3,5/2%9/2 6 Vo 173,0925

7 | ! 7 | 7|

Figura 179: Excertos de video, mostrando o calculo do volume inicial de agua no copo, a partir dos
dados do problema
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Figura 180: Registo do volume inicial de agua no copo, calculado a partir dos dados do problema

Depois deste calculo, o aluno retomou a formula da altura que deduziu anteriormente e
substituiu o volume do cilindro por uma soma de volumes. Além disso, a partir da altura do

copo que escolheu, determinou o valor numérico da altura inicial (Fig. 181).

]LQ - yﬁ’i‘yc“é"’l

rn* N

“ﬂ :,_w,->ln 7 = Y,5cm

e —

1N

Figura 181: Calculo e registo do nivel inicial da agua no copo, segundo os dados considerados

Utilizando esta férmula para a altura, substituindo o volume inicial e o raio pelos respetivos
valores numéricos, determinou diversos valores para a altura dependendo do nimero de
cubos; para isso multiplicou o volume de um cubo por sucessivos nimeros inteiros (1, 2, 3,...)
(Fig. 182). Registou os resultados no papel e explicitou que estas alturas correspondem aos

niveis da agua no copo quando cada cubo é introduzido (Fig. 183).
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| A B C A B C
1 1
2 v =8*0,9 2 |v 7,2
3 |h g 3 |h 9
4 r 3,5 4 r 3,5
5 5
6 Vo =3,1473,5/2%9/2 6 Vo 173,0925
7 7
8 8
9 hi =(B6+7,2)/(3,14*3,5°2) 9 hi 4,68718315
10 |h2 =(B6+2*7,2)/(3,14*3,5"2) 10 |h2 4,87436631
11 h3 =(B6+377,2)/(3,14%3,5/2) 11 |h3 5,06154946
12 12

Figura 182: Calculo dos niveis que agua atinge em fungao do nimero de cubos de gelo introduzidos

Y, 68+L83

lfu_ z=2250325 £ 52,
3,14.%5

'flz: H, 3%H

s = 5,061 A e &2 minia

hy= 5, 248

hS: 5,4

Figura 183: Registo dos primeiros niveis que agua atinge em funcao do nimero de cubos
de gelo introduzidos

Resolugdo da alinea A2

Para mostrar que o nivel de agua no copo depende do nimero de cubos de gelo que forem
introduzidos, o aluno optou por inserir na folha de calculo uma formula geral que deduziu por
“inducado”, desta feita calculou varios elementos para validar a formula e assumindo que a
ideia advém da resolucdo que fez na alinea anterior, registou detalhadamente no papel (Fig.
184 e 185).

G H - G H I

1 Cubos |Nivel 1 \ Cubos  [Nivel

2 l n hn={vO+nvcub)/3,14*r2 2 |\ n hn={v0+nvcub)/3,14%r2
3 | 1 =(173,0925+G3*7,2)/(3,14*3,5"2) 3 ] | 1 4,687183154
4 e =(173,0925+G4*7,2)/(3,14*3,5"2) 4 | 2 4,874366307
g 1 3 =(173,0925+G5*7,2}/(3,14*3,5"2) 5 L 3 5,061549461
6 TE ={173,0925+G6%7,2)/(3,14%3,5"2) 6 || a 5,248732614
7. Il s =(173,0925+G7*7,2)/(3,14*3,5°2) 7 41 5 5,435915768
3 G =(173,0925+G8*7,2)/(3,14%3,5°2) 8| |1 6 5,623098921
9 B =(173,0925+G9%7,2)/(3,14%3,5°2) 9 | |1 7 5,810282075
10 HE =(173,0925+G10%7,2)/(3,14%3,5"2) 10 || g 5,997465228
11 INE —(173,0925+¢G11%7,2)/(3,14%3,542) 1| | 9 6,184648382

Figura 184: Formulas e resultados de calculo dos niveis que agua atinge em funcao do nimero de cubos
de gelo introduzidos
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Figura 185: Formula geral para o calculo dos niveis que agua atinge em funcao do niumero de cubos de
gelo introduzidos

Resolugdo da alinea B1

Depois de uma breve exploracdo da sucessdao na folha de calculo, de entre as diversas
relacoes observaveis entre os termos da sucessdo o aluno destaca a diferenca entre termos
consecutivos, conforme se pode ver na figura 186.

gi/? Sqla;ﬂ\c\fmcla— ca&o “l‘ﬂ\.ﬂm& 'pra— ARAA g\M‘\'ﬁﬁltlfJﬂ-—

71z o c'lr\?ju‘\}x“(;q 2’ camqjkcaw‘jrp 2 g n'@-mo\? o'_O,’lg?f(?

Figura 186: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea B1 (Tarefa 3)

Resolugdo da alinea B2

Para provar analiticamente a sua conjetura, o aluno recorreu ao termo geral, deduziu o
antecedente e fez as devidas operacGes e substituicbes até encontrar uma proposicao

verdadeira, ficando assim comprovada a conjetura aludida na alinea anterior (Fig. 187).
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Figura 187: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea B2 (Tarefa 3)

o 4., 4813

Resolucdo da alinea C1

Para responder esta questdo, o aluno recorreu a folha de calculo onde inseriu o grafico da

sucessao (Fig. 188) e observou a monotonia da sucessao, conforme explica na sua resposta
(Fig. 189).

Nivel em funcio dos cubos
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Figura 188: Grafico elaborado pelo Aluno 3 da sucessao de niveis agua em funcao do numero de cubos
introduzidos
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Figura 189: Registo da resposta do Aluno 3 para a alinea C1 (Tarefa 3)

Resolucgdo da alinea C2

Na resolucdo desta alinea, o aluno aplicou um procedimento semelhante ao aplicado na alinea
B2, mas desta vez fez uma comparacao entre termos consecutivos genéricos e no fim deste
processo obteve uma proposicao verdadeira, o que mostra que comprovou analiticamente a

situacao que o aluno pressupds (Fig. 190).
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Figura 190: Registo da resposta/ Resolucdo do Aluno 3 para a alinea B1 (Tarefa 3)

Resolugdo da alinea D

Para responder a esta alinea, o aluno acrescentou uma linha vertical para facilitar a leitura
do grafico no ponto em que o copo transborda (Fig. 191). E passando o cursor ao longo do

grafico, disse o seguinte:
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“No grafico, é possivel observar que o valor do nivel ultrapassa a altura do copo
quando é introduzido o 25° cubo”.

5 Nivel em funcao dos cubos
11
10 S
. =
. s
7 S
R N cal
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5 "
4
3
2
1
0
0 2 4 B g 10 12 14 16 18 20 22 24 |26 28 30 32 34
Cubos

Figura 191: Grafico elaborado pelo Aluno 3 da sucessao de niveis agua em funcao do nimero de cubos
introduzidos, evidenciado a introducao do 25° cubo

5.3.6 Andlise e Interpretacao da Tarefa 3

Andlise da alinea A1) na perspetiva da TRRS

Depois das primeiras leituras, o Aluno 3 converteu os registos verbais em algébricos, fazendo
alguns tratamentos dos registos numéricos envolvidos; nesta etapa, o aluno, em certo
sentido, mobilizou diretamente alguns registos numéricos pois a tarefa exigia que o aluno
fizesse a escolha das dimensdes do copo. Em seguida, mobilizou registos algébricos para
expressar a relacao existente entre o volume do cubo e as suas dimensoes. A partir desta
relacao fez o tratamento até encontrar explicitamente a relacao entre a altura de um cilindro

e o seu volume, conhecidas as demais dimensoes.

Em seguida, o aluno considerou as condicOes inicias expressas com registos verbais e
converteu-as em registos algébricos. Depois desta acdao, o aluno, recorrendo a folha de
calculo, converteu os registos algébricos em numéricos e, fazendo os devidos tratamentos,

determinou o volume inicial.

Retomando a relacao algébrica em que explicitou a altura, inferiu através de um tratamento

que o volume pode ser considerado com o sendo resultante da soma do volume inicial no copo
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com o volume dos cubos. A partir desta relacdo algébrica, converteu os registos algébricos
(utilizados para representar o volume inicial) em registos numéricos. Recorrendo novamente a
folha de calculo, o aluno fez o tratamento dos registos numéricos e determinou diversos
valores para a altura dependendo do nimero de cubos.

Andlise da alinea A1) na perspetiva de M&M

Para iniciar a modelacao da situacao, o aluno tendo em conta a situacao real comecou por
escolher as dimensdes do copo; depois desta escolha e valendo-se dos seus conhecimentos
prévios, evidenciou as relacdes entre as grandezas envolvidas no conceito de volume do

cilindro.

A partir da interpretacao da situacao o aluno iniciou uma matematizacao que consistiu em
determinar primeiramente o volume inicial, a altura ou nivel inicial e depois, combinando
estes dados, concebeu um modelo que ao ser aplicado permitiu a determinacao de diversos

valores para a altura dependendo do nimero de cubos, e para aclarar a ideia explicitou que

estas alturas correspondem os niveis da agua no copo quando cada cubo € introduzido.

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A1)

Apresenta-se na tabela 74 uma sintese dos resultados da analise da resolucdo da questdo Af.

Tabela 74: Simula dos resultados extraidos da resolucao da alinea A1 segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 3 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Converteu os registos verbais em algébricos

A partir da situacdo extraiu os dados

Mobilizou diretamente alguns registos numéricos

A partir da situacdo real comecou por
escolher as dimensées do copo

Aplicou conhecimentos prévios para efetuar
cdlculos bdsicos

Fez tratamentos dos registos numéricos
envolvidos

usou as dimensées do copo que considerou

Mobilizou registos algébricos para expressar a
relac@o entre o volume do cilindro e outras
dimensées

Fez o tratamento até encontrar explicitamente a
relac@o entre a altura de um cilindro e as demais
dimensées

Valendo-se dos seus conhecimentos preévios,
evidenciou as relacées entre as grandezas
envolvidas no conceito de volume de um
cilindro

Converteu os registos verbais que representam as
condicées iniciais em registos algébricos

Fez uma reconsideracdo das condicées iniciais
do problema

Recorrendo a folha de cdlculo, converteu os
registos algébricos em numéricos

Fez tratamento de registos numéricos, obteve o
valor numérico do volume inicial.

Iniciou uma matematizacdo que consistiu em
primeiramente determinar o volume inicial e
a altura ou nivel inicial

Retomando a relacéo algébrica em que explicitou
a altura, através de um tratamento, inferiu que o
volume no copo pode ser considerado com uma
soma

Concebeu um modelo através da combinacéo
de dados

Converteu os registos algébricos em numéricos

Iniciou o teste do modelo

Recorrendo a folha de cdlculo fez tratamentos de
registos numeéricos

Continuou o teste do modelo e aplicou-o para
resolver a situacdo
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Andlise da alinea A2) na perspetiva da TRRS

Considerando uma das relacdes expressas algebricamente na alinea anterior, o aluno
converteu em registos numéricos alguns registos algébricos contidos na relacdo considerada e
foi experimentando diversos registos numéricos, aproveitando as potencialidades da folha de
calculo; assim, testou a validade de um padrao numérico e inferiu uma relacao algébrica

geral.

Andlise da alinea A2) na perspetiva de M&M

0 aluno considerou o modelo criado na alinea anterior, e recorrendo a folha de calculo e so
papel e lapis, foi testando o modelo e fez um refinamento que consiste na obtencdo da
expressao para o n-ésimo termo, ou seja, uma relacdo que permite determinar diversos
valores para o nivel de agua dependendo do nimero de cubos. Para clarificar a ideia,
explicitou que essas alturas correspondem os niveis da agua no copo quando cada cubo é

introduzido. A aplicacao do modelo encontrado permite entao explicar a situacao proposta.

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A2)

Na tabela 75 estdao resumidos os principais resultados, segundo as duas perspetivas

consideradas.

Tabela 75: Simula dos resultados extraidos da resolucao da alinea A2 segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 3 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M
Considerou uma das relacées expressas Iniciou a tarefa explorando o modelo
algebricamente na alinea anterior criado na alinea anterior

Converteu em registos numéricos alguns registos

o . ~ . Foi testando o modelo, recorrendo a dois
algébricos contidos na relacdo considerada

- = - ; —1 meios representacionais, papel e folha
Repetiu a conversao para diferentes numeros até P » Pap f

- de cdlculo
encontrar um padrdo (no papel)
Aproveitando as potencialidades da folha de Matematizou a situac@o para obter o
cdlculo, comprovou um padrdo numérico modelo
Mobilizou registos algébricos para representar a Expressou algebricamente o modelo
relacdo descoberta através do padrdo numérico matematizado

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva da TRRS

0 aluno mobilizou os registos numéricos e depois de tratamentos distinguiu a regularidade dos
resultados e, logo em seguida, mobilizou um registo verbal para representar o pensamento

matematico subjacente.

Retomando o registo algébrico da alinea A2) o aluno fez a interpretacao algébrica da situacao
e fazendo alguns tratamentos obteve uma segunda relacdo algébrica; para comprovar a

validade dessa relacao algébrica, converteu os registos algébricos envolvidos na relacao e
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obteve uma relacdao numérica. O tratamento dos registos numéricos envolvidos na relacao
proporcionou uma proposicdo valida, pelo que ficou provada por transitividade a relacdo
aludida pelo aluno.

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva de M&M

Depois de explorar os modelos anteriormente concebidos, através da folha de calculo, o aluno
notou o padrao de que a diferenca entre termos consecutivos é constante. Pode-se afirmar
que a exploracao de modelos anteriores proporcionou um outro modelo adequado para a

situacao proposta.

0 modelo ora criado foi testado algebricamente, partindo do modelo criado na alinea A2);
este facto demostra que um modelo pode explicar o outro e segundo a perspetiva de M&M
admite-se que os modelos que um aluno concebe podem ser usados mais tarde na construcao,
na reorganizacao, no teste e na refinacao de construcdes ou sistemas conceituais (Lesh &
Caylor, 2007).

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas B1) e B2)

Evidenciam-se a seguir os resultados extraidos da analise realizada (Tabela 76).

Tabela 76: Simula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas B1 e B2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 3 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Através da folha de cdlculo, comecou por

Iniciou a tarefa, mobilizando registos .
explorar os modelos anteriormente

numéricos .

concebidos,
Realizou diversos tratamentos até distinguir Notou o padréo de que a diferenca entre
uma regularidade nos resultados termos consecutivos é constante

Explicitou qudo o modelo anteriormente
concebido proporciona ideias para resolver
a situacéo proposta

Mobilizou um registo verbal para representar o
pensamento matemdtico subjacente

Retomou o registo algébrico da alinea A2) e
fez a interpretacdo algébrica da situacdo Desencadeou um teste algébrico do

Fez tratamentos algébricos até obter uma modelo criado
relacdo equivalente

Converteu os registos algébricos envolvidos na | Considerou os dados da situacdo para
relacdo e obteve uma relacGo numérica comprovar a universalidade do modelo

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da TRRS

0 aluno mobilizou registos numéricos, fez a conversao destes registos para um registo grafico
e a partir do registo grafico respondeu a questao convertendo a informacao obtida com base
no registo grafico numa representacao verbal. Para comprovar algebricamente a resposta, o

aluno retomou o registo algébrico da alinea A2) e fez a interpretacao algébrica da situacéao;
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fazendo alguns tratamentos, obteve uma sentenca valida, pelo que, por transitividade, ficou

provada a relacao aludida pelo aluno.

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva de M&M

Para explicitar e explicar a situacdo proposta, o aluno recorreu a folha de calculo enquanto
meio representacional e em poucas palavras mostrou uma consolidacao dos modelos
anteriormente criados. Para explicar algebricamente a situacao, o aluno partiu novamente do
modelo criado na alinea A2) e adotando procedimentos semelhantes aos aplicados na alinea

B2), conseguiu provar a validade do modelo concebido.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas C1) e C2)

De seguida, sao compilados os principais resultados obtidos na resolucao das duas questdes
(Tabela 77).

Tabela 77: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas C1 e C2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 3 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Mobilizou registos numéricos Recorreu a folha de cdlculo onde inseriu o

Fez a conversdo destes registos num registo grdfico que representa a situagéo em

grdfico andlise

Convertendo o registo grdfico em verbal, Verbalmente mostrou uma consolidagdo

respondeu a questdo dos modelos anteriormente criados

Para comprovar algebricamente a resposta, Para explicar algebricamente a situacéo,

retomou o registo algébrico da alinea A2) partiu novamente do modelo criado na
alinea A2)

Fazendo alguns tratamentos, obteve uma Considerando as condicbes da situacéo,

sentenca vdlida conseguiu provar a validade do modelo
concebido

Andlise da alinea D) na perspetiva da TRRS

A resolucdo foi feita mediante a mobilizacdo do registo grafico; o aluno interpretou este
primeiro registo e conseguiu representar verbalmente o que o registo grafico permitia

concluir.

Na perspetiva de M&M

Ainda que possa nao ser imediatamente evidente, esta situacao proporciona a criacao de um
modelo explicativo que pode ser reutilizado para explicar as ocorréncias que sucedem a partir

de uma certa ordem da sucessao.
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Um resumo da andlise da resolucdo da alinea D)

Na tabela que se segue, ilustra-se o essencial que decorre da analise efetuada (Tabela 78).

Tabela 78: Sumula dos resultados extraidos da resolucao da alinea D segundo cada uma das perspetivas
teoricas (Tarefa 3 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

O aluno inicialmente fez a mobilizacéo de

um registo grdfico;

o aluno aproveitou as potencialidades da
folha de cdlculo, expressando graficamente
0 modelo de descreve a situacdo sugerida

Seguidamente mobilizou registos verbais
para expressar a interpretacdo do registo
grdfico destacando o que registo grdfico

permitia concluir

O aluno evidenciou que o modelo ora
expresso graficamente detém a fungéo
explicativa e que pode ser explorada ou
reutilizado para explicar as ocorréncias que
sucedem a partir de uma certa ordem da
sucessao

5.3.7 Resolucao da Tarefa 4 - A Plantacdo de Laranjeiras

Resolugdo da alinea A1

O Aluno 3 iniciou a resolucao desta tarefa (Anexo 7) formando uma sucessao das quantidades

de laranjeiras existentes nos primeiros 4 dias e ao mesmo tempo foi deduzindo as diferencas

entre cada termo e o seu antecedente; interpretou estas diferencas como sendo as

quantidades plantadas em cada dia e desta forma conseguiu obter os primeiros 3 termos da

sucessao formada por estas quantidades (Fig. 192).

A B C A B C D I
1 dia laran. Plantadas nodia | 1 dia
2 di 4 4 2 di 4 4
3 |d2 9 =B3-B2 3 d2 9 5
4 d3 16 =B4-B3 4 d3 16 7
5 |d4 25 =B5-B4 5 |da 25 9
& |ds =C5+2 & =
7 de =Co+2 7

Figura 192: Excerto de Folha de Calculo e de video que mostram a obtencédo dos primeiros termos da
sucessao de quantidades de laranjeiras plantadas em cada dia

Em seguida, constatou que nesta nova sucessao a diferenca entre cada termo e o seu

antecedente é constante; deste modo, recorrendo a folha de calculo, introduziu uma formula

que lhe permitiu obter mais termos da sucessao por recorréncia (Fig. 193).

279



A B C D A B C D

1 dia 1 |dia

2 di 4 4 2 |d1 4
] 3 |d2 9 =B3-B2 3 |d2 9 3
4 d3 16 =B4-B3 4 d3 16 7
] 5 da 25 =B5-B4 5 da 25 9
6 ds =C5+2 6 d5 11
] 7 |d6 =CE+2 7 |de 13
8 d7 =C7+2 8 d7 15
] 9 ds =C8+2 9 ds 17
_1o d9 =C9+2 10 |dS 19

Figura 193: Excerto de Folha de Calculo e de video que mostram aplicacao recursiva de uma formula
para obtencao dos primeiros termos da sucessao de quantidades de laranjeiras plantadas em cada dia

O aluno registou este procedimento no papel e escreveu uma relacao matematica que

permite obter os termos da sucessao por recorréncia (Fig. 194).

)Z}’fl/ C!1=.L1 £ M"*‘n"“jm?]‘f-

c’aJ& o«“"}‘w:‘,ﬁ v C e
s = 9-4 =8 doo d'e baate cemten

‘/,L quL,-{-nw‘h o eywom';‘?éa—
d 2 = 16 =922 (4 do dia ambrnion-

? o o J‘F—N\-u.
dy = 95 6z Fo BT o

adicrenen L ek ?\Am'}—P‘J”
1 4 COB- clr'u M+W\9}7 .

dm = dm, +2

Figura 194: Registo dos primeiros termos da sucessao de quantidades de laranjeiras plantadas em cada
dia e a relacao recursiva entre os mesmos

Resolugdo da alinea A2

0 aluno explorou a sucessao na folha de calculo e constatou que a sucessdo € uma PA, mas
notou que esta condicdo é verificada se o primeiro termo for excluido; assim, deduziu o
termo geral de uma progressdo aritmética, estabelecendo antes o primeiro termo e a

condicao inicial (Fig. 195).

’42/ %f"""‘—"” 4 27 Fename o ducrpras 27
vMmo ?;4 J,- t\ngc?e 2, 2 17 tenme §
A—’H—’;%_thﬁw
C]m = &.z +—(m"2)”
QJM - 5 -’—(M-?.)-Z
dﬂn = 5t 2 m-H
dm = 2m+ 1l cvmmZ2 amde- dg=ht

Figura 195: Registo do termo geral da sucessao de quantidades de laranjeiras plantadas
em funcao dos dias
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Resolucdo da Alinea B1

Na resolucao da alinea B1, que consiste em saber a quantidade total de laranjeiras que

estariam plantadas, o aluno indicou os primeiros quatro termos da sucessao que assim se foi

construindo e no final colocou reticéncias, mas na folha de calculo o aluno conseguiu obter

mais termos ao aplicar o critério que estabeleceu na resolucao da alinea B2), como veremos

adiante.

Resolucdo da Alinea B2

Para descobrir um critério que permitisse calcular a quantidade de laranjeiras que estarao

plantadas nos primeiros 100 dias, o aluno enveredou por expressar cada termo como sendo a

some do anterior com alguma quantidade; desta forma, observou que a segunda parcela é um

elemento da sucessao da alinea A2 e seguindo este critério ensaiou na folha de calculo e

registou no papel as suas ideias (Figuras 196 e 197).

Wt~ W e

il =Rl
[TERE X =]

1 J K L M : | J K

L M
1

dias total das plantadas 2 dias |total das plantadas

1 4 a4 3 1 4 a4
2 9 9=445 =A4+2%14+1 4| 2 9 9=445 9
3 16 16=0+7  |=14+2%I5+1 5| 3 16 16=9+7 16
4 25 2521649 [=M5+2%16+1 6| 4 25 25=16+9| 25
5 =ME+2*17+1 71 S 36
] =M7+2*18+1 8 6 49
7 =MB+2*19+1 3| 7 64
8 =M9+2*110+1 0 8 81
9 =M10+2*111+ 1| 9 100
10 =M11+2*112+ 12 10 121
1 =M12+2*113+ 13| 11 144

plantadas

gz)w- H+5 0 G +F ) abtT .
AﬁbaﬂL;h Jdo 27 +enms cado Tromr

S f'e,\mcﬂg }PM\ 2 asmcz(zw_] s da

r 1 .
oo daa Mgﬁ-gwﬂ g TRh™ME m“J‘E\AM £

o Q-u"!"\ox ,A/ ,GR-QW’”*?"& CL‘-\ 94‘4594"1;9 e’o-
c&(mxo\ A2,
U’L:H} UM:DM-L{’ZM*-i

plantadas e explicacao da concepcao do termo geral

Figura 197: Registo dos primeiros termos da sucessao de quantidades de laranjeiras que estarao

Figura 196: Obtencao dos primeiros termos da sucessao de quantidades de laranjeiras que estarao
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Resolucdo da alinea C1

Depois de voltar a ler o enunciado da tarefa, fez uma observacao atenta, concluiu que nas
figuras os pontos externos formam quadrados de lados respetivamente iguais a 1, 2, 3, etc. e
por isso a area destes quadrados é efetivamente 1, 4, 9, ... Entdo, recorrendo a folha de

calculo obteve os quadrados dos nimeros naturais.
Resolugdo da alinea C2
Tal como observado na descricdo da resolucao da alinea anterior, o aluno considerou:

“1, 4, 9, ... sdo os quadrados dos niUmeros naturais, logo U = n2»,

Resolucdo da alinea D1

Para resolver a alinea D1, o aluno considerou as duas sucessoes, pelo que optou por dividir as
duas sucessoes, termo a termo, e recorreu ao computador, utilizando a coluna V onde inseriu

uma formula para dividir os termos correspondentes situados nas colunas M e S (Fig. 198)).

M N 0 P Q R S T U v
| | m2
_ |Lados |metros quad | jou |
| a4 1 1| 1] 4
| 2 4 4
16| 3| 9 | 9
25| 4 16 | 16
36| 5| 25 25
49 6 36 36
64. 7‘ 435 49.
M N (0] P Q R S T U Vv
[ . |m2 ‘ ‘
|Lados |metros quad | |ou | -
| 1 1 | 1| | 4
9| 2| 4 ‘ 4| . 2,25
16| 3| 9 | 9| | 1,777778|
25| 4 16| | 16| | 1,5625
36| 5| 25 _ 25| . 1,44
49 6 36 36| 1,361111
64| 7| 43 ‘ 43| | 1,306122

Figura 198. Obtencao dos primeiros termos da sucessao da densidade da populacao
de arvores em funcao dos dias

Resolugdo da alinea D2

O aluno propds um termo geral formado pelo quociente dos termos gerais ja referenciados

nas resolucdes das alineas B2) e C2) e indicou o valor inicial do numerador (Fig. 199).
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Figura 199: Registo do termo geral da sucessao da densidade da populacao de arvores em funcao dos
dias

Resolucdo da alinea E

Para resolver a alinea E, o aluno elaborou um grafico tendo em conta os termos da sucessao
(densidade) ja calculados durante a resolucao da alinea D1), fez a devida leitura deste grafico

(Fig. 200) e concluiu, dizendo o seguinte:

“Observando a tabela e o grafico no computador, nota-se que os termos se
aproximam a 1. A sucessao € convergente”.

Densidade

+ Densid

0 20 40 60 80 100 120

Figura 200: Grafico da sucessao da densidade da populacao de arvores em funcao dos dias

5.3.8 Andlise e Interpretacao da Tarefa 4

Andlise da alinea A1) na perspetiva da TRRS

0 aluno iniciou a atividade, convertendo as representacdes esquematicas em numéricas; logo
depois, realizou tratamentos destes registos numéricos na folha de calculo e, depois de

descobrir um padrao, o aluno tirou partido das potencialidades da folha de calculo e fez a
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conversao de registos numéricos em algébricos (na folha de calculo), o que lhe permitiu de

imediato obter mais termos da sucessao.

Para registar alguns resultados e as suas ideias, o aluno mobilizou registos algébricos e a

respetiva conversao em registos verbais.
Andlise da alinea A1) na perspetiva de M&M

Partindo dos dados da situacao real proposta, o aluno para iniciar a formacao do seu modelo,
comecou por criar uma sequéncia com as quantidades de laranjeiras existentes nos primeiros
4 dias e ao mesmo tempo foi deduzindo as diferencas entre cada termo e o seu antecedente;
o primeiro modelo ficou evidente quando o aluno conseguiu obter os primeiros termos da

sucessao das quantidades plantadas em cada dia.

O aluno recorreu a folha de calculo para explorar o modelo ora construido e descobriu as
primeiras caracteristicas do modelo. A partir desta descoberta, o modelo melhorou pois o
aluno fez a matematizacdo do mesmo ao conceber um critério de obtencdo dos termos

subsequentes da sucessao a partir dos precedentes.

Recorrendo novamente a folha de calculo, o aluno aplicou o modelo de tal modo que obteve
por recorréncia mais termos da sucessao das quantidades de laranjeiras plantadas em cada
dia, e a questao ficou assim resolvida. Para que o modelo se torne facilmente generalizavel e
para garantir a reutilizacdo do mesmo, o aluno registou no papel os seus resultados,

evidenciando alguns passos e procedimentos envolvidos na execucao da tarefa.
Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A1)
Apresenta-se a seguir a sintese dos resultados da analise produzida (Tabela 79).

Tabela 79: Simula dos resultados extraidos da resolucdo da alinea A1 segundo cada uma das perspetivas
tedricas (Tarefa 4 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Iniciou a atividade convertendo as
representacées esquemdticas em numéricas

A partir da interpretacdo da situacdo,
extraiu dados numéricos inserindo-os na
folha de cdlculo

Realizou tratamentos destes registos
numeéricos na folha de cdlculo até descobrir
uma regularidade nos resultados

Através da observacéo dos dados numéricos
descobriu padrées, comecando a
matematizacdo da situacao.

Inseriu uma férmula na folha de cdlculo e
fez mais tratamentos de forma
automatizada

Aplicou o modelo na folha de cdlculo e
obteve mais termos da sucessdo das
quantidades plantadas em cada dia

Mobilizou registos algébricos para registar
alguns resultados e ideias

Registou os resultados e os procedimentos
utilizados na criacdo do modelo
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Andlise da alinea A2) na perspetiva da TRRS

Ao explorar a sucessao na folha de calculo, o aluno constatou um padrédo a partir dos registos
numeéricos e converteu-os em registos algébricos e fez tratamento destes registos algébricos

até obter uma relacao que considerou como termo geral.

Andlise da alinea A2) na perspetiva de M&M

0 aluno, focando a sua analise nos termos da sucessdo, depois de uma profunda exploracao
dos padroes numéricos, considerou que, para resolver a situacao que lhe foi proposta, seria
possivel fazer uma reutilizacdo de um modelo previamente conhecido por ele, mas que o

mesmo precisaria de ser reajustado, desta feita.

Considerou que a sucessao ora explorada € uma Progressao Aritmética, mas que esta condicao
é verificada se o primeiro termo for ignorado nessa analise; com esta visao, deduziu o termo
geral de uma “PA”, estabelecendo antes o primeiro termo e a condicao inicial de formacao
dos termos.

Mais uma vez se manifesta a influéncia da folha de calculo pois o aluno de imediato nao
invoca a nocdo de Progressao Aritmética e realiza a tarefa, considerando a recursividade para
obter a lei de formacgao dos termos.

Um resumo da andlise da resolucdo da alinea A2)

Segue-se uma sintese dos resultados da analise, de acordo com as perspetivas teoricas
(Tabela 80).

Tabela 80: Simula dos resultados extraidos da resolucao da alinea A2 segundo cada uma das perspetivas
tedricas (Tarefa 4 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

Fez a interpretac@o e conversdo de registos Depois da andlise da situacdo proposta,

numeéricos em algébricos considerou que seria possivel fazer uma
reutilizacdo de um modelo previamente
conhecido

Efetuou tratamento destes registos Reajustou o modelo e estabeleceu as

algébricos até obter uma relacdo que condi¢bées em que seria aplicdvel

considerou como termo geral

Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva da TRRS

0 aluno inicialmente converteu a representacao esquematica em numérica e recorrendo a
folna de calculo fez tratamentos; depois de constatar um padrdo, automatizou este
tratamento. As ideias utilizadas para automatizar o tratamento dos registos numéricos

permitiram ao aluno converter estes registos numéricos em algébricos.
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Ao registar no papel, o Aluno 3 comecou por fazer uma combinacao de registos numéricos
com registos esquematicos para ilustrar a obtencao dos termos. Para terminar a tarefa, o
aluno mobilizou registos verbais e algébricos, tendo em vista apresentar o termo geral e a

ideia fundamental que impulsionou a realizacao da atividade.
Andlise das alineas B1) e B2) na perspetiva de M&M

Partindo dos dados da situacao proposta, o aluno para iniciar a formacao do seu modelo,
formou inicialmente uma sequéncia das quantidades de laranjeiras existentes nos primeiros 4
dias e constatou que cada termo pode ser obtido se for adicionado uma certa quantidade ao
anterior. Explorando este modelo inicial, escreveu os primeiros termos da sucessao. Assim, o
aluno conseguiu matematizar o problema, ao considerar que as quantidades entao
adicionadas correspondem a elementos da sucessao obtida na alinea A2). Combinando o
modelo inicialmente obtido através da sua combinacao com o modelo obtido na resolucao da

alinea A2), formou um modelo que permite obter os termos da sucessao por recorréncia.

Recorrendo novamente a folha de calculo, o aluno aplicou o modelo de tal modo que obteve
por recorréncia mais termos da sucessdo das quantidades de laranjeiras que estariam a ser

plantadas em cada dia.

Para que o modelo se tornasse facilmente generalizavel e para garantir a reutilizacdo do
mesmo, o aluno registou no papel os seus resultados, evidenciando esquematicamente o

critério considerado para obter os termos.
Um resumo da andlise da resolucdo das alineas B1) e B2)

Considerando a analise anterior, apresentam-se sumariamente os respetivos resultados
(Tabela 81).

Tabela 81: Simula dos resultados extraidos da resolucao das alineas B1 e B2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 4 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS

Na perspetiva de M&M

Converteu a representacdo esquemdtica em
numérica

Para iniciar a formacdo do seu modelo,
avancou com uma interpretacdo da situag@o
e extracdo de dados

Recorrendo a folha de cdlculo fez
tratamentos até encontrar regularidades

Explorando os dados na folha de cdlculo,
concebeu um primeiro modelo ao constatar
que existe uma regularidade

Depois de constatar um padrdo automatizou
este tratamento

Converter estes registos numéricos em
algébricos

Conseguiu matematizar a situacéo ao
combinar este modelo com um modelo
concebido na alinea A2, pelo que obteve um
novo modelo que ao ser aplicado resolve o
problema

Ao registar no papel, mobilizou
simultaneamente registos numéricos e
esquemdticos

Registou no papel os seus resultados
evidenciando esquematicamente o critério
considerado para obter o modelo
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Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva da TRRS

Para resolver a situacao colocada, o aluno comecou por interpretar os registos verbais e
esquematicos e converteu-os em registos numéricos. Consolidando o seu dominio da situacao
o aluno fez tratamento dos registos numéricos e verificou uma regularidade nos resultados;
em seguida, recorreu a folha de calculo para fazer mais conversoes, fez referéncia ao padrao
encontrado e converteu os registos numéricos em algébricos, inferindo a versao final do

registo algébrico a partir dos registos numéricos, numa espécie de conversao direta.

Andlise das alineas C1) e C2) na perspetiva de M&M

Para resolver a situacao, o aluno basicamente socorreu-se dos seus conhecimentos prévios;
isto é percebivel porque depois de uma atenta observacdo constatou que nas figuras os pontos
externos formam quadrados de lados respetivamente iguais a termos da sucessao dos nimeros
naturais e tendo em atencao a formula de calculo de area de um quadrado, esclareceu que os

termos da sucessao sao os quadrados perfeitos.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas C1) e C2)

A seguir é oferecida uma simula dos resultados obtidos (Tabela 82).

Tabela 82: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas C1 e C2 segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 4 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M
Interpretou os registos verbais e Valendo-se dos seus conhecimentos prévios,
esquemadticos observou a situacdo e detetou objetos

matemadticos conhecidos

Converteu os registos verbais e esquemdticos | Tendo em conta os objetos matemdticos

em registos numeéricos envolvidos na situacé@o e o dominio do
modelo que se propos utilizar, extraiu dados
numericos.

Fez tratamento dos registos numéricos na Utilizou espontaneamente o modelo que

folha de cdlculo e observou uma encontrou, obteve alguns resultados e

regularidade nos resultados descobriu um padréo

Recorreu a folha de cdlculo para fazer mais Para matematizar o modelo inseriu-o na

conversbes folha de cdlculo onde de forma

automatizada obteve mais resultados

Converteu o registo numérico em algébrico Expressou o modelo algebricamente

Andlise das alineas D1), D2) e E) na perspetiva da TRRS

Em primeira instancia, o aluno mobilizou registos numéricos e, utilizando a folha de calculo,
fez o tratamento dos registos numéricos que resultaram das resolucées das alineas B) e C);
como este tratamento foi diretamente automatizado, o aluno considerou a possibilidade de
utilizar de forma combinada o registos algébricos das alineas B2 e C2), conseguindo assim um

registo algébrico para representar a densidade como sucessao.
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Converteu os registos numéricos num registo grafico e através da leitura do grafico, mobilizou

registos verbais para expressar as propriedades da sucessao observadas no grafico.

Andlise das alineas D1), D2) e E) na perspetiva de M&M

Tendo em atencao o enunciado da situacao proposta, para formar o modelo que pudesse
explicitar a solucdo da questdo em analise, o aluno fez uma reutilizacdo combinada dos
modelos obtidos nas alineas B2) e C2) e conseguiu matematizar o modelo ao representar
analiticamente a sucessao que indica a variacao da densidade populacional em funcao dos
dias. Recorrendo a folha de calculo, o aluno explorou o modelo ora considerado e conseguiu
esclarecer os aspetos inerentes a convergéncia da sucessao, utilizando um grafico que

construiu para o efeito.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas D1), D2) e E)

A seguir, estdo sintetizadas as principais ideias que emergiram da analise realizada (Tabela
83).

Tabela 83: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas D1, D2 e E segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 4 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M
Fez uma reutilizacdo combinada dos modelos
Mobilizou registos numéricos obtidos nas alineas B2) e C2) e concebeu um

terceiro modelo

Matematizou o modelo que resultou da

Fez o tratamento dos registos numéricos na L ) ,
combinacdo dos modelos obtidos nas alineas

folha de cdlculo

B2) e C2)
Mobilizou registos algébricos .
- T Expressou algebricamente o modelo
Fez o tratamento dos registos algébricos e concebido

obteve uma relacdo geral

Mobilizou registos algébricos para
representar as condicées a considerar na
relag@o

Destacou as condicées iniciais a ter em conta
na utilizac@o do modelo

Para uma melhor interpretacéo do modelo,

Converteu os registos numéricos num registo .
representou graficamente o modelo

rdfico L

graf matemadtico

Mobilizou registos verbais para representar Interpretou a situacdo recorrendo ao modelo
as propriedades observadas no grdfico criado

5.3.9 Resolucdo da Tarefa 5 - O coracao: “Diastole e Sistole”

O Aluno 3 iniciou a resolucao da tarefa (Anexo 8), atribuindo o valor 1 para diastole e o valor
3 para sistole; repetiu a sequéncia destes valores numéricos, formando uma sucessao

alternada no intervalo B2:G2 e copiou a sucessao para o papel.
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Resolucdo da alinea A

0 aluno iniciou uma exploracao na folha de calculo e, depois de varias tentativas, conjeturou
um padrdo que consistia em escrever cada termo como uma soma onde uma das parcelas € o
2 e a outra parcela € um termo da sucessao alternada formada por 1 e -1. Depois de adquirir
alguma certeza, utilizou o intervalo B7:C16 e criou uma sucessao conforme se pode ver na
figura 201.

A B C D E F G A B C D E F G
1 I 1
2 1 3 1 3 1 3 2 1 3 1 3 1
3 3
4 1=2-1 |3=2+1 4 1=2-1 |[3=2+1
5 5
6 6
7 n un 7 n un
8 1 =2-(-1)*(BB+1) 8 1 1
g 2 =2-(-1)*{B+1) 9 2 3
10 3 =2-(-1)(B10+1) 10 3 1
11 4 =2-(-1)M{B11+1) 1n 4 3
12 5 =2-(-1)(B12+1) 12 ) 1
13 & =2-(-1)M{B13+1) 13 & 3
14 7 =2-(-1)(B14+1) 14 7 1
15 E:d =2-(-1)M{B15+1) 15 8 3
16 9 =2-(-1)~(B1a6+1) 16 | 9 1

Figura 201: Formacao da sucessao alternada proposta pelo Aluno 3 e insercao de uma férmula para
obtencao da mesma

Desta feita, o aluno confirmou que se teria a sucessao definida por: U, = 2+(— 1)” .

Resolucdo da alinea B

0 aluno recorreu a um grafico (Fig. 202) para examinar a monotonia da sucessao e depois de
observar cuidadosamente o grafico que inseriu na folha de calculo, passando o cursor em

diversos pontos, concluiu que:

“A sucessao nao é crescente nem decrescente mas também nao é constante, ela
€ somente crescente quando passa do termo de ordem impar para termo de
ordem par e é decrescente quando passa do termo de ordem par para o termo de
ordem impar”.

3,5

3 Y n N L N ) LY r
2,5
2
15

1 i i 3 b 3 b 3 i i

0,5

x

D T T T T T T T T T T T T T T T T T

a 1 2 3 4 5 6 7 & 5 10 11 12 13 14 15 16 17

Figura 202: Grafico da sucessao alternada proposta pelo Aluno 3
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Resolucdo da alinea C1

Para obter a média entre cada 2 termos consecutivos, copiou a sucessao e colou-a no
intervalo 12:J16 e seguidamente inseriu uma féormula na célula L3 onde calculou a média das
células J3 e J4. Depois, arrastou esta formula para baixo e obteve a sucessao Vn que é uma
sucessao constante com valor numérico 2, tendo assim registado o termo geral Vn=2 (Fig.
203).

1 J K L | J K L J

1| 1

2 | n un vn 2 n un Vn

3| 1 =2-(-1)~{13+1) =(13+14)/2 3| 1 1 2

4| 2 =2-(-1)~{14+1}) =(Ja+)5)/2 4| 2 3 2
5. |3 =2-(-1)*{15+1) ={J5+J6)/2 5| 3 1 2

6| |4 =2-(-1)~{I165+1) =(16+17)/2 6| 4 3 2
7 |s =2-(-1)~{17+1}) =(17+18)/2 7| 5 1 2
8| o =2-(-1)*{18+1}) =(J8+19)/2 8| ] 3 2

Figura 203: Obtencao de uma sucessdo constante através de calculo das médias de termos consecutivos
da sucessao alternada proposta pelo Aluno 3

Resolugdo da alinea C2
0 aluno concluiu que a sucessao do termo geral V,=2, obtida na alinea anterior é:

“Convergente, nao monotona, constante, limitada, com minorante igual a 2 e
majorante igual a 2”.

Estas conclusdes foram proferidas depois de o aluno ter lido o grafico que elaborou a esse

proposito (Fig. 204).

2,5

1,5

0,5

0 T T T T 1
0 5 10 15 20 25

Figura 204: Grafico da sucessao constante das médias entre termos consecutivos da sucessao alternada
proposta pelo Aluno 3
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Resolucdo da alinea D1

Depois de ter subtraido os termos correspondentes das sucessoes Un e Vn, o aluno obteve a
sucessao Wn, uma sucessao alternada formada por -1 e 1. Para atingir este objetivo, recorreu
a folha de calculo (Fig. 205).

I J K L M 5 I J K L 5

1 IR

2 : n |un Vn Wn=un-vn 2| n o |un Vi Wn=un-vn
3|1 =213+ =(13+14)/2 =J3-13 a| 1 1 2 -1
4| |2 |=2-(-1)M{1441) =(14+I5)/2 =J4-14 4| 2 3 2 1
5 |3 |=2-(-1)~(15+1) =(15+6)/2 =J5-15 5 3 1 2 -1
6 |4 [=2(-1)"(6+1) =(16+17)/2 =J6-L6 6| 4 3 2 1
7|5 [F-1ni7+1) =(J7+18)/2 =17-17 7| 5 1 2 -1
8| |6 [=2-(-1)~(18+1) =(J8+19)/2 =8-18 8 6 3 2 1
9 | |7 [z2(-1)r(1941) =(J9+)10)/2 =I9-19 9| 7 1 2 -1
10 8 |=2-(-1)*{110+1) ={J10+J11)/2 =J10-L10 10 8 3 2 1

Figura 205: Obtencao da sucessao alternada obtida pela subtracdo da sucessao alternada pela sucessao
das médias dos termos consecutivos

Resolugdo da alinea D2

0 aluno recorreu novamente a um grafico (Fig. 206) para avaliar e caracterizar a sucessao e

depois de observar cuidadosamente o grafico que inseriu na folha de calculo, concluiu que:

“A sucessao nao é crescente nem decrescente mas também nao é constante, ela
é crescente quando passa do termo de ordem impar para termo de ordem par e é
decrescente quando passa do termo de ordem par para termo de ordem impar,
ndo é convergente, o majorante € o 1 ao passo que o minorante é -1, e é
limitada”.

1,5

1 N uf N uf N uf f f I

0,5

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0,5 0 1 2 q 4\ q 6 '

1 -+ o o o o o o o o

-1,5

Figura 206: Grafico da sucessao alternada tipica

5.3.10 Analise e Interpretacao da Tarefa 5

Andlise das alineas A) e B) na perspetiva da TRRS

Tal como sugere a propria tarefa, a primeira preocupacao do aluno foi a de mobilizar registos

numeéricos para representar a diastole e a sistole. Fez entdo o tratamento destes registos
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numeéricos, e obteve o objeto matematico pretendido, obviamente representado com registos

numeéricos.

O aluno fez experimentalmente alguns tratamentos até distinguir uma regularidade,
recorrendo a folha de calculo. Depois, converteu o registo numérico num registo algébrico e
de forma automatica fez novos tratamentos. Converteu o registo numérico num registo
grafico e mobilizou registos verbais para representar as propriedades do objeto matematico

agora representado através de um registo grafico.

Andlise das alineas A) e B) na perspetiva de M&M

0 aluno comecou a modelacao da situacao, escolhendo os nimeros 1 e 3 para representar as
fases do ciclo cardiaco e depois formou a sucessao alternada com estes dois niUmeros (termos

da sucessao), utilizando a folha de calculo.

Desencadeou uma analise minuciosa da sucessao até que conseguiu criar encontrar uma via
para matematizar o primeiro modelo ao conjeturar um padrao que consiste em escrever cada
termo como uma soma onde uma das parcelas € o 2 e a outra parcela é um termo da sucessio
alternada formada por 1 e -1. A exploracdo deste modelo permitiu ao aluno fazer a
formalizacao do mesmo e portanto ele conseguiu escrever a expressao do termo geral da

sucessao.

Utilizando este termo geral e as potencialidades da folha de calculo, o aluno obteve varios
termos da sucessao. Para melhor explorar as caracteristicas da sucessdo, o aluno recorreu a
um grafico que lhe permitiu enxergar as prosperidades da sucessdo no que concerne a

monotonia, extremos e convergéncia da sucessao.

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas A) e B)

A seguinte tabela condensa as principais ideias resultantes da analise anterior (Tabela 84).

Tabela 84: Simula dos resultados extraidos da resolucdo das alineas A e B segundo cada uma das
perspetivas teoricas (Tarefa 5 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M
Comecou a modelacdo da situag@o
Mobilizou registos numéricos escolhendo os nimeros 1 e 3 para

representar as fases do ciclo cardiaco

Combinando os elementos escolhidos

Fez tratamento dos registos numéricos
concebeu um modelo

Experimentalmente fez alguns tratamentos Explorou o modelo e descobriu um padrdo

até distinguir uma regularidade que possibilitou o inicio da matematizacdo
Recorrendo a folha de cdlculo, converteu o Prosseguindo a matematizacgdo recorreu a
registo numérico num registo algébrico folha de cdlculo onde aplicou o modelo

Fez tratamentos na folha de cdlculo de A aplicacdo do modelo permitiu obter
forma automadtica resultados satisfatorios conforme a situagéo

Representou algebricamente o termo geral Expressou algebricamente modelo concebido
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da sucess@o

matemadtico

Converteu o registo numérico num registo
grdfico

Recorreu a folha de cdlculo onde expressou
graficamente o modelo concebido

Mobilizou registos verbais para representar
as propriedades do objeto matemadtico
representado através do registo grdfico

O grdfico permitiu fazer a leitura das
prosperidades do modelo, pelo que
conseguiu explicar o modelo e a situagéo
ficou tratada

Andlise das alineas C1), C2), D1) e D2) na perspetiva da TRRS

A resolucdo das alineas C1), C2), D1) e D2) foi realizada, utilizando o objeto matematico
(sucessdao numérica) concebido na resolucdo das alineas A) e B). Para iniciar a resolucao, o
aluno mobilizou registos numéricos, fez tratamentos na folha de calculo e observou as

regularidades, confirmando assim a validade das transformacdes consideradas.

Mobilizou os registos algébricos e efetuou os devidos tratamento conforme os enunciados, ou
seja, realizou os tratamentos dos registos algébricos, tendo em conta a informacao dada em

registos verbais.

Andlise das alineas C1), C2), D1) e D2) na perspetiva de M&M

Para resolver as alineas C1), C2), D1) e D2) o aluno combinou os modelos conforme a situacao
proposta para cada caso. Conseguiu construir e explorar o modelo de sucessao constante e o
modelo de sucessao alternada. Em termos essenciais, apresentou as propriedades destes tipos
de sucessdes. A exploracao da sucessao alternada foi basicamente uma reutilizacao das ideias

produzidas nas alineas A) e B).

Um resumo da andlise da resolucdo das alineas C1), C2), D1) e D2)

Na tabela abaixo estdo indicados os resultados mais importantes da analise feita (Tabela 85).

Tabela 85: Sumula dos resultados extraidos da resolucao das alineas C1, C2, D1 e D2 segundo cada uma
das perspetivas teoricas (Tarefa 5 /Aluno 3)

Na perspetiva de TRRS Na perspetiva de M&M

CO”S’%?Q ando o Obl-’etf’ ’Za ter;rla t’COA 5 Combinou os modelos das alineas A) e B)
concebido ha resotiicao das atineas )eB), conforme a situacdo proposta para cada
mobilizou registos numéricos e fez caso

tratamentos na folha de cdlculo

A regularidade dos resultados dos
tratamentos efetuados na folha de cdlculo
permitiram confirmar a validade das
transformacées consideradas.

A combinacdo dos modelos permitiu o aluno
construir e explorar o modelo de sucessdo
constante e o modelo de sucessdo alternada.

Fez uma reutilizagéo das ideias produzidas
nas alineas A) e B) na exploracdo de modelos
de sucessées alternadas, destacando
propriedades destes tipos de sucessées

Mobilizou registos algébricos e efetuou
tratamentos, tendo em conta a informacdo
dada
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Capitulo 6

Resultados e Conclusoes

Neste capitulo, apresentam-se os mais importantes resultados do presente estudo, alinhados

com as questdes de investigacdo definidas inicialmente e apresentadas no Capitulo 1.

Dando prossecucao a perspetiva metodoldgica da Engenharia Didatica, o primeiro ponto aqui
tratado refere-se a uma analise a posteriori e validacao da sequéncia didatica implementada
em sala de aula, para o ensino e aprendizagem do tépico Sucessdoes Numéricas, no ambito da
disciplina de Analise Matematica num curso de Engenharia do Ambiente. A sequéncia didatica
foi planificada de acordo com os conteudos curriculares a serem tratados no referido topico e
foi centrada em duas opgoes didaticas: a resolucdo de problemas contextualizados, também
designados como atividades propulsoras de modelos (MEAs), e o recurso a folha de calculo na
exploracao e resolucao das questdes propostas. Procura-se, neste ponto, salientar os
beneficios e contribuicdes desta proposta pedagogica para as aprendizagens dos alunos e para

a compreensao de conceitos matematicos basilares no dominio da Analise Matematica.

No segundo ponto, sdo discutidos os resultados mais significativos que emergiram da analise
dos dados acerca das formas como os alunos utilizaram diversos registos de representacoes
semioticas (tendo em conta a perspetiva da TRRS) e de como estes modos de representacao
se podem relacionar com a construcao de modelos conceituais (na perspetiva M&M) aliados a

um processo de modelacdo matematica (sob a forma numérica, grafica ou algébrica).

Na terceira seccdo, é revisitada a importancia do recurso a folha de calculo na realizagdo das
cinco tarefas propostas, procurando descrever e compreender o papel que este recurso
tecnolégico revelou ter na aprendizagem dos conceitos matematicos visados e como se

coadunou com a preocupacao de representacao escrita e de formalizacdo matematica.

Por fim, sao tecidas consideracdes finais, que buscam fazer uma sintese das conclusdes do
estudo, nomeadamente, considerando as virtualidades da opcao didatica implementada por

contraste com abordagens de ensino tradicionais.

6.1 Validacao da Sequéncia Didatica sobre o Tépico Sucessoes

Numéricas

A sequéncia didatica implementada no presente estudo foi concebida com o proposito de

colocar os alunos perante situacoes contextualizadas que envolvessem conceitos matematicos
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fundamentais do tdépico sucessdes numéricas. Assim, os varios problemas ou atividades
geradoras de modelos visaram a construcao de modelos concetuais de sucessao (incluindo o
significado de termo e ordem do termo); modos de definir uma sucessao (por uma relacao de
recorréncia e por uma expressao do termo geral); tipos especiais de sucessoes,
designadamente progressdes aritméticas e geométricas e suas propriedades; subsucessao;

monotonia; e convergéncia (limite real).

Simultaneamente, a sequéncia envolvia a exploracao de diversos modos de representacao de
sucessoes e do respetivo comportamento. Também pretendia que os alunos, ao trabalharem
com atividades geradoras de modelos, desenvolvessem o sentido e a compreensao dos
conceitos matematicos, criando modelos conceptuais enriquecidos e suportados por situacoes
reais ou realistas que contribuissem para uma facil interpretacao dos resultados. A titulo de
exemplo, na tarefa dos cubos de gelo é facil de antever que o nivel de agua no copo aumente
com a quantidade de cubos introduzidos e que esse nivel suba com acréscimos constantes; de
igual modo, é facil entender que o batimento cardiaco possa ser modelado por uma sucessao
alternada.

Tendo em conta os resultados espelhados no capitulo anterior, é agora possivel concluir que a
sequéncia didatica se revelou adequada ao tratamento dos varios conceitos, definicoes e
métodos matematicos relativos ao topico em estudo. Os alunos revelaram, de uma forma
geral, uma clara adesado as tarefas propostas e conseguiram responder de forma correta e

empenhada as diversas questdes propostas.

Tal como foi enfatizado nos capitulos 2 e 4, de acordo com a Teoria das Situacdes Didaticas, o
aluno é considerado um pesquisador “potencial” pois durante a realizacdo da sua atividade
matematica, concebe e experimenta conjeturas, formula hipdteses, formula e constroi
modelos e procura valida-los, obtendo resultados em forma de conceitos e teorias que, de
uma forma geral, deverao ser aceites no seio da turma. Todo este trabalho ocorre sob
supervisao, apoio e incentivo do professor, que tem o dever de providenciar o milieu,
basicamente entendido como um conjunto situacdes favoraveis para que cada aluno aja e

reaja sobre o saber, transformando-o em conhecimento.

0 milieu, termo francés que significa meio, é aqui interpretado como o conjunto de todos os
elementos sobre e com os quais o aluno constantemente interage, ou seja, o combinado de
todos elementos e aspetos que concorrem para tornar a atividade do aluno o mais desafiadora

possivel.

A sequéncia didatica concebida e experimentada no ambito do presente estudo foi elaborada
com base nas contribuicées das perspetivas M&M. Entre outros, os principais desafios que
conformam o milieu em que a sequéncia didatica se desenrolou, prendem-se com a

necessidade de, numa primeira instancia, interpretar cada situacdo sugerida por cada um dos
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cinco problemas e descrevé-la mediante a combinacéo inicial de objetos matematicos. Depois
de uma analise e reanalise de tais combinacoes, o objetivo é sempre melhora-las, de modo a
explicitar ou explicar melhor a situacdo retratada. A realizacao da reanalise aqui referida foi
possivel mediante o recurso as transformacodes (tratamentos e conversdes) de registos de
representacoes semioticas, gestos intelectuais inerentes a atividade matematica e que no
ambito do presente estudo se revelou uma aquisicao fundamental, pois permitiu aos alunos
aplicarem e mobilizarem os seus conhecimentos matematicos durante a resolucao dos
problemas propostos. A resolucao destes problemas, de certa forma, evoluiu para situacoes
absolutamente novas e diferentes, se comparadas com as que os alunos até entao estavam

habituados a viver em sala.

Em linhas gerias, a proficiéncia dos ja referidos gestos intelectuais foi também outro dos
desafios que os alunos tiveram que superar, a par da necessidade de justificar ou explicar os
seus resultados, ideias e procedimentos, de modo a valida-los perante a turma e ou perante
qualquer interlocutor. Nesta conformidade, a demonstracdo de proficiéncia consciente dos
gestos intelectuais caracteriza a originalidade da atividade matematica. O desafio inerente
aos gestos intelectuais (tratamentos e conversdes), como era de se esperar, ocorreu de
diversas formas e em diversos sentidos, desde a construcado de relacées matematicas a partir
da observacdao de padroes numéricos ou da regularidade de resultados, passando pela
elaboracédo e insercao de formulas na folha de calculo e pelo registo destas formulas com
base em simbologia algébrica, universalmente conhecida e aceite, sem descurar o sentido
inverso, que consistiu em implementar relagées algébricas na folha de calculo de modo a

testar a coeréncia matematica das mesmas.

As principais dificuldades sentidas pelos alunos prendem-se com as conversdées que tiveram
lugar ao longo das suas resolucées. Em termos mais precisos, importa sublinhar que os alunos
mostraram algumas dificuldades em reinterpretar as situacées depois que faziam as
conversoes de registos, sobretudo de numéricos para graficos, talvez por ndo se tratar de uma
transformacao a que estavam suficientemente habituados. Este obstaculo foi-se gradualmente
desvanecendo, na medida que os alunos se iam familiarizando com a metodologia de trabalho

sugerida no decurso da sequéncia didatica.

Em alguns casos, como por exemplo na resolucao da alinea A) do problema do jardineiro, os
alunos necessitaram de conceber modelos preliminares e provisorios para depois os combinar
ou reformular e entdo chegar a modelos que, de certa maneira, esclareciam a situacao. Aqui,
os alunos mostraram ter alguma dificuldade mas quando tiveram que proceder de forma
semelhante no ambito da resolucdo das duas primeiras alineas do problema das laranjeiras,
esta dificuldade ja nao se fez sentir e conforme se pode ler no capitulo 5 cada aluno
concebeu um termo geral diferente para representar a sucessao das quantidades totais de

laranjeiras em funcao dos dias, embora estas sejam algebricamente equivalentes.
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Esta evolucao mostra que ocorreu uma aprendizagem, nao no sentido de simples apropriacao
de conceitos matematico mas fundamentalmente no que concerne ao reajuste e reutilizacdo
de modelos em situacoes explicitamente diferentes daquelas em que tais modelos foram
inicialmente concebidos ou aprendidos. Nesta dtica, as variaveis didaticas a considerar nao
estdao relacionadas com as propriedades dos objetos matematicos em si, mas referem-se
sobretudo a variacoes que tém a ver com a estabilidade no que concerne a reutilizacao dos
modelos. Todavia, nao se trata aqui de uma reproducao rigorosa de situacdes anteriores,
dado que tal repeticdo nao € apoiada nem encorajada pelo ponto de vista defendido no

ambito deste estudo.

As reacdes dos alunos e a forma como responderam a sugestao de uso da folha de calculo foi,
em geral, muito positiva. Como era de esperar, a folha de calculo foi tida como uma
ferramenta muito Gtil para os alunos devido a sua capacidade no que tange a enorme e
acessivel possibilidade de processar recursivamente dados numéricos e de efetuar conversoes
para registos numéricos. Nesta conformidade, tal como foi frisado anteriormente, os alunos
recorreram a folha de calculo para conceber, verificar, reverificar ou confirmar e reconfirmar
as suas suposicoes, de modo a certificarem a validade das relagcdes matematicas
conjeturadas. Em diversos momentos, foi notorio um aproveitamento e reaproveitamento da
configuracdo das formulas inseridas na folha de calculo para a concepcao ou elaboracao

analitica dos termos gerais de sucessoes definidas por recorréncia e nao so.

Os alunos revelaram aprendizagens especificas inerentes a varios conceitos matematicos mas
também aprendizagens de carater mais abrangente, como seja, a sua capacidade de
interpretar uma situacao e de a matematizar, mobilizando os seus conhecimentos anteriores
ou prosseguindo para novos conhecimentos. A aquisicdo desta aprendizagem de caracter
holistico € um importante indicio de que houve cumprimento dos pressupostos inerentes as
perspetivas M&M. Tal como foi sublinhado no capitulo 2, a luz destas perspetivas, o aluno
deve realizar atividades que propulsionem a criacao de modelos. Os modelos criados pelos
alunos durante a implementacdo da sequéncia didatica sdo, por um lado, descricdes
representacionais que serviram para evidenciar a compreensao das situacoes que lhes foram
apresentadas e permitiram-lhes desenvolver atividade matematica em situacoes especificas.
Por outro lado, os mesmos modelos revelaram ser compartilhaveis, reutilizaveis em outras
situacdes, evidenciando as formas significativas de generalizacao e transferibilidade dos

mesmos, tal como Lesh & Lehrer (2003) referem.

As atividades propulsoras de modelos revelaram um elevado potencial pela possibilidade de
fazerem apelo a situacoes do dia-a-dia, em certa medida, familiares e acessiveis aos alunos,
dando aos conteldos matematicos uma clara relevancia e aplicabilidade. Este tipo de
atividades permitiu os alunos exprimirem e avaliarem as suas conviccoes sobre a realidade e,
de forma nitida, permitiu valorizar as experiencias prévias dos alunos, consideradas como

ponto de partida e como base para o desenvolvimento da sua consciéncia critica. Assim, pode
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dizer-se que houve uma valorizacdo dos conhecimentos prévios dos alunos e relativos as
experiéncias individuais ou vivéncias de cada um deles que permitiu explorar as
potencialidades destes alunos que, de outra maneira, seriam possivelmente relegadas a
marginalizacdo. Consequentemente, esta abertura de deixar os alunos procederem
basicamente através da expressao das suas experiéncias e dos saberes ligados as suas
vivéncias gerou um sentimento de pertenca a turma e sobretudo deu-lhes nocao da validade

que as suas opinides matematicas podem ter no contexto da sala de aula.

Os modelos criados pelos alunos durante a resolucao dos dois primeiros problemas tém um
cunho relativamente mais empirico e mais informal se comparados com os modelos que os
alunos criaram no ambito da resolucado dos trés ultimos problemas onde conceberam modelos
relativamente mais estaveis e abstratos. Entretanto, de uma forma geral, os modelos
concebidos pelos alunos no ambito do presente estudo tendem a funcionar como objetos de
pensamento e ao mesmo tempo revelaram-se proficuos e aplicaveis na descricao, explicacao
e manipulacao ou mesmo predicao ou controlo de sistemas que ocorrem no mundo, fora do
ambito escolar, tal como se é amplamente referido por Lesh et al. (2003). Tais indicios sao
visiveis se atentarmos na maneira com os modelos foram sucessivamente reajustados e

reutilizados ao longo da sequéncia didatica.

Os relatorios elaborados pelos alunos foram um elemento importante da abordagem didatica,
porque uma das singularidades da engenharia didatica, enquanto metodologia de pesquisa,
prende-se com o facto de recorrer a validacao interna, sem a necessidade de aplicacdo de um
pré-teste ou de um pos-teste. Nesta conformidade, tudo quanto sao registos captados durante
a concretizacao da fase da experimentacao tornam-se bastante valiosos para a compreensao
de todo processo pois fornecem a informacao em que o investigador se apoia para concretizar

e sustentar analise a posteriori e validacdo de todo um trabalho realizado.

No ambito do presente estudo, em particular, os alunos foram previamente orientados a
registarem tudo o que fosse importante registar relativamente aos procedimentos, intencoes
e suposicoes de base que norteiam o0s seus pensamentos. Esta orientacao foi
propositadamente dada, em parte para garantir a observancia do principio da documentacao
do modelo que pressupde que os alunos revelem explicitamente como ocorrem os seus
pensamentos sobre a situacdo. Este facto ou recomendacao exigiu dos alunos a explicitacao
das suas maneiras de pensar, de tal modo que isso facilitou a compreensao dos resultados
matematicos e sobretudo a interpretacdo do processo de resolucao, visto que gerou
automaticamente elementos de documentacao que permitiram constatar e perceber diversos

aspetos da evolucao dos modelos dos alunos.

Tal como foi referido no capitulo 2, Brousseau (2008) advoga que o meio deve ser moldado
com vista a motivar os alunos a agirem e reagirem em funcao das situacoes propostas. Deste

modo, no ambito da Teoria das Situacdes Didaticas defende-se que tera de haver equilibrio
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entre o que se propde e a capacidade do aluno progredir ao longo da atividade, ou seja, a
atividade deve ser desafiadora mas nao deve ser tédo dificil a ponto de o aluno ndo conseguir
avancar. Partindo deste ponto de vista, os cinco problemas utilizados na sequéncia didatica
foram estruturados de modo a garantir este equilibrio sem correr o risco de expurgar o cunho

desafiador das tarefas propostas.

Por ser uma experiencia na sala de aula, obviamente além dos objetivos inerentes as questoes
de investigacdo houve uma preocupacdo com a aquisicdo de aprendizagens especificas
inerentes a conceitos matematicos relacionados ao topico sucessdes numéricas e esta dupla
preocupacao fez com que as atividades propostas na sequéncia didatica abarcassem algumas
perguntas que de certo modo redirecionam as tarefas de modo a evidenciar o sentido
matematico das atividades. Neste sentido, as duas ou trés primeiras alineas de cada seccédo
foram concebidas para serem mais desafiadoras pois “disfarcam” os conceitos matematicos
inerentes e isto é percebido no tipo de procedimento e diversidade de respostas formuladas

pelos alunos ao responder estas alineas.

No capitulo 4, pode ler-se que alguns dos problemas da sequéncia didatica foram estruturados
para introduzir conceitos, ao passo que outros foram estruturados para, de certo modo,
permitir o aprofundamento de conceitos. Neste sentido, os problemas propositadamente
concebidos para introduzir conceitos mostraram-se mais desafiadores, talvez porque nestas

circunstancias o caracter desafiador tende a permanecer em todas alineas.

No capitulo introdutorio do presente trabalho foi apresentado um retrato do ambiente vivido
na ESPtN onde a realidade mostra que os alunos revelam sentir dificuldades na interpretacao
e descricdo matematica de esquemas, graficos, leis, principios e teorias cientificas. Perante
tal situacdo, o presente estudo concentrou-se em analisar como pode ser estruturada uma
sequéncia didatica para o ensino-aprendizagem de Sucessdes Numéricas, através da resolucdo
de problemas (MEAs) com recurso a folha de calculo. Por tudo que foi evidenciado no ambito
do presente estudo, é legitimo assumir que para debelar as dificuldades com que os alunos da

ESPtN se deparam, é necessario uma sequéncia didatica com as carateristicas seguintes:

> Os conceitos devem ser introduzidos no ambito de atividades propulsoras de modelos
com consideravel referéncia a situacoes do dia-a-dia;

» O objetivo central das tarefas deve ser estimular os alunos a desenvolverem formas
Uteis de interpretar dados, a fim de engendrarem caminhos de solucéo;

» O processo de interpretacao deve incluir filtragem e classificacao da informacao,
testes e revisao de resultados possiveis;

> Os alunos devem revelar os seus raciocinios no processo de desenvolvimento de
interpretacdes, através de explicacOes, previsoes e descricoes relacionadas com a

situacao do problema que estiverem a resolver;
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> Os alunos devem recorrer a multiplas representacdes, valendo-se, em particular, das
potencialidades da folha de calculo ou de outras ferramentas tecnologicas adequadas
as circunstancias;

» A preocupacao dos professores nao deve ser simplesmente a aquisicdio de
competéncias especificas mas deve também contemplar a proficiéncia e
conscientizacao dos alunos sobre os gestos intelectuais (conversdes e tratamentos)
inerentes a atividade matematica, de modo a permitir que os alunos sejam capazes
de aplicar os seus conhecimentos na resolucdao de problemas matematicos dentro e
fora do ambito escolar.

> A validacao ou valoracdo da atividade matematica dos alunos deve ser feita, tendo
em atencao as potencialidades da utilizacao, reutilizacdo e generalizacao dos

modelos concebidos.

6.2 Registos de Representacées Semiéticas e Ciclos de

Modelacgao

Na analise de dados empiricos, foi produzida uma interpretacdo dos dados, para as varias
questoes propostas nas tarefas, em que se colocaram em paralelo dois referenciais teoricos: a
Teoria dos Sistemas de Representacées Semidticas e a Teoria de Modelos e Modelacdo. As
duas teorias tém a sua génese e o seu desenvolvimento de formas completamente autonomas
e mesmo independentes; contudo, foi nosso objetivo encontrar pontos de ligacao e de

fortalecimento mutuo entre estas duas perspetivas, no nosso exame dos dados.

Assim, procuramos agora colocar varias ideias em destaque acerca sobre: i) a natureza das
transformagoes de registos de representacdao semidtica que ocorrem durante a criacao de
modelos; ii) os significados que tém as conversdes e tratamentos de representacoes
semioticas feitas pelos alunos; e iii) a ocorréncia de diversos ciclos de desenvolvimento de

modelos construidos pelos alunos.

Comecaremos por nos referir as transformacoes de representacoes semioticas para destacar
algumas conclusdes gerais da observacao e interpretacdao dos dados. Uma dessas ideias
relaciona-se com os modelos preliminares ou iniciais dos alunos que se revelaram
predominantemente associados as situacdes contextualizadas. Por outras palavras, o processo
de representacdo inicia-se tendencialmente com ideias expressas por palavras ou registos
verbais, em que os alunos comecam por dar sentido ao problema e a situacao apresentada.
Muitas vezes, verifica-se também o recurso a esquemas e registos iconicos que mostram uma
simplificacao da situacao ou a sua compreensao inicial e uma organizacao dos dados numa

fase de pré-matematizacao.
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A guisa de exemplo, podemos constatar que na resolucdo do problema da rega das roseiras os
alunos recorreram a esquemas para simplificar a situacao; estes esquemas permitiram, numa
primeira fase, determinar as distancias percorridas em cada ida e depois associaram registos
numéricos que depois de serem tratados permitiram os alunos conceber modelos que
viabilizaram a determinacdo das distancias percorridas nas primeiras viagens. Este episddio é
muito semelhante ao que ocorreu na resolucao do problema da plantacao das laranjeiras onde
apesar de existir uma sugestdao esquematica no enunciado, para responder a primeira alinea
do referido problema, cada aluno recorreu a um calculo auxiliar ou seja decidiu evidenciar os
arranjos numéricos de modo a deduzir a quantidades de laranjeiras plantadas em cada dia a
partir das quantidades existentes em dias consecutivos.

No problema de reproducdo de virus esta tendéncia fez-se também sentir; durante a
obtencao da subsucessao, nos trés casos do estudo, verificamos que os alunos iniciaram por
destacar os termos de ordem equivalente a um mdltiplo de 7 e depois cada aluno buscou a
relacdo entre os termos consecutivos desta nova sucessao e chegou ao termo geral da

sucessao das quantidades de virus que a pessoa infetada teria nas primeiras semanas

Tal como enfatizamos nos exemplos ilustrativos anteriores, posteriormente, os alunos deixam
de ter um procedimento mono-representacional e as representacées semioticas vao-se
diversificando, a medida que o processo de matematizacdo se vai desenrolando. Os alunos
vao integrando representacdes numéricas, com representacoes verbais, com apontamentos e
afirmacdes orais e escritas, com representacdes algébricas e mesmo com demonstracdes de
propriedades. As resolucoes sugeridas pelos alunos para o problema dos cubos de gelo
espelham esta tendéncia, pois nota-se que cada aluno iniciou por sugerir as dimensoes do
copo, e depois, partindo das suas suposicoes determinou a variacdo do nivel de agua; no fim,
cada aluno demostrou a relacao entre os termos consecutivos e mostrou matematicamente
que o nivel da agua no copo depende do nimero de cubos introduzidos. Para explicar
matematicamente a condicdo do transbordo da agua no copo, os alunos recorreram quer a

uma representacao grafica quer a uma representacao “tabular” dos registos numeéricos.

Com a mobilizacdao de registos e realizacao de diversos gestos intelectuais, os modelos
matematicos formais vao sendo construidos e a formalizacdo matematica foi-se consolidando,
sempre com uma forte conexao ao problema em resolucdao. No problema da plantacao de
laranjeiras, tal como aludimos, para a obtencao da sucessao das quantidades totais de
laranjeiras que existiam em funcao dos dias, os alunos comecaram por conceber modelos
iniciais e para ajustar tais modelos, houve a necessidade de recorrer a gestos intelectuais da
atividade matematica, fazendo concretamente tratamentos de registos primeiramente
numeéricos e depois algébricos. Deste modo, cada aluno obteve o seu modelo que lhe permitiu
resolver a situacao e no final da tarefa cada aluno fez a reutilizacdo combinada de dois
modelos para obter o modelo inerente a densidade da populacdo de laranjeiras. Nesta

ocasidao, os alunos mobilizaram registos numéricos e depois algébricos e posteriormente
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retomaram os registos numéricos para depois os converterem em registos graficos de tal
modo que estabeleceram modelos que permitiram a explicacdo da convergéncia da sucessio

das densidades de arvores plantadas.

No que se refere aos multiplos tratamentos e conversdes de registos de representacao
semidtica que se observaram, pode-se concluir que estes foram essenciais para uma adequada
resposta as questdes colocadas e que acompanharam, de forma sistematica, o modo como os
alunos foram refinando, explorando, aplicando e revendo os seus modelos matematicos para
cada uma das situagoes (Harel & Lesh, 2002; Lesh & Lehrer, 2003; Duval, 2009, 2011, 2013).

Observaram-se variadas situacoes em que os alunos se envolveram em tratamentos de registos
numéricos, no decurso das suas resolucoes. Isto é um indicador de que muitas das sucessoes
numéricas formuladas foram extensamente analisadas do ponto de vista numérico. Este facto
€ de grande importancia pois contribui para que os alunos ganhem consciéncia de que varios
dos conceitos abstratos e formais associados ao estudo de sucessdes tém uma estrutura
concreta e tangivel. E essa atividade exploratéria tem influéncia sobre uma maior apreensao
do significado matematico dos objetos e métodos matematicos. Os processos de obtencao de
termos gerais das sucessoes alternadas, utilizados pelos Alunos 2 e 3 durante a resolucao do

problema dos ciclos cardiacos ilustram muito bem este facto.

Contudo, importa realcar que os tratamentos numéricos, ainda que fundamentais e muito
frequentes, ndo impediram diversas conversdes essenciais: do registo numérico para o registo
algébrico; do registo numérico para o registo grafico; do registo grafico para o registo verbal,
etc. As variadas conversdes de registos de representacdo semiotica sdo indicadores de que os
alunos tiveram a possibilidade de mobilizar os seus conhecimentos e recursos disponiveis para
lidar, de forma eficiente, com as solicitacdes e questdes colocadas. Por outras palavras, os
alunos trabalharam intensamente com uma multiplicidade de registos, o que significou o
recurso a diferentes representacées matematicas essenciais para o estudo de sucessbes

numeéricas.

Os dados parecem suportar a conclusao de que essa atividade de integracao de registos de
representacao foi fortemente estimulada tanto pelas situacbes de carater real como pelo
recurso a uma ferramenta tecnologica com carateristicas numéricas e pré-algébricas. Assim,
as varias instancias de conversdao de registos aparecem muitas vezes em paralelo com
situacdes em que os alunos exploram os seus modelos, consolidam os seus modelos, refinam
os seus modelos e aplicam os seus modelos. Os dados mostram que os alunos efetuaram
transformacdes de registos durante a exploracao de modelos e, em particular, mobilizaram
registos verbais para expressar as principais propriedades dos modelos e descreverem as
situacdes de analise da monotonia, em especial. Os alunos recorreram ainda a conversao de
registos numéricos em registos graficos para melhor explorar as questdes inerentes a analise

de monotonia nos problemas 1, 2 e 5 e durante a resolucao dos problemas 3 e 4. Portanto,
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parece ser possivel estabelecer uma relacdo entre a ocorréncia de conversdes e o avanco do
processo de modelacao, de tal modo que estes processos parecem gerar sucessivos ciclos de
modelacao ao longo de cada atividade geradora de modelos: construcao de um modelo,
exploracao de um modelo, revisao/refinamento do modelo, aplicacao do modelo (Harel &
Lesh, 2002; Lesh & Lehrer, 2003).

Além do mais, ha que referir a forma como a construcao de modelos de sucessoes e de outros
objetos matematicos relacionados foi fortemente conduzida pela obtencao e identificacdo de
padroes numéricos, os quais tendencialmente foram construidos a partir da propria
interpretacao inicial da situacao descrita no problema. O Aluno 3 por exemplo, durante a
resolucdo das alineas B1) e B2) da Tarefa 4, recorreu a folha de calculo para efetuar
tratamentos até encontrar um padrao e deste modo consumou a sua exploracao dos dados na
folha de calculo, o que lhe permitiu conceber um primeiro modelo, ao constatar que existe

uma regularidade nos resultados encontrados.

Existem outras evidéncias sobre a constatacdo de regularidades de resultados ou padroes
numéricos como preludio de formacao de modelos e isto é claramente visto quando os alunos
durante a resolucao dos problemas 1, 2 e 3, por exemplo, utilizam como elemento de
estabelecimento de conjeturas os resultados constantes obtidos através de tratamentos de
registos numéricos que representam operages entre termos consecutivos das sucessdes
obtidas nos problemas. Isto ficou evidente nos diversos quadros comparativos que foram
elaborados, em jeito de sumulas, dos resultados extraidos da analise das resolucdes dos

problemas, segundo cada uma das perspetivas teoricas.

Contudo, apesar de todas as tarefas iniciarem com a mobilizacao de registos verbais, durante
a realizacao da atividade matematica os alunos mobilizaram outros registos e fizeram diversas
transformagdes. Em geral, os alunos efetuaram conversdes dos registos verbais em numéricos,
dos numéricos em algébricos e vice-versa e dos numéricos em graficos. Para interpretarem os
registos graficos, apesar de recorrerem a folha de calculo, uma ferramenta
predominantemente utilizada para tratamentos numéricos, os alunos evidenciaram
competéncia para algebrizar os modelos das situacdes pelo que apresentaram modelos validos

expressos analiticamente.

Os dados do estudo levam-nos a concluir que nao houve dificuldade em institucionalizar os
modelos conceptuais desenvolvidos na resolucao das tarefas, uma vez que as respostas
obtidas pelos alunos durante a resolucao dos problemas propostos, estavam de certo modo
bem estruturadas e com uma linguagem matematicamente aceitavel. Isto pode ser
constatado, por exemplo, quando os alunos analisaram a monotonia da sucessao obtida na
resolucao do problema dos cubos de gelo (Problema 3, alineas B1) e B2), mas importa aqui
sublinhar que, tal como as perspetivas M&M sugerem, interpretando Lesh et al (2003) e Lesh

& Doerr (2000), ha muitas formas e nuances com que os sistemas conceptuais significativos
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sao aprendidos, implicando a classificacao e selecao de ideias concorrentes, e ainda rever
ideias que entram em conflito com outras. No presente estudo isto foi aproveitado e

trabalhado mediante a institucionalizacao das conclusées dos alunos.

A analise dos dados permite concluir que os alunos compreenderam os conceitos matematicos
e os modelos que produziram e que foram capazes de utiliza-los ou reutiliza-los em situacoes
realistas. Esta apreciacdo € facilmente justificada dado que em diversas ocasides os alunos
ndo so6 apresentaram os seus resultados mas também descreveram as suposicdes e estratégias
consideradas para a obtencao dos mesmos e isto indica que os alunos sao capazes de

generalizar os referidos modelos e sobretudo transferir as formas de proceder.

6.3 A Folha de Calculo na Construcao e Consolidacdao de Modelos

Matematicos

A terceira questao do presente estudo focava-se na importancia e utilidade do recurso a folha
de calculo na aprendizagem dos conceitos envolvidos no topico de sucessdoes numéricas. Com
base nos dados, é possivel concluir que se tratou de um recurso apropriado e de grande

relevancia para a abordagem aos problemas propostos.

Assim, a folha de calculo tornou possivel varios momentos de experimentacao e de teste de
ideias iniciais. Em muitos casos, as primeiras a¢bes dos alunos foram efetuadas no
computador, geralmente ensaiando a construcdo de sequéncias numéricas relacionadas com
os dados da situacdo descrita. Em particular, foi evidente que os alunos usaram a folha de
calculo para representar os primeiros termos de uma sucessao, quer usando formulas que
envolviam a obtencao de termos por recorréncia, quer chegando a formulas que permitiam a
definicao de uma expressao para o termo geral. Esta versatilidade da ferramenta foi de clara
importancia para a compreensao de que algumas sucessdes, como é o caso das PAs e das PGs,

podem ter diferentes modos de definicao.

Por exemplo, para a determinacdao do termo geral da sucessao das quantidades de virus
existentes, em funcao das semanas, o Aluno 2 encontrou a relacao entre termos consecutivos
dividindo cada termo pelo seu subsequente ao invés de dividir cada termo pelo seu
antecedente como habitualmente é descrito em livros didaticos. Mesmo em casos em que a
ordem das questoes sugeria que fosse primeiro determinado o termo geral da sucessao em
funcao da ordem, os alunos recorreram inicialmente ao calculo de termos por recursao e
depois consideraram os padroes que permitiram o estabelecimento de termo geral. Esse

modelo, por sua vez, os alunos vieram a testar, inserindo formulas na folha de calculo.

Outro aspeto a destacar tem a ver com o facto de a folha de calculo ter sido um instrumento
muito utilizado pelos alunos para a realizacao de diversos tratamentos de registos de

representacao numérica. No entanto, foi ao mesmo tempo, uma importante alavanca para a
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construcao de modelos algébricos, dado que a folha de calculo tem na sua prépria estrutura a
introducao e replicacdo de formulas que tém uma natureza algébrica, na medida em que

relacionam variaveis através de relacoes de co-variacao.

Muitas das conclusdes dos alunos, como se verificou pelos seus relatorios, foram
corroboradas, apoiadas ou verificadas através do trabalho que efetuaram na folha de calculo.
No fundo, a folha de calculo funcionou como um registo semiotico hibrido, tanto numérico
como algébrico, no apoio as conclusdes dos alunos. Em muitos casos, referiram que a sua
resposta podia ser comprovada no Excel, ou que poderiam obter mais termos na folha de

calculo, por exemplo.

Uma outra importante vantagem do uso da folha de calculo foi a de reforcar e tornar facil de
visualizar a relacdo de dependéncia entre as ordens dos termos e os termos de uma sucessao
numérica. Assim, a producao de tabelas com duas ou multiplas colunas foi uma constante na
construcao dos modelos matematicos das situacbes apresentadas. Este pormenor ficou
bastante evidente durante a resolucao do problema do jardineiro quando os alunos tiveram
que sinalizar o 20° termo para depois efetuarem a soma dos termos e 0 mesmo pormenor é
ainda evidente nas resolucdes que os alunos apresentaram para o problema da reproducao de
virus, onde a partir da sucessao inicial que foi obtida na primeira alinea, aproveitaram a
estrutura tabular proporcionada pela folha de calculo e destacaram os termos que lhes

permitiram obter a subsucessao.

A folha de calculo é uma ferramenta tecnologica de grande utilidade, como se verificou no
ambito do presente estudo. Esta feramente viabilizou significativamente o trabalho dos
alunos pois proporcionou diversas representacoes, desde verbais, numéricas e graficas, que
realmente ajudaram os alunos visualizarem de diversas formas os modelos concebidos com
nitido realce para as representacdes graficas que em diversas ocasidoes possibilitaram aos

alunos compreender a monotonia, a convergéncia e divergéncia das sucessoes estudadas.

A grande capacidade de calculo proporcionada por esta ferramenta tecnologica ajudou
grandemente o trabalho dos alunos, pois permitiu-lhes conceberem combinagcdes numéricas
mais ou menos complexas e concretizaram-nas experimentalmente na folha de calculo,
economizando tempo para se concentrarem na interpretacdo e analise dos valores e dos
resultados. Esta capacidade numérica, aliada a sua carateristica pré-algébrica (ou semi-
algébrica), permitiu aos alunos extrapolarem as férmulas inseridas na folha de calculo e
ajusta-las de modo a conseguirem conceber as relacdes algébricas com recurso a linguagem

matematica formal.

Os alunos mostraram um bom dominio no trabalho com a folha de calculo e esta ferramenta
contribuiu para a diversidade das resolucdes e processos considerados por cada aluno, o que

consequentemente mostra que os alunos trabalharam com uma consideravel independéncia e
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espontaneidade na tomada de decisdes durante a realizacao das atividades, aproveitando

claramente as potencialidades da folha de calculo.

6.4 Considerac¢des Finais

Tendo em conta o que foi exposto nas seccoes anteriores, sao agora sintetizadas algumas das

conclusodes principais do presente estudo.

Parece ser evidente nos dados recolhidos que os alunos compreenderam o conceito e a
definicao de sucessao numérica, termo da sucessdo, ordem de um termo, termo geral de uma
sucessao, recursividade; progressao aritmética e geométrica, convergéncia, divergéncia,
existéncia de extremos, monotonia e comportamento notavel dos termos, a partir de uma
certa ordem ou para n-suficientemente grande, respeitando o principio de que alguns
atributos de uma sucessao tém sentido a partir de uma certa ordem. Mas também foram
realizadas aprendizagens de carater mais abrangente, como a interpretacdo das situacoes
propostas, o dominio dos gestos intelectuais inerentes a atividade matematica e a construcao
e refinamento de modelos. E este ganho garante que os alunos sao capazes de generalizar os

modelos criados e de os reutilizar em novas situacoes.

As situacoes problematicas experimentadas no ambito do presente estudos foram concebidas
com um certo grau de realismo, de modo a permitir aos alunos matematizar e
consequentemente construir modelos conceituais robustos. Isto tornou evidente o facto de
que a resolucdao de situacdes problemas desenvolve compreensao conceptual, fluéncia
processual, competéncia estratégica, raciocinio adaptativo e disposicao produtiva e torna o
aluno capaz de formular, representar e resolver problemas matematicos, mobilizando, para o
efeito, pensamento logico, reflexdo, explanacao e justificacdo dos seus resultados e agdes,
desenvolvendo e mostrando assim o sentido utilitario da matematica e a sua eficacia
(Kilpatrick, Swafford & Findell, 2001).

Os resultados do presente estudo sugerem um paralelismo entre os ciclos de modelacao
efetuados pelos alunos e as sucessivas conversdes de registos semioticos e isto reflete a
aprendizagem dos alunos, na otica das duas perspetivas teoéricas. Com efeito, segundo a
Teoria de Registos de Representacdes Semidticas, a aprendizagem dos alunos pressupde o
dominio de tratamentos e conversoes de registos (Duval, 2009, 2011) e nas perspetivas de
Modelos e Modelacao, a aprendizagem e a pratica matematica ocorrem sob a realizacdo de
ciclos de modelacgao, isto é, um processo de desenvolvimento de descricdes representacionais
para compreender e desenvolver atividade matematica especifica em situacoes especificas
(Lesh & Lehrer, 2003).

A folha de calculo subsidiou a concretizacao de tratamentos de registos numéricos, bem como
as conversoes de registos numéricos em registos graficos que depois foram convertidos em

registos verbais, através de interpretacoes, e a caracteristicas pré-algébrica das formulas da
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folha de calculo permitiu aos alunos efetuarem extrapolacoes e ajustes que desembocaram na

concepcao de relacoes algébricas com linguagem matematica formal.

As tarefas realizadas pelos alunos sao simulacoes de situacoes da ‘vida real’ e sao de facto
auténticas MEAs pois contribuiram para uma aprendizagem com compreensao dos conceitos
matematicos, por parte dos alunos que se propuseram a resolver tais desafios. O caracter de
tais tarefas fez com que, durante a realizacdo das mesmas, os alunos encarassem a
Matematica como um meio de interpretacdao e ndo como uma execucao de procedimentos.
Assim sendo, este tipo de tarefas exige que cada aluno faca adaptacoes significativas das suas
proprias interpretacdes da situacdo problematica, o que implica a mobilizacdo de um
pensamento dinamico, por parte do aluno, uma vez que os processos de resolucdo destas
tarefas envolvem ciclos de desenvolvimento iterativo em que os modos de pensar sao

repetidamente expressos, testados e revistos, tal como Lesh e Caylor (2007) referem.

Durante a resolucao das tarefas os alunos também recorreram a representacdes simbdlicas,
essencialmente para evidenciar interpretacoes e, como tal, as representacdes simbolicas,
aliadas a outras representacdes, inclusive as viabilizadas pela folha de calculo, revelam-se
ferramentas de suma importancia para a criacdo de modelos representacionais das situacoes
problematicas que resolveram durante a fase experimental da sequéncia didatica. Os alunos,
quando iniciaram a resolucao dos problemas mostraram, em muitos casos, mais seguranca
com a elaboracao de diagramas antes da mobilizacao e transformac¢des de outros registos.
Isto mostra que os registos iconicos sao um verdadeiro apoio para lancar as bases de formacao
dos modelos. Do mesmo modo, os registos numéricos jogaram um papel essencial no que diz
respeito aos tratamentos que por sua vez permitiram aos alunos testarem e ajustarem os
modelos criados. Os registos de representacoes verbais permitiram aos alunos expressarem os
seus modelos e comunicarem os processos de formagdo desses modelos. Foi também
evidenciado neste estudo que as respostas formuladas com apoio dos graficos se revelaram
mais seguras e, ao mesmo tempo, permitiram aos alunos fazerem algumas inferéncias que

depois comprovaram algebricamente.

Concordando com Duval (2011, 2013), o cerne da formacao de modelos implica nao o simples
dominio de um tipo especifico de registo mas sim a capacidade de mobilizar e aproveitar as
sinergias dos diversos registos. E, por isso, muito significativo que os alunos tenham recorrido
adequada e oportunamente aos tratamentos e conversoes, a fim de empregarem os tipos de
registos de representacdes semidticas mais viaveis para a concecao, teste, ajuste e reajuste

de modelos explicativos ou descritivos.

Para concluir, e tendo em mente os resultados do presente trabalho de investigacao,
julgamos oportuno recomendar a realizacao de estudos posteriores que possam aprofundar a
articulacdo, que nos parece fecunda, entre as duas perspetivas teoricas adotadas,
nomeadamente no ensino de outros topicos da Analise Matematica, como no caso das funcoes

reais de variavel real, séries numéricas e séries de funcoes.
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Anexo 1:
Questionario diagnostico aplicado aos alunos
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QUESTIONARIO DIAGNOSTICO

Universidade da Beira Interior

3° Ciclo em Didatica da Matematica

Pretendo, com este questionario, obter indicacbes Uteis para o professor/investigador de

forma a poder intervir, de forma consciente, no sentido de melhorar os resultados obtidos

pelos alunos. Responda as questdes colocadas de forma tdo completa quanto possivel e

apresentando todos os argumentos que considerar necessarios. Este questionario é anonimo e

sera mantida a confidencialidade.

Objetivo: Obter dados para uma investigacao a respeito do perfil dos alunos da disciplina

A. Matematica, do curso de Administracao de Empresas.

Investigador: Oscar M. Cumbo

Orientadora: Prof.? Dra. Susana G. Carreira

Instituicao: UBI-Covilha/Portugal

1. DADOS PESSOAIS Masculino Feminino
a) Género (marque com um X)
b) Idade (marque com um X)
<18 18-20 |21-23 |24-26 |27-29 |30-32 |33-35 |[36-38 [39-41 |>41
c) Naturalidade
Localidade Municipio Provincia
d) Residéncia habitual
Localidade Municipio Provincia
e) Ocupacoes principais
SO Estuda e | Se trabalha indique o ramo de actividade | Quantas horas
estuda | Trabalha trabalha por semana

2. DADOS ACADEMICOS

a) Tipo de instituicdo de ensino onde frequentou o Ensino Secundario ou Médio

Pdblica Privada Mista

b) Tipo de curso de proveniéncia

Secundario Formacao

(PUNIV) Técnico-Profissional

Formacao

de professores

Outro (qual?)
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c) Em que ano lectivo terminou o ensino médio ou secundario? /
d) Que curso e especialidade fez no ensino médio ou secundario?

e) Se Vocé nao ingressou no Ensino Superior imediatamente apos ter terminado o Ensino
Médio ou Secundario, que actividades exerceu neste intervalo de tempo?

f) Este é o curso que realmente gostaria de fazer no Ensino Superior? Sim Nao

g) Se respondeu nao, que curso realmente gostaria de fazer no Ensino Superior?

h) Por que escolheu esse curso?

i) Por que escolheu a Escola Superior Politécnica do Namibe?

3. SOBRE A MATEMATICA

a) O que dizer sobre a sua relacdo com a matematica?

Gosto muito Gosto | Indiferente | Nao gosto | Detesto

b) Como considera a matematica?

Muito facil | Facil Médio Dificil Muito dificil

c) Como foi seu desempenho em matematica no Ensino Médio ou no Ensino Secundario?

Muito Bom Bom Suficiente Mediocre Mau

d) Como considera o estudo da matematica para a sua formacao profissional?

Muito relevante Relevante Mais ou menos Pouco relevante Irrelevante
relevante

e) Que temas matematicos prefere? (Dé até 3 exemplos)

f) Que temas matematicos considera menos interessantes? (Dé até 3 exemplos)

g) De que tipo de actividade menos gosta na matematica? (Dé até 3 exemplos)
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4- SOBRE A INFORMATICA

a) Vocé ja estudou matematica usando o computador?

Sim Nao

Em caso afirmativo, de que modo? Se puder, especifique o(s) programa(s)

informatico(s) que utilizou.

b) Vocé tem computador em casa?

Sim Nao

Em caso negativo, tem acesso facil a um computador em outro local?

Sim Nao

Onde?

c) Indique a frequéncia com que utiliza cada um dos seguintes programas informaticos.

Programa

Muitas Vezes

Algumas Vezes

Poucas Vezes

Nunca utilizei

Word

Excel

PowerPoint

Access

Paint

Indique as funcionalidades que sabe utilizar nos seguintes programas

Word

Nao sei

Sei pouco

Sei
razoavelmente

Sei
bastante

Escrever e formatar texto

Inserir simbologia matematica

Usar as ferramentas de desenho

Inserir imagens

Construir tabelas

Construir graficos

Excel

Nao sei

Sei pouco

Sei Sei

razoavelmente

bastante

Escrever e formatar texto

Fazer calculos

Construir tabelas

Fazer graficos

Usar formulas

Construir graficos

Obrigado pela sua prestimosa colaboracgéo!

Marco de 2016
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Anexo 2:
Resultados do questionario diagnéstico
aplicado aos alunos
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Resultado do questiondrio diagnostico aplicado aos alunos

Dados Pessoais dos alunos da turma considerados no estudo

a) Distribuicdo dos alunos por género

Masculino Feminino | Total
Composicdo da Turma 16 11 27
b) Distribuigdo dos Alunos por faixa etaria
F:?h,a <18 | 18-20 | 21-23 | 24-26 | 27-29 | 30-32 | 33-35 | 36-38 | 39-41 | >41 | Total

etaria

Alunos| 3 5 7 4 3 2 1 1 1 0 27
c) Distribuicdo dos Alunos por regido de origem

Norte | Sul | Centro | Este | Oeste | Total

5 14 4 2 2| 27

d) Distribuicdo dos Alunos por regido de residéncia habitual

Regiao | Norte | Sul | Centro | Este | Oeste | Total

Alunos 1 24 2 0 0 27
e) Distribuicdo dos alunos por critério de situacdo laboral

Estuda somente |Estuda e Trabalha |Total

Quantidade de alunos 12 15 27
Média semanal de horas de trabalho 7,8
2 Dados Académicos
a) Distribuicdo dos alunos por tipo de escola de proveniéncia

Publica |Privada |Mista |Total

19 3 5 27

b) Tipo de curso de proveniéncia

Secundario | Formacao Técnico- Formacao de Outro | Total

(PUNIV) Profissional professores

16 4 7 0 27
c) Distribuicdo dos alunos por ano de conclusdo do ensino médio
2012 2013 2014 2015 Total
2 6 5 14 27
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d) Distribuigdo dos alunos por curso médio de proveniéncia

C.F. Ciéncias C. Econ. Geograf/ Total
Bioldgica Humanas Juridicas Hist. Biol/Quimica | Ambiente
6 7 3 4 3 4 27

e) Distribuicdo dos alunos segundo o tempo decorrido entre a conclusdo do ensino

médio e o ingresso no curso de licenciatura

3 2 Ingresso
Anos |Anos |1 Ano |imediato Total
2 6 5 14 27

Principais atividades exercidas pelos alunos antes de ingressar no curso de licenciatura

» Comércio informal

» Auxiliar em empresas de prestacdo de servicos
» Vendedor em pequenas lojas ou cantinas

f) Estudantes que realmente gostariam (ou ndo) de fazer o curso de licenciatura em

Engenharia do Ambiente

Sim

Nao

Total

13

14

27

g) Cursos que alguns estudantes realmente gostariam de fazer

VVVVYYVYVY

Biologia (ensino de)
Geografia ( ensino de)

Biologia Marinha

Quimica (Ensino de)

Direito
Gestao

Economia

h) RazGes de escolha do curso de Licenciatura em Engenharia do Ambiente

VVVYVVYY

Vontade de saber como proteger o ecossistema
Necessidade de entender as leis da natureza
Equilibrio entre disciplinas tedricas e as pratica (que envolvem calculos)
Potencial empregabilidade
Por estudar a natureza
Na provincia ndo existe o verdadeiro curso dos sonhos

1) Razdo da escolha da Escola

> Eainstituicio com o curso dos meus sonhos
» Na provincia n3o existe a instituicdo com o verdadeiro curso dos sonhos
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3 Sobre a Matematica
a) Relagdo dos alunos com a Matematica

Gosto muito Gosto Indiferente Nao gosto

Detesto

Total

0 1 18 5

27

b) Consideracéo dos alunos sobre facilidade ou ndo da matematica

Muito facil |Facil [Médio [Dificil |Muito dificil |Total
0 0 10 8 9 27

¢) distribuicdo dos alunos segundo o relato de como foi seu desempenho em

matematica no Ensino Médio ou no Ensino Secundario

Muito Bom |Bom |Suficiente |Mediocre | Mau |Total
0 0 21 6 0 27

d) Distribuicdo dos alunos segundo a relevancia que consideram ter o estudo da

Matematica para a sua formacao profissional

Mais ou menos | Pouco

Muito relevante |Relevante
relevante relevante

Irrelevante

Total

0 3 6

14

27

e) Principais temas matematicos preferidos pelos alunos

» Equacdo do 292 grau

> Sistema de equacdes

» Logaritmos

» Propriedade de poténcias

f) Temas matematicos considerados menos interessantes

» Trigonometria
» Inequacgbes exponenciais
» Progressdo geométrica

g) Tipos de atividade que os alunos menos gostam:

> Simplificagdo de expressdes trigonométricas
> Problemas com logaritmos

4 SOBRE A INFORMATICA
a) Os alunos estudaram ou ndo matematica usando PC.

Sim Nao Total

0 27 27
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b) Distribuicdo de alunos com e sem computador em casa

Tem

Nao tem

Total

11

16

27

c) Frequéncia com que os alunos utilizam programas informaticos

Programa Muitas | Algumas | Poucas NL!n.ca.

Vezes |Vezes |Vezes |utilizei|Total
Word 4 10 13 0 27
Excel 1 4 9 13 27
PowerPoint 0 0 7 20 27
Access 0 0 0 27 27
Paint 0 0 0 27 27

d) O quao os alunos sabem utilizar as principais funcionalidades do MS-Word

Sei Sei
Word Nao sei |Sei pouco |razoavel- bas-

mente tante Total
Escrever e formatar texto 0 10 14 3 27
Inserir simbologia matematica 27 0 0 0 27
Usar as ferramentas de desenho 15 9 3 0 27
Inserir imagens 15 8 4 0 27
Construir tabelas 18 0 8 0 26
Construir graficos 25 1 1 0 27

e) 0 quao os alunos sabem utilizar as principais funcionalidades do MS-Excel

Excel 21;0 Sei pouco ?:;oavelmente E?stante Total
Escrever e formatar texto 0 10 14 3 27
Fazer calculos 3 18 6 0| 27
Construir tabelas 0 17 10 0 27
Fazer graficos 15 12 0 0 27
Usar formulas 20 6 1 0 27
Construir graficos 25 2 0 0| 27
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Anexo 3:
Termo de Consentimento Livre para participacao
em investigacao
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UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE PARA PARTICIPACAO EM INVESTIGACAO

O presente documento é uma DeclaracGo que confirma que o(a) estudante concorda em
participar numa investigacdo que serd realizada no dmbito de uma tese de doutoramento em
Diddtica da Matemdtica, sob orientacdo da Prof* Dra. Susana P. G. Carreira, e serd
posteriormente apresentada na Universidade Beira Interior (UBI).
Por favor, leia com atencdo a seguinte informacdo. Se achar que algo estd incorrecto ou que
ndo estd claro, néo hesite em solicitar mais informacées. Se concorda com a proposta que lhe
foi feita, queira assinar este documento.
Titulo do estudo:
Ensino baseado em resolucdo de problemas com recurso a folha de cdlculo:
Uma proposta diddtica para abordagem ao topico Sucessées Numéricas
Breve Enquadramento:

0 estudo visa obter indicacdes Uteis para o professor/investigador perceber, intervir e propor
metodologias de forma consciente, no sentido de melhorar os resultados obtidos pelos alunos.
Participarao nesta investigacao estudantes do 1° Ano do curso de Engenharia do Ambiente, e
professores que lecionam a disciplina de matematica nos diversos cursos oferecidos pela
escola superior politécnica do Namibe.

Tendo em conta os objectivos da investigacao, o investigador fara gravacao em audio e video
de modo a registar tudo o que cada aluno participante fizer, explicar e registar durante a
resolucao das tarefas que serao propostas. No final de cada aula, cada estudante participante
recebera uma copia dos dados recolhidos a seu respeito.

O(A) estudante tera de responder as questdes de forma tdo completa quanto possivel e
apresentando todos os argumentos que considerar necessarios. Toda a informacao recolhida
no ambito do estudo sera mantida no anonimato e sera de uso exclusivo, pelo que nao serao
registados dados de identificacao dos participantes.

0 tempo previsto para o levantamento de dados é de trés semanas consecutivas

A assinatura do presente documento ndo garante a participacao no estudo, o investigador fara
uma escolha aleatéria de um nimero limitado, de entre os que aceitarem participar no
estudo.

Desde ja o investigador agradece a colaboracao de todos voluntarios

Assinatura teveereessessesaessresaaesaessaensesarenaes

-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-

Eu , Estudante do 1° Ano do Curso de Engenharia
do Ambiente, Declaro ter lido e compreendido este documento, bem como as informacées
verbais que me foram fornecidas pela pessoa que acima assina. Foi-me garantida a
possibilidade de, em qualquer altura, recusar participar neste estudo sem qualquer tipo de
consequéncias. Desta forma, aceito participar neste estudo e permito a utilizacGo dos dados
que de forma voluntdria forneco, confiando em que apenas serdo utilizados para esta
investigacdo e nas garantias de confidencialidade e anonimato que me sdo dadas pelo
investigador

Assinatura legivel:

Data: ___/____ /2016
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Anexo 4:
12 Tarefa (Problema do Jardineiro)
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Escola superior Politécnica do Namibe
Curso de Engenharia Ambiental
Ano lectivo 2016 1° Ano /Diurno
Disciplina Analise Matematica

Ficha de trabalhon®____ /Data__/__ /2016

Nome:

Caro aluno, resolva estas questdes com a devida responsabilidade e clareza pois as suas
respostas servirdo de indicadores para a melhoria do ensino de matematica.

1-PROBLEMA DO JARDINEIRO
Um jardineiro tem que regar roseiras plantadas ao longo de uma vereda retilinea, cada uma
distando 1m da outra. Ele enche seu regador numa fonte situada na mesma vereda, a 15m da
primeira roseira, e a cada viagem rega 3 roseiras. Suponha que comeca e termina na fonte em
cada viagem.
Seccéo |
A) Qual é a distancia percorrida pelo jardineiro em cada uma das sucessivas viagens?
A1) Procure um modelo ou formula que permita determinar a distancia percorrida pelo
jardineiro em cada viagem.
B) Qual é o nimero total de roseiras que o jardineiro conseguira regar a medida que for
realizando as sucessivas viagens?
B1) Procure uma expressao matematica a partir do qual seja possivel obter o numero
total de roseiras que o jardineiro conseguira regar em funcao das sucessivas viagens.
C) Qual é o nome especial para o tipo de conjuntos obtidos nas alineas A) e B)?
D) Que designacao se da a cada elemento destes conjuntos?

Seccao Il

E) Nos conjuntos de valores obtidos nas alineas A) e B), que relacdes observa entre
valores consecutivos?

E1) Sera que através dos modelos obtidos nas alineas A1) e B1) é possivel comprovar a
existéncia das relacdes referidas na alinea anterior? Se sim, demostre. Se nao, justifique.
G) Qual é a distancia total que o jardineiro tera que percorrer até conseguir regar 60
roseiras?

G1) Compare ou obtenha o resultado da alinea anterior analiticamente.

SECCAO IIl

H) Sabendo que a capacidade do regador utilizado pelo jardineiro é de 10l, quantos litros
de agua gastara para conseguir regar 90 roseiras?

H1) Procure um modelo ou formula para determinar a quantidade total de agua que o
jardineiro gastara no final das sucessivas viagens (considerando que a capacidade do
regador é de 10 litros).

0 que ha de caracteristico neste modelo e nos anteriores?
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Anexo 5:
22 Tarefa (Problema de Reproducéao de virus)
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Escola superior Politécnica do Namibe
Curso de Engenharia Ambiental
Ano lectivo 2016 1° Ano /Diurno
Disciplina Analise Matematica

Ficha de trabalho n° /Data__/__ /2016
Nome:

Caro aluno, resolva estas questdoes com a devida responsabilidade e clareza pois as suas
respostas servirdo de indicadores para a melhoria do ensino de matematica.

2-PROBLEMA DE REPRODUGAO DE ViRUS

Reproducao por Biparticdo (ou divisao binaria): Neste tipo de reproducédo ocorre a divisdao do
organismo em dois, com semelhancas entre si. Apesar de se dividirem, estes fragmentos irao
adquirir a mesma constituicao do ser assexuado que sofreu o processo, pois continuam com as

mesmas caracteristicas.

Neste processo poder-se-a dizer que a vida do ser que foi dividido cessou, pois este foi
transformado em dois novos seres com caracteristicas sensivelmente iguais. Tendo isto em
conta, € o progenitor que perde a sua individualidade no processo de Biparticdo, porque o
nucleo é dividido numa primeira fase e s6 posteriormente é que o citoplasma ira dividir-se. E

assim se formam dois individuos.

Uma pessoa foi infetada por um Unico virus, e sabe-se que a espécie de virus se reproduz

diariamente (em cada 24 h) por biparticao.
Seccao |

A) Quantos virus a pessoa infetada tera no seu organismo no 1.°, 2.°, 3.° e nos dias

subsequentes?

A1) Determine uma formula que permita calcular a quantidade de virus que a pessoa

infetada tera em funcao do nimero de dias.

A2) Determine uma expressao matematica que permita calcular o nimero total de virus

que a pessoa infetada tera no organismo em funcdo da quantidade de virus do dia

anterior.
B) Que relacdes nota entre elementos consecutivos da sucessao da alinea A)?

B1) Comprove analiticamente as relacées aludidas na alinea B).

Seccao Il

C) Quantos virus a pessoa infetada tera no seu organismo ao completar a 1.2 semana, 2.2

semana, 3.% semana,...?

C1) Determine uma férmula que permita calcular a quantidade de virus que a pessoa

infetada tera em funcao do nUmero de semanas.

C2) Determine uma expressdao matematica que permita calcular o nimero total de virus

gue a pessoa infetada tera no organismo em funcao da quantidade de virus da semana

anterior.
D) Compare os conjuntos obtidos nas alineas A) e C). Comente a sua resposta.
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Anexo 6:
32 Tarefa (Problema de cubos de gelo no copo)
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Escola superior Politécnica do Namibe
Curso de Engenharia Ambiental
Ano lectivo 2016 1° Ano /Diurno
Disciplina Analise Matematica

Ficha de trabalho n° /Data__/__/2016 Nome:
Caro aluno, resolva estas questoes com a devida responsabilidade e clareza pois as suas
respostas servirdo de indicadores para a melhoria do ensino de matematica.

3- PROBLEMA DE CUBOS DE GELOS NO COPO

Um copo cilindrico contém agua até meio da sua altura. Dentro do copo irdo ser colocados
sucessivamente cubos de gelo de dimensoes aproximadamente iguais (2 x 2 x 2 cm). Como a
densidade do gelo é aproximadamente 0,9, entdo a quantidade de agua que um cubo desloca
ao ser mergulhado no copo sera 0,9 vezes o seu volume. Prova-se ainda que o nivel da agua
no copo nao depende de que o gelo esteja derretido ou nao. (Escolha um valor para o raio da
base e outro para a altura do copo).

A1) Apresente os diversos niveis que agua atingira a medida que vao sendo introduzidos
sucessivos cubos de gelo.

A2) Mostre analiticamente que o nivel de agua no copo depende do nimero de cubos de
gelo que forem introduzidos.

B1) Que relacédo observa entre cada nivel atingido pela agua e o nivel anterior?

B2) Defina essa relacao analiticamente.

C1) Como carateriza esta sucessao relativamente a sua monotonia? Recorrendo a um
grafico, explique como isto pode ser percebido.

C2) Explique analiticamente a sua resposta.

D) Quantos cubos de gelo serdo necessarios para que o copo transborde? Justifique a sua
resposta.
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Anexo 7:
42 Tarefa (Problema de plantacao de laranjeiras)
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Escola superior Politécnica do Namibe

Curso de Engenharia Ambiental
Ano lectivo 2016 1° Ano /Diurno
Disciplina Analise Matematica

Ficha de trabalhon®____ /Data__/_ /2016
Nome:
Caro aluno, resolva estas questdoes com a devida responsabilidade e clareza pois as suas
respostas servirao de indicadores para a melhoria do ensino de matematica.

4- PROBLEMA DAS LARANJEIRAS

Um fazendeiro deseja plantar um pomar de citrinos e para iniciar a plantacao desenhou um
quadrado no chao com 1m de lado e plantou uma laranjeira em cada um dos vértices.
Diariamente plantava uma fila horizontal e uma vertical de tal modo que a forma quadrada da
zona com plantacao de laranjeiras fosse conservada, mantendo a disposicdo das arvores em
quadrado (conforme a figura).

Seccao |

A1) Quantas laranjeiras o fazendeiro plantou em cada um dos primeiros 100 dias?
A2) Explique como obter a resposta analiticamente.
B1) Quantas laranjeiras estarao plantadas na fazenda em cada um dos primeiros 100 dias?
B2) Explique como obter a resposta analiticamente.
C1) Quantos metros quadrados tera a plantacdo em cada um dos primeiros 100 dias?

)

C2) Explique como obter a resposta analiticamente.

Seccao Il

D1) A densidade populacional (quantidade de individuos por metro quadrado) varia de dia
para dia. Mostre este facto considerando os primeiros 100 dias.

D2) Proponha uma expressdao analitica para a densidade populacional em funcdo do
numero de dias.

E) De que valor se aproximam os termos da sucessao obtida na alinea anterior? A que
conclusoes podemos chegar sobre a convergéncia da sucessao?
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Anexo 8:
52 Tarefa (Problema de ciclos cardiacos)
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Escola superior Politécnica do Namibe
Curso de Engenharia Ambiental
Ano lectivo 2016 1° Ano /Diurno
Disciplina Analise Matematica

Ficha de trabalho n° /Data__/__ /2016
Nome:

Caro aluno, resolva estas questdoes com a devida responsabilidade e clareza pois as suas
respostas servirao de indicadores para a melhoria do ensino de matematica.

5-PROBLEMA DE BATIMENTO DO CORACAO

Ciclo cardiaco é um conceito referente aos eventos relacionados com o fluxo e pressao
sanguinea que ocorrem desde o inicio de um batimento cardiaco até ao proximo batimento.
Em resumo, o ciclo cardiaco é dividido em dois momentos: o de relaxamento, chamado
diastole, quando o coracdo se distende ao receber o sangue, e o de contracdo, denominado
sistole, quando ele ejeta o sangue.

Seccao |
Atribua um valor numérico para diastole e outro para sistole.

A) Construa analiticamente a sucessao Un que representa n ciclos cardiacos (diastole e
sistole)

B) Fale sobre a monotonia da sucessao Un e justifique com base numa representacao
grafica ou por meio de uma tabela.

C1) Obtenha as médias de cada 2 termos consecutivos da sucessdao Un e escreva o termo
geral desta nova sucessao Vn.

C2) Caracterize a sucessdao Vn (convergéncia, monotonia, majorante, minorante,

limitacao).

Seccao Il

D1) Determine a diferenca entre cada termo da sucessao Un e o termo correspondente
da sucessao Vn e escreva o termo geral desta nova sucessao Wn.
D2) Caracterize a sucessao Wn (convergéncia, monotonia, majorante, minorante,

limitacao).
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Anexo 9:
Inquérito para Professores
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Universidade da Beira Interior

3° Ciclo em Didatica da Matematica

INQUERITO EXPLORATORIO
Pretendo, com este questionario, obter indicacbes Uteis para caracterizar as praticas

matematicas predominantes na ESPtN. Por favor, responda as questdes colocadas de forma
tdo completa quanto possivel e apresentando todos os argumentos que considerar

necessarios. Este questionario é anénimo e sera mantida a confidencialidade.

Objetivo: Obter dados que sustentam ou contrariam a necessidade de implementacao de uma
inovacao didatica.

Disciplina: Analise Matematica, do curso de Engenharia do Ambiente

Investigador: Oscar M. Cumbo

Orientadora: Prof.? Dra. Susana P. G. Carreira

Instituicdo: UBI-Covilha/Portugal

1. DADOS PESSOAIS

a) Género (marque com um X) Sim |Nao

b) Idade (marque com um X)

<18 18-20 |21-23 |24-26 |27-29 |30-32 |33-35 |[36-38 |39-41 |>41

c) Tempo de experiéncia como docente do ensino superior (marque com um X).

4 5 6
Ano |2 Anos |3 Anos |Anos |Anos |Anos |7 Anos |8 Anos |9 Anos |10 Ano ou +

d) Ha quanto tempo é docente na ESPtN (marque com um X).

2 3 4 5 6 7 8 9

Anos | Anos | Anos | Anos | Anos | Anos | Anos | Anos 10 Anos ou +

1 Ano

2- DADOS PROFISSIONAIS

a) Que disciplina(s) leciona?
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b) Ha quanto tempo é docente responsavel da(s) disciplina(s) (Marque com um X).

1Ano [2Ano |3 Ano |4 Ano

5 Ano

6 Ano

7 Ano

8 Ano

9 Ano

10 Ano ou +

c) Tem formacao inicial de professor de Matematica (Marque com um X)

Sim | Nao

3- ASPETOS METODOLOGICOS

a) Com que frequéncia realiza as seguintes atividades com os alunos (Marque com um X)

O que faz durante as aulas

Nunca

Raramente

As vezes

Quase
sempre

Sempre

Exemplificar

Definir e explicar definicbes

Explicar

Demonstrar

Orientar resolucao de problemas

Orientar resolucado de exercicios

b) Com que frequéncia recorre a resolucdo de problemas, considerando o momento inicial e

final (Marque com um X)

Momento em que recorre
a resolucao de problemas

Nunca

Raramente

As vezes

Quase
sempre

Sempre

No inicio da aula

No fim da aula

C) Indique as principais formas de representar os elementos matematicos e com que

frequéncia (Marque com um X)

Formas de representar os
elementos matematicos

Nunca

Raramente

As vezes

Quase
sempre

Sempre

Algebricamente (A)

Graficamente (G)

Combinadamente (A+G)

Graficamente e depois
algebricamente

Algebricamente e depois
graficamente
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