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Resumo

A magnetohidrodinamica (MHD) é a area cientifica que se dedica ao estudo da interacao de
um fluido condutor em movimento com um ou varios campos magnéticos. Fenomenos desta
natureza sao extremamente comuns no campo da astrofisica, sabendo-se que grande parte dos
efeitos observados na dinamica dos plasmas resulta da interacdo do escoamento com campos
elétricos e/ou magnéticos. Outro campo de aplicacdo da ciéncia da MHD diz respeito a analise
de sistemas de propulsao elétrica, mais concretamente na modelacao de tubeiras magnetoplas-
madinamicas (MPD). Os sistemas MPD utilizam a forca de Lorentz como principal mecanismo de
aceleracao, o que lhes permite obter velocidades de escape extremamente elevadas para uma
pequena massa de gas propelente. Uma forma de analisar este tipo de escoamentos é através
de ferramentas numéricas baseadas nas equagdes que governam o escoamento MHD.

0 trabalho que aqui vai ser exposto pode dividir-se em duas partes. Na primeira é elaborado um
método numérico eficaz para resolver as equacoes de Euler, que apresenta algumas novidades
relativamente aos métodos existentes sendo capaz de calcular escoamentos a nimero de Mach
arbitrario. Este método é baseado no algoritmo PISO e utiliza o esquema AUSM™ — up para o
calculo dos fluxos convectivos. E apresentada uma explicacdo pormenorizada sobre as bases
deste método, onde vai ser demonstrado que é possivel adaptar o esquema AUSM de forma a
este ser integrado num algoritmo baseado na equacao da pressao. Vai também ser acrescentado
e testado no cddigo em uso o esquema de interpolacao de alta resolucao CUBISTA. Para validar
0 codigo proposto sao apresentados resultados para uma tubeira axissimétrica a operar em
varios regimes de niumero de Mach. O caso de teste seguinte compreende um tinel com um
obstaculo de seccéo circular cujo escoamento sera abordado nos trés regimes de esc. subsonico,
transonico e supersonico. Esta primeira parte do trabalho é encerrada com o calculo de um
escoamento supersonico e hipersonico mais complexo, no qual o fluido vai de encontro a um
objeto de geometria circular gerando ondas de choque a montante do obstaculo.

A segunda parte do trabalho compreende a extensdao do método, anteriormente proposto para
analise das equacdes de Euler, agora aplicado ao calculo de escoamento MHD compressivel.
Este novo método é igualmente baseado no algoritmo PISO mas utiliza uma versao modificada
do esquema AUSM, devidamente adaptada para escoamento MHD. O método aqui proposto vai
ser exposto de forma pormenorizada e as varias técnicas de correcdo do campo magnético
sdo aqui apresentadas. No que concerne a sua validacado, sao utilizados varios casos de teste
padrao do tipo uni-dimensional e bidimensional. Inicialmente vao ser abordados dois problemas
de escoamento MHD resistivo em canais de seccao quadrada. Seguidamente a ordem de precisao
do método vai ser analisada através do calculo de ondas de Alfvén num espaco bidimensional.
A precisdao no calculo de descontinuidades vai ser posteriormente analisada com recurso ao
problema de Riemann uni-dimensional e a varios problemas bidimensionais de escoamento MHD
ideal. O método de simulacao MHD aqui desenvolvido vai finalmente ser aplicado na analise
paramétrica dos efeitos da geometria dos elétrodos sobre o desempenho de uma tubeira MPD
de campo induzido.
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Abstract

Magnetohydrodynamic (MHD) is related to the study of the interaction between a moving fluid
with one or more magnetic fields. This kind of flow physics is quite common in the field of
astrophysics, and it is believed that most of the plasma dynamics taking place in the Universe is
related to the interaction between plasma flow and electric or magnetic fields. The analysis of
plasma flow in electric propulsion systems, namely in magnetoplasmadynamic (MPD) thrusters,
is another field of application for the MHD model equations. This kind of aerospace propulsion
device uses the Lorentz force as main acceleration mechanism, which produces high exhaust
velocities for a small mass of propellant.

The work herein presented can be divided in two main components. First, a new method
for solving the Euler equations at arbitrary Mach numbers is proposed. This method is based
on the PISO algorithm and uses the AUSM™ — up scheme for convective flux calculation. A
detailed description of the proposed model will be presented, where it will be demonstrated
that is possible to adapt the AUSM scheme for inclusion in a pressure based method. For
interpolation purposes, the high resolution CUBISTA scheme is also included in the numerical
code. For validation we present results for the axi-symmetric nozzle flow at several Mach
number regimes. The bump flow test case is also addressed and the supersonic flow over a
cylinder is here analyzed.

The second component of the work is related to the extension of the, previously developed, gas
dynamic method for solving the MHD equations. This new method is again based on the PISO
algorithm but uses a modified version of the AUSM scheme, specially devised for solving MHD
flow. The proposed method will be described in detail and several techniques that are normally
used for the correction of the magnetic field are here presented. Regarding validation, several
1D and 2D standard test cases are addressed. We start with two problems of resistive MHD flow
in square duct channels. Afterwards, the Alfvén wave test case is used for the analysis of the
special convergence order of the method. The accuracy of the proposed method for capturing
several MHD discontinuities is analyzed with the 1D Riemann problems and with several 2D
ideal MHD test cases. Finally, the developed model will be used for the parametric study of a
2D self-field MPD nozzle, namely on the effect of electrode geometry on the efficiency.

Keywords
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Capitulo 1

Introducao

A Magnetohidrodinamica (MHD) define-se como sendo o estudo da interacao de um ou varios
campos magnéticos com um fluido com propriedades elétricas condutoras em movimento. O
escoamento em questao pode ser do tipo incompressivel ou compressivel, com propriedades
elétricas ideais ou resistivas. Uma forma de descrever esta interacao é através do sistema de
equacbes MHD, que permitem acoplar o campo magnético, resultante das equacoes de Maxwell,
com o escoamento de um fluido condutor, governado pelas leis de Newton.

Para uma melhor compreensdo da magnetohidrodinamica deve ser criada uma intuicdo natural
em relacao a dois aspetos fisicos fundamentais. O primeiro fenémeno fisico surge quando um
determinado material, com propriedades elétricas, se desloca para o interior de uma regiao
que se encontra sujeita a um campo magnético. A lei de Faraday impoe que o movimento
relativo entre o campo magnético e o material condutor dé origem a uma corrente elétrica
induzida. Essa corrente vai, de acordo com a lei de Ampeére, gerar um segundo campo magnético
induzido que vai ser somado ao campo magnético inicial. O resultado fisico dessa soma é uma
perturbacao nas linhas de campo, que aparentam ser arrastadas pelo condutor a medida que
este se desloca, veja-se a Fig. 1.1a. O segundo aspeto surge quando no condutor em questao
esta a ser imposta uma corrente elétrica. A interacdo entre a corrente e 0 campo magnético vai
dar origem a uma forca de natureza eletromagnética, conhecida como forca de Lorentz (j x B).
Essa forca vai atuar diretamente sobre o condutor e tende a modificar o seu movimento, veja-se
a Fig. 1.1b. Podemos entao afirmar que, em escoamentos desta natureza, o movimento de um
fluido condutor tem um efeito deformador no campo magnético, e este por sua vez vai reagir e
modificar o escoamento. O modelo MHD é uma das aproximacdes que podem ser utilizadas para
descrever a fisica destes fenomenos.

A data exata do “nascimento” da MHD como ciéncia auténoma parece ser alvo de alguma
discordia no seio da comunidade cientifica. Alguns autores afirmam que surgiu com as primeiras
experiéncias de Michael Faraday em 1832, quando este tentou medir a diferenca de potencial
no rio Tamisa que é induzida pelo campo magnético terrestre (Davidson, 2001). Outros afirmam
gue esta nao pode ser considerada uma experiéncia de MHD, uma vez que os efeitos do campo
magnético no movimento do rio foram negligenciados. Outros defendem ainda que o nascimento
da MHD apenas se deu durante a segunda guerra mundial, quando Hannes Alfvén descobriu que
a interacao entre campos magnéticos e os fluidos em movimento provocava um fenémeno fisico
“inesperado”, que hoje é conhecido como onda de Alfvén (Molokov et al., 2007). A descoberta
desta onda deu origem ao teorema que serve de base para a descricao do comportamento de
um escoamento MHD ideal, assunto que sera abordado no capitulo 2.
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Figura 1.1: Representacdo esquematica de dois fendmenos fisicos fundamentais que sao descritos pelas
equacgoes da MHD. a) Um condutor em movimento deforma as linhas de campo magnético a medida que é
introduzido no espaco entre polos. b) Se uma corrente elétrica estiver a fluir no condutor a sua interagao
com as linhas de campo magnético vai gerar uma forca de Lorentz que tende a modificar o movimento do
condutor. Adaptado de Davidson (2001).

1.1 Campos de aplicacdo da magnetohidrodinamica

No dia-a-dia sdo varias as situacdes onde os escoamentos sdo influenciados pela presenca de
campos magnéticos, quer estes sejam criados pelo homem ou de origem natural. Os principios
fisicos baseados na MHD sdo muitas vezes utilizados na indUstria metallrgica de forma a manu-
sear metal liquido ou, como é apresentado nesta tese, em sistemas de propulsao espacial. Por
outro lado sabemos que existe o0 campo magnético terrestre, que é gerado pelo movimento de
rotacdo do nucleo da Terra. Nesta seccdo vamos apresentar alguns dos fendmenos que podem
ser abordados com o recurso a ferramentas computacionais baseadas no sistema de equacoes
MHD.

1.1.1 Analise computacional de fendmenos astrofisicos

Se ignorarmos as mais recentes conjeturas sobre a existéncia de matéria negra no espago in-
terstelar, podemos afirmar que o Universo é essencialmente constituido por plasma. Uma breve
e muito simples definicao de plasma diz-nos que é um gas que sofreu um qualquer processo
de ionizacdo. Esse estado de ionizacdo garante que o plasma é essencialmente composto por
particulas de carga negativa (eletroes) e particulas de carga positiva ou negativa (ides). Se
assumirmos que o estado de ionizacao é total, podemos descartar a presenca de particulas neu-
tras e devemos assumir que o plasma € um excelente condutor de eletricidade. Uma vez que
os campos elétricos e magnéticos existem com alguma abundancia no espaco, somos levados
a crer que muita da dinamica de plasmas que ocorre no dominio da astrofisica se deve a sua
interacdo com esses mesmos campos. A titulo de exemplo considere-se o campo magnético
terrestre e a sua interacado com os ventos solares formando a célebre cintura de Van Allen.

A teoria MHD afirma-se capaz de “estudar a interacdo de campos magnéticos com fluidos condu-
tores”. O que a partida nos leva a crer que é uma excelente abordagem para o estudo da fisica
do escoamento de plasmas. Contudo tal afirmacao nao é inteiramente correta, uma vez que de
um ponto de vista microscopico o plasma nao pode ser considerado como um meio continuo.
Ainda assim, existe um conjunto de hipdteses que garantem a aplicabilidade da aproximacao

2
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MHD na modelacao de dinamica de plasmas. Iremos verificar que a discrepancia entre os com-
primentos de escala macroscopicos e microscopicos permite que a aproximacdo MHD seja valida
em certos regimes e em determinados tipos de aplicacao, este tema vai ser abordado com mais
pormenor no capitulo 2.

Como ¢é facilmente percetivel, devido aos grandes comprimentos de escala envolvidos ou a
elevada distancia a que se encontram, muitos dos fenémenos que ocorrem no dominio da astro-
fisica sdo impossiveis de abordar de forma experimental. Como tal, a Unica forma de estuda-los
€ através da aplicacdo da MHD usando uma analise computacional. Sdo varios os codigos numéri-
cos MHD que foram desenvolvidos para o efeito. Gombosi et al. (2004) introduziram o BATS-R-US
(Block Adaptive Tree Solarwind Roe Upwind Scheme), desenvolvido para a modelacao da inte-
racdo entre os ventos solares e o campo magnético terrestre. Outros modelos computacionais
foram introduzidos para uma analise mais abrangente de escoamentos de plasmas no Universo,
tais como: o estudo da formacao de estrelas; a analise do meio interstelar; ou a analise de
discos de acrecao. A titulo de exemplo podem referir-se outros programas de simulacao compu-
tacional recentemente introduzidos na area da MHD: o codigo Pluto desenvolvido por Mignone
et al. (2007) na universidade de Torino em lItalia; o codigo Athena que é mantido pelo professor
James M. Stone da universidade de Princeton, E.U.A. (Stone et al., 2008).

1.1.2 Modelacao computacional de tubeiras magnetoplasmadinamicas

A modelacao de sistemas de propulsao elétrica, nomeadamente a analise numérica de tubeiras
magnetoplasmadinamicas (MPD), é outra aplicacdo do campo da magnetohidrodinamica. Nos
sistemas classicos de propulsao quimica a fonte de energia esta dependente de um processo
exotérmico de combustdo. Por seu lado, nos sistemas de propulsao elétrica a fonte de energia
€ externa ao fluido de trabalho. Esta caracteristica permite uma reducao significativa do con-
sumo de propelente, o que indica que este tipo de propulsio é bastante atraente para missoes
espaciais de longo curso. Além disso, os sistemas elétricos possuem a particularidade de desen-
volverem velocidades de escape de valor bastante elevado (ex:50 [km/s]). Tais caracteristicas
levam-nos a crer que as tubeiras MPD poderao ser mais versateis do que os tradicionais foguetes
de combustao quimica. No entanto, existem certas aplicacdes onde a propulsdo quimica ainda
€ uma necessidade. Isto porque, apesar das tubeiras MPD conseguirem atingir velocidades de
escape bastante elevadas, fazem-no com uma forca de propulsao de baixo valor. Como tal,
parecem ser a solucdo ideal para viagens espaciais de longo curso, mas nao sao aplicaveis em
missdes terrestres ou do tipo terra-orbita. Sdo varios os parametros que devem ser considera-
dos no projeto de um sistema de propulsao elétrica: a velocidade de escape 6tima; a poténcia
especifica do propulsor; a duracdo da missdo; e o impulso total'. Todos estes parametros devem
ser relacionados de forma adequada. A escolha da velocidade de escape 6tima depende da po-
téncia especifica do propulsor elétrico, da duracdo da missao e do impulso total necessario para
cumprir essa mesma missdo. Quanto maior for a poténcia especifica do propulsor, maior sera o
valor 6timo da velocidade de escape (Chanty, 1992). Nos proximos paragrafos vamos abordar o
principio de funcionamento de dois tipos de tubeiras MPD, nomeadamente as tubeiras de campo
magnético induzido e as tubeiras de campo magnético imposto.

'0 impulso total vem dado pela forca de propulsdo média vezes o tempo de acéo [N - s].
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De uma forma bastante simplificada, uma tubeira MPD pode ser representada por um catodo
central, circundado por um anodo concéntrico de geometria cilindrica. As duas superficies defi-
nem uma camara que vai acomodar uma corrente elétrica de descarga de grande intensidade. O
gas propelente é posteriormente injetado para o seu interior e a sua interacdo com a corrente
de descarga vai levar a processos de ionizacao e aceleracao. Existem dois tipos de tubeiras
MPD, que sdo caracterizadas por possuirem regimes distintos de interacao magnética. Estas
sdo conhecidas como tubeiras de campo magnético imposto e tubeiras de campo magnético
induzido. Nas tubeiras de campo imposto, como o proprio nome indica, é imposto um campo
magnético que deve ser gerado a partir de um enrolamento externo a superficie do anodo. As
suas componentes radiais e axiais vao posteriormente interagir com a corrente de descarga de
forma a estabilizar e acelerar o plasma. Nas tubeiras de campo induzido, um campo magné-
tico com direcao unicamente azimutal é criado por efeito de inducdo, e a sua interacao com
a corrente de descarga vai contribuir para aceleracdo do plasma através da forca de Lorentz
(F=jxB).

O principio de funcionamento das tubeiras MPD de campo induzido é relativamente simples e
encontra-se esquematizado na Fig. 1.2. Neste tipo de sistema podemos assumir que a forca
de Lorentz pode ser unicamente representada por duas componentes. Uma componente de
direcao axial (j,-By), que contribui de forma direta para a aceleracao do plasma, e uma segunda
componente, de direcao radial (—j.By), que tende a comprimir o plasma ao longo da superficie
do catodo (Myers et al., 1991). Por seu lado a elevada temperatura que é desencadeada pelo
aquecimento por efeito de Joule, e posterior expansao através da tubeira, vai resultar numa
componente térmica de aceleracao.

A interacado entre as forcas eletromagnéticas com o escoamento de plasma é bastante mais
complexa no caso das tubeiras MPD de campo imposto, veja-se a Fig. 1.3. Um dos mecanismos
de aceleracao vem dado pela interacao entre o campo imposto e a corrente de descarga que
vai dar origem a uma forca de direcao azimutal que tende a colocar o plasma em rotacao.
Através do principio de conservacdo da energia a componente de rotacdo da energia cinética
pode ser parcialmente convertida em aceleracao axial (Haag et al., 2007). O efeito de Hall € um
segundo mecanismo aceleracdo. Este fendmeno ocorre em situacées extremas de baixo caudal
e sob campos magnéticos intensos, e leva a criacdo de uma nova corrente induzida (corrente de
Hall). A interacao entre a corrente de Hall e a componente axial e radial do campo magnético
imposto pode levar, da mesma forma que nas tubeiras de campo induzido, a criacdo de uma
componente axial (jyB,) e radial (jyB.) da forca de Lorentz. Contudo, a contribuicdo destas
componentes podera ser positiva ou negativa (auxiliar ou contrariar) para o somatoério da forca
de propulsao (Kodys e Choueiri, 2005). As tubeiras de campo imposto também se encontram
sujeitas aos mesmos mecanismos de aceleracao apresentados para o caso das tubeiras de campo
induzido, todavia, dependendo da intensidade da corrente de descarga, a sua contribuicao
efetiva devera ser pouco significativa.

Um dos problemas inerentes a utilizacao destes sistemas propulsores prende-se com a sua baixa
eficiéncia nos regimes de operacédo que sao relevantes para as missoes espaciais. Segundo Kodys
e Choueiri (2005) o nivel de rendimento mais elevado, obtido para uma tubeira MPD, foi de 69%
para um impulso especifico de 5500 segundos e para uma poténcia de 20 kW. No entanto,
sabe-se que o regime o6timo de operacdo deve situar-se entre os 200 kW e 500 kW. Para um
valor mais proximo desta gama de poténcias, o rendimento mais elevado obtido até hoje foi
registado no Instituto de Aviacao de Moscovo por Tikhonov et al. (1997). Estes investigadores
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do(+)

Ano

Figura 1.2: Representacdo esquematica de uma tubeira MPD de campo induzido. As componentes na
direcédo radial (j,) e axial (j.) da corrente de descarga vao interagir com o campo magnético induzido
(By), dando origem as componentes de direcao radial (—;.Bs) e axial (j-By) da forca de Lorentz.

arca de Lorentz)
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Figura 1.3: Representacao esquematica de uma tubeira de campo imposto. Este sistema esta sujeito a
todos os mecanismos de aceleracao presentes nas tubeiras de campo induzido. Contudo, a imposicao de
um campo magnético externo vai dar origem a outros mecanismos que irdo contribuir para estabilizar e
acelerar o plasma.
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conseguiram um rendimento que oscilou entre 45-50%, para um valor de poténcia a exceder os
100 kW, ainda assim inferior ao pretendido. Note-se que estes valores de desempenho foram
obtidos através da utilizacdo de litio vaporizado como propelente. Contudo, sabe-se que devido
a problemas de condensacdo a utilizacdo de litio vaporizado pode danificar a superficie da
nave espacial e os seus instrumentos (LaPointe e Mikellides, 2001). De forma a mitigar este
problema podemos substituir o litio vaporizado por um gas (normalmente argon ou hidrogénio),
todavia os niveis de rendimento sdo nesse caso tipicamente inferiores aos citados. Ainda assim,
tém sido realizados ao longo dos anos varios estudos que comprovam que o rendimento destes
sistemas pode ser aumentado, nao so através de uma escolha apropriada de propelente (Sato
et al., 2011), mas também através de modificacdes na geometria dos elétrodos (LaPointe, 1992;
Funaki et al., 1998) e na aplicacao de campos magnéticos externos (Mikellides et al., 2000). Um
segundo problema, que tem atrasado a implementacao destes sistemas em missées espaciais,
prende-se com a elevada taxa de erosdao do catodo em tubeiras MPD que operam em regime
estacionario. Foi novamente nas tubeiras que utilizam litio vaporizado que se encontrou uma
solucdo para esta problematica e, como ja vimos, sao estas as configuracoes que permitem
atingir um maior nivel de rendimento. Assim sendo, esta tem sido a solucdo que tem despertado
o maior interesse da comunidade cientifica e €, até este momento, uma prioridade no quadro
de desenvolvimento de tubeiras MPD (Sankaran, 2005; Lev e Choueiri, 2011).

1.2 O cbédigo OpenFOAM

0 codigo OpenFOAM (Field Operation And Manipulation) é um pacote de simulacao numérica de
mecanica dos meios continuos. O codigo fonte encontra-se escrito em linguagem C++ e segue
uma linha de programacéo orientada a objetos. E um pacote que segue uma filosofia Open
Source e é mantido e disponibilizado pelo grupo ESI?. A escolha desta ferramenta como pilar de
suporte ao desenvolvimento dos codigos, que vao ser apresentados no capitulo 4, prendeu-se
com o facto de esta ser completamente aberta ao publico e relativamente facil de adquirir. A
facilidade de implementar novos modelos numéricos e ferramentas, foram outras razdes que
estiveram por detras desta escolha.

Nesta seccdo nao é minha intencao analisar este programa em detalhe, aqui apenas se pre-
tende dar ao leitor uma certa nocdo das suas capacidades. Primeiro que tudo, este codigo
utiliza uma discretizacao baseada no método de volumes finitos, no espaco tridimensional, bi-
dimensional ou uni-dimensional. Os varios operadores das equacgdes diferenciais podem ser
tratados de forma explicita, através do método de finite volume calculus (fvc) ou de forma
implicita através do finite volume method?® (fvm). O primeiro dos métodos calcula um campo
através da resolucao das derivadas explicitas, € o segundo método converte a expressao em
coeficientes de matriz através das derivadas implicitas. A ideia proposta € a de olhar para cada
uma das equacdes diferenciais como o somatorio dos varios operadores diferenciais associados,
que podem ser aproximados separadamente através dos diferentes esquemas de discretizacao,
veja-se o capitulo 3.

Zhttp: ://www.openfoam. com

3Esta é designacdo que se encontra no manual do OpenFOAM para a solucdo implicita das equacdes
de governo. Nao se deve confundir com a definicao classica do método de volumes finitos que vai ser
abordada no capitulo 3.
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Considere-se a equacao da conservacao da quantidade de movimento para um fluido viscoso
escrita na sua forma vetorial:
opUu

WJrV-(PUU)—V'(MVU):—Vp? (1.1)

onde V = (9/dz,0/dy,0/dz) é um operador diferencial. Esta equacdo pode ser facilmente
implementada dentro do codigo através de uma linguagem bastante intuitiva,

00001 solve

00002 (

00003 fvm::ddt(rho,U)

00004 + fvm::div(phi,U)

00005 - fvm::laplacian(mu,U)

00006 ==

00007 - fvc::grad(p)

00008 );

Para além da facilidade de programacao, existem outras vantagens que resultam da utilizacao
desta ferramenta, tais como: capacidade de processamento em paralelo; varios algoritmos de
solucao de sistemas de equacdes algébricas; varios esquemas de interpolacao de alta resolucéo;
varias ferramentas de pré- e pds-processamento; e também a possibilidade de utilizar malhas
nao-estruturadas. Estas particularidades, aliadas a muitas outras, fazem desta uma ferramenta
ideal para o desenvolvimento de novos codigos numéricos. Assim, esta parece ser a escolha
mais acertada para desenvolver e testar os algoritmos propostos nesta tese, uma vez que criar
um programa de raiz nao trara nada de novo a comunidade cientifica. Por seu lado, faz todo
o sentido utilizar e modificar um programa ja existente. Desta forma, o investigador pode
debrucar-se sobre a fisica do seu problema, e pode direcionar o seu plano de trabalhos para
objetivos de investigacao mais aprofundados.

1.3 Problema em estudo

Apds uma breve contextualizacdo do trabalho vamos abordar o problema em estudo, onde vao
ser enumeradas as hipéteses ou simplificacées assumidas em relacao ao problema real. Neste
trabalho pretende-se desenvolver um método numérico capaz de modelar o escoamento MHD
compressivel para futura aplicacao na analise de tubeiras MPD. O cddigo devera ser aplicavel
a uma vasta gama de numeros de Mach e devera ser capaz de calcular escoamento viscoso e
adiabatico. Na versao desenvolvida para dinamica dos gases o fluido de trabalho devera ser
um gas ideal. Para a analise de escoamento MHD vai ser incluido um modelo de gas real, que
podera ser ativado ou nao dependendo do regime de escoamento.

As equacdes deverao incluir termos ndo-estacionarios e o método em questdo devera ser capaz
de calcular escoamento nao-estacionario e estacionario com boa precisao. Devera também ser
capaz de calcular o sistema de equacoes MHD na sua forma ideal e resistiva. Na sua forma
resistiva, podera assumir propriedades de transporte constantes ou estas podem ser calculadas
em funcdo da temperatura e densidade de particulas do plasma.

0 modelo MHD ira considerar o plasma como um meio continuo, totalmente ionizado e num
estado de equilibrio térmico entre as espécies. Desta forma, apenas devera ser resolvido um
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sistema de leis de conservacao global, e nao deverao ser calculadas temperaturas distintas
para cada uma das espécies envolvidas. Estas hipoteses vao levar a uma discrepancia entre os
valores calculados e os valores reais das propriedades de transporte, nomeadamente para os
resultados que irao ser obtidos nas tubeiras MPD. Os efeitos de radiacao, de escorregamento
de ides, de Hall e de transporte anomalo também vao ser negligenciados no presente modelo.
Ainda assim, o modelo que aqui vai ser apresentado permite analisar os principais mecanismos
de aceleracao das tubeiras MPD com relativa precisao. Vamos ver no capitulo 6 que, para os
regimes de operacao estudados, o modelo proposto é capaz de estimar a melhor configuracao
geomeétrica dos elétrodos que resulta numa maior forca de propulsao e rendimento.

1.4 Revisao bibliografica sobre métodos para o calculo de escoa-

mento compressivel a numero de Mach arbitrario

No dominio da engenharia aeronautica e aeroespacial surge por vezes a necessidade de resol-
ver escoamentos bastante complexos, que podem englobar uma gama alargada de nimeros de
Mach. Nesse tipo de problemas o regime quase-incompressivel pode coexistir com um escoa-
mento global em regime supersonico, ou até mesmo hipersonico. Desta forma, é extremamente
importante desenvolver algoritmos que sejam capazes de lidar com o sistema de equacodes de
governo (Euler; Navier-Stokes; MHD) para um ndmero de Mach arbitrario. Atualmente existem
dois grupos de algoritmos que foram desenvolvidos para o efeito. Estes dividem-se entre os que
sao baseados na resolucdo de uma equacao para a massa volimica (do tipo DBA?), e os que sao
baseados na resolucao de uma equacao para a pressao ou de uma equacao para a correcao da
pressao (do tipo PBA3).

A utilizacao de algoritmos do tipo DBA é uma pratica bastante comum no calculo de escoamento
compressivel. Por seu lado, os algoritmos do tipo PBA foram inicialmente introduzidos para
a resolucao de escoamento incompressivel. Nos algoritmos DBA, a massa volimica € obtida
através da resolucdo da equacao da continuidade, e a pressao deve ser calculada através de
uma equacao de estado que é funcdo do campo de temperatura e da massa volumica. Nos
métodos PBA, é deduzida uma equacédo para pressao, ou para a sua correcao. Neste caso é a
massa volumica que deve ser corrigida através da respetiva equacado de estado.

Na deducao de um algoritmo para nimero de Mach arbitrario é essencial compreender a rela-
cdo entre a massa volumica e a pressao nos varios regimes de escoamento. Em escoamento a
numero de Mach muito reduzido (quase-incompressivel) existe um limite onde esta relacao é
muito fraca, ou praticamente inexistente. Nesta situacao, a equacao da continuidade encon-
tra-se desacoplada da equacao da quantidade de movimento e ja nao pode ser utilizada para
a obtencao da massa volimica. Contudo, podemos utilizar ambas as equacoes na deducédo de
uma equacao para a pressao, e o algoritmo de solucdo deve garantir a satisfacao da lei de
conservacao de massa. Em escoamento supersdnico as variagdes na pressao afetam significati-
vamente a massa volimica. No caso de escoamento hipersénico podemos mesmo afirmar que,
de forma a satisfazer a continuidade, basta relacionar a pressao com a massa volimica através

“Density based algorithms
SPressure based algorithms
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de uma equacao de estado. Nesta situacao, a equacao da continuidade pode ser vista como
uma equacao para massa volumica.

Como ja foi referido, nos algoritmos DBA o campo de pressao é obtido a partir de uma equacao
de estado, que por sua vez é funcao da massa volumica. No entanto, ja sabemos que para esco-
amentos a niumero de Mach reduzido a relacdo entre a massa volimica e a pressao é bastante
fraca. Desta forma, as variacdes no campo de pressao originam apenas pequenas perturbacoes
na massa volimica que, no limite incompressivel, sdo praticamente inexistentes. Repare-se
que esta situacao vai afetar a precisao temporal do método e vai introduzir um problema de
convergéncia para o estado estacionario. Pode dizer-se que esta € a grande questao que surge
na deducao de algoritmos do tipo DBA para nimero de Mach arbitrario. Uma solucdo para esta
problematica podera ser a inclusdao de técnicas de pré-condicionamento local (Turkel, 1987;
Henriques e Gato, 2004), ou através da introducdo de um certo tipo de difusao numérica que
garanta o acoplamento entre a velocidade e a pressao a baixa velocidade (Edwards e Liou,
1998).

Portanto, no limite incompressivel deve-se ter especial atencdo com o acoplamento entre o
campo de pressao e o campo de velocidade. Esta questao também é valida para os algoritmos
PBA, e neste caso pode ser contornada através da utilizacdo da técnica de malha desfasada
(Oliveira e Issa, 2001), ou através da técnica de interpolacdo do tipo Rhie-Chow (R-C) (Rhie e
Chow, 1983). A técnica de interpolacdo R-C é normalmente utilizada quando se opta por um
arranjo centrado das variaveis dependentes. O que implica que todas as variaveis partilham a
mesma malha e que se encontram colocadas no centro dos volumes de controlo. Este arranjo
centrado das variaveis € bastante Gtil em termos de flexibilidade, uma vez que nos permite
uma facil extensao do método de discretizacdo para aplicacdo em malhas ndo-estruturadas.
No entanto, foi demonstrado por Nerinckx et al. (2006) que a utilizacao da interpolacao R-C
resulta numa reducéo da precisdo no calculo de gradientes de pressao elevados. Em escoamen-
tos supersonicos estes gradientes aparecem sob a forma de ondas de choque e, se nao forem
abordados de uma forma apropriada, levam a ocorréncia de graves instabilidades numéricas
(Xisto et al., 2010). Uma solucdo para este problema podera ser dada por uma reformulacdo
dos fluxos convectivos que seja mais adequada para a resolucdo de escoamento supersonico.
Xisto et al. (2012b) utilizaram o esquema AUSM (Advection Upwind Splitting Method) para o cal-
culo dos fluxos convectivos e de pressao, a serem introduzidos nas equacdes de governo. Desta
forma, obtiveram um algoritmo do tipo “hibrido” que permite compatibilizar a eficiéncia dos
algoritmos PBA, no calculo de escoamentos a nimero de Mach reduzido, com as vantagens da
utilizacdo do método AUSM para escoamentos a nimero de Mach mais elevado. Este algoritmo
vai ser descrito em detalhe na seccédo 4.1 e € aqui referido por uma questao de conveniéncia,
uma vez que a revisao bibliografica, sobre a qual nos vamos debrucar ja de seguida, se encontra
condicionada por este modelo numérico.

Nas duas subseccdes seguintes vai ser apresentado o estado da arte relativo aos dois grupos de
algoritmos ja aqui descritos. Primeiramente vamo-nos focar em algoritmos baseados na equacao
para a pressao e na sua formulacdo para a analise de escoamento altamente compressivel. Na
seccao 1.4.2 vamos apresentar algumas solucdes baseadas em métodos do tipo DBA que foram
adaptadas para a resolucao de escoamento a baixa velocidade, onde vamos dar especial énfase
ao esquema AUSM e as suas variantes.
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1.4.1 Métodos baseados na equacao para a pressao

Uma breve revisao da literatura leva-nos rapidamente a conclusdo que sao inUmeros os méto-
dos numéricos que foram propostos para a resolucao das equacdes de Euler e Navier-Stokes.
Nesta seccdo em particular vamo-nos focar nos métodos do tipo PBA que foram deduzidos para
a analise de escoamento compressivel. Existem varios algoritmos deste tipo mas podemos iden-
tificar dois que claramente se destacam, nomeadamente o SIMPLE (Semi-Implicit Method for
Pressure-Linked Equations) e o PISO (Pressure-lmplicit with Splitting Operators). O SIMPLE
foi inicialmente proposto por Patankar e Spalding (1972) para a modelacao de escoamento in-
compressivel em estado estacionario. O PISO foi introduzido por Issa (1986) para o calculo
de escoamento ndo-estacionario, e para uma formulacao incompressivel, ou compressivel, das
equacoes de Navier-Stokes. Este Gltimo foi ao mesmo tempo validado por Issa et al. (1986) para
estes dois regimes de escoamento.

O SIMPLE foi o primeiro algoritmo do grupo PBA a ser desenvolvido e, ao longo dos mais de
quarenta anos da sua existéncia, foram introduzidas iniUmeras modificacdes com o intuito de
melhorar a sua robustez e taxa de convergéncia. A titulo de exemplo podemos referir: o SIM-
PLER (SIMPLE Revised) de Patankar (1980), mais tarde adaptado para escoamento compressivel
por Karki e Patankar (1989); o SIMPLEC (SIMPLE Consistent) de Van Doormaal e Raithby (1984);
ou o SIMPLEM de Acharya e Moukalled (1989). Para o algoritmo PISO também surgiram algumas
variantes em relacao ao esquema original, como por exemplo a que foi introduzida por Oliveira
e Issa (2001), de forma a calcular escoamentos dominados por convecgdo natural. Devido a
existéncia de uma grande variedade de modificacdes em ambos os métodos, vamos criar duas
categorias; uma para os algoritmos do tipo PISO, e outra categoria para os algoritmos do tipo
SIMPLE. Em Moukalled e Darwish (2000) podemos encontrar as formulacdes de base para varios
algoritmos do tipo SIMPLE e do tipo PISO no contexto da analise de escoamento compressivel. O
principal objetivo desta tese é o de modelar escoamento MHD compressivel, mas a maior parte
destes algoritmos que acabamos de citar foram desenvolvidos para o calculo de escoamento
incompressivel. A primeira vista pode parecer que a sua reformulacdo para escoamento com-
pressivel é direta e trivial, uma vez que apenas devera incluir a variacdo da massa volumica no
sistema de equacoes e garantir o seu acoplamento com a pressao no algoritmo de solucao. No
entanto, devem ter-se em conta algumas das particularidades do regime compressivel, nomea-
damente o tratamento das descontinuidades, que em escoamento compressivel aparecem sob
a forma de ondas de choque.

Uma caracteristica dos escoamentos em regime supersonico ou transénico é a ocorréncia de
ondas de choque, que se caracterizam por uma variacao abrupta das variaveis termodinamicas.
Os esquemas numeéricos de interpolacdo de ordem superior a um (ex: esquema de diferen-
cas centrais) tendem a produzir oscilacdes fisicamente irrealistas em solucdes desta natureza.
Através da introducdo de uma certa quantidade de dissipacdo numérica na regiao de descon-
tinuidade é possivel eliminar ou suavizar tais oscilacoes. Demirdzic et al. (1993) propuseram
uma modificacao ao algoritmo SIMPLE que lhes permitiu resolver as descontinuidades com um
nivel aceitavel de precisdo e estabilidade. A sua abordagem consiste na introducdo de um novo
esquema de diferenciacao que inclui um fator de correcao que varia entre zero (upwind) e um
(diferencas centrais). Desta forma é possivel selecionar a quantidade de dissipacdo numeérica
que é introduzida na solucdo. Contudo, este fator foi escolhido como uma constante global no
dominio de solucao o que nao parece ser de todo a melhor abordagem. Repare-se que esta
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opcao vai estar a introduzir dissipacdo numérica onde ela ndo € necessaria, o que vai resultar
numa reducao efetiva da ordem de precisdao do método. Ainda assim, o algoritmo proposto
por estes autores continua a ser uma referéncia para grande parte das novas implementacdes,
neste caso as desenvolvidas para calculo de escoamento a nimero de Mach arbitrario.

Um passo natural na evolucédo dos algoritmos PBA seria o de utilizar esquemas numéricos base-
ados nas direcoes caracteristicas do sistema de equacdes de Euler. Em algoritmos do tipo DBA
esta abordagem é uma pratica bastante comum e estes métodos sao reconhecidos no que toca
a sua precisao para o calculo das descontinuidades. Contudo, esta abordagem é apenas valida
para escoamentos a niumero de Mach elevado ou moderado, e normalmente requer a utiliza-
cao de técnicas de pré-condicionamento quando aplicada em escoamentos a baixa velocidade.
Ainda assim, a versatilidade da equacao da pressdo no que toca ao calculo de escoamentos a
numero de Mach arbitrario, em juncdo com um método bastante preciso para o tratamento dos
fluxos convectivos, parece-nos ser a partida uma excelente possibilidade a considerar. Batten
et al. (1997) e Issa e Javareshkian (1998) aperceberam-se disso e implementaram nos seus algo-
ritmos PBA um esquema TVD (Total Variation Diminshing Schemes) baseado nas caracteristicas.
O método TVD permite limitar o fluxo de uma determinada variavel num volume de controlo.
Desta forma, a evolucdo espacial dessa variavel fica impossibilitada de produzir um minimo
ou um maximo local nesse mesmo volume de controlo. Este objetivo é garantido através da
introducao de fungdes limitadoras que controlam a quantidade de dissipacdo numérica a ser
introduzida na regiao proxima das zonas de descontinuidade. Na descontinuidade propriamente
dita, de forma a garantir-se uma solucdo monotona, é utilizada uma aproximacédo de primeira
ordem. Uma das formas de melhorar os esquemas TVD é através da modificacao da sua funcao
limitadora. Este melhoramento deve garantir um compromisso entre a estabilidade e a ordem
de precisao do método, para que a funcao limitadora ndo atue cedo de mais e suavize a solucao
em demasia, ou ndo atue tarde de mais e cause problemas de estabilidade e convergéncia. Este
objetivo é atingivel através da escolha apropriada da funcao limitadora, ou através da utiliza-
cdo de um mecanismo que atue como comutador nessa mesma funcdo. Esta Ultima opc¢ao foi a
abordagem seguida por Djavareshkian e Abdollahi (2010), onde os autores utilizaram o método
ACM (Artificial Compression Method) como controlador da quantidade da dissipacao a ser intro-
duzida pela funcao limitadora do esquema TVD. Este método foi implementado no SIMPLE para
0 caso estacionario, e no PISO para o caso nao-estacionario.

A formulacao NVF (Normal Variable Formulation) (Leonard, 1988) permite normalizar as va-
riaveis que sdo utilizadas na construcao da funcao limitadora dos esquemas TVD. Desta forma
é possivel reduzir o nimero de variaveis envolvidas o que é extremamente vantajoso, princi-
palmente quando o dominio de calculo é constituido por uma malha nao-uniforme. Rincon e
Elder (1997) estiveram entre os primeiros a utilizar um esquema do tipo NVF e o critério CBC
(Convection Boundedness Criterion) para o tratamento dos termos convectivos de um algoritmo
do tipo PBA. Este método foi modificado para malhas ndo-uniformes por Darwish e Moukalled
(1994) (NVFS - Normalized Variable and Space Formulation) e foi implementado no algoritmo
SIMPLE por Moukalled e Darwish (2001). Ficou demonstrado por estes autores que a utilizacao
de esquemas de alta resolucao na interpolacao da massa volimica permite melhorar conside-
ravelmente a resolucao e captacao das ondas de choque. Ao mesmo tempo, verificaram que
a utilizacao da formulacao NVF/NVSF na construcao do esquema SMART (Sharp and Monotonic
Algorithm for Realistic Transport) permitiu aumentar a precisao e estabilidade do método de
solucao.
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Um outro esquema baseado nas direcdes das caracteristicas foi introduzido por Liou e Steffen
(1993) e incluido pelos mesmos num algoritmo do tipo DBA. Este esquema, conhecido como
AUSM, tem a particularidade de criar uma distincao entre os fluxos convectivos e o fluxo de
pressao. Note-se que nos algoritmos do tipo PBA essa distincdo também é feita, uma vez
que o gradiente de pressao deve ser removido do vetor de fluxo e aproximado separadamente.
Nerinckx et al. (2006) tiraram proveito desta semelhanca entre métodos e incluiram uma versao
modificada do método AUSM* (Edwards e Liou, 1998) no seu algoritmo SIMPLE. Rapidamente
verificaram que a utilizacao deste método, em substituicao da interpolacao do tipo Rhie-Chow,
aumentava significativamente a precisao do algoritmo na captacao de ondas de choque. Na
seccao 4.1 vai ser demonstrado que a interpolacao Rhie-Chow ndo é uma abordagem apropriada
para o calculo de escoamentos de regime transoénico ou supersonico. Vamos também verificar
que a utilizacdo de uma formulacdao mais evoluida do método AUSM (Liou, 2006), permite-nos
obter excelentes resultados no calculo de uma gama bastante alargada de niUmeros de Mach,
desde o regime subsonico ao regime hipersonico (Xisto et al., 2012b).

Existem situacoes onde a reducdo da ordem de precisdao do método nao é de todo tolerada,
mesmo nas regides de descontinuidade. Podemos afirmar que um desses exemplos é o escoa-
mento a nimero de Mach arbitrario, o que levou Kobayashi e Pereira (1996) a optarem pela
implementacao do esquema ENO (Essentially Non-Oscillatory) de Harten et al. (1986) para o
calculo dos fluxos convectivos. O método ENO, em contraste com os que ja foram aqui apresen-
tados, possui a particularidade de nao necessitar de reduzir a ordem de precisao nas regides
de descontinuidade. Desta forma, garante-se que a ordem de interpolacao é sempre superior
a um e, ao mesmo tempo, nao se permitem interpolacdes através das descontinuidades. Esta
particularidade é especialmente Gtil em problemas onde as descontinuidades interagem com
padrées complexos de escoamento, como € o caso da interacdao de uma onda de choque com
um escoamento turbulento ou com um vértice (Shu, 1998).

Uma abordagem, por vezes considerada como mais natural, para este problema seria a de
encontrar uma formulacao apropriada das equacdes de governo que permitisse o calculo de
escoamento compressivel a nimero de Mach variavel. Houve alguns investigadores que envere-
daram por este caminho e reformularam as equacdes de Euler com base no nimero de Mach,
veja-se por exemplo o trabalho de Bijl e Wesseling (1998) ou de van der Heul et al. (2003). Esta
nova abordagem permite introduzir uma formulacao adimensional das equacdes de governo,
que se reduz a sua forma incompressivel a medida que o nimero de Mach tende para zero. Foi
também sugerida uma forma adimensional da equacdo de estado, a qual garante que a massa
volUmica se torne independente da pressdo a medida que o escoamento se aproxima do regime
incompressivel. Este esquema requer que sejam utilizadas diferentes variaveis para a pressao,
onde o valor efetivo de cada uma seja dependente do regime em que o escoamento se encontra.

Na modelacao de escoamento de plasmas surge por vezes a necessidade de construir um sistema
de equacgdes para cada uma das espécies envolvidas (ides, eletroes e espécies neutras). Tais
sistemas sdo conhecidos como equacées MHD multi-espécie ou multi-fluido. Apesar do algoritmo
de base que vai ser proposto se basear na aproximacdo MHD para um unico fluido, parece-nos
obvio que este deve possuir a capacidade de ser adaptado para regimes bem mais complexos
de escoamento. Darwish et al. (2001) modificaram a formulacao de varios algoritmos do tipo
SIMPLE e PISO de forma a estes conseguirem calcular escoamento multi-fluido onde, dependo
da formulacao adotada, surgiram dois novos conceitos. O primeiro conceito era baseado na
conservacao da massa (MCBA) e o segundo conceito era baseado na designada conservacao
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geométrica (GCBA). Seguindo o modelo MCBA, a equacao da pressao deve ser construida com
base na equacao da conservacao global de massa, que ndo € nada mais do que o somatorio
de todas as n equacdes da continuidade para os n fluidos. Por outro lado, na deducao da
equacao da pressao com a formulacao GCBA, deve ser utilizada uma equacao de conservacao
geométrica, que é dada pelo somatdrio de todas as fracoes de volume. Ambos os algoritmos
foram posteriormente modificados e testados por Moukalled et al. (2003) e mais tarde por
Moukalled e Darwish (2004a,b) para o calculo de escoamento a nUmero de Mach arbitrario.

Uma caracteristica fundamental, que deve ser considerada na deducdo de um método numé-
rico de solucdo, é o tempo de calculo necessario para atingir a convergéncia. Este parametro
€ dependente do método de resolucao das equacdes de governo, assim como da fisica do pro-
blema propriamente dita. Note-se que na solucao de problemas onde o regime nao-estacionario
€ importante, ou mesmo fundamental pois a solucdo estacionaria pode nao existir, a taxa de
convergéncia é bastante limitada pelo passo de tempo global, geralmente de valor muito re-
duzido. O algoritmo PISO, sendo um método de solucdao nao-estacionario, permite-nos obter
solucdes dependentes do tempo com relativa precisdao. Por seu lado, o SIMPLE é uma escolha
adequada quando se pretende acelerar a taxa de convergéncia para solucdes em estado esta-
cionario. Ainda assim, é possivel utilizar o PISO na obtencao de solucdes estacionarias com a
desvantagem de este requerer um passo de tempo muito reduzido em malhas extremamente
refinadas, como é o caso das malhas utilizadas no calculo de escoamento supersonico, ou na
modelacao da camada limite em escoamento turbulento.

De forma a acelerar a obtencao da solucdo com um algoritmo PISO para escoamentos estaciona-
rios e supersonicos, Bressloff (2001) optou pela utilizacado de um método de solucdo multi-bloco.
Este método resolve as equacoes de governo separadamente para cada um dos blocos, que de-
pois partilham a informacao com o bloco vizinho durante todo o processo iterativo. Os varios
blocos podem ser repartidos pelos varios processadores, diminuido assim o tempo de calculo
necessario. Em dinamica dos fluidos computacional esta € uma abordagem bastante comum e
€ vulgarmente conhecida como processamento em paralelo. Para efeitos de validacao Bress-
loff utilizou varios casos de teste que compreendiam escoamento incompressivel estacionario
e nao-estacionario, mas também abordou problemas de escoamento compressivel estacionario.
0 algoritmo proposto por este autor, juntamente com um esquema numérico de alta resolucéo,
permitiu captar as ondas de choque com relativa precisao e nas suas posicoes corretas. No en-
tanto, apenas se mostrou capaz de calcular escoamento compressivel, estacionario e inviscido
em geometrias relativamente simples. Além disso, mostrou-se incapaz de atingir a convergéncia
em casos supersonicos quando estes eram calculados em malhas extremamente refinadas.

Darwish et al. (2004) desenvolveram um estudo comparativo de desempenho dos varios algo-
ritmos no que toca a sua taxa de convergéncia, no qual implementaram a técnica de malha
multipla. Em algoritmos do tipo segregado, para solucdes do tipo estacionario, espera-se que a
técnica de malha multipla aumente consideravelmente a taxa de convergéncia. Ainda assim, de
caso para caso nao se evidenciou qualquer tipo de superioridade de um qualquer algoritmo so-
bre o outro. Verificou-se sim, que os algoritmos PRIME e SIMPLEST foram os que resultaram num
pior desempenho e o SIMPLEC e SIMPLEX foram aqueles que apresentaram o melhor comporta-
mento. Foi também possivel verificar que os algoritmos de base, SIMPLE e PISO, apresentavam
alguma instabilidade numérica em problemas que envolvessem ondas de choque. No entanto,
estes problemas nao deverao estar relacionados com o algoritmo de resolucao em si, mas sim
com o método matematico utilizado no calculo dos fluxos convectivos.
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Existem situacdes onde é a fisica do problema que impode restricdes ao passo de tempo. Nor-
malmente esta questdo pode ser resolvida através de mecanismos que garantam um maior
acoplamento entre as variaveis dependentes. Nerinckx et al. (2005) propuseram um novo tipo
de algoritmo que, em termos de formulacdo, se situa entre o método segregado e o método
acoplado. O método segregado que foi proposto requer que a equacao da pressao seja deduzida
a partir da equacao da continuidade e, como tal, segue as mesmas linhas dos métodos classicos
PBA. Na presenca de escoamento compressivel adiabatico, o método é novamente segregado
mas a equacao da pressao é deduzida a partir da equacédo da energia. Nerinckx e colaboradores
aperceberam-se que a formulacao anterior nao era estavel em escoamentos com transferéncia
de calor, uma vez que os termos difusivos da equacao da energia impunham restricées proibi-
tivas no passo de tempo. Como solucdo, desenvolveram um método semi-acoplado, onde as
equacoes da pressao e temperatura devem ser resolvidas de uma forma acoplada e todos os
termos sdo aproximados de forma implicita. Desta forma, a limitacdo de passo de tempo é
removida e o método de solucao torna-se mais estavel e robusto.

Nerinckx et al. (2007) realizaram mais tarde um estudo comparativo de desempenho onde fo-
ram testadas trés formas distintas de acoplamento entre as variaveis dependentes: o método
totalmente acoplado; o método totalmente segregado; e o método semi-acoplado. Todos os
algoritmos foram desenvolvidos para a resolucdo de escoamentos a nimero de Mach arbitrario
e, como tal, devem garantir uma boa taxa de convergéncia para uma elevada gama de nimeros
de Mach. Como seria de esperar, o0 método totalmente acoplado foi o que demonstrou uma
maior capacidade de convergéncia. Esta particularidade deve-se ao facto de todos os termos
das equacdes de governo serem resolvidos de forma implicita, o que implica que este método
nao possui limitacoes em termos de passo de tempo. No entanto, foi demonstrado que os cus-
tos computacionais associados sao normalmente demasiado elevados, principalmente quando
pretendemos resolver um sistema de equagdes de grande dimensdo. O método mais eficaz para
resolver escoamento inviscido € o método totalmente segregado, onde a equacao da pressao
€ deduzida a partir da equacao da energia. Se estivermos perante um caso com conducao de
calor e se o limite do passo de tempo, que é dado pelos termos difusivos presentes na equacao
da energia, nao for preocupante podemos utilizar novamente o método totalmente segregado.
Mas, a medida que os termos de segunda ordem comecarem a limitar o nosso método de solu-
cao, devemos optar pela resolucao acoplada da equacao da energia e da pressao. Finalmente,
se a restricdo do passo de tempo devido aos termos graviticos for preocupante a Unica opcao
razoavel é usar o método totalmente acoplado.

1.4.2 Métodos baseados na equacao para a massa volimica

No contexto histérico os algoritmos do tipo DBA foram inicialmente introduzidos para a analise
de escoamento transonico. Estes métodos sdo baseados em técnicas de avanco no tempo,
utilizando uma discretizacdo explicita ou implicita das equacdes de governo. Contrariamente
aos métodos PBA, a massa volumica é considerada a variavel principal e deve ser obtida a partir
da equacao da continuidade, e a pressao deve ser calculada a partir da respetiva equacao de
estado. Da mesma forma que os métodos do tipo PBA, também estes foram objeto de estudo de
forma a permitirem calcular escoamento a niUmero de Mach arbitrario. Nesta subseccdo vamos
apresentar uma breve revisdo bibliografica relativa a alguns desses métodos, onde vai ser dada
especial énfase ao esquema AUSM e as suas variantes.
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0 método de compressibilidade artificial (Chorin, 1967) foi uma das primeiras técnicas a ser in-
troduzida de forma a garantir o acoplamento das equagdes em escoamentos a baixa velocidade.
Esta abordagem consiste em adicionar uma derivada temporal a equacédo da continuidade que
se deve anular quando é atingida a solucao de estado estacionario. Ao mesmo tempo, deve ser
incluido um fator de multiplicacdo que permite acelerar a taxa de convergéncia. Desta forma,
€ possivel obter a solucao estacionaria mais rapidamente e, simultaneamente, garante-se que
o0 passo de tempo, neste caso pseudo-acUstico, possui a mesma ordem de grandeza do passo de
tempo convectivo. Chorin (1967) aplicou este método para a resolucdo das equacdes de Euler
na sua forma incompressivel.

A técnica de compressibilidade artificial foi posteriormente adaptada para o calculo de esco-
amento compressivel e inviscido por Turkel (1987). Este autor verificou que o problema do
acoplamento entre as variaveis resultava da disparidade que ocorria entre os valores proprios
do sistema de equagdes. De forma a contornar esta situacao deduziu matrizes de pré-condici-
onamento que deviam ser multiplicadas pelas derivadas temporais. O condicionamento que é
introduzido permite reduzir a velocidade da onda acUstica até esta se aproximar da velocidade
do escoamento. Foram varios os autores que modificaram a técnica de Turkel para o calculo
de escoamentos a nimero de Mach arbitrario. Veja-se por exemplo o trabalho desenvolvido
por van Leer et al. (1991), onde é deduzida uma matriz de pré-condicionamento que iguala a
velocidade de propagacao das diferentes ondas a medida que o nimero de Mach tende para
zero. Ou ainda o trabalho desenvolvido por Darmofal e Schmid (1996), onde se verificou que,
de forma a garantir a estabilidade do esquema numérico em regides de estagnacao, os vetores
proprios também devem ser alterados. O pré-condicionamento no contexto do desenvolvimento
de algoritmos para o calculo de escoamento viscoso foi introduzido por Choi e Merkle (1993). As
técnicas de pré-condicionamento modificam o comportamento temporal das equacdes e, como
tal, destroem a precisao temporal do método. Merkle e Athavale (1987) contornaram esta pro-
blematica através da introducdo de uma técnica de duplo passo de tempo. O método por eles
sugerido volta a introduzir o passo de tempo real no sistema de equacées mas mantém o passo
de tempo pseudo-acustico. O passo de tempo artificial vai apenas servir para realizar o nUmero
de iteracdes necessarias para que o regime pseudo-estacionario seja atingido e se possa avancar
no tempo real.

1.4.2.1 O método AUSM (Advection Upwind Splitting Method)

0 método AUSM de Liou e Steffen (1993) reconhece que os fluxos podem dividir-se em duas par-
tes fisicamente distintas, uma composta pelos termos convectivos e uma outra parte composta
pelos termos de pressao. Com esta abordagem podemos tirar partido do facto de ambos os
termos serem governados por velocidades distintas, nomeadamente os termos convectivos sao
governados pela velocidade do escoamento e os termos de pressao sao governados pela veloci-
dade da onda acustica. Assim € possivel criar uma funcao polinomial distinta para cada um dos
termos, onde ambas as funcoes devem ser baseadas na velocidade caracteristica M £ 1 (onde
M é o nimero de Mach). Este esquema, apesar da sua simplicidade, demonstrou ser bastante
eficiente no calculo de ondas de choque para uma gama alargada de casos de teste.

A aplicabilidade de um método de resolucao numérica é medida de acordo com a sua capaci-
dade em abordar uma grande variedade de problemas. Liou (1996) verificou que o método AUSM
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de base falhava em algumas situacdes cruciais, foram entao desenvolvidas diferentes variantes
do esquema original. Uma dessas novas variantes foi o esquema AUSM* de Liou (1996), que
€ baseado em funcdes polinomiais que se consideram melhoradas, uma vez que estas permi-
tem preservar a positividade das propriedades termodinamicas em situagdes criticas, como é
o caso do escoamento numa regiao em estado proximo do vacuo. Uma outra reformulacao foi
desenvolvida por Wada e Liou (1997) através da introducao do método AUSMDV. Este esquema
pode ser visto como uma versao melhorada do esquema AUSM, uma vez que reduz as oscilagdes
numeéricas nas regides a jusante das descontinuidades. Ainda assim, sofre de instabilidades
numéricas devido ao fenomeno de carbuncle, o que implica a necessidade de introduzir algum
tipo de difusdao numérica adicional.

Kim et al. (1998) aperceberam-se que os esquemas AUSMt e AUSMDV poderiam ser comple-
mentares, uma vez que o primeiro elimina o fenomeno de carbuncle e o segundo remove as
oscilacoes numéricas da solucdo. Com base nessa complementaridade deduziram duas novas
funcoes baseadas na pressao que devem ser adicionadas ao esquema AUSMT. A finalidade des-
tas funcdes €, em determinadas regides do escoamento, a de equilibrar as contribuicdes das
velocidades caracteristicas a esquerda e a direita das faces. Uma das funcdes (referida como
f) deve atuar na remocao das oscilacoes junto da parede, enquanto que a outra (referida como
w) deve remover as oscilacdes que ocorrem na presenca de ondas de choque de grande in-
tensidade. Este esquema, devido a introducdo destas duas novas funcdes, € conhecido como
AUSMPW. Trés anos mais tarde, Kim et al. (2001a) aperceberam-se que a funcdo de peso f
introduzia custos computacionais desnecessarios. Assim, reformularam-na de forma a esta ser
mais eficiente e precisa no calculo de descontinuidades multi-dimensionais, dando origem ao
esquema AUSMPW™. Kim e Kim (2005) verificaram que os esquemas anteriores também introdu-
ziam dissipacao numérica em zonas suaves do escoamento. Como tal, introduziram o esquema
M-AUSMPWT que, através de uma reformulacao das variaveis convectivas, remove a dissipacao
numérica onde esta nao é necessaria, e reverte para o esquema AUSMPW™ de base nas regides
de descontinuidade.

Como em muitos dos métodos numéricos desenvolvidos para o calculo de escoamento compres-
sivel, também aqui se verificou a necessidade de aumentar a precisao e robustez do AUSM para
o calculo de escoamento a baixo nimero de Mach. Edwards e Liou (1998) adicionaram um termo
difusivo de pressao na definicao do fluxo massico. Este termo difusivo, da mesma forma que a
técnica de interpolacdo de Rhie-Chow, pretende resolver o problema de acoplamento entre a
velocidade e a pressdao quando o nimero de Mach tende para zero. Assim, apenas deve ser in-
troduzido de forma a atuar nas regides onde o niUmero de Mach é inferior a um, e a quantidade
de dissipacdao numeérica a ser introduzida deve ser funcao desse mesmo nimero de Mach.

Um fator fundamental na modificacdo do esquema AUSM para Mach arbitrario foi a introducao
do conceito de velocidade do som numérica® (Liou e Edwards, 1999). O conceito, como o
proprio nome indica, tem a particularidade de apenas ser relevante em termos numéricos.
Desta forma, uma das suas vantagens prende-se com o facto de ser facilmente adaptavel para
escoamentos com numero de Mach arbitrario, nomeadamente através da sua multiplicacao por
um fator de pré-condicionamento que varie com a velocidade do escoamento. Utilizando este
fator podemos pré-condicionar os nimeros de Mach e a velocidade do som numérica, o que nos
permite controlar a dissipacdo numérica que deve ser introduzida na solucdo. Este esquema

®Esta também é conhecida como velocidade do som comum, uma vez que o seu valor é comum aos dois
lados da face do volume de controlo

16



Analise numérica do escoamento da dinamica de gases e MHD

ficou conhecido como o AUSM* — a, devido ao papel importante que a velocidade do som
numérica nele desempenha.

Mais recentemente Liou (2006) reconheceu que o pré-condicionamento dos nimeros de Mach,
e da velocidade do som, nao era um fator indispensavel para o calculo de escoamento a baixa
velocidade. Foram entao sugeridas alternativas que se baseavam apenas na adicao de termos
dissipativos nas definicdes do fluxo massico e de pressdo. A utilizacao destes termos é contro-
lada por uma funcao baseada no nimero de Mach, o que garante um nivel de precisao adequado
para Mach arbitrario. Esta abordagem permitiu obter um esquema mais simples e mais robusto,
que ficou conhecido como AUSM™ — up, devido as contribuicdes dos termos dissipativos de velo-
cidade e de pressao.

1.5 Revisao bibliografica sobre métodos de calculo de escoamento

MHD compressivel

Nesta seccdao vamos debrucar-nos sobre alguns dos métodos que foram desenvolvidos para a re-
solucao do sistema de equacées MHD compressivel. Como vamos ver mais a frente, no capitulo
2, uma das particularidades do escoamento MHD ideal é que este pode desenvolver um conjunto
de descontinuidades de enorme complexidade. Uma analise precisa destas caracteristicas do
escoamento requer a utilizacdo de esquemas numéricos de alta resolucdo. Normalmente estes
esquemas sdo baseados nas direcdes caracteristicas das equacdes de governo. Para a resolu-
cado do sistema de equacdes de Euler ou Navier-Stokes estes esquemas ja se encontram bem
estabelecidos, pelo que a maior parte dos modelos numéricos utilizados para o calculo de pro-
blemas MHD sao baseados nesses mesmos esquemas. Contudo, devido a duas questoes cruciais,
a extensao de tais métodos para a resolucao do sistema de equacoes MHD esta associada a um
ligeiro atraso. A primeira dessas duas razdes esta relacionada com a complexidade da estrutura
matematica do sistema de equacdes MHD. De facto as equacdes MHD possuem familias de ondas
nao convencionais e admitem uma grande variedade de descontinuidades, veja-se a subseccao
2.4.5. A segunda razao deve-se ao facto de nenhum dos métodos desenvolvidos para dinamica
dos gases possuir uma forma de garantir a ndo-divergéncia do campo magnético nessas regioes
de descontinuidade.

A condicdo solenoidal V - B = 0 encontra-se estipulada nas equacoes de Maxwell através da lei
de Gauss do magnetismo. Em termos numéricos, esta lei afirma que para um qualquer volume
de controlo, o fluxo magnético net que atravessa a sua fronteira é zero, ou seja, o fluxo que
entra € o mesmo que sai. Por outras palavras, os campos magnéticos ndo possuem termos fonte
ou sumidouros. Esta questao deveria ser garantida pela lei de Faraday. Isto €, se inicialmente
se impode V - B = 0 entao a divergéncia da lei de Faraday para o eletromagnetismo,

0B

S5 TV XE=0, (1.2)

garante que 9V-B/s: = 0. O que analiticamente nos diz que a condicédo solenoidal é mantida
durante todo o tempo de calculo. No entanto, esta € uma condicéo inicial e de fronteira e,
embora analiticamente esta condicdo seja garantida pela lei de Faraday, nas equacdes discreti-
zadas isso ja nao se verifica. Brackbill e Barnes (1980) analisaram esta violacado, afirmando que
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pode criar uma forca anémala e paralela as linhas de campo magnético, que vai por sua vez
originar perdas na conservacao da energia e quantidade de movimento.

1.5.1 Métodos para a resolucao do sistema de equacoes MHD compressivel

Alguns dos primeiros esquemas numéricos que foram desenvolvidos para o calculo de escoa-
mento MHD compressivel utilizavam a técnica de viscosidade artificial, veja-se por exemplo o
trabalho de Stone e Norman (1992). No entanto, Falle (2002) verificou que esta abordagem nao
€ conservativa nem possui a mesma ordem de precisao que é conseguida com os métodos base-
ados nas caracteristicas. Assim, é de esperar que a sua utilizacao para o calculo de escoamento
MHD tenha sido bastante limitada. Os métodos que comecaram a ser introduzidos numa fase
posterior eram bastante mais complexos, uma vez que necessitavam de explorar em detalhe a
estrutura das equacoes MHD (Zachary et al., 1994; Ryu e Jones, 1995; Ryu et al., 1995).

Os métodos baseados nas velocidades caracteristicas sao de longe os esquemas mais precisos
para o calculo de descontinuidades. De facto, as descontinuidades estao diretamente rela-
cionadas com a informacado que é fornecida pelos valores préprios do sistema de equacoes
hiperbdlico. Parece-nos entdo correto afirmar que um modelo que introduza toda essa informa-
¢ao na deducao do seu esquema numérico seja bastante preciso na analise de cada uma das
ondas MHD. Todavia a formulacao destes métodos ¢ bastante complexa e, de forma a aumentar
a sua robustez, estes necessitam normalmente da introducdo de um certo nivel de dissipacao
artificial.

A incorporacao da informacao das velocidades caracteristicas na deducao dos esquemas numé-
ricos de resolucao das equacdes MHD comecou com o trabalho de Zachary et al. (1994), através
da introducao de um esquema de Riemann linear. O modelo proposto era baseado no método de
Godunov, e foi desenvolvido para lidar com as varias degenerescéncias que sao caracteristicas
do sistema de equacoes multidimensional. No mesmo ano Dai e Woodward (1994) apresentaram
um esquema de Riemann nao-linear que utilizava relacdes de Rankine-Hugoniot na deducao de
solucdes descontinuas que sao desencadeadas pelas varias familias de ondas MHD. Um ano mais
tarde, Ryu et al. (1995) apresentaram um método para o calculo de escoamento MHD ideal que
era baseado no esquema TVD de Harten (1983). Foi também utilizada uma versao modificada
do método de Roe para a contabilizacdo dos sete valores proprios resultantes do sistema de
equacdes MHD hiperbolico. Este esquema era mais preciso do que o proposto por Dai e Wo-
odward (1994) uma vez que, para além de possuir a capacidade de calcular ondas de choque
de forma exata, possuia os mecanismos necessarios para a resolucao de rarefacoes rapidas e
lentas. Muitos dos casos de teste ainda hoje utilizados para efeitos de validacao de codigos
MHD uni-dimensionais, e multi-dimensionais, encontram-se descritos em Ryu e Jones (1995).

Existem outros métodos que nao necessitam de explorar em detalhe todas as caracteristicas
matematicas do sistema MHD. Normalmente esses esquemas baseiam a sua formulacdo na ve-
locidade maxima de propagacdo da informacdo que, no caso MHD ideal, é dada pela onda
magneto-acustica rapida. Esta abordagem é mais dissipativa do que aquela que é baseada nas
direcdes caracteristicas, no entanto o que perde em termos precisdo ganha em robustez. Um
desses métodos é o TVD de Lax-Friedrichs (TVDLF) que foi adaptado por Toth e Odstrcil (1996) e
comparado com o esquema FCT (Flux Corrected Transport) para o calculo de escoamento MHD
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ideal. O esquema TVDLF mostrou-se mais dissipativo na captacao de descontinuidades, con-
tudo, apresentou melhores resultados em termos de oscilacées numéricas, o que lhe garante
um maior nivel de robustez. Uma solucdo engenhosa seria a de compatibilizar as propriedades
dos esquemas FCT e TVDLF num novo método, que garantisse a estabilidade do TVDLF e ao
mesmo tempo o elevado grau de precisao do esquema FCT. Uma abordagem semelhante foi
introduzida por Balsara (1998), que compatibilizou as propriedades de um esquema TVD base-
ado no problema de Riemann, com a técnica de viscosidade artificial. Esta juncao mostrou-se
benéfica em determinadas situacdes, em particular onde a introducdo de um certo nivel de
dissipacdao numérica no esquema TVD melhorava a sua taxa de convergéncia. Como por exem-
plo na captacao de ondas de choque magneto-sonicas rapidas, particularmente quando estas se
deslocam com uma velocidade muito reduzida no dominio computacional.

No trabalho de revisdao de Murawski e Tanaka (1997) podemos encontrar alguns dos métodos
numéricos desenvolvidos para a resolucdo de sistemas de equacdes hiperbolicas, como é o caso
do sistema MHD ideal ou do sistema de equacées de Euler. Neste artigo de revisao foram apon-
tadas as deficiéncias e as vantagens que advém da utilizacdo de cada um dos métodos. Foram
também destacados os problemas mais comuns que podem ser encontrados no desenvolvimento
de um codigo numérico para o calculo de escoamentos MHD. Um desses problemas, ja aqui
referido, € a importancia de garantir que a lei de Gauss para o magnetismo seja razoavelmente
satisfeita (V - B = 0), este problema vai ser novamente abordado na subseccado 1.5.2. Outra
problematica refere-se ao facto de o sistema de equacdées MHD néo ser puramente hiperbolico,
podendo levar a ocorréncia de singularidades nos vetores proprios. Em Mignone e Bodo (2008)
podemos encontrar uma revisao sobre os esquemas de alta resolucao mais recentes, do tipo dos
gue vamos abordar nos proximos paragrafos.

Uma das caracteristicas mais interessantes do esquema HLL (Harten-Lax-vanLeer) (Harten et al.,
1983) é a sua estabilidade, uma vez que garante a positividade das propriedades termodinami-
cas. Ainda assim, mais uma vez essa estabilidade é conseguida através de um sacrificio do nivel
de precisao. Janhunen (2000) verificou que essa precisao podia ser novamente restabelecida
se 0 esquema HLL fosse utilizado em juncdao com um método do tipo Roe. Este novo esquema
alternava entre o HLL, que era utilizado nas regides mais problematicas, e o esquema de Roe
que deveria ser aplicado no restante dominio de solucdo. Houve outros autores que se aper-
ceberam que o esquema HLL é bastante estavel e robusto mas também bastante dissipativo,
particularmente no calculo de descontinuidades de contacto. Esta caracteristica esta associada
ao facto de este esquema nao possuir nenhum mecanismo que reconheca este tipo de descon-
tinuidade. De forma a resolver essa questao, Toro et al. (1994) desenvolveram o método HLLC
(onde “C” se refere descontinuidade de Contacto). O mecanismo que esta por detras deste
novo esquema assume que as variaveis de Riemann, respeitantes a velocidade e a pressao, pos-
suem o mesmo valor a esquerda e a direita da face. Esta hipotese é fisicamente valida para uma
descontinuidade de contacto e, como tal, é bem mais precisa do que aquela que foi sugerida
no método HLL original. Linde (2002) também propds uma forma corrigida do método HLL, que
incluia a utilizacao da informacdo dessa mesma descontinuidade de contacto e aplicou o seu
novo método a resolucao das equacdes de Euler e MHD ideal.

Li (2005) verificou que o método HLLC de base, quando aplicado na resolucdo das equacoes
MHD, violava as leis de conservacao e produzia solugdes fisicamente irrealistas. Para resolver
esta problematica utilizou, na deducédo das expressdes para o calculo das componentes trans-
versais do campo magnético, a condicao de consisténcia que foi previamente sugerida por Toro
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et al. (1994). Esta nova abordagem revelou ser mais precisa do que aquela que foi sugerida
por Linde (2002). Miyoshi e Kusano (2005) verificaram que as variantes anteriores do esquema
HLL, apesar de serem satisfatorias em termos de estabilidade e robustez, ainda ndo o eram em
termos de precisdo. Isto porque, apesar de conseguirem resolver um nimero consideravel de
descontinuidades, falhavam na captacao de descontinuidades rotacionais uma vez que apenas
contabilizavam dois estados intermédios do Riemann fan. Pelo que, no entender de Miyoshi e
Kusano, deviam ser adicionados mais dois estados intermédios. A variante proposta como re-
sultado da sua analise foi denominada HLLD (onde “D” se refere a Descontinuidade) e mostrou
ser mais robusta e precisa do que as anteriores para a generalidade dos casos abordados. Este
método reverte para o esquema HLLC classico (equacdes de Euler) no caso de campos magnéti-
cos nulos. Dois anos mais tarde este método foi adaptado para escoamento MHD isotérmico por
Mignone (2007).

Para além do método que vai ser proposto nesta tese na seccao 4.2 (Xisto et al., 2012a, 2013),
0 Unico método do tipo PBA que se conhece para a resolucao das equacées MHD foi sugerido por
van der Heul et al. (2002). Este ultimo é baseado numa formulacdo adimensional das equagoes
de governo que é funcao do nimero de Mach, e que permite o calculo de escoamentos a niUmero
de Mach arbitrario. Pode-se considerar que este método numérico resulta de uma extensao de
um método que foi proposto pelos mesmos autores (van der Heul et al., 2003) para as equacoes
de Euler. No entanto, o modelo MHD apenas foi testado para um nimero muito limitado de
problemas, e requer um grau de complexidade mais elevado no que toca a sua validacao.

O esquema AUSM também foi adaptado para o calculo de escoamento MHD por Han et al.
(2009), neste caso através de uma reformulacdo do esquema AUSMPW™ (Kim et al., 2001b) e
M-AUSMPWT (Kim e Kim, 2005). Foi demonstrado por estes autores que a utilizacdo do esquema
de base falhava no calculo de descontinuidades MHD. Contudo, aperceberam-se que a inclusao
da pressao magnética na reformulacdo das funcoes de peso permitia uma reducao significativa
das instabilidades numéricas. Da mesma forma que o esquema HLL e suas variantes, este
método nao necessita de conhecer toda a estrutura das equacées MHD e, como tal, o grau de
complexidade associado a sua implementacao nao é muito elevado. Ao mesmo tempo, como é
caracteristico de todos os esquemas AUSM, demonstrou ser bastante robusto e preciso no calculo
de descontinuidades. Um método bastante similar ao AUSM é o E-CUSP (Energy-Convective
Upwind and Split Pressure), uma vez que também este utiliza funcdes de interpolacao baseadas
no nimero de Mach para o calculo dos fluxos convectivos e de pressao. Este esquema foi
modificado para MHD em juncao com o esquema de interpolacdo WENO por Shen et al. (2012).
A grande diferenca entre ambos os esquemas esta relacionada com o facto do método AUSM
utilizar a entalpia total na construcao dos fluxos, e o método E-CUSP utilizar a energia total.

Ja vimos que na modelacdo numérica de escoamento MHD sao varios os problemas que lhe
estao associados. Um destes prende-se com a positividade das propriedades termodinamicas.
Uma escolha adequada do método numérico de resolucdo é uma das possiveis solucdes a esta
problematica. Contudo, existe outra situacao onde este problema é independente da escolha do
esquema matematico para o tratamento do vetor de fluxo. Vamos ver mais a frente que o campo
de temperatura pode ser calculado através uma equacao de estado, que consiste em subtrair
as componentes da energia cinética e magnética da energia total. Em determinadas situacoes
estas componentes podem possuir um valor numérico muito elevado quando comparado com a
energia interna. Esta situacdo é bastante frequente em plasmas de 5’ muito reduzido, e pode

70 parametro 3 = 2p/B? relaciona as forcas de pressdo com as forcas magnéticas.
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levar a erros de discretizacdo que irdo ter como consequéncia o surgimento de temperaturas
ou pressoes absolutas negativas. Tanaka (1994) encontrou uma forma muito pratica de abordar
esta questdo, que consiste em dividir o campo magnético numa parte analitica (By) e numa
parte numérica (B;), sendo que somadas resultam no campo total B = B; + By. A parte
analitica deve ser mantida constante, uma vez que garante V - By = 0 e o sistema de equacoes
deve ser apenas resolvido para B;. Um exemplo de calculo usando este método é a modelacao
da interacao entre os ventos solares e a magneto-esfera terrestre. Nesta situacao devemos
considerar o campo bipolar terrestre, de maior intensidade, como sendo estatico e constante
(Bg), e devemos apenas utilizar o sistema de equacgOes para resolver a perturbacao (B;) a que
esse campo esta sujeito. Balsara e Spicer (1999a) também abordaram esta questao através da
resolucao de uma equacao modificada para a entropia, em substituicao da resolucao da equacao
para a energia total. Esta nova equacao so seria resolvida em substituicdo da energia total nas
regioes onde a componente da pressao € muito reduzida, e onde ndao ocorressem ondas de
choque magneto-sonicas. Nas restantes zonas do dominio seria resolvido o sistema de equacoes
MHD na sua forma conservativa.

1.5.2 A condicao de nao divergéncia do campo magnético,V - B = 0

A lei de Gauss para o campo magnético é considerada uma lei fundamental do eletromagne-
tismo, como tal deve ser garantida nos métodos usados para resolver as equacdes MHD. Foram
desenvolvidas varias técnicas para lidar com esta questao, sendo que cada uma delas acarreta
um conjunto de vantagens e desvantagens. Uma excelente revisdo sobre alguns dos métodos
que vamos apresentar ja de seguida foi publicada por Toth (2000). Para ja podemos afirmar
que se classificarmos cada um dos métodos, em termos de facilidade de implementacao, apare-
cem dois que claramente se destacam: o método introduzido por Powell (Powell (1994), Powell
et al. (1999)) e o método sugerido por Dedner et al. (2002). O método da projecao de Brackbill
e Barnes (1980) também é relativamente facil de implementar, mas requer a resolucao de uma
equacao de Poisson, o que acarreta os seus custos computacionais. Os métodos ja aqui referidos
tém a particularidade de se basearem num arranjo centrado das variaveis. Por outro lado, o
método introduzido por Evans e Hawley (1988) necessita da utilizacdo de malhas desfasadas,
0 que vai aumentar o nivel de complexidade no que toca a sua implementacao e vai dificultar
a sua extensao para malhas nao-estruturadas. Nesta seccao vao ser apresentados alguns dos
métodos mais utilizados para lidar com o problema V - B = 0 e as modificagdes a que foram
sujeitos ao longo dos anos.

0 método da projecao foi proposto por Brackbill e Barnes (1980) e consiste na aplicacao de
um passo de correcdo do campo magnético, apos resolucdo do sistema de equacdes (sem corre-
cao). A correcao € garantida através da resolucao de uma equacgéo de Poisson, que é deduzida
de forma a eliminar ou reduzir significativamente os monopolos magnéticos. Devido a sua sim-
plicidade e eficiéncia, pode dizer-se que esta técnica nunca foi sujeita a qualquer alteracao.
Ainda assim, este método requer a solucdo de uma equacao eliptica em cada passo de proje-
cao, tornando-se dispendioso a nivel computacional. Todavia, a sua implementacdo em codigos
MHD multi-dimensionais tem sido uma pratica bastante frequente ao longo dos anos (Ramshaw
(1983), Ryu et al. (1995), Sterck et al. (1998), Balsara (1998), Kim et al. (1999)). Um outro
tipo de abordagem, conhecida como projecao do tipo MAC (Marker-And-Cell) foi reformulada
para MHD por Crockett et al. (2005). A projecédo do tipo MAC também requer a solugao de uma
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equacao de Poisson, no entanto, esta equacao deve ser aplicada na correcdo do fluxo magné-
tico presente nas faces dos volumes de controlo. Foi também demonstrado por Crockett et al.
(2005) que pode ser benéfico utilizar as varias técnicas de correcdo do campo magnético em
simultaneo. Claro que tal abordagem acarreta os seus custos computacionais, porém, podemos
tentar compatibilizar os beneficios que advém da utilizacdo de cada um dos esquemas de forma
a aumentar a robustez e precisdo do modelo de resolucao numérica. Segundo Ledvina et al.
(2008) a utilizacao do método da projecao garante inimeras vantagens, tais como: precisao
na reducao dos erros; facilidade de implementacao, devido a existéncia de uma vasta gama
de codigos numéricos capazes de resolver equacdes elipticas. Outras vantagens sao a possivel
extensdo deste método para malhas nao-estruturadas e a sua robustez numérica. No entanto,
repare-se que a equacgao de Poisson nao € conservativa nas regioes de descontinuidades e, como
tal, podera ser problematica quando é necessario resolver ondas de choque. Porém, Toth (2000)
demonstrou que uma implementacao correta deste esquema permite obter transicoes corretas
através das superficies de descontinuidade.

O método introduzido por Evans e Hawley (1988), denominado Constrained Transport (trans-
porte restringido, CT), é de todos o mais dificil de implementar. Este método aproxima a
equacao da inducao aplicando a técnica de malha desfasada (ou deslocada) ao campo vetorial
magnético e elétrico. Esta formulacao é mais facilmente entendida, se a considerarmos como
uma integracao da lei de Faraday numa dada superficie S, com uma fronteira dada pela curva
08, utilizando o teorema de Stokes. Desta forma, o fluxo magnético através do volume de con-
trolo é dado pelo integral de linha do campo elétrico situado a volta desse volume de controlo.
A principal ideia da malha desfasada é a de colocar as componentes de B nas faces dos volumes
de controlo, e o campo elétrico nos seus vértices. Desta forma, se atualizarmos as componen-
tes do campo magnético através do campo elétrico, a divergéncia V - B situada no centro do
volume de controlo ndo se altera a medida que o calculo avanca no tempo. Ainda assim, a
condicao de V - B = 0 deve ser garantida como condicao inicial do problema e devem ser apli-
cadas condicoes de fronteira compativeis com esta restricao. Dai e Woodward (1998b), Balsara
e Spicer (1999b) e também Ryu et al. (1998) introduziram trés formas ligeiramente modifica-
das do método original. Na formulacéo sugerida por Dai e Woodward o campo elétrico situado
nos cantos do volume de controlo é obtido através da interpolacao do campo de velocidade e
do campo magnético. Ryu et al. (1998) propuseram uma modificacao ligeiramente diferente,
pois verificaram que era mais vantajoso utilizar os fluxos resultantes do esquema TVD do que
interpolar diretamente a velocidade e o campo magnético. Balsara e Spicer (1999b) também
utilizaram essa mesma estratégia e estabeleceram uma dualidade entre o campo elétrico e os
fluxos obtidos através do esquema de Godunov.

Ja aqui foi referido que a utilizacdo da técnica de malha desfasada pode ser problematica, prin-
cipalmente em geometrias complexas que requerem a utilizacao de malhas nao-estruturadas.
Toth (2000) demonstrou que é possivel reformular as varias versdes do método CT no contexto
do método de volumes finitos com um arranjo centrado das variaveis, o que levou a criacao de
dois novos algoritmos consideravelmente mais simples do que os esquemas de base sugeridos
por Dai e Woodward (1998a), Balsara e Spicer (1999b) e Ryu et al. (1998). Esta nova formulacao
permitiu a incorporacao desta técnica nos mais recentes esquemas de alta resolucao (Gardiner
e Stone (2005), Touma e Arminjon (2006), Gardiner e Stone (2008)). Todas as formulacodes até
agora apresentadas eram baseadas em malhas estruturas e curvilineas e, a primeira vista, pode
parecer que a extensao deste método para malhas nao-estruturadas é proibitiva. Sterck (2001)
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verificou que isso ndo é de todo verdade e formulou o método CT no contexto de malhas nao-
-estruturadas de geometria triangular. As vantagens da utilizacdo do esquema CT incluem: o
facto de este ser estritamente conservativo; e a de que este mantém a restricado V-B = 0 a
um nivel de precisao dado pela aritmética finita da maquina.

De todos os métodos que foram desenvolvidos para lidar com a nao-divergéncia do campo
magnético, o modelo de oito ondas (ou termos fonte) de Powell (Powell, 1994; Powell et al.,
1999) é de longe o mais simples de implementar. Esta formulacdo apenas requer que os termos
fonte, proporcionais a V - B, sejam mantidos durante a deducao das equacées MHD. De um
ponto de vista analitico estes termos sao nulos, uma vez que a lei de Gauss para o0 magnetismo
assim o estabelece. No entanto, no sistema de equacdes discretizadas isso ja nao acontece.
Com esta nova formulacao Powell implementou um modelo de Riemann de oito ondas, com a
oitava onda associada a propagacdo de V - B, que permite utilizar a velocidade do escoamento
de forma a convectar os erros para fora do dominio de solucdo. Para muitos problemas esta
formulacao funciona, os erros associados a divergéncia do campo magnético sdao pequenos e a
conservacao das quantidades envolvidas € satisfatoria. As vantagens da utilizacdo deste método
prendem-se com o facto de este ser pouco exigente a um nivel computacional, e de ser de
facil implementacdao num qualquer cédigo MHD. Todavia, os termos fonte nao-conservativos
tendem a resultar em valores de descontinuidade incorretos. Esta questao foi abordada por
Toth (2000) que verificou que estes erros nao diminuem com uma maior resolucao da malha,
embora a solucao pareca convergir normalmente. Janhunen (2000) verificou que o modelo de
oito ondas de Powell pode gerar pressdes negativas, especialmente no calculo de plasmas com
um parametro adimensional 3 inferior a um. Este autor verificou que os termos fonte presentes
nas equacdes da quantidade de movimento e energia eram responsaveis por esta situacao. O
que levou a sugestao que o termo proporcional a V - B apenas deve ser mantido na equacao da
inducao.

0 dltimo método sobre o qual nos vamos debrucar foi proposto por Dedner et al. (2002), e de
todos os esquemas aqui referidos é o mais recente. Este método, denominado Hyperbolic Diver-
gence Cleaning, garante que a condicao solenoidal do campo magnético € satisfeita através de
uma ligeira modificacao do sistema de equacdes MHD e, dependendo do operador diferencial
escolhido, permite aplicar trés tipos distintos de correcao: a correcdo do tipo eliptico; do tipo
parabolico; e do tipo hiperbdlico. A correcado do tipo eliptico é em tudo idéntica a técnica da
projecao, sugerida por Brackbill e Barnes (1980). No caso especifico da correcdo parabdlica, é
adicionado a equacao da inducdo um termo dissipativo de segunda ordem que tende a amor-
tecer localmente os erros provenientes de V - B. Na correcao hiperbdlica é adicionada uma
nova equacao do tipo hiperbolico ao sistema de equacdes, que tem como finalidade convectar
os erros numéricos para a fronteira do dominio. A velocidade de conveccao dos erros é do
tipo artificial e deve apenas ser limitada pela condicao de estabilidade. Finalmente, Dedner
et al. (2002) sugeriram um outro método que se apresenta como uma juncao entre a correcao
parabolica e hiperbolica. Com esta abordagem os erros sao amortecidos localmente, e sao
simultaneamente convectados para fora do dominio de solucdo. Quando comparado com o es-
quema de oito ondas de Powell, este esquema apresenta inimeras vantagens. Uma delas é o
facto de o sistema de equacoes proposto por Dedner et al. (2002) ser totalmente conservativo,
0 que garante transicdes corretas nas regides de descontinuidade. A outra vantagem esta rela-
cionada com a particularidade dos erros relativos a B serem convectados com uma velocidade
ficticia, que é independente da velocidade do escoamento. Desta forma nao permite que estes
se acumulem em regides de estagnacao ou re-circulacao.
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1.6 Revisao sobre modelacao de tubeiras magnetoplasmadinami-

cas

Ja aqui foi referido, na seccdo 1.1.2, que um dos campos de aplicacdo em engenharia do
modelo MHD é na analise de tubeiras magnetoplasmadinamicas, sejam estas de campo imposto
ou de campo induzido. Na seccao introdutoria ja foram analisadas as principais diferencas que
caracterizam estes dois regimes de funcionamento. Aqui, pretende-se apresentar um estado
da arte referente ao conjunto de métodos numéricos que tém sido desenvolvidos para a sua
modelacdo. Uma excelente revisao sobre algumas das ferramentas numéricas desenvolvidas
até a década de 90 pode ser encontrada em Myers et al. (1991).

Hoje em dia o desenvolvimento destes sistemas encontra-se restringido a alguns grupos e cen-
tros de investigacao. De todos, o instituto para os sistemas espaciais da universidade de Estu-
garda (IRS - Institut fiir Raumfahrtsysteme) é o que mais tem contribuido para a modelacao
numérica de tubeiras MPD. Este grupo possui mais de vinte anos de experiéncia no desenvolvi-
mento de ferramentas numéricas que permitem analisar os varios fenomenos fisicos que podem
ocorrer nestes sistemas. Nos primeiros anos o trabalho desenvolvido pelo IRS restringiu-se a mo-
delacdo de tubeiras de campo induzido em geometrias cilindricas (Sleziona et al., 1988, 1993,
1992) e geometrias divergentes (Boie et al., 1995). Nestes estudos foram introduzidos varios
modelos de fendmenos de transporte e de ionizacdo. Foi também desenvolvido, por intermé-
dio de Boie et al. (1997), um método de malha adaptativa que permite captar com precisao
os fortes gradientes de temperatura que ocorrem nas espécies mais pesadas. Em Heiermann
et al. (1999) implementaram um esquema de alta resolucao, o WENO, de forma a aumentar a
precisdao no calculo de ondas de choque. Mais recentemente, os modelos desenvolvidos para a
modelacao de tubeiras de campo induzido foram adaptados para o estudo de tubeiras de campo
imposto (Haag et al., 2005, 2007).

O laboratorio de propulsao elétrica e dinamica de plasmas da universidade de Princeton é um
dos mais antigos do mundo. Este foi fundado em 1961 e é, ainda hoje, um dos centros de
investigacao mais ativos e prestigiados no que toca ao desenvolvimento de sistemas de propul-
sdo espacial elétrica. O trabalho experimental desenvolvido neste laboratorio é reconhecido
desde o ano da sua fundacao. Contudo, o primeiro trabalho numérico que se conhece remonta
ao inicio da década de 90. Este foi desenvolvido por Caldo et al. (1991) numa tentativa de
estudar numericamente os efeitos de transporte anémalo, previamente analisados por Choueiri
(1991) e publicados alguns anos mais tarde (Choueiri, 1999). Para o efeito, Caldo et al. (1991)
utilizaram um modelo de dois fluidos que assumia um estado de ionizacdo em nao-equilibrio,
assim como condutividades térmicas distintas entre as espécies. Os resultados obtidos por estes
autores demonstraram que o transporte anomalo é responsavel por um aumento significativo da
temperatura dos ides. Um dos trabalhos mais recentes foi desenvolvido por Sankaran, Jardin e
Choueiri (Sankaran, 2001; Sankaran et al., 2002, 2005; Sankaran, 2005). O cddigo por eles pro-
posto inclui grande parte dos fendmenos de transporte deduzidos até a data, assim como uma
equacao de estado para gases reais. A implementacao destes modelos num método de volumes
finitos, baseado numa formulacao conservativa das equacoes de governo, permitiu-lhes obter
uma excelente comparacao entre os resultados experimentais e numéricos obtidos para geome-
trias realistas. Este modelo foi posteriormente modificado por Norgaard e Choueiri (2005) de
forma a ser aplicavel para a modelacao de tubeiras de campo imposto.
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O desenvolvimento de modelos numéricos para o calculo de tubeiras MPD também teve, no
final da década de 80 e na década de 90, o contributo do Massachusetts Institute of Technology
(MIT). Niewood (1989) e Niewood e Martinez-Sanchez (1992) estiveram entre os primeiros a de-
senvolver um modelo quase-uni-dimensional que contabilizava varios fenomenos de transporte
e ionizacao, nomeadamente: os efeitos viscosos e difusivos; a transferéncia de calor através da
colisdo entre espécies; o fenomeno de escorregamento de ides; e um estado de ionizacado em
nao-equilibrio baseado no modelo de Hinnov-Hershberg. Estas hipoteses foram incorporadas
numa formulacdo baseada em dois fluidos, que assumia uma condutividade elétrica e térmica
variavel. O trabalho desenvolvido permitiu-lhes verificar que as hipoteses de equilibrio térmico
e de equilibrio de ionizacdo nao sdo validas no regime de funcionamento dos MPDs. Verifica-
ram também que os efeitos viscosos podem afetar significativamente o desempenho de algumas
geometrias especificas destes sistemas. Os efeitos bidimensionais foram posteriormente intro-
duzidos por Chanty (1992) no seu trabalho de doutoramento, de forma a identificar e analisar os
varios fenémenos que ocorrem na regiao a saida das tubeiras MPD. Niewood (1993) reformulou
o seu método (Niewood e Martinez-Sanchez, 1992) para 2D axissimétrico de forma a investigar
0s mecanismos que estao por detras das perdas elétricas. Este autor verificou que o compor-
tamento da queda de tensao era diferente para diferentes valores de corrente de descarga, e
que para valores de corrente iguais a 39 kA a queda de tensao era responsavel por uma reducao
significativa do desempenho.

Como nao podia deixar de ser, a National Aeronautics and Space Administration (NASA) também
patrocinou o desenvolvimento de ferramentas numéricas para a modelacao computacional dos
seus proprios sistemas de propulsao elétrica. Lapointe (1991) implementou um modelo baseado
num Unico fluido e numa Unica temperatura para o calculo de escoamento MHD em tubeiras
MPD. Este modelo foi desenvolvido para o calculo dos dois tipos de tubeiras MPD ja referidos,
mas apenas se apresentaram resultados para tubeiras de campo induzido. O seu modelo, ape-
sar de assumir um equilibrio térmico entre espécies, apresentou uma excelente comparacao
entre os resultados experimentais e numéricos. Um ano mais tarde, LaPointe (1992) introduziu
uma formulacdo com temperaturas distintas para as espécies, onde os efeitos da viscosidade
e condutividade térmica também foram incluidos. O principal objetivo do seu trabalho era o
de analisar o efeito da geometria dos elétrodos no desempenho do propulsor. LaPointe conclui
que para valores elevados de j2/mn, de forma a atingir um regime de operacao estavel, é ne-
cessario reduzir o comprimento dos elétrodos. Enquanto que para valores reduzidos de j2/r
€ necessario aumentar o comprimento dos mesmos, de forma a aumentar o desempenho dos
propulsores.

O codigo que é atualmente utilizado pela NASA é o MACH (Multi-block Arbitrary Coordinate
Hydromagnetic). A versao 2D do cddigo € denominada MACH2, e é baseada numa formulacao
2D axissimétrica ndo-estacionaria das equacoes de governo. Este codigo inclui varios modelos
de transporte para o calculo da resistividade elétrica, entre eles o modelo classico de resistivi-
dade anisotropica, mas também inclui modelos ligeiramente mais complexos como é o caso de
transporte anomalo. A modelacédo do efeito de Hall também se encontra disponivel na equacao
da inducdo, e sao resolvidas duas equacdes para a energia interna de cada uma das espécies
envolvidas (LaPointe e Mikellides, 2001). O modelo inclui ainda a teoria de gases reais aplicada
a plasmas, assim como modelos de transporte para o calculo da viscosidade e para o calculo da
condutividade térmica de cada uma das espécies envolvidas. O codigo tem sido aplicado com
sucesso em sistemas de campo imposto (Mikellides et al., 2000) e de campo induzido (England
e Mikellides, 2005; Mikellides et al., 2009). Todos os cddigos desenvolvidos até ao momento
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seguem uma formulacdo 2D axissimétrica das equacdes de governo, com a excecao do codigo
MACH3 que vai permitir analisar os efeitos 3D em situacdes especificas (Parma, 2011).

A agéncia japonesa de exploracao espacial (JAXA) em parceria com o instituto para o espaco e
ciéncia aeroespacial (ISAS) promoveram o desenvolvimento de cddigos numéricos para a mode-
lacdo de tubeiras MPD de geometria bidimensional. Funaki et al. (1997) utilizaram um modelo
simplificado MHD para a analise dos efeitos da geometria dos elétrodos no desempenho das
tubeiras MPD de campo induzido. Os efeitos da geometria dos elétrodos em tubeiras bidimen-
sionais de campo imposto foram analisados dez anos mais tarde por Kubota et al. (2007). Sato
et al. (2011) analisaram os efeitos do escorregamento de ides no desempenho de uma tubeira
MPD quando é utilizado o hidrogénio como gas propelente. Estes autores verificaram que, para
determinados gases, os efeitos secundarios resultantes do escorregamento de ides podem influ-
enciar de uma forma significativa as propriedades do escoamento.

Através da revisao bibliografica aqui apresentada, podemos constatar que a inclusao de modelos
multi-espécies € uma necessidade quando se pretende analisar, de uma forma mais detalhada,
0 escoamento de plasma em tubeiras MPD. Porém, um estudo mais fundamental da magne-
tohidrodinamica é sempre uma necessidade. Vamos verificar que o desenvolvimento de uma
ferramenta de analise numérica de escoamento MHD n&o é uma tarefa trivial e engloba um
conjunto de parametros que devem ser corretamente abordados. Por seu lado, O desenvolvi-
mento de um algoritmo MHD capaz de calcular escoamento a niUmero de Mach arbitrario é uma
area que ainda nao foi devidamente abordada no campo da magnetohidrodinamica. Nesta tese
0 codigo que vai ser proposto para a analise de tubeiras MPD, é baseado num modelo de um
Unico fluido, onde as espécies envolvidas se encontram em equilibrio térmico, num estado de
total ionizacdo e quase-neutralidade. Com esta abordagem torna-se impossivel analisar varios
fenomenos fisicos que normalmente ocorrem em tubeiras MPD. Contudo, permite-nos estudar
0s principais mecanismos de aceleracao da tubeira com relativa precisao (Mahendhran e Kumar,
2011).

1.7 Objetivos e contribuicdes do presente trabalho

Durante a revisao bibliografica ficou claro que existem inUmeros métodos de analise de esco-
amento de dinamica dos gases a nimero de Mach arbitrario. Também verificamos que alguns
destes métodos se enquadram no grupo de algoritmos do tipo PBA, enquanto outros enquadram-
-se no grupo de algoritmos do tipo DBA. Ficou estabelecido que, independentemente do método
de solucao escolhido, o acoplamento das variaveis dependentes deve ser garantido para uma
elevada gama de nimeros de Mach.

Apesar dos métodos de analise de escoamento a niUmero de Mach arbitrario ja se encontrarem
bem estabelecidos para a analise de escoamento de gases, ainda ndao foram explorados para
a analise de escoamento MHD compressivel. Neste trabalho, pretendeu-se desenvolver um
método multidimensional para a modelacdo de escoamento a nimero de Mach arbitrario, que
fosse aplicavel para o calculo de dinamica dos gases e de escoamento magnetohidrodinamico.
Este método devera servir como base de suporte para futuras aplicagdes como é o caso da
modelacao de escoamentos de plasmas em tubeiras magnetoplasmadinamicas.
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0 método de resolucao deve ser capaz de calcular com relativa precisao as descontinuidades
que sdo admitidas pelas equacoes de Euler e MHD. Como tal, no codigo proposto foi introduzido
um esquema de alta resolucao baseado numa formulacao NVF, nomeadamente o CUBISTA de
Alves et al. (2003). Em Xisto et al. (2010) demonstrou-se que a utilizacdo do CUBISTA por si sO
nao era suficiente para o calculo de ondas de choque de grande intensidade. Era necessario
introduzir um esquema mais conservativo e com propriedades Upwind para o tratamento dos
fluxos convectivos. Em Xisto et al. (2012b), ficou claro que a utilizacdo do método AUSM* —
up (Liou, 2006) em juncdo com o CUBISTA é uma excelente abordagem quando pretendemos
calcular com precisao e robustez ondas de choque em escoamento de gases.

Grande parte dos escoamentos que pretendemos calcular com as equacdes MHD sdao do tipo
ndo-estacionario. Desta forma, torna-se importante desenvolver um algoritmo que garanta um
certo nivel de precisao temporal. O método de solucao adotado foi o PISO (Issa, 1986), que
como ja verificamos é um método do tipo PBA que requer a resolucao de uma equacao para a
pressao termodinamica. Vamos ver mais a frente que a equacao da pressao possui a capacidade
natural de se adaptar a natureza do escoamento, o que satisfaz a condicdo de Mach arbitrario
requerida.

0 método que vai ser proposto para o calculo de escoamento MHD é uma evolucao natural do
método de dinamica dos gases. Vai ser baseado no método AUSM-MHD (Han et al., 2009) e vai
utilizar a técnica sugerida por Dedner et al. (2002) de forma a garantir a ndo-divergéncia do
campo magnético. Ambos os métodos vao ser incorporados num algoritmo do tipo PBA (Xisto
et al., 2012a, 2013), e vai ser demonstrado que o método proposto consegue calcular escoa-
mento MHD para uma elevada gama de nimeros de Mach. Para a modelacao de tubeiras MPD vai
ser incluido um modelo de gas real para o argon que é baseado em fungdes de particao (Sparks
e Fischel, 1971; Sankaran, 2005). Este modelo vai ser adaptado de forma a ser incluido no
método PBA aqui desenvolvido, e vamos verificar que permite obter uma solucdo mais realista
para o campo de temperatura.

1.8 Visao geral da organizacao da tese

Apds serem apresentados os objetivos e contribuicdoes do presente trabalho, passa-se agora a
descricao de como o trabalho se encontra estruturado na presente tese.

O primeiro capitulo é de carater introdutério, onde se pretende dar ao leitor uma primeira
impressdao do que é a magnetohidrodinamica e das suas aplicacdes. Posteriormente é feita
uma revisao ao estado da arte acerca dos métodos numéricos desenvolvidos para o calculo
do escoamento de dinamica dos gases a nimero de Mach arbitrario. De seguida apresenta-se
uma descricao detalhada dos métodos numéricos de resolucao do sistema de equacées MHD
compressivel. A revisao é encerrada com uma analise aos modelos de calculo de escoamento
MHD em tubeiras magnetoplasmadinamicas.

No segundo capitulo apresentam-se as equacdes que governam o escoamento nas varias verten-
tes estudadas, nomeadamente as equacoes de Euler e MHD na sua forma ideal e resistiva. O
modelo MHD na sua componente tedrica também vai ser apresentado, e a sua aplicabilidade
para a modelacao de plasmas vai aqui ser estudada. Sao apresentadas algumas particularidades
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que caracterizam o escoamento MHD ideal, e os fenomenos resultantes da inclusao da resistivi-
dade elétrica e viscosidade no sistema de equacdes. Vao ainda ser apresentados alguns modelos
numéricos que normalmente sao utilizados na analise de escoamento de plasmas em tubeiras
MPD.

No capitulo trés pretende-se apresentar os métodos numéricos usados para a discretizacao das
equacoes de governo no espaco computacional e no tempo. Serdo abordados varios esquemas
de diferenciacdo, onde sera dada especial énfase aos esquemas baseados em limitadores de
fluxo. Vai ser ainda introduzido um novo esquema de diferenciacao no codigo em uso, e este
vai ser analisado e comparado com os restantes esquemas de alta resolucado disponiveis.

No quarto capitulo serdo apresentados em detalhe os dois modelos numéricos propostos para
a modelacao de escoamento de dinamica dos gases e MHD a nimero de Mach arbitrario. Vao
ser descritos os esquemas AUSMT — up e AUSM-MHD, e apresentada a forma como ambos os
esquemas podem ser implementados num método de solucao do tipo PBA. As condicdes de
fronteira utilizadas para o calculo dos casos de teste da dinamica dos gases e MHD também aqui
sdo apresentadas. Serao ainda estudadas as varias técnicas de correcao dos erros resultantes
da discretizacao da equacao da inducdo, onde vai ser dada especial atencao a técnica dos
multiplicadores de Lagrange.

No capitulo cinco é feita a validacao dos métodos de analise de escoamento compressivel e MHD
compressivel, que foram propostos no quarto capitulo. A validacdo inclui casos de teste que
sdo habitualmente utilizados para o efeito, e que devem comprovar que os codigos propostos
sdo capazes de modelar escoamento para uma extensa gama de niUmeros de Mach. Vai também
ser analisada a ordem de convergéncia dos métodos propostos, assim como a sua eficiéncia e
robustez.

O capitulo seis diz respeito a utilizacdo do codigo desenvolvido para aplicacdo a engenharia.
Vamos apresentar os resultados numéricos obtidos para varias geometrias de tubeiras MPD de
tipo bidimensional. Vai aqui ser demonstrado que para correntes de descarga semelhantes
podemos obter forcas de propulsdo e rendimentos distintos, dependendo das caracteristicas
geométricas da tubeira.

No capitulo final vao ser apresentadas as conclusdes do trabalho e as linhas de orientacao para
trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Equacdes de governo

Neste capitulo vamos apresentar as equacdes que governam o escoamento nas varias vertentes
que irao ser estudadas no decorrer desta tese. Vamos comecar por apresentar as equacoes
de Euler para o escoamento compressivel, inviscido e adiabatico. Posteriormente vamo-nos
debrucar sobre o modelo MHD e a sua aplicabilidade para a analise de escoamento de plasmas.
De seguida as equacdes de Maxwell vao ser apresentadas, assim como as hipdteses assumidas
na deducdo das equacdes que regem o escoamento magnetohidrodinamico. Na seccao 2.4
vamos apresentar o sistema de equacdes MHD na sua forma ideal, e analisar as caracteristicas
matematicas deste sistema hiperbdlico. A lei de conservacao do campo magnético, assim como
as varias descontinuidades que se encontram associadas ao sistema MHD ideal também aqui vao
ser apresentadas. Posteriormente, na seccao 2.5, vai ser apresentada a formulacao resistiva
das equacdes MHD, onde analisaremos os efeitos resultantes da introducao da viscosidade e
da resistividade elétrica nas equacdes de governo. Na seccao 2.6 vai ser demonstrado que
as equacdes da MHD sao independentes de escala, e vao ser apresentados alguns parametros
adimensionais que caracterizam o escoamento magnetohidrodinamico. Finalmente, na seccao
2.7 vamos apresentar alguns modelos numéricos que normalmente sao implementados para a
analise de tubeiras MPD.

2.1 Equacdes de Euler para um fluido compressivel

As equacdes de Euler sao obtidas através da aplicacdo da segunda lei de Newton a um volume
de controlo elementar quando este se encontra apenas sujeito a forcas de pressao. Repare-se
que estas podem ser apresentadas como um caso especial das equacées MHD assumindo campo
magnético nulo. A sua inclusdo neste trabalho pode parecer a primeira vista pouco relevante,
uma vez que o objetivo proposto é o de desenvolver um algoritmo para a modelacdo de escoa-
mento MHD. Parece entdo bastante obvio que considerar um campo magnético nulo nos desvia
desse mesmo objetivo. No entanto, durante a fase inicial de desenvolvimento de um modelo nu-
mérico desta natureza devem ser contabilizadas todas as hipoteses e os problemas resultantes.
Verificou-se que na presenca de ondas de choque de grande intensidade o algoritmo de base
apresentava graves instabilidades numéricas, veja-se Xisto et al. (2010). Apos uma extensa
analise, concluiu-se que as instabilidades eram desencadeadas por um tratamento inapropriado
dos fluxos convectivos e que eram independentes da parte magnética do algoritmo. No capitulo
4 vamos abordar este assunto em mais detalhe. O sistema de equacdes de Euler na sua forma
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vetorial vem dado por:

5tV (PU) =0, (2.1)

ag—tU + V- (pUU) = — Vp, (2.2)

a%’:t) £V (pe,U) + V- (Up) =0, (2.3)
p=1p=rr. (2.4)

onde ¢ € o coeficiente de compressibilidade e R € a constante do gas. Este sistema é composto
pelas equacdes de conservacao de massa, de conservacao da quantidade de movimento e de
conservacao da energia total. De forma a fechar este sistema necessitamos de uma equacao
adicional. Optou-se por uma equacao de estado para gases ideais que permite calcular a massa
volumica em funcdo da pressao e temperatura. A energia total é dada pelo somatorio da energia
interna com a energia cinética:

er =T+ %, (2.5)
onde c, é o calor especifico a volume constante. Esta relacdo entre as variaveis de estado
permite-nos obter o campo de temperatura,

T = (615 — [J-Q-[J> i (2.6)

Cy

Nas proximas seccoes vamos apresentar o modelo MHD e as equacdes que governam este tipo
de escoamento. Vai ser demonstrado que para as hipoteses assumidas, € possivel conciliar as
propriedades das equacdes de Maxwell com o sistema de equacdes de Euler, quando este é
aplicado na descricao do escoamento de um fluido com propriedades condutoras.

2.2 0O modelo MHD e a sua aplicabilidade na descricdo de plas-

mas

Antes de nos debrucarmos sobre o sistema de equacdes que governam o escoamento MHD temos
de colocar uma questao fulcral: Porqué utilizar o modelo MHD na descricao do escoamento de
plasmas? A resposta é bastante simples e encontra-se descrita num qualquer livro de teoria MHD
(Goedbloed e Poedts, 2004) ou de fisica de plasmas (Bellan, 2006; Goldston e Rutherford, 1995).
Podemos simplesmente afirmar que a formulacao MHD apresenta um modelo macroscopio para
o escoamento de plasma, o que permite um maior ganho em termos de eficiéncia relativamente
aos modelos microscopicos. Mas, sera que essa aproximacao é valida? E nesta questdo que nos
vamos debrucar nos proximos paragrafos.

Um plasma é um gas altamente ionizado essencialmente constituido por particulas carregadas
eletricamente, os eletrdes e os ides. Algumas destas particulas possuem cargas elétricas opos-
tas, os eletroes de carga negativa sao atraidos pelos ides, de carga positiva e massa muito
superior. O facto de possuirem uma polaridade oposta, também obriga a que estes se compor-
tem de uma forma distinta na presenca de campos elétricos e magnéticos. Assim, facilmente
se compreende que o comportamento de um plasma é fundamentalmente caracterizado pelo
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movimento relativo de cada uma das suas particulas e pelas suas constantes colisdes (Golds-
ton e Rutherford, 1995). Uma abordagem minuciosa, envolveria uma descricao detalhada da
dinamica de cada uma destas espécies. Nomeadamente, as forcas a que estdo sujeitas, assim
como a sua influéncia nos campos elétricos e magnéticos. Tal descricdo permitiria calcular a
trajetoria de todas as particulas no espaco tridimensional, sujeitas as leis fisicas fundamentais,
neste caso dadas pelas leis de Maxwell e de Newton. De facto, se ndao houvessem limitacoes
computacionais este seria 0 modelo ideal. Contudo, devido a enorme quantidade de particulas
que constituem um volume macroscopico de plasma, tal abordagem engloba uma complexi-
dade de calculo normalmente proibitiva. A utilizacao de distribuicoes estatisticas € outra das
solucdes que pode ser utilizada no estudo do escoamento de plasmas. A variacao temporal
destas funcoes de distribuicdo é obtida a partir da equacao de Boltzmann para cada uma das
espécies envolvidas. A solucao das equacdes de Maxwell permite determinar os campos elétri-
cos e magnéticos a que as particulas estdo sujeitas. Todavia, esta € uma abordagem bastante
complexa, mesmo quando aplicada com recurso a métodos de analise numérica (Goedbloed e
Poedts, 2004).

Vamos entao identificar a gama de parametros para a qual a utilizacdo das equacdes MHD na
descricao do escoamento de plasmas é uma boa aproximacao. De um ponto de vista macrosco-
pico, o modelo MHD assume que o plasma se comporta como um meio continuo num estado de
total ionizacdo e equilibrio. Esta hipotese é satisfatoria quando a frequéncia de colisdo entre
as espécies é suficientemente grande, o que permite manter um equilibrio termodinamico local
(pelo menos para cada uma das espécies consideradas). O plasma também se deve encontrar
num estado de quase-neutralidade, o que significa que num volume bastante pequeno, normal-
mente do tamanho da esfera de Debye', as cargas positivas e negativas se anulam. Desta forma
€ garantido um balanco entre as forcas atrativas e repulsivas, e nenhuma destas contribui para
a evolucao do escoamento global.

Em termos de comprimento de escala, é imperativo que o comprimento de referéncia do
plasma, Ay, seja muito superior ao comprimento de escala para o qual a condicao de qua-
se-neutralidade se impoe,

Ag > Ap, (2.7)

onde \p é o raio da esfera de Debye. Goedbloed e Poedts (2004) demonstraram que esta pro-
priedade é facilmente satisfeita para a maior parte de escoamentos de plasmas em dispositivos
laboratoriais, da engenharia, ou no campo da astrofisica.

As escalas temporais macroscopicas do escoamento devem ser muito superiores ao inverso da
frequéncia ciclotronica dos ides,
Ti K TH, (2.8)

onde 7; ~ (MZ-/me)l/2 7. € 0 tempo de colisdo dos ides e 77 € a escala temporal de interesse.
No entanto, foi referido por Boyd e Sanderson (2003), que a hipdtese de as equagcdes MHD
assumirem um equilibrio térmico entre as espécies, T ~ T; ~ T,, vai levar a uma maior restricao
da inequacao (2.8). Sabe-se que o equilibrio térmico depende essencialmente das trocas de
energia que ocorrem entre cada uma das espécies envolvidas, e essas trocas de energia sao
proporcionais ao racio m./M;, onde m. é a massa de um eletrdo e M; é a massa de um ido.
Pode-se também estabelecer que este mesmo equilibrio ocorre ao fim de um determinado

A esfera de Debye representa o volume de influéncia elétrica de uma dada particula.
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periodo de tempo, (M;/m.) ., onde 7. € o tempo de colisdo dos eletrées. Posto isto, este
efeito deve ser incluido na inequacao (2.8),

7 < (me/M)Y? 7. (2.9)

Estas hipoteses sao validas na maior parte dos regimes de funcionamento das tubeiras MPD
(Chanty, 1992), e como a sua modelacao sera o objetivo final deste trabalho parece-nos con-
veniente seguir esta abordagem. Como vamos ver mais a frente, na seccdo 2.7, existe sempre
a possibilidade de se assumirem diferentes temperaturas de equilibrio para os eletrdes e para
as espécies pesadas, aumentado assim a precisdo do modelo. Resumindo, um modelo macros-
copico valido para o estudo de um plasma magnetizado deve garantir que as propriedades
macroscopicas, nomeadamente: o comprimento de escala; as escalas temporais; a densidade
de particulas; e o campo magnético, sejam suficientemente distintos para que os fenomenos
fisicos que ocorrem a um nivel microscopico possam ser desprezados.

Dependo das hipdteses assumidas, o modelo MHD também pode assumir diferentes formula-
coes. Existe o modelo MHD ideal, que é caracterizado por ser um modelo de uma s6 espécie
e um so6 fluido, com condutividade elétrica infinita. Existe o modelo MHD multi-espécie, onde
cada uma das espécies deve ser representada pela sua propria equacao da continuidade, mas
todas as espécies partilham a mesma velocidade e temperatura. As equacées também podem
ser formuladas com base no modelo multi-fluido MHD, onde cada espécie é tratada como um
fluido independente. Temos também o modelo MHD de Hall que, como o proprio nome indica,
retém o termo de Hall na lei de Ohm. Finalmente, podemos considerar o modelo MHD na sua
forma resistiva, que adiciona os efeitos da resistividade na equacao da inducao e contabiliza o
aquecimento por efeito de Joule na equacéo da energia. Neste capitulo apenas nos vamos focar
no modelo MHD ideal e no modelo MHD resistivo, uma vez que serao estes os modelos adotados
na resolucao do problema em estudo. Uma descricao mais aprofundada dos restantes modelos,
bem como a sua aplicabilidade ao campo da astrofisica pode ser encontrada em Ledvina et al.
(2008).

2.3 As equacdes de Maxwell

As equacoes de Maxwell sao as leis fundamentais do eletromagnetismo e, como tal, sao parte
integrante do sistema de equacdes MHD. A sua finalidade é descrever como sao gerados os
campos elétricos e magnéticos, como se propagam num meio condutor e como interagem entre
si. Considerem-se entao as equacoes de Maxwell que relacionam os campos vetoriais E, B e j,
independentemente das propriedades da matéria,

VxB = pug |:j+6()a:E:|, (2.10)
ot
OB
VxE = -2 (2.11)
v.E = L (2.12)
€0
V-B = 0. (2.13)
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Figura 2.1: Representacao esquematica da lei de Ohm (Davidson, 2001).

A equacao (2.10) representa a inducao do campo elétrico, E, a partir de uma alteracdo no
campo magnético, B. Ao mesmo tempo, esta equacdo, permite-nos relacionar a corrente
elétrica, j, com o campo magnético se a variacao temporal do campo elétrico for nula. A
equacao (2.11) faz exatamente o oposto, ou seja, demonstra que o campo elétrico pode gerar
um campo magnético por efeitos de inducdo. A equacao (2.12) impde que o fluxo elétrico que
atravessa uma determinada superficie é proporcional a carga elétrica inserida dentro dessa
mesma superficie, onde ¢ é a densidade de carga total e ¢, é a permissividade elétrica do
vacuo. Finalmente a equacédo (2.13) diz-nos que o campo magnético € solenoidal, o que em
termos fisicos significa que na natureza nao existem monopolos.

A corrente gerada por um fluido condutor em movimento, sujeito a campos magnéticos e elé-
tricos, vem dada pela lei de Ohm,

j=0(E+UxB), (2.14)

em que o = 1/n representa a condutividade elétrica do fluido, e 7 a respetiva resistividade
elétrica. Facilmente nos apercebemos que a lei de Ohm, dada pela equacao (2.14), pode
assumir duas formas distintas. Dependendo se o condutor se encontra em movimento com uma
velocidade U num campo magnético (Fig. 2.1) ou se este se encontra estacionario, j = cE.

A equacgao (2.10) representa a forma diferencial da lei de Ampére. A lei de Ampere aplicada
a circuitos elétricos é muitas vezes apresentada sem o ultimo termo da equacao (2.10). De
facto, este termo nao foi inicialmente sugerido por Ampére, mas sim mais tarde por Maxwell,
como uma correcao a formulacdo de Ampere; o termo ¢,0E/dt é conhecido como corrente de
deslocamento. De forma a avaliar a sua importancia vamos aplicar o produto interno entre o
operador V e a equacao (2.10), note-se que V - V x B = 0 (equacao (A.6)). Se utilizarmos a
equacao (2.12) obtemos uma equacado para a conservacao da carga elétrica,
V-j:—eO%V-E:—%. (2.15)
Note-se que ao negligenciarmos a corrente de deslocamento esta condicao é violada. Foi de-
monstrado por Davidson (2001) que, para velocidades de escoamento muito inferiores a veloci-
dade da luz (v < ¢), o termo dq/dt pode ser negligenciado. Assim, o Gltimo termo da equacao
(2.10), relativo a corrente de deslocamento, pode ser desprezado e podemos escrever a lei de
Ampére na sua forma original,
V x B = poj. (2.16)
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A lei de Faraday na sua forma diferencial (equacao (2.11)) representa a inducao de um campo
elétrico por um campo magnético a variar no tempo. Esta equacdo também deve garantir que
0 campo magnético seja solenoidal em todos os passos de tempo (V -V x (.) = 0),

OV-B

V- VxB=-"0= =0, (2.17)

Podemos finalmente escrever as equacoes de Maxwell na sua forma simplificada:

VxB = uoj (2.18)
OB

VxE = -—° (2.19)

V-B = 0. (2.20)

Apesar das aproximacoes que foram assumidas na deducao destas equacdes, elas juntamente
com a lei de Ohm permitem descrever as leis fundamentais do eletromagnetismo. Como tal,
fornecem-nos todas as informacgdes necessarias para a construcao do sistema de equagdes MHD.

2.4 A forma ideal do sistema de equacdes MHD

As equacoes MHD na sua forma ideal descrevem a interacdo entre um campo magnético e um
fluido perfeitamente condutor em movimento, o que é equivalente a afirmar que a resistividade
elétrica do fluido em questdo é nula (p = 0 «~ 0 = ). Considerem-se entdo as equacdes que
governam o escoamento MHD ideal (Goedbloed e Poedts, 2004):

vy = 0 (2.21)
88"—?+v-(pUU+pI)—ij = 0, (2.22)
ag:i+v-(pUei)+pV~(U) - 0, (2.23)
%—?—VX(UXB) = 0, V-B=0. (2.24)

Aqui estao representadas: a equacao da continuidade (2.21); a equacao da conservacao de
quantidade de movimento (2.22); a equacao de conservacao da energia interna (e; = ¢,7)
(2.23); e por Ultimo a equacao da inducdo do campo magnético (2.24).

Como podemos verificar, a estrutura das equacdes MHD na sua forma ideal é similar a do sistema
de equacodes de Euler apresentado na seccdo 2.1. As Unicas diferencas prendem-se com a adicao
da forca de Lorentz (j x B) na quantidade de movimento e a inclusao de uma nova equacao
para a conservacao do campo magnético. A equacao da inducao é facilmente deduzida a partir
da lei de Faraday (Eq. (2.11)) em juncao com a lei de Ohm (Eq. (2.14)).

0 sistema resultante é composto por oito equacdes de conservacao com um total de oito incog-
nitas. A equacao (2.20) deve ser considerada como condicao inicial e de fronteira, e deve ser
garantida em todos os instantes pela equacao (2.24). De forma a simplificar a deducao das equa-
¢bes, vamos escolher dimensdes para B que assumam uma permeabilidade magnética no vacuo
igual pg =1 [m kg - s‘zA‘2]. Para se reverter ao sistema de equacoes em unidades SI devem
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ser efetuadas as seguintes modificacdes as variaveis dependentes: B — B/,/jo; E — E//lo;

J — jvio-

2.4.1 As equacodes na sua forma conservativa

A partir da formulacao ideal iremos escrever as equacdes na forma conservativa. Vamos ver
mais a frente que esta é a abordagem mais adequada quando pretendemos calcular os varios
tipos de descontinuidade que podem resultar do sistema MHD ideal. O sistema de equacodes
(2.21)-(2.24) devera pois ser reformulado da seguinte forma:

OH

onde H é o vetor de estado das variaveis conservativas e F representa o tensor de fluxo.
Como podemos observar, apenas a equacao da continuidade (Eq. (2.21)) se encontra escrita na
sua forma conservativa. A reformulacdo do restante sistema de equacdes requer a utilizacao
de algumas identidades vetoriais, veja-se o apéndice A. Abaixo, acima do sinal de igualdade
referem-se as identidades utilizadas.

O dltimo termo da equacao (2.22) representa uma forca externa de origem eletromagnética
conhecida como forca de Lorentz. Contudo, este termo pode ser transformado num conjunto
de tensoes, denominadas tensoes de Maxwell:

B-B

jxB = (VxB)xB "4 g. (BB - 21) , (2.26)

Onde o termo B - B/2 representa a pressao magnética e o termo BB é uma tensao circunferen-
cial. Na seccédo 2.4.3 vamos analisar como é que estas tensdes atuam sobre cada elemento de
fluido.

A forma conservativa da equacao (2.24) pode ser obtida através da reformulacao do seu segundo
termo utilizando a respetiva identidade vetorial,

~Vx(UxB) " v.(UB-BU). (2.27)

Curiosamente, esta nao é a formulacdo que garante a conservacao do fluxo magnético. Vamos
ver na seccao 2.4.4 que essa conservacao vem implicitamente escrita na equacao (2.24). To-
davia, esta formulacao permite-nos utilizar o teorema de Gauss na aproximacao dos termos
convectivos, como tal é mais adequada para aplicacdo num método de volumes finitos. Ou-
tra particularidade da formulacédo dada pela equacao (2.27) é que esta, quando explorada por
esquemas numéricos de alta resolucdo, permite obter condi¢oes de descontinuidade mais cor-
retas.

A equacao da energia interna, uma vez que apenas representa uma parcela da energia total,
nao pode ser convertida na sua forma conservativa. Para o caso MHD, a conservacao da energia
total vem dada pela soma das energias térmica, cinética e magnética,

35



Analise numérica do escoamento da dinamica de gases e MHD

er =6+ —— + —— (2.28)

0 (U-U

B-B U-U
% <2p+pez+2) +V- {<2p+pei+p+B-B>U—U-BB} =0, (2.29)

onde e¢; = ¢, T.

A forma conservativa do sistema de equacdes MHD ideal, que ira ser resolvido pelo modelo
numérico, vem finalmente dada por:

- + V-(pU) = 0, (2.30)
B
a%+V [pUU—i— (p+> B] _— (2.31)
aget LV ert tp+ Bf) U-U. BB] _— (2.32)
%—B +V-(UB-BU) = 0. (2.33)
Este sistema pode ser escrito na sua forma tensorial dada pela equacao (2.25),
p pU
U UU BB)7 BB
o0 g | PUUHR TR —0. (2.34)
ot | pey (pet+p+—)U U -BB
B UB — BU

Através de uma analise destas equacdes na sua forma integral, facilmente se compreende que
esta é a formulacdo mais adequada a ser aplicada no método de volumes finitos. Vamos entao
integrar a equacao (2.25) num volume de controlo V, de fronteira genérica £, ao aplicarmos o
teorema de Gauss obtemos a seguinte equacao integro-diferencial (Pascoa, 2007),

aat///deVJr//EdeL‘_O (2.35)

2 A fa ) T s . Y ’ . ~
onde S = (Sl., Sy, Sz> representa o vetor de valor unitario, normal a superficie. A equacao
(2.35) afirma simplesmente, que a taxa de variacdao de H no tempo € igual ao somatério do
fluxo convectivo que atravessa a fronteira £ do volume de controlo V.

2.4.2 Caracteristicas matematicas do sistema de equacées MHD ideal

Nesta seccao vamos analisar a estrutura matematica do sistema de equacdes MHD ideal. Esta
analise vai-nos permitir deduzir as velocidades caracteristicas responsaveis pela propagacao da
informacgao no escoamento MHD.

Um sistema nao-linear de n equacdes pode escrever-se na forma quase-linear para quatro va-
riaveis independentes (¢, z, y € z) da seguinte forma:

OH OH OH OH
B0 TAG, tBY, TCG, =0 (2.3¢)
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onde A, B e C sao as matrizes Jacobianas, obtidas a partir da derivada dos vetores de fluxo em
ordem ao vetor das variaveis conservativas. Para uma analise das velocidades caracteristicas
do sistema de equacdes MHD ideal é conveniente escrever as equacdes de governo na sua forma

quase-linear, baseada nas variaveis primitivas,

P =[p,U,, Uy, U, By, By, B.,p]”

o vetor das variaveis primitivas pode ser relacionado com as variaveis conservativas,

H= [pypUmvayvaZa Bwa Byv BzvpeT]T )

através das matrizes de transformacdo M e M~! dadas por (Powell et al., 1999):

OH
M = 2=
P’
P
Mt = —
oH’
onde, ) )
1 O 0 0 0 0 0 0
uu, p O 0 0 0 0 0
u, 0 p 0 0 0 0 0
U, 0 0 p 0 0 0 0
M:
0 O 0 0 1 0 0 0
0 O 0 0 0 1 0 0
0 O 0 0 0 0 1 0
Y2 pU, pU, pU. B, B, B.
e,
[ 1 0 0 0 0 0 0
U, 1
~L L 0 0 0 0 0
~ Y 0 1 0 0 0 0
U " 1
M -L 0 0 L 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
| SUU-U U, U, yU. B, "B, ~*B.

onde y* =1 —+~.

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Calculando a diferencial do vetor H em relacao ao vetor P a equacao (2.36) pode ser reescrita

em termos de variaveis primitivas,

ap ap op ap
M—+AM— +BM— M—=0.
or TAMG, +BMG + CMG= =0

Ao multiplicar a equacao (2.42) pela matriz de transformacao M~! vem,

oP 0P 0P 0P
a7 tAG, By, 0, =0

(2.42)

(2.43)
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onde:
A = M 'AM;
B = M 'BM;
C = M 'CM. (2.44)

A forma mais pratica de analisar as caracteristicas do sistema de equacdes MHD ideal é consi-
derando o caso uni-dimensional, neste caso na direcao x. Nesta situacao a condicao V-B =0
implica que B, seja apenas um parametro invariavel no tempo. Esta propriedade sera (til na
implementacdo numérica uni-dimensional da subseccao 5.2.3. Para este caso em especifico o
vetor das variaveis primitivas dependentes vem definido como:

P' = [p, Uy, U,, U, By, B,p]" (2.45)

o que implica que a matriz A’ possua uma dimensdo 7 x 7 e que nas matrizes M e M~ se
cancele a quinta coluna e linha. Desta forma a equacao (2.43) pode ser escrita na sua forma
uni-dimensional,

op ., 0P
A’ =0 2.46
ot + Oz ’ ( )
0 que na sua forma matricial vem representado por,
[ p ] [ U, p 0 0 0 0 0 1[ p ]
U o U, 0 0 f L1 U,
U, o o0 U 0 - 0 0 U,
U, | +] 0 o0 0 Uy, 0 —% 0 U. | =o0. (2.47)
B,y 0 B, —-B, 0 U, 0 0 B,
B, 0 B, 0 —B,; 0 U, 0 B,
L1, LO a’lp 0 0 0 0 Us1L P 1,

Uma condicao suficiente para que o sistema seja hiperbolico no plano zt € que a matriz carac-
teristica A’ possua valores proprios reais e distintos, assim como um conjunto de sete vetores
proprios linearmente independentes (Sterck, 2000). Os valores proprios podem ser obtidos atra-
vés da seguinte equacao:

det ‘A’ _ /\I‘ —0, (2.48)
de onde se obtém:
)\172 = Ux + CJ;;
)\3’4 = UI + 0;4;
)\5,6 = UJL + C;;
Ar = Uy (2.49)

Onde ¢/ é a velocidade da onda magnetosoénica rapida, c?' representa a velocidade de Alfvén e
cs é a velocidade da onda magnetosonica lenta,

1/2
1 BB B-B)’
=z |t \/ (a4 22) —uwer| ¢ (2.50)
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1/2

1 B-B B-B\’

R a2+\/(a2+) — 4a? (c_;?)2 , (2.51)
2 p p
= |B“f‘, (2.52)
NG
estas velocidades tém de satisfazer a seguinte inequacao,

ek >elt>c. (2.53)

Repare-se que o sistema de equacdes de Euler possui apenas uma velocidade de onda isotropica,
dada pela velocidade do som a. No caso MHD ideal existem trés modos distintos de onda que
se comportam de uma forma altamente anisotropica, que depende essencialmente da direcao
do campo magnético (Sterck, 2000). Facilmente se verifica que este sistema reverte para as
equacoes de Euler quando B — 0, uma vez que a onda de Alfvén e a onda lenta desaparecem e
a onda rapida reverte para a onda acustica U, & a,. Ainda assim, a estrutura do sistema MHD
€ bem mais complexa do que aquela que é dada pelas equagdes de dindmica dos gases. Isto
porque o aumento da complexidade nao esta apenas associado ao aumento do nimero de ondas,
mas também ao facto do sistema MHD nao ser puramente hiperbdlico. Esta situacao resulta
da inequacao (2.53), que afirma que as velocidades caracteristicas podem coincidir entre si.
Assim, estas nao possuem sempre valores proprios distintos o que impossibilita a deducéo de
uma equacao exata, baseada nos valores iniciais, para cada uma das caracteristicas (Goedbloed
et al., 2010). Em conclusao, esta particularidade do sistema MHD ideal nao vai permitir obter
uma solucdo exata do problema de Riemann, para além de que pode gerar ondas compostas,
como vamos poder verificar na subseccao 5.2.3.

2.4.3 Tensoes de Maxwell

Como ja vimos a equacao (2.31) representa a conservacao de quantidade de movimento. O
segundo termo desta equacao representa o somatoério de todas as tensdes a que o elemento
de fluido esta sujeito. Este tensor é composto pela tensdao de Reynolds (pUU), pela forca de
pressao (pZ), e pelas tensdes de Maxwell (%I — BB). A pressao termodinamica tem a parti-
cularidade de atuar de igual forma em todas as direcées do elemento de fluido, dai possuir um
comportamento denominado isotropico. Por outro lado, a existéncia de uma pressao e tensao
magnéticas, leva-nos a crer que o comportamento da forca magnética é altamente anisotrdpico.
Esta particularidade pode ser facilmente compreendida se assumirmos um equilibrio estatico
(U = 0), o que obriga a um equilibrio entre as forcas de pressao e as de origem magnética.
0 tensor resultante desse equilibrio pode ser representado numa projecao baseada no campo
magnético B,

p+B2 0 0 1
0 p+BE 0 L.
0 0 p-22 /|

Como podemos observar, o campo magnético atua como uma forca de pressao na direcao per-
pendicular as linhas de campo magnético, e como uma tensao tangencial na direcdo paralela
as linhas de forca, veja-se a Fig. 2.2. Desta forma, a pressdao magnética (%) atua sobre cada
molécula de fluido da mesma forma que a pressao termodinamica, o que lhe permite resistir a
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A

Figura 2.2: Tensoes de Maxwell aplicadas a um tubo de fluxo magnético (Goedbloed e Poedts, 2004).

compressibilidade. A tensao tangencial BB pode ainda ser comparada com as tensées viscosas,
uma vez que atua de forma similar sobre a superficie de cada elemento de fluido (Davidson,
2001).

2.4.4 Lei de conservacao do campo magnético

O teorema do fluxo congelado (frozen flux) proposto por Hannes Alfvén em 1943 afirma que:
“As linhas do campo magnético encontram-se “congeladas” no fluido perfeitamente condutor,
a medida que este se desloca”. Este é considerado por muitos o mais importante teorema da
magnetohidrodinamica ideal. De uma forma muito simples, afirma que o campo de velocidades
“carrega” consigo as linhas de campo magnético que sdo transversais a direcdo de propaga-
cdo do escoamento. Ou seja, as linhas de campo magnético movem-se com o escoamento do
fluido. Claro que a existéncia de alguma resistividade vai permitir a ocorréncia de um “escorre-
gamento” entre as linhas de campo e o condutor, mas vamos deixar a discussao desses efeitos
para a seccao 2.5.

O teorema de Alfvén representa a lei de conservacao do campo magnético para o escoamento
MHD ideal. O que este pretende demonstrar é que o fluxo magnético que atravessa uma super-
ficie fechada, que se move com o escoamento, nao se altera com o tempo. Considere-se uma
superficie S limitada por uma curva C que se desloca com o escoamento de velocidade U. O
teorema de Alfvén afirma que o fluxo magnético através dessa superficie deve ser constante,

i/B-ds: a—B-dS—ﬁlgUxB-dl, (2.54)
dt Js s c

ot
0 termo do lado esquerdo da equacao (2.54) representa a derivada temporal do fluxo magné-
tico, que pode variar no tempo de duas formas distintas. Através da variacao de B ao longo do
tempo ([ %—? -dS) e através de alteracoes na fronteira definida pela curva C, (¢, B x U - dl).
Se utilizarmos o teorema de Stokes na transformacao do integral de linha num integral de
superficie e utilizando a equacao 2.24, verificamos que:
d

OB
= SB~dS/S<8tV><(U><B))-dSO. (2.55)
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Como tal o fluxo ndo varia com o tempo e as linhas de campo magnético sdao convectadas pela
velocidade do fluido condutor. Esta propriedade de conservacao foi denominada teorema de
fluxo congelado. O que significa que as linhas de campo estao acopladas ao fluido e vice-versa.
Este fator implica que uma velocidade perpendicular as linhas de campo vai induzir um campo
elétrico E, que por sua vez vai alterar o campo magnético através da lei de Faraday. Esta
condicdo é tdo forte na aproximacao ideal das equacdes MHD, que o escoamento aparenta
convectar as linhas de campo a medida que se move. Note-se que a condicdo V x (U x B)
dada pela lei de Ohm apenas permite que as componentes transversais da velocidade alterem o
campo magnético, o que implica que o escoamento tangencial consegue “deslizar” pelas linhas
de campo sem as alterar.

2.4.5 Ondas e descontinuidades em MHD

Nesta seccao vamos descrever de forma bastante resumida os varios tipos de descontinuidade
que podem surgir em escoamento MHD compressivel. Esta pequena introducao, para além de
ser (til numa posterior analise dos resultados de validacao, vai definir a nomenclatura que vai
ser utilizada no decurso deste trabalho de tese. Uma excelente revisao sobre esta matéria pode
ser encontrada em Sterck et al. (1998).

Muitas vezes é referido que o sistema de equacdes MHD ideal é hiperbélico, uma vez que
produz solucdes do tipo onda que se propagam num meio sem sofrer efeitos de dissipacao.
Como ja vimos estas propagam-se com trés velocidades distintas, nomeadamente: a velocidade
magnetosonica lenta, ¢*; a velocidade de Alfvén, ¢4; e a velocidade magnetosénica rapida c/.
Também ja sabemos que estas tém de obrigatoriamente satisfazer a condicdo ¢/ > ¢4 > ¢°.

2.4.5.1 A onda de Alfvén

Alfvén apresentou a sua teoria relativa as ondas eletromagnéticas-hidrodinamicas pela primeira
vez na revista Nature em 1942 (Alfvén, 1942), onde referiu; “Se um fluido condutor estiver
sujeito a um campo magnético constante, um qualquer movimento do fluido vai dar origem
a uma forca eletromotriz. (...) Estas forcas véo alterar o estado de movimento do fluido.

”

Desta forma, uma onda eletromagnética-hidrodindmica vai ser gerada...”. Este fenomeno é
facilmente percetivel se assumirmos um fluido perfeitamente condutor sujeito a um campo
magnético homogéneo de valor constante By a atuar na direcao paralela a oz. De forma a obter
uma onda plana devemos assumir que todas as variaveis dependem apenas do tempo ¢ e da
direcdo z. Uma perturbacao da velocidade U na direcao paralela a oz vai originar uma corrente
elétrica j paralela ao eixo oy. Esta corrente vai por sua vez gerar, por efeito de inducao, um
campo magnético B; paralelo a ox. A soma entre a perturbacdo do campo magnético B; e o
campo imposto vai gerar uma onda do tipo incompressivel, conhecida como onda de Alfvén,

veja-se a Fig. 2.3.

Esta perturbacado, na componente transversal da velocidade e do campo magnético, propaga-se
com a seguinte componente normal da velocidade de Alfvén:

Bn
1B
NG

(2.56)
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By + B;

y

Figura 2.3: Representacao de uma onda de Alfvén no plano zz. Uma perturbacédo na velocidade paralela
a ox vai gerar um campo magnético por inducao, também este paralelo a ox. Essa perturbacao do campo
vai ser somada ao campo inicialmente imposto gerando um onda de Alfvén. Adaptado de Goedbloed e
Poedts (2004).

onde B, representa a componente do campo magnético normal a direcao de propagacéao.

2.4.5.2 Ondas do tipo compressivel e descontinuidades MHD

As ondas rapidas e lentas sao do tipo compressivel, como tal, estao diretamente relacionadas
com as ondas acusticas da dinamica dos gases. Ja aqui foi referido que a velocidade da onda ra-
pida reverte para a velocidade da onda acUstica, a = \/9p/p, na auséncia de campo magnético.
As velocidades de ambas as ondas sdo dadas por expressdes semelhantes, so se diferenciam por
uma simples mudanca de sinal:

_ Ty Y2
B-B B-B\?
od={1 a2++\/ (@+22) —awr | b s (2.57)
p p

N =

(2.58)
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A analise das caracteristicas apresentada na seccao 2.4.2 permite-nos definir a velocidade ma-
xima de propagacao da informacao:

Cmax = |Un| £ ¢f. (2.59)

Muitos dos métodos numéricos utilizados para resolver as equacdes MHD baseiam-se nesta ve-
locidade para deduzir os esquemas de alta resolucdo. A velocidade das ondas também nos
permite definir trés parametros adimensionais, que irdo ser Uteis na definicdo das regides a
montante e a jusante das superficies de propriedades descontinuas que ocorrem na solugao.
Estes parametros sao dados pelas trés variantes do nimero de Mach, baseado na onda lenta, na
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Descontinuidades
MHD
/\
Com Fluxo Massico Sem Fluxo Massico
/\ /\
P continuo Pdescontinuo  D. Contacto D. Tangenciais
D. Rotacionais Ondas de choque
Lentas Intremédias Répidas

Figura 2.4: Diagrama representativo das descontinuidades que sao admitidas pelo sistema de equacoes
MHD.

onda de Alfvén ou na onda rapida,

U
s, A f __
M = =

(2.60)
Apo6s uma breve definicdo dos diferentes tipos de ondas MHD, e dos parametros adimensionais
a estas associados, podemos passar a analise de possiveis descontinuidades que sao admitidas
pelo sistema MHD ideal. Na Fig. 2.4 esta representado um diagrama onde estao agrupadas as

varias descontinuidades que podem ocorrer em escoamento MHD.

Fundamentalmente as descontinuidades MHD podem ser divididas em duas classes. A primeira
classe caracteriza-se por permitir a ocorréncia de fluxo massico através da superficie descon-
tinua. A segunda classe assume que o fluxo massico que atravessa a descontinuidade é nulo
(pUn = 0). As descontinuidades que nao permitem fluxo massico podem ainda ser divididas em
dois tipos, dependendo se a componente do campo magnético normal ao plano da descontinui-
dade for nula (B, = 0) ou nao.

Vamos comecar por nos debrucar na analise das descontinuidades que ndo admitem fluxo mas-
sico através da sua superficie. Facilmente nos apercebemos que a razao pela qual o fluxo
massico € nulo esta diretamente associada ao facto de a velocidade normal a superficie des-
continua também o ser (U, = 0). No entanto, a componente normal do campo magnético
podera nao ser nula, e esta é a propriedade que distingue as descontinuidades de contacto (Fig.
2.5a) das descontinuidades tangenciais, veja-se a Fig. 2.5b. O facto de a descontinuidade de
contacto assumir uma componente do campo magnético, normal ao plano da descontinuidade,
diferente de zero (B, # 0) nao lhe permite obter um salto na velocidade tangencial (Uy). Desta
forma, todas as quantidades, a excecao da massa volimica, sdo continuas através da descon-
tinuidade. Por outro lado, se a componente normal do campo magnético for nula (B, = 0),
vai permitir obter solucdes descontinuas para as componentes tangenciais da velocidade, Uy,
e do campo magnético, B¢, assim como para as propriedades termodinamicas. Contudo, a
pressdo global, que é dada pela soma entre a pressao termodinamica e a pressao magnética
(pe = p + B'B/2), deve manter-se continua. Estas descontinuidades denominadas de tangenci-
ais (Fig. 2.5b), implicam ndo s6 uma variacdo na amplitude das componentes tangenciais mas
também uma variacdo na sua direcdo. Contudo devem manter-se sempre tangenciais ao plano
de descontinuidade.
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Podemos também encontrar descontinuidades que se caracterizam pela ocorréncia de fluxo
massico através da sua superficie. Novamente, estas podem ser agrupadas em dois grupos
distintos, dependendo se admitem solucdes descontinuas (ou ndo) para a massa volumica. Se
a massa volumica for continua estamos perante descontinuidades rotacionais ou de Alfvén. Por
outro lado, se a massa volumica for descontinua estamos a falar de um outro grupo, conhecido
como ondas de chogue magneto-acUsticas.

As descontinuidades rotacionais, uma vez que assumem que a massa volimica é continua tam-
bém assumem uma componente normal da velocidade continua. Desta forma as variaveis ter-
modinamicas, assim como a magnitude do vetor B, assumem um comportamento continuo. No
entanto, o que caracteriza este tipo de descontinuidade é o facto de a componente tangencial
do campo magnético, Bg, girar em torno do vetor normal a descontinuidade, n, com um deter-
minado angulo, veja-se a Fig. 2.5c. Neste caso a componente normal da velocidade é igual a
velocidade de Alfvén, o que implica que o nimero de Mach Alfvénico seja igual a um em ambas
as regides definidas pela descontinuidade.

No grupo das ondas de choque magneto-acusticas, a componente normal da velocidade, U,,,
assim como a massa volimica sao descontinuas, o que obriga a que todas as propriedades
termodinamicas sejam descontinuas. As ondas de choque magneto-acUsticas podem ser vistas
como uma generalizacdo das ondas de choque de dinamica dos gases para MHD. Estas podem
ainda ser divididas em trés categorias: ondas de choque lentas; ondas de choque intermédias e
ondas de choque rapidas.

Numa onda de choque rapida o escoamento do plasma a montante é super-rapido (Mf > 1),
enquanto que a jusante é sub-rapido (Mf < 1) e super-Alfvénico (M* > 1). Este tipo de onda
de choque gera uma refracdo que afasta as linhas do campo magnético do vetor normal n
(21 < a3), veja-se a Fig. 2.5e.

Na Fig. 2.5d esta representada uma onda de choque lenta. Esta caracteriza-se por assumir a
montante um escoamento super-lento (M® > 1) e sub-Alfvénico (M* < 1). A jusante, o escoa-
mento deve ser do tipo sub-lento (M® < 1). Da mesma forma que na onda de choque rapida,
este tipo de descontinuidade leva a uma refracdo do campo magnético. Contudo, a refracao
em causa possui a particularidade de aproximar as linhas de campo ao vetor normal a superficie
descontinua (a; > a3). Nas ondas de choque intermédias, o escoamento é super-Alfvénico a
montante e sub-Alfvénico a jusante. Neste tipo de descontinuidade, o sinal da componente
tangencial muda e, consequentemente, o campo magnético assume direcdes opostas nas duas
regioes da descontinuidade, veja-se a Fig. 2.5f.

Como nao podia deixar de ser, no quadro das descontinuidades MHD, existem alguns casos
limite. As descontinuidades perpendiculares representam o caso limite das descontinuidades
tangenciais quando estas assumem um angulo de rotacao nulo. As ondas de choque paralelas,
também conhecidas como ondas de choque hidrodinamicas, sdo aquelas que nao provocam
qualquer variacdo no campo magnético, veja-se a Fig. 2.5i. Na Fig. 2.5h esta representado o
caso limite da onda de choque rapida, a denominada onda de choque rapida do tipo switch-on.
Esta denominacéo esta ligada ao facto de estas descontinuidades gerarem por si s, a jusante
da superficie descontinua, uma componente tangencial do campo magnético, B;» # 0. Isto
apesar de se verificar que a componente tangencial do campo magnético a montante é nula
(By,1 = 0). Por seu lado as descontinuidades lentas do tipo switch-off fazem exatamente o
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oposto. Repare-se na Fig. 2.5g que, a montante, estas desligam a componente tangencial do
campo magnético (B;1 # 0 — By 2 = 0).

2.5 A formulacao resistiva do sistema de equacées MHD

A conservacao do fluxo magnético implica que o fluido de trabalho seja um condutor ideal de
eletricidade. Todavia, sabemos que na maior parte das aplicacées em engenharia, as equacoes
na sua forma ideal ndo nos permitem descrever de uma forma precisa a fisica do problema. Es-
tas equacdes devem ser complementadas com os termos dissipativos, que nos permitem obter a
informacao sobre a camada limite magnética e viscosa. Contudo, a maior alteracao que a intro-
ducao da resistividade vai provocar ocorre a um nivel fundamental. Isto porque vai permitir um
desacoplamento entre as linhas de campo magnético e o escoamento (Boyd e Sanderson, 2003).
Sabe-se que, mesmo que os coeficientes de dissipacao sejam de valor reduzido, o seu valor em
termos significativos podera nao o ser. Isto porque vai introduzir um fator multiplicativo no
gradiente de uma grandeza fisica, o que na camada limite pode produzir um efeito importante
capaz de influenciar a regiao de escoamento completamente desenvolvido.

O sistema de equacdes MHD na sua forma resistiva, com a inclusao dos termos viscosos e de
conducao de calor, vem dado por:

8;% +V- [pUU + (p + Bf’) I-BB- r] = 0, (2.62)
B.B
S [(pet T+ 2> U-U-BB-(kVI) - (T’”'“'U)]
%]f+v.(UB—BU)+V x(mj) = 0, (2.64)

onde k é a condutividade térmica e n representa o coeficiente de resistividade elétrica. O
tensor representativo dos efeitos viscosos em escoamento compressivel vem dado por:

2
onde u é a viscosidade dinamica ou absoluta do fluido condutor.

Vamos agora verificar que é possivel transformar este sistema numa forma aproximadamente
conservativa, com a excecao de alguns termos que normalmente possuem uma contribuicao dis-
sipativa muito reduzida. Apos a introducao da resistividade elétrica nas equacdes de governo,
podemos verificar que as equag¢des da continuidade (2.61) e da quantidade de movimento (2.62)
se mantém inalteradas. No entanto, a equacédo da energia total recebe uma nova contribuicao
dada pelo aquecimento por efeito de Joule. A equacao da inducao também é modificada devido
ao valor finito de resistividade que é introduzido pela lei de Ohm. Através da Lei de Ampére
(Eq. 2.10), o ultimo termo da equacao (2.63) pode ser reformulado em termos de B,

V- Bxnj)=nV-(BxVxB). (2.66)
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Figura 2.5: Propriedades das descontinuidades MHD. O vetor normal a superficie da descontinuidade é
dado por n. a) Descontinuidade de contacto; b) Descontinuidade tangencial; c) Descontinuidade rotacio-
nal; d) Onda de choque lenta; e) onda de choque rapida; f) onda de choque intermédia; g) onda de choque
lenta do tipo switch-off; h) onda de choque rapida do tipo switch on; i) onda de choque hidrodinamica.
Adaptado de Goedbloed et al. (2010) e Sterck et al. (1998).
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Relembre-se que na deducao das equacoes foram escolhidas dimensdes para B de forma a que
a permeabilidade magnética no vacuo fosse igual a unidade (uy = 1). Utilizando identidades
vetoriais e novamente a lei de Ampére, o Ultimo termo da equacao (2.64) vem dado por:

V x (1) =gV x (V x B) ‘&Y _v?B. (2.67)

Note-se que a introducao da resistividade nas equacdes podera até de certa forma simplificar
o modelo fisico-matematico. Isto porque, o acoplamento entre as equacdes vai enfraquecendo
a medida que o valor para a resistividade aumenta. Este desacoplamento vai permitir que
o campo de velocidades se mova de forma separada do campo magnético. Facilmente nos
apercebemos que no caso limite as linhas do campo magnético nao sofrem qualquer alteracao
com o movimento do fluido. Nesta situacao a equacao da inducao reduz-se a uma equacao
para a difusdo de B e as contribuicdes fisicas do campo magnético para o sistema de equacoes
podem ser adicionadas como termos fonte.

Como ja nos apercebemos, o efeito da resistividade é o de introduzir um termo de difusao
no campo magnético com um coeficiente dissipativo dado por T, = n/puo [m?/s]%. A escala
temporal, 7,, associada a este termo de segunda ordem vem dada por:

= — (2.68)

onde L representa o comprimento caracteristico. Esta escala temporal representa um papel de
extrema importancia na escolha do método de solucao das equacoes MHD. De tal forma que, se
o seu valor for muito reduzido, os esquemas que normalmente sao utilizados na resolucao das
equacoes ideais ja nao sao aplicaveis para a resolucdo do sistema de equacdes resistivas. Na
seccao 4.2.3 vamos abordar algumas das possiveis solucdes para este problema.

2.5.1 Efeitos da resistividade elétrica e viscosidade em escoamento MHD

A viscosidade define-se a partir da resisténcia que um determinado fluido oferece a deformacao
quando sujeito a tensdes de corte. Também sabemos que a condicao de aderéncia de fluido
viscoso obriga a que na parede a velocidade do fluido assuma a velocidade dessa mesma parede.
Claro que no caso de a parede se encontrar estacionaria, a velocidade do fluido nessa superficie
devera ser obrigatoriamente igual a zero. Esta condicdo de fronteira é conhecida no dominio
da dinamica dos fluidos como a condicao de nao-escorregamento. Resta entado saber como
€ que o campo de velocidades vai reagir a esta condicao, e como deve evoluir até sair da
camada limite. O perfil de velocidade obtido é resultante das derivadas de segunda ordem que
sao introduzidas na equacao de quantidade de movimento. Estes termos, juntamente com a
condicao de fronteira de nao-escorregamento, vao dar origem a um perfil de velocidades que
assume uma forma parabolica numa dada regido. A regidao do escoamento que engloba este
perfil caracteristico da velocidade é denominada camada limite laminar, e a sua espessura pode
ser calculada em funcao da viscosidade.

Em escoamento MHD resistivo e laminar ocorre uma situacdo em tudo semelhante a que foi
apresentada no paragrafo anterior. Contudo, neste caso a resistividade também vai desempe-

A permeabilidade magnética é aqui (re)-inserida por uma questio de conveniéncia. Relembre-se que
as restantes equacoes estao deduzidas com unidades para B de forma a que po =1 [m kg - s’QA*ﬂ.
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@)

(b) ()

Figura 2.6: Escoamento de tipo camada limite de Hartmann. a) Configuracdo utilizada no calculo do
escoamento de Hartmann. b) Perfil de velocidade a um nimero de Hartmann reduzido; c) Perfil de
velocidade a um nimero de Hartmann elevado.

nhar um papel importante na determinacao da espessura da camada limite. Um dos trabalhos
mais reconhecidos nesta matéria foi desenvolvido por Hartmann (1937), onde foram deduzi-
das expressoes analiticas que permitem calcular a espessura da camada limite em funcao do
campo magnético imposto e das propriedades de transporte. A camada limite de Hartmann,
31, OCOrre quando um campo magnético € imposto na direcao transversal ao escoamento. A
interacao entre a corrente elétrica induzida pelo escoamento e o campo imposto, vai resultar
numa forca de Lorentz que se devera opor ao movimento do escoamento. Esta forca tende a
modificar o perfil de velocidades, e sera junto a parede que este perfil vai sofrer uma maior
alteracao, esta situacao encontra-se exemplificada na Fig. 2.6.

Vamos considerar um caso particular inicialmente sugerido por Hartmann (1937), que compre-
ende um escoamento de um fluido condutor entre dois planos eletricamente isolados. Ambos os
planos possuem um comprimento infinito e encontram-se localizados a uma distancia z = +a.
0 escoamento vai entao ser sujeito a um campo magnético imposto na direcdo normal a ambos
os planos, veja-se a Fig. 2.6a. A direcao do escoamento é unidirecional, uma vez que apenas
possui uma componente do campo de velocidades diferente de zero (neste caso U,) e perpen-
dicular ao campo magnético imposto, By,. Como consequéncia, a Unica componente induzida
do campo magnético, dada pela equacao da inducao, também sera na direcao paralela a ox.
0 gradiente de pressao é também unidirecional (paralelo a ox), e vai gerar uma forca de sen-
tido positivo por unidade de volume (Vp = F). Este caso é conhecido como escoamento de
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Hartmann e possui uma solucao analitica dada por (Davidson, 2001):

onde H, representa o niUmero de Hartmann que vamos apresentar em mais pormenor na sec¢ao
2.6 e Vy vem dado por (Dousset, 2009):

_ 1 B, [u
o= gz [ ()] &7

a

onde E, é a componente transversal do campo elétrico.

Vamos agora analisar os dois casos limite que ocorrem quando H, — 0 ou quando H, — co. O
primeiro dos dois (H, — 0) da origem a um escoamento com um perfil de velocidades parabélico
conhecido pelo perfil de velocidades de Poiseuille, veja-se a Fig. 2.6b. O segundo caso limite
segue um decaimento exponencial da velocidade nas camadas limites de Hartmann, veja-se a
Fig. 2.6c.

Existem mais dois casos com solucdo analitica onde podem ser estudados os efeitos da resistivi-
dade na espessura da camada limite. O primeiro caso é conhecido como o problema de Shercliff
(Shercliff, 1953). Este pode ser visto como a versao 3D do escoamento de Hartmann, uma vez
que compreende um escoamento num canal retangular onde todas as paredes se encontram ele-
tricamente isoladas. O segundo caso é conhecido como o escoamento de Hunt (Hunt, 1965), e
diferencia-se dos dois primeiros problemas por possuir duas paredes perfeitamente condutoras
e duas paredes eletricamente isoladas.

Como podemos verificar as expressoes aqui utilizadas sao baseadas no cosseno hiperbdlico.
Contudo, Ni et al. (2007a) verificaram que esta formulacao falhava em casos onde o nimero de
Hartmann fosse muito elevado. De forma a contornar esta situacao, propuseram uma formula-
cao baseada em funcdes exponenciais. Todavia, as funcoes por eles publicadas possuem alguns
erros que foram posteriormente corrigidos por Planas et al. (2011). Ambos os casos de teste, de
Shercliff e Hunt, foram utilizados no processo de validacdo do cddigo e podem ser encontrados
na seccao 5.2.

2.6 Forma adimensional das equacées MHD

Ja foi referido no capitulo introdutorio que as equacées MHD podem ser aplicadas a uma ex-
tensa gama de fendmenos fisicos. Estes vao desde escoamentos de plasmas com comprimentos
de escala laboratoriais (ex: tokamak, onde Lo = 20 [m]; By = 3[T]; to = 3 x 1079 [3]), até escoa-
mentos onde os comprimentos de escala sao de uma dimensao planetaria (ex: magneto-esfera
terrestre, onde Ly = 4x 107 [m]; By = 3x107° [T]; ¢y = 6 [s]) ou mesmo astrondmica (ex: galaxia
Lo = 10%! [m]; By = 1078 [T]; to = 10' [s]). Assim, convém demonstrar que as equacées MHD
sdo independentes da escala com respeito a trés parametros fundamentais, nomeadamente: o
comprimento de escala, Ly; a magnitude do campo magnético, By; e a escala temporal que
pode ser obtida através da velocidade de Alfvén,

3®

Up = ¢ 2.71)

49



Analise numérica do escoamento da dinamica de gases e MHD

que nos permite obter:
(2.72)

onde py e Uy sdo a massa volumica e a velocidade de referéncia. Através deste conjunto de
parametros podemos adimensionalizar as variaveis independentes e os operadores diferenciais
a estas associados,

L t = 0 0

as variaveis dependentes na sua forma adimensional vém dadas por:

__p = _ U D - B
pP=— U:77 P=—F3 B=—-. (2‘74)
Po U poUg By
Caso estejamos perante o sistema de equacdes na sua forma resistiva, também devemos adi-
mensionalizar as propriedades de transporte,

F=_, 7= (2.75)

Os sistemas de equacgdes (2.30-2.33) e (2.61-2.64) podem ser reescritos numa forma adimensi-
onal se utilizarmos as transformacdes aqui apresentadas. Esta seccao serviu apenas para de-
monstrar a independéncia de escala que caracteriza as equacdes MHD. As equacdes que foram
implementadas no cddigo numérico que vai ser proposto na seccao 4.2 seguem uma formulacao
dimensional.

2.6.1 Parametros adimensionais

A formulacao ideal das equacoes MHD, apresentada na seccao 2.4, é obtida se desprezarmos os
termos resistivos das equacoes (2.61-2.64). Os termos a eliminar representam o aquecimento
por efeito de Joule presente na equacao (2.63) e a difusdo do campo magnético, presente na
equacao (2.64). Esta simplificacdo das equacdes é justificada para o caso em que o parametro
adimensional, dado pelo niUmero de Reynolds magnético, possui um valor bastante significativo,

= 20200 5 g, (2.76)

Este parametro adimensional também pode ser visto como uma relacao entre os termos convec-
tivos e difusivos presentes na equacao da inducao. No caso de estarmos perante um R,, < 1,
podemos desprezar o termo convectivo da equacao da inducao e tratar cada equacao de go-
verno de forma independente. Uma outra forma de interpretar fisicamente o valor de R,,, €
através de uma comparacdo entre o valor significativo do campo magnético imposto quando
comparado com o campo magnético induzido. Assim, no caso de se assumir um R, reduzido,
podemos desprezar o campo magnético associado as correntes induzidas quando comparado
com o campo magnético imposto. O que implica que uma qualquer perturbacao na velocidade
nao vai afetar o campo magnético inicial.
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A relacao entre as escalas temporais ideais e resistivas da origem ao nimero de Lundquist:

L A
Ly = 2 = g 200 (2.77)
Tn Mo

Como podemos verificar, este parametro adimensional também nos permite relacionar os ter-
mos difusivos com os termos convectivos, uma vez que L, — oo para n — 0. Normalmente na
definicdo de problemas de escoamento turbulento deve-se optar pelo niUmero de Reynolds mag-
nético, uma vez que este possui o valor mais significativo. Contudo, no estudo de instabilidades
resistivas e na auséncia de escoamento deve-se optar pelo nimero de Lundquist (Goedbloed e
Poedts, 2004). A relacdo entre ambos da origem ao nimero de Mach de Alfvén:

R, U

- — A
L= MA, (2.78)

Um outro grupo adimensional é dado pelo parametro de interacao,

B2L,
Ny = 0= (2.79)

nopoUo
Este parametro permite relacionar as forcas de inércia com a forca de Lorentz. Também é
possivel relacionar a forca de Lorentz com as forcas de origem viscosa através do nimero de

Hartmann,

H, = BoLo (1) ° (2.80)
Moo

Em escoamentos de plasmas € normal calcular um outro parametro adimensional dado por:

2po
= —. 2.81
B= T (2.81)
Aqui pretende-se relacionar as forcas de pressao com as forcas magnéticas. Como tal, para
um 3 > 1 o escoamento é governado pelas forcas de pressao, enquanto que para um 3 < 1 0
escoamento € governado pelas forcas de origem eletromagnética.

2.7 Modelacdo numérica de tubeiras MPD

Os plasmas sao caracterizados por trés parametros fundamentais (Bellan, 2006), nomeada-
mente: a densidade de particulas, dada pelo nimero de particulas em cada m? de plasma; a
temperatura de cada uma das espécies (ides e eletrées), normalmente medida em eV (electron-
volt)3; e pelo campo magnético em estado estacionario, medido em T. Nas proximas seccoes
vamos analisar como é que estes parametros interagem entre si de forma a descrever a fisica do
escoamento de plasmas. Note-se que a fisica de plasmas, devido a sua enorme complexidade,
esta longe de ser uma ciéncia exata. Em lugar de um formalismo temos um conjunto de “pontos
de vista” desenvolvidos para analisar um determinado comportamento. Nesta seccao vamo-nos
restringir ao ponto de vista dos sistemas de propulsao elétrica, e seremos ainda obrigados a
restringir mais a nossa analise para o ponto de vista das tubeiras MPD. Na seccao 2.7 vai ser

31 eV é uma unidade de energia igual a 1, 60217653(20) x 10~*° J que pode ser convertida em K através
da sua relagdo com a constante de Boltzmann, kp = 1,3806505(24) x 107 J/K: £2% = 11604, 505(20)
K.
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realizada uma analise aos varios modelos MPD disponiveis na literatura, onde vamos analisar as
diferentes formulacdes da equacao da inducao que podem ser utilizadas na modelacao de plas-
mas reais. Vao também ser apresentadas as equagdes que podem ser utilizadas para o calculo
da energia interna das espécies envolvidas. Os modelos que normalmente sao utilizados para o
calculo das propriedades de transporte vao ser apresentados na seccao 2.7.3. Na seccédo 2.7.4,
vai ser demonstrado como é que uma equacao de estado para gases reais pode ser implemen-
tada num algoritmo do tipo PBA. Nesta seccao, de forma a restabelecer as dimensdes SI, vamos
voltar a introduzir a permeabilidade magnética nas equacdes de governo.

2.7.1 Equacao da inducao

Na modelacdo de plasmas em tubeiras MPD temos de ter em conta um parametro que deve
ser adicionado a equacao da inducado. Este € conhecido como o parametro de Hall e é um
resultado direto das colisdes entre particulas. Note-se que o resultado das colisdes faz com que
as particulas se movam com uma velocidade diferente do escoamento. Esta nova velocidade
obriga a introducao de um novo termo (a sublinhado) na lei de Ohm,

.1 Q. .

j= ;(E‘i‘UXB)—E(J x B) + jiges: (2.82)
onde Q) representa o parametro de Hall que é o resultado da relacédo entre a frequéncia ciclotro-
nica dos eletroes (w..) € a frequéncia de colisdo entre os eletroes e as espécies pesadas (> v.s)
(Huba, 2011; Boyd e Sanderson, 2003; Bellan, 2006),

w T°B
0= ce 1 16 € .
S 9,6 x 10 (ne lnA> , (2.83)

onde n. representa o nimero de particulas por metro cubico, B é a magnitude local do campo
magnético e In A representa o logaritmo de Coulomb. Falta agora encontrar uma forma de
estimar a quantidade A. De acordo com Goldston e Rutherford (1995) esta quantidade pode ser
representada pelo nimero de particulas presentes na esfera de Debye que possui um diametro

aproximadamente igual a Ap ~ (eoszTe/neq2)1/2:
1 3
A =In <M7WD> : (2.84)
Z
se considerarmos uma fracao de ionizacao média local Z = n./n = 1, a equacéo (2.84) vem:
12v/2 T,)%/?
InA =1In V2 (kpeoTe) , (2.85)
aniﬂ

onde ¢, representa a permissividade elétrica do vacuo e ¢ é a carga elétrica de um eletrdao. O
efeito de Hall vai levar a adicdo de um novo termo na equacao da inducdo. Através da lei de
Ampeére este termo (a sublinhado) pode ser reescrito em termos de B,

OB

9B <. _ N2 e _ o
o TV (UB - BU) uov B+V><LOB(V><B><B)} V X njises = 0. (2.86)
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Apds uma analise da equacao (2.83) facilmente se verifica que o termo de Hall pode ser negligen-
ciado se a frequéncia de colisdo entre as espécies (> v.,) for muito maior do que a frequéncia
ciclotronica dos eletrées (w..)(Bellan, 2006). No entanto, Sankaran (2005) verificou que para
inimeros casos de interesse, e para o caso dos eletrées que sao os principais transportadores
de corrente, o parametro de Hall é de O(1) e como tal é normalmente adicionado a equacao
da inducao.

Existe outro parametro que pode ser adicionado a equacao da inducao, este representa uma
contribuicdo para a corrente dada por um fendomeno que é conhecido como escorregamento de
ioes,

QQ; .
ji6es = (1 - a2) B2 [(J X B) X B]7 (287)

onde o representa a fracdo de ionizacao (0 < o < 1). A variavel §; representa o parametro
de Hall para os ides que deve ser calculado com uma expressao equivalente a equagao (2.83),
deduzida a partir da relacao entre a frequéncia ciclotronica dos ides e a frequéncia de colisao
entre os ides e as particulas neutras.

0O fenomeno de escorregamento de ides ocorre porque a quantidade de movimento das par-
ticulas neutras nao pode ser afetada pelas forcas eletromagnéticas, mas apenas através das
sucessivas colisdes com os ides. Em condicbes extremas, onde a densidade de particulas é
muito reduzida e os campos magnéticos sao muito intensos, as colisdes entre as particulas
neutras e os ides podem ser quase inexistentes, de tal forma que podem levar a um desaco-
plamento entre a dinamica dos gases e o movimento dos ides (Myers et al., 1991; Sankaran,
2005). Assim, os ides podem seguir as suas proprias trajetdrias sem imprimirem aceleracao ao
escoamento principal o que vai resultar numa reducao drastica da eficiéncia da tubeira. Ainda
assim, este & um fendmeno extremamente raro e como tal € normalmente negligenciado nos
modelos desenvolvidos para a analise de tubeiras MPD.

2.7.2 Equacles de energia para multi-espécies

Varios modelos consideram o plasma como um meio continuo, onde se assume que uma Unica
equacao de energia é suficiente para descrever a fisica do problema (Sleziona et al., 1988;
Funaki et al., 1997). Contudo, sabe-se que esta hipotese pode levar a resultados irrealistas
devido a uma analise incorreta das propriedades de transporte, que sao muito sensiveis as
variacoes de temperatura dos ides e dos eletroes (Myers et al., 1991). A discrepancia entre as
temperaturas das espécies € um fendmeno muito frequente no regime de operacéo das tubeiras
MPD, e sugere que o sistema nao se encontra num estado de equilibrio térmico. Desta forma,
parece ser de uma extrema importancia adicionar duas novas equacdes ao sistema MHD, de
forma a calcular a energia interna dos eletroes e dos ioes.

A equacao global para a energia interna de um fluido condutor em movimento vem dada por:

dpe;
ot

+ V- (pe;U) +pV-U —nj? -V (kVT) = 0. (2.88)

Na modelacao de plasmas a energia interna global pode ser calculada através da soma entre as
energias internas de cada uma das espécies envolvidas (Sankaran, 2005),

€; = €iet €4, (2.89)
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e que o termo relativo a condutividade térmica pode ser dado pela soma da contribuicdo dos
eletrdes e dos ides:
ENVT = k VT, + k;VT;. (2.90)

As equacdes de energia interna para os eletroes e para os ides vém finalmente dadas por:

apei,e

ot +V- (pei,eU) +pev U — an -V (kevTe) + Aéie = 0, (291)
3p€iz' .
T’ + V- (Pei,iU) +p,;v -U-V- (k,VT7) — Aeie =0. (292)

Repare-se, que na deducdo destas duas equac¢des considerou-se que o aquecimento por efeito
de Joule (152) apenas afeta aos eletrées. O ultimo termo do lado esquerdo de ambas equacoes
representa as trocas de energia resultantes das colisoes entre espécies, e pode ser estimada da
seguinte forma (Goldston e Rutherford, 1995):

3nemel/ei

Aéje = TikB (Te = T;) . (2.93)

2.7.3 Propriedades de transporte

Nesta seccao vao ser apresentadas as propriedades de transporte mais importantes quando
pretendemos modelar escoamento de plasmas em tubeiras magnetoplasmadinamicas. Como ja
foi referido na seccdo anterior, as propriedades de transporte sao extremamente sensiveis as
variacées de temperatura. Vamos aqui demonstrar que, de facto, o campo de temperatura
€ um parametro crucial no calculo da condutividade elétrica, da condutividade térmica e da
viscosidade.

2.7.3.1 Resistividade elétrica

Quando um plasma se encontra sujeito a um campo elétrico E, os eletrdes e os ides tendem
a acelerar em direcoes opostas (Bellan, 2006). Como é o6bvio, esta trajetoria oposta vai levar
a criacdo de uma velocidade relativa, U, = (U, — U;), entre as duas espécies. Na auséncia
de colisoes, os eletroes, de massa muito inferior aos ides, iriam acelerar indefinidamente. A
aceleracdo iria ser tao pronunciada que, mesmo que o plasma fosse sujeito a um campo de
voltagem infinitesimal, este geraria uma corrente elétrica de grande intensidade. Contudo, as
colisGes entre os ides e os eletroes tendem a dissipar esta quantidade de movimento relativa
até se atingir um estado estacionario, e desta forma limitam a corrente que pode ser gerada
pelo campo elétrico imposto. Esta relacdo entre o campo elétrico imposto e as colisdes en-
tre espécies vai levar a criacdo de um parametro extremamente importante na modelacdo de
plasmas, nomeadamente a resistividade elétrica n ou a sua inversa, também conhecida como
condutividade elétrica o = 1/1.

Portanto ja vimos que a condutividade elétrica pode ser relacionada com as colisdes entre
espécies. Uma forma de medir essas colisoes € através da frequéncia de colisdes do tipo elec-
tréo-ido, v.;. Podemos entdo chegar a seguinte expressao, que relaciona as colisbes entre
espécies com o campo elétrico imposto Goldston e Rutherford (1995),

54



Analise numérica do escoamento da dinamica de gases e MHD

4B = 1,U,.. (2.94)
Me
A corrente elétrica vem dada por:
j = _nequela (295)

assim a equacao (2.94) pode ser reescrita,

E=1 (2.96)
g
logo,
2
g=_3" (2.97)
Me <V€1>

A média (v.;) aparece na equacao (2.97) uma vez que a frequéncia de colisdes entre eletrdes
e ioes depende da velocidade de cada um dos eletrées. Como tal deve ser aplicada uma
média sobre uma determinada distribuicao de velocidades de eletroes. Esta é conhecida como
a condutividade de Spitzer e o seu valor aproximado pode ser calculado da seguinte forma

(Lapointe, 1991):
3/2

T,
_ —21e
o =1,53x 1072 . (2.98)

Note-se que o valor da condutividade é proporcional ao valor de TS/Q, 0 que significa que
uma maior temperatura dos eletrées implica uma maior condutividade elétrica (menor resisti-
vidade).

Quando o escoamento de plasma se encontra sujeito a campos magnéticos ou elétricos externos,
as propriedades de transporte sdo funcao da direcao desses mesmos campos. Como tal, a
condutividade elétrica deixa de se comportar como um campo escalar e assume a forma de um
tensor, veja-se a lei de Ohm,

j=7E. (2.99)

O tensor relativo a condutividade elétrica vem dado pela seguinte expressao (Udrea, 1999):
¢ =0 bb+ogbxZI+0, (I -bb), (2.100)

onde b representa o vetor unitario com a mesma direcdo do campo magnético e o € a resistivi-
dade paralela a esse mesmo campo magnético. o € a resistividade de Hall e o, representa a
resistividade transversal ao campo magnético. Se assumirmos um campo magnético na direcao
oz, podemos facilmente escrever a lei de Ohm na sua forma matricial (Miller, 1990),

jz g —O0OH 0 Ez
Jy | =|om oL O E, |, (2.101)
jz 0 0 O’H Ez

que vai resultar nas seguintes componentes para a corrente elétrica:

]T = O'LEQE — O'HEy
Jy = O'J_Ey-l—O'HEI (2.102)
J. = ok

Repare-se que a condutividade transversal controla a corrente elétrica nas direcdes perpendicu-
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lares ao campo magnético, e que o valor paralelo da condutividade apenas governa a corrente
elétrica na direcao paralela ao campo magnético. Por seu lado, a resistividade de Hall governa
a corrente nas direcdes perpendiculares ao campo magnético e elétrico. Um valor aproximado
para a condutividade elétrica pode ser obtido da seguinte forma (Miller, 1990),

¢*ne il Qo

mee’  CFT1xz M T IrqE (2.103)

o) =

A resistividade pode ser calculada através da matriz inversa relativa ao tensor da condutividade

elétrica,
-1

o1 —om 0 A A
D=|ou oL 0 =| 2% 2% 0 |, (2.104)
0 0 a| 0 0 ULH
de onde se obtém,
n = ;lv nL= 03?0’%{7 NH = _Uio—-f—qo?{. (2.105)

2.7.3.2 Viscosidade

Apesar de ser uma questdo ja antiga em tubeiras MPD, a inclusdo da viscosidade no modelo
fisico-matematico é ainda uma questdo de investigacdo em aberto. Nos anos 80 a viscosi-
dade era normalmente negligenciada, no entanto Heimerdinger (1988) demonstrou que quando
um plasma se encontra num estado de equilibrio a sua viscosidade varia drasticamente numa
pequena escala de temperatura. Este autor demonstrou também que para temperaturas de
plasma suficientemente elevadas, tal como acontece em MPDs com efeito de Hall, a viscosi-
dade é negligenciavel. No entanto, se a viscosidade for considerada na analise, o seu efeito
mais importante ocorrera junto do catodo onde o escoamento de plasma é forcado na direcao
normal a parede pela componente radial da forca de Lorentz.

Alguns anos mais tarde os efeitos viscosos comecaram a ser incluidos nds varios modelos compu-
tacionais. Miller (1990) analisou humericamente os efeitos da viscosidade e verificou que esta
propriedade pode influenciar drasticamente o desempenho em algumas geometrias. Lapointe
(1991) também contabilizou a viscosidade no seu modelo e relacionou-a com a forca de propul-
sao em fungao de j2/m. Verificou que as perdas viscosas aumentavam com o aumento de j2 /1
e reducao do caudal. LaPointe analisou varias geometrias e concluiu que os efeitos viscosos sé
representavam 1% da forca de propulsdo, sendo que o valor maximo obtido foi de 6%. Niewood
(1993) verificou que a viscosidade pode ser responsavel pelo aumento da temperatura nos ides
e nas particulas neutras. Mikellides et al. (2000) verificaram que, para as tubeiras MPD de
campo imposto, os efeitos viscosos possuem alguma significancia, uma vez que limitam a veloci-
dade rotacional e aumentam de forma substancial a temperatura dos ides. Mais recentemente,
Sankaran (2005) referiu que ndo existe nenhuma prova empirica que mostre que os efeitos da
viscosidade influenciam o desempenho das tubeiras de campo induzido, e que as temperaturas
elevadas produzidas por estes sistemas levam a um normal negligenciamento da viscosidade.

A viscosidade dinamica de um plasma num estado de total ionizacdo pode ser obtida a partir da
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seguinte expressao (Sankaran, 2005):

(4meo)2 /DT, (kpT)®'?
Z2¢4In A ’

©w=0,27 (2.106)

onde M; representa a massa de um atomo de argon e Z representa a fracao de ionizacao média
local.

2.7.3.3 Condutividade térmica

Os coeficientes de condutividade térmica para os eletroes e ides podem ser estimados através
das seguintes expressoes (Miller, 1990; Sankaran et al., 2005):

nEkQB T.

Me Y Ves'

- . 2.1
ki \ 8M; (anu + anm) ’ (2.108)

onde n; € a quantidade de ides por m® de plasma. Os parametros Q;; € Q;, representam,
respetivamente, a area da seccao resultante da colisdo entre ides (ii) € entre ides e neutros

ke = 3,20 (2.107)

(in).

2.7.4 Equacao de estado

Para a gama de temperaturas de interesse em modelacao de tubeiras MPD a equacao de estado
para gases ideais deixa de ter qualquer significado fisico. Na Fig. 2.7a esta representado
um grafico que relaciona a evolucao da temperatura, para o argon, em funcao do inverso da
compressibilidade »~! = p/p. Como podemos verificar, a partir dos 10000K existe uma enorme
discrepancia entre o comportamento ideal e real. Para um gas ideal a temperatura relaciona-se
de forma linear com o inverso da compressibilidade,

¢! = RT, (2.109)

onde R representa a constante do plasma, que pode ser obtida através do racio entre a cons-
tante de Boltzmann e a massa do idao, R = kg /M;. Verificamos que esta relacao linear resulta
num declive da temperatura que nao € de todo satisfatorio. Também ja foi referido que as
propriedades de transporte sao muito sensiveis as variacdes de temperatura. Repare-se que a
equacao (2.98) impde que condutividade elétrica aumente com o valor de 7/2. Este é um ponto
crucial na modelacao de plasmas, uma vez que uma estimativa incorreta da condutividade elé-
trica pode alterar por completo o caracter da equacdo da inducédo e o resultante sistema de
equacoes. Posto isto, parece ser crucial introduzir um modelo de gas real no nosso sistema de
equacoes.

0 modelo de gas real a ser implementado baseia-se nos dados obtidos por Sparks e Fischel
(1971). Este modelo foi implementado por Sankaran (2001) no quadro de algoritmos do tipo
DBA e vai ser aqui adaptado para uma inclusao num método PBA. A funcdo matematica na qual
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Tabela 2.1: Coeficientes para o célculo da temperatura em funcédo de »/,.

Inte