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Resumo

Os polinémios matriciais tém um papel importante na teoria das equacgoes diferenciais matriciais
resultantes de formulagoes matematicas cada vez mais exigentes. Precisamente, uma abordagem
para o problema de calculo numérico de solugoes de equagoes diferenciais matriciais é feita através
da computagdo de solventes do polinémio matricial associado P(X) (Lancaster [25], pag. 525).
O primeiro trabalho que se conhece neste ambito estd presente em Dennis [9], que deu origem
ao desenvolvimento da teoria algébrica dos polinémios matriciais Dennis [10] e [11] e onde so
apresentados Algoritmos de calculo de solventes. Chama-se a atencgdo do leitor para Dennis [11],
pag. 524, onde sdo definidos dois métodos iterativos que permitem o caculo de solventes.

O primeiro, citado como método de Traub, permite a computagao do solvente dominante, isto é,
do solvente cujos valores proprios sao maiores, em modulo, do que os valores proprios de qualquer
outro solvente. O segundo Algoritmo é uma versdo matricial do método de Bernoulli, que consiste
basicamente no método da Poténcia aplicado & matriz companheira de P(X). Apo6s Dennis [11]
varios trabalhos consideraram este método (Lancaster [22], Tsai [38], Higham [19], Pereira [34]).
O método de Newton classico também foi adaptado ao contexto dos polindémios matriciais, pri-
meiro & equacdo quadratica (Davis [5], Kratz [21], Higham [18], Long [26]) e posteriormente para
polinémios de grau m qualquer. Recentemente foi também objeto de estudo em Higham [19] e
Pereira [33].

Todos os métodos referidos sdo desenvolvidos com base na algebra matricial, isto é, com base
na equacdo P(X) = 0,x, em C"*". No presente trabalho é desenvolvido um método do ponto
fixo considerando as entradas do polinémio matricial P(X), reduzindo o problema ao nivel escalar
tentando com isso evitar os problemas de calculo derivados da &lgebra matricial sobretudo quando
estes envolvem a inversa de uma matriz.

E também apresentada uma versio vetorial do método de Newton para polinémios matriciais. Na
sequéncia da ideia desenvolvida em (Marcos [27], pag. 357), onde a equacgdo matricial
P(X) = 0pxn é trabalhada ao nivel escalar, é também considerado o método de Newton apli-
cado a equacao formada por n X n equacoes polinomiais. O objetivo é evitar a derivada de Fréchet
e a resolugao da respetiva equagao matricial de Silvester em cada iteracao, tal como acontece no
método definido em (Higham [18], pag. 4).

De acordo com Dennis [9], pag. 80, se X é um solvente do polinémio matricial P(X) entdo X
um bloco valor préprio da matriz companheira, CV = VX no caso ménico, ou bloco valor préprio
do feixe companheiro, C;V = C3V X no caso nao moénico. Relativamente a métodos iterativos
com aplicacao no célculo de blocos valores proprios, pelo que se conseguiu apurar, existe apenas o
método da Poténcia definido em (Dennis [9], pAg. 83) e aplicado apenas a polinémios monicos.
Assim, é apresentado o Método Newton Vetorial para Blocos Valores Proprios definido para blocos
valores proprios da matriz companheira e posteriormente adaptado ao calculo de blocos valores
proprios do feixe companheiro ou de um feixe genérico (A, B) = AB — A qualquer.

Por ultimo generalizou-se esta formulacio para o cédlculo de feixes proprios,
(AB - A)V =W(\Y — X).

resultando no Método de Newton Vetorial para Feixes Proprios, definido para um feixe genérico
(A,B) =AB — A.
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Abstract

Matrix polynomials play an important role in the theory of matrix differential equations. An
important approach in searching numerical solutions to matrix differential equation is through the
computation of solvents of the associated matrix polynomial P(X) (Lancaster [25], page 525). The
first work we know in numerical analysis dealing with matrix polynomials is in Dennis [9], which
gave origin to Dennis [10] and [11] where an algebraic theory was developed and some algorithms
were presented. We refer the reader to Dennis [11], page 524, where two iterative methods to find
solvents are defined.

The first is a generalization of a scalar algorithm and its purpose is the computation of a dominant
solvent, that is a solvent with the eigenvalues greater, in modulus, than the eigenvalues of any
other solvent. We will refer this as the Traub method.

The second algorithm is a matrix version of the Bernoulli’s algorithm, which is essentially a block
matrix power method applied to a block companion matrix of P(X). Since Dennis [10], several
works have considered this method (Lancaster [22], Tsai [38], Higham [19], Pereira [34]). The
classical Newton’s method also had been generalized to matrix polynomials, first to the quadratic
equation (Davis [5], Kratz [21], Higham [18], Long [26]) and then to a general degree m. Also this
method have been studied in the last years by Higham [19] and Pereira [33].

All methods referred above are based in matrix arithmetics, that is, solving the matrix equation
P(X) = 0pxn in C™*". Here we will develop a fixed point method considering the matrix ele-
mentwise, so the computations will be carried at the scalar level, our attempt is to avoid the
complications of matrix manipulations specially when dealing with the inverse of a matrix.

We present here a vectorial version for the Newton’s method for matrix polynomials. This follows
the approach of (Marcos [27]), which is to treat again a polynomial matrix equation at a scalar level,
for these we consider the polynomial equation by n X n scalar multivariate complex polynomials.
The goal here is to avoid the use of the Fréchet derivative which in the respective algorithm it is
needed to solve a generalized Sylvester equation at each step (see Higham [18], page 4).

In Dennis [9], page 80, it is referred that if X is a solvent of P(X) then it is a block eigenvalue
of the companion matrix , CV = VX in the monic case, or a block eigenvalue of the companion
pencil, C1V = C,V X in the nonmonic case.

Another approach in searching numerical solutions to matrix differential equation is through the
eigenvalues and generalized eigenvectors of the companion matrix or pencil. Related to block
eigenvalue calculus, as much as we could, we just find out the block matrix power method (Dennis
[9], page 83) and with application only to monic polynomials.

It is therefore presented the Vectorial Newton method to block eigenvalue defined for the monic
case, or a block eigenvalue of the companion pencil, in the nonmonic case. Finally we generalize

this formulation for calculating eigenpencils,
(AB—A)V =W(Y - X).

resulting in the Vectorial Newton Method for eigenpencils.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo faz-se o enquadramento dos polinomiais matriciais e/ou A-matrizes no ambito da
Algebra Linear Matricial e é exposta a forma como esse enquadramento serviu de base para a
motivacao e delineacao dos objetivos gerais deste trabalho. Faz-se ainda a introdugao conceptual
relativa aos polinomiais matriciais e/ou A-matrizes e a sua relagdo e aplicacdo com as equagoes
matriciais, quer algébricas, quer diferenciais. Neste ambito ainda, sao apontados diversos métodos
de céalculo efetivo, quer de solventes, quer de blocos valores proprios ou pares proprios.

1.1 Notacao

A notagdo encontra-se discriminada no Glossario, pag. 99. Salienta-se que, sempre que se re-
velar 6bvio, poderao por exemplo omitir-se os indices que identificam as dimensoes das matrizes

consideradas,

I = 1I,,
0 = Omxn,
TN = T\,

A notagdo z = vec(X) € C™ (ver Horn [20], pag. 243, Grassé [29] pag. 58), dependendo do
contexto, pode designar tanto a matriz coluna em z € C™"*! como o vetor ou ponto x € C™"
definido pelas mn coordenadas (1, ..., Zmy,). Por uma questdo de simplicidade, usa-se vec(V, X),
onde V e X sdo matrizes de diferentes dimensoes, V € C™*" X € C"*™, tendo como significado
o vetor (v,z) = (vec(V)T, vec(X)T)T € gmntn®,

Da mesma forma, quando perfeitamente identificados m e n, a notagao vec™!(v, ), deve ser en-
tendida como o par (V, X) = (vec™!(v),vec (x)) com V € C™X" e X € C"X".

A norma matricial usada é a norma de Frobenius (||A||2) por ser aquela que se relaciona mais
diretamente com a fungdo vec, ||vec(A)|| = || Al|2, omitindo-se o indice sempre que for irrelevante

a norma utilizada.

Consideram-se apenas A-matrizes P()) regulares, isto é, A-matrizes cujo determinante det(P())) é
um polinémio nao identicamente nulo. Desta forma, a escolha da letra K para a Forma Canodnica
de Weierstrass de um feixe (A, B), notagdo K4, gy, prende-se com o fato de a Forma Canénica de
Kronecker (ver Gantmacher [12], pag. 29, Dooren [6], pdg. 111), no caso de um feixe regular, ser
também designada por Forma Canénica de Weierstrass.

1.2 Enquadramento

Com o desenvolvimento em &reas cientificas tao dispares como anélise dinamica de sistemas me-

cnicos e acusticos, circuitos elétricos ou eletronicos, teoria de controlo, mecanica dos fluidos, (ver
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Tisseur [36], Gohberg [15], Lancaster [23], Pereira [33]), e também o desenvolvimento informatico
ao nivel da capacidade de processamento e calculo, ficaram reunidas as condigoes para a aplica-
bilidade do calculo numérico, de adreas da matematica que, até ha pouco, por serem impraticaveis
relativamente ao célculo efetivo, estavam ligadas exclusivamente ao formalismo puro, como é o
caso da generalidade das equacOes matriciais. O desenvolvimento de novas formulagoes matema-
ticas cada vez mais exigentes, que em diversas areas correspondem a modelos matriciais, aliado a
capacidade de processamento que os novos computadores vieram permitir, da origem ao desenvol-
vimento de intmeros trabalhos na area (inclusive a presente dissertacdo). Assim, trata-se de um
campo em franca expansao quer ao nivel de calculo efetivo quer ao nivel dos conceitos matematicos
envolvidos, que abrangem, desde as equagoes algébricas matriciais (que podem ser convertidas em
equagdes unilaterais através do produto de Kronecker, ver Hernandez [14], pag. 3, Horn [20], pag.

239), como por exemplo a equagao de Silvester,
AX - XB=C,

a equagao de Lyapunov,
ATX + XA=-C,

ou a equacgao de Riccati,
XCX - XD—-AX + B =0,

onde A, B, C sao matrizes complexas de ordem n e X é a matriz incognita, as equacgoes diferenciais

matriciais, como sistemas de equagoes diferenciais lineares

d
P (dt> = Agz ™ () + AV (@) + - 4 Apz(t) = (1),
com Ag, Ay,..., A, matrizes complexas de dimensdo n x n e f : R — R", onde z(¢) é a fun¢ao

oz
dti ®

incognita, de classe C™(R) e z(7) :=
A solugéo x(t) deste tipo de sistemas, do ponto de vista teorico, esta bem definida mas levanta uma
série de dificuldades do ponto de vista do célculo efetivo. Se bem que na generalidade, as equacoes
diferenciais matriciais lineares mais estudadas, afetas as diversas areas das engenharias, sdo de
ordem dois, a teoria matematica envolvida estd definida para uma ordem qualquer m. Portanto,
em termos de célculo efetivo, o caso geral da equagao diferencial matricial de ordem m, é um
campo pouco explorado, ao contrario do caso de ordem 2, associado ao problema conhecido como
“O problema de valores proprios quadratico” (ver Tisseur [36]).

Este problema, (m = 2), consiste na determinac¢do de valores e vetores proprios de uma equagdo
quadratica cujos coeficientes, neste caso, sao matrizes reais ou complexas de dimensao n x n.

No caso escalar (n = 1), como é bem sabido, a soluc¢do da equagao diferencial de ordem 2 é definida
em funcdo das raizes da equacgao carateristica. A generalizagdo deste conceito para n > 1, relaciona
ainda a equacao diferencial homogénea

P (i) x = Apx” (t) + A12'(t) + Azx(t) = 0,

com Ay, Ay, Ay € C"*™ e as raizes do “polinémio carateristico”, com as devidas adaptagdes ao
caso matricial, que se traduz no chamado Problema dos Valores Proprios Quadratico (PVPQ), o

qual consiste na obtencao de escalares A € C (valores proprios), tais que

det ()\2140 + )\Al + Az) = 0,
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e vetores ndo nulos v € C™ (vetores proprios) que verifiquem a equacao

(/\2A0 + )\Al + Ag) v =0.

A seguir é apresentado um exemplo elucidativo de um PVPQ onde se percebem as semelhancas e
diferencas existentes entre a resolu¢ao de um problema deste tipo e o simples calculo de valores e
vetores proprios de uma matriz A (ou, de acordo com formulagio agora usada, da A-matriz AT — A).

Exemplo 1.2.1. Sejam as matrizes complexas,
1 0 -4 1
A == , A =
’ l 0 1 1 ' l 0 -3

A2 4N+ 4 2\
0 A2 —3X+2

Tem-se que,

ANAg+ NA; + Ay =

b

det(A\2Ag +AA; + A3) = (V2 =4 +4) (A =30 +2) = (A — 1)(A —2)?,

pelo que se obtém o valor proprio A = 1 e o valor proprio A = 2 com multiplicidade 3. Assim,

considerando A = 1 tem-se

ewrsornes 12757 )

para qualquer vetor ¥ com vy = vq;

Portanto, para A = 1, tem-se o vetor préprio

Han

Repetindo o processo em relagao ao valor proprio A = 2, tem-se

00 vy 0
22 A0 4 24, + Ap)0 = = ,

para qualquer vetor ¥ # 0;

Este problema (PVPQ) consiste numa dupla generalizacdo do célculo da solu¢do de uma equagao
diferencial linear, quer em termos da ordem da equacao diferencial m quer em termos da dimensao

das matrizes envolvidas n.

Para uma dimensao n fixa, o problema consiste na generalizacao da no¢ao de valor e vetor proprio
de uma matriz A, ou valor e vetor proprio do polinémio P(A) = AI — A, para polinomios de grau

maior ou igual a 2 na variavel A,

POA) = A"Ag + A" A 4+ A,

Por outro lado, & semelhanca da linearizagdo usada numa equacao diferencial linear (a transforma-
¢do desta num sistema de equagoes diferenciais de ordem 1) uma linearizacio de P(\) corresponde

a redugao deste polindémio ao caso linear (Al — A ou AB — A). Com efeito, tem-se que a A-matriz

3
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(ver Lancaster [25], pag. 491, Gohberg [15], pag. 13)

P(/\) Onx(m—l)n
O(m—l)nxn I(m—l)n

é equivalente a A\ —C, onde C é a matriz companheira (ver Gohberg [15], pag. 491) no caso ménico
ou equivalente ao feixe companheiro (ver Gohberg [15], pag. 186, Tisseur [36], pag. 253) no caso
nao moénico, como serd visto na seccao 2.2, Observacao 2.2.3.

Atendendo & transitividade da relacdo de equivaléncia entre A\-matrizes, uma linearizacdo do po-
linémio P(\) é qualquer A-matriz da forma Al,,, — C, com C € K™**™" equivalente a \[ — C,
no caso monico ou equivalente ao feixe companheiro no caso nao monico (ver Gohberg [15], pag.
187).

Assim, se o polinémio P(\) for moénico, i.e. Ag = I, a equagado diferencial homogénea correspon-
dente,
2(m) (t) + Alx(mfl)(t) +-+ Apa(t) =0,

pode ser associada a uma linearizagdo da forma Al —C, onde C é a matriz companheira. A solucao
do sistema z(t) = [ I, 0, --- 0, } y(t), calculada através desta linearizagdo y'(t) = Cy(t), é
dada por

z(t) = [ I, 0, - 0, |ew,

onde w € C™", ¢ representa a exponencial da matriz companheira, Ct e w o vetor com as

condigdes iniciais x(0).

Observa¢do 1.2.2. Em Lancaster [25], pag. 308 (ou Gantmacher [12], pag. 113), define-se a
fungdo de uma matriz A € K"*", f(A) desde que a fungdo f : K — K esteja definida no
espectro de A. Isto &, sempre que existam os valores f(Ag), f'(Ax), ..., f™ 1 (\z), para todo o
A valor proprio da matriz A de multiplicidade my, a funcao fica definida por f(A) := p(A) =
St Z;":"'O_l FO(AR)prj(A), onde @y ;(\) constituiem um conjunto fundamental de polinémios
interpoladores. A exponencial de uma matriz A € IK"*™ é a matriz perfeitamente definida pela

et = Z %A”,

n>0

soma da série

e que pode ser também calculada através de e = >3, Z;.nzko_l e* . i(A). Em Lancaster [25],
pag. 310, é também demonstrado que dadas duas matrizes semelhantes A, B com A = PBP~!,

entéo et = PeB P L.

Contudo a matriz exponencial da matriz companheira ¢’ quando a dimensio n é “grande” nio
se apresenta como uma verdadeira alternativa em termos de calculo. As alternativas disponiveis
consistem em transformar a matriz companheira, através de transformagoes de semelhanga, numa
matriz .JJ mais simples do ponto de vista do calculo da respetiva matriz exponencial e’f. A escolha
6bvia é a forma canénica de Jordan C = SJo S~ L.

A caraterizacdo da matriz companheira é, deste modo, obtida utilizando a forma canénica de
Jordan da matriz companheira, C = SJ¢S™!, onde a matriz de semelhanca S fica definida & custa
dos vetores proprios (eventualmente, vetores proprios generalizados) da A-Matriz P()) e a matriz
Jc é a forma canoénica de Jordan de C.

Neste caso, dado {(V1, J1), ..., (V1, J;)} um sistema completo de pares proprios de P(\) (ver Pereira

4
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[30], pAg. 21, Gohberg [15], pAg. 44), a matriz companheira pode ser representada por C = SJeS™1,

onde Je = Diag(Jy,...,J;)) e S = [‘/jJ;:]i:O ,,,,, m—1, pelo que, nestas condigbes, a solugido da equagio
j=1,2,....1

diferencial x(t) = PSe’c!S~1w poderé caraterizar-se na forma, (ver Gohberg [15], pag. 221)

geeey

SC(t) = V16J1tzl + ‘/26J2t22 4t ‘/leJltZl,

onde z; € C* sdo vetores arbitrarios com k; = dim(J;) parai=1,...,1[.

Uma abordagem alternativa, consiste em caraterizar a matriz companheira em termos de solventes
do polinémio matricial P(X) = AgX™+A; X™ 1 +...4+ A,,, onde X representa a matriz incognita
em C™*". Em Pereira [30], faz-se o estudo relativamente & existéncia e contabilizagdo do numero
de solventes de polinémios matriciais moénicos, com base na relacdo estabelecida entre as duas
alternativas.

De forma idéntica, dado { X7, X, ..., X;;,} um conjunto completo de solventes de P(X), (ver Lan-
caster [25], pag. 524, Dennis [9], pag. 16), a matriz companheira pode ser representada por
C = VDV~! com V a matriz bloco de Vandermonde (Lancaster [25], pag. 524) dos solventes
considerados, V(X1,...,X,,) e D = Diag(Xy, Xo, ..., X;n).

Assim, a solugdo da equagdo diferencial z(t) = PVeP'V~1w admite a forma,
x(t) = etz etz + L+ efimiz,,

com 21,29, ..., 2m € C™.

Se a matriz Ay da equagio P (&%) x = 0 for singular entdo det(P())) tem grau p < mn a que
correspondem apenas p valores proprios finitos. O valor proprio infinito de P()\) corresponde ao
valor proprio nulo da A-matriz A™ P(1/X) (ver Gohberg [15], pag. 184, Tisseur [36], pag. 250). Para
efeito de calculo da solugdo da equagdo homogénea interessam apenas os pares proprios relacionados
com os valores proprios finitos. No caso de a equacao completa, P (%) x = f(t), a determinagéo
da respetiva solucdo, é feita com base no “resolvente” de P()), P(\)~*.

Nesta situagdo, pode ainda considerar-se a lineariza¢do de P(A) do tipo, ACa — C;. Agrupando
os pares proprios associados aos diversos valores proprios finitos em (Vg, Jr) e designando o par
proprio associado ao valor proprio infinito por (Vu, Joo) (ver Gohberg [15], pag. 188), entdo a
matriz de semelhancga, generaliza-se para a forma, dada em (2.3.12), com

ACo —Cr = SmK e, c)S™ "

onde a matriz K¢, c,) representada a Forma Canénica de Weierstrass (ver Gantmacher [12], pag.
29, Dooren [7], pag. 111) do feixe AC3 — C1. A solugdo geral da equagao diferencial completa esta
definida por (ver Gohberg [15], pag. 219, Lancaster [25], pag. 334, 339, 493, 510),

v—1

¢
z(t) = Vpe! tw + / Vpe 770 Zp f(s)ds — Z Viodso Zoo (1),
to =0

onde w é um vetor arbitrario de C?, e v tal que J%, =0

Relativamente a resolugao total ou parcial de um sistema de equagoes diferenciais esta implicita a
distingao entre os métodos numéricos usados, uma vez que, do ponto de vista analitico, a solucao
x(t) pode ser obtida, quer a partir dos solventes do polinémio matricial P(X), quer a partir dos
valores e vetores proprios de P(A) ou dos blocos valores proprios da matriz companheira, o que

serd estudado nas secoes 2.4 e Capitulo 4.



Algoritmos para Solventes de Polinémios Matriciais

Desta forma, alguns métodos que permitem a computacao de solventes sdo descritos a seguir. O
método Newton, que corresponde a uma adaptacdo do método Newton classico (ver Higham [18],
pag. 306, Kratz [21], pAg. 359, Pereira [33], pAg. 2) ao contexto dos polinémios matriciais, o
método de Bernoulli, versdo matricial (ver Lancaster [22], pag. 213, Tsai [38], pag. 683, Higham
[19], pag. 509), que é essencialmente o método da Poténcia aplicado & matriz companheira C e o
método de Traub (assim designado por se tratar de uma generalizagdo do método de Traub escalar,
ver Traub [37], padg. 138) que permite obter uma aproximagio do solvente dominante de P(X)
(ver Dennis [9], [10], [11], pag. 44, pag. 844 e pag. 524 respetivamente).

Da mesma forma, consideram-se alguns métodos iterativos, que permitem a computagio de valores
e vetores proprios quer da A—matriz associada (ver Tisseur [36], pag. 271), quer dos blocos valores
proprios da linearizagdo A\ — C (ver Dennis [9], pag. 83). Os métodos diretos abordam o problema
a partir de uma das suas linearizagoes possiveis AB — A, através da reducao das matrizes A e B a
forma de Schur generalizada complexa, A = QSZ* e B = QTZ* onde @ e Z sdo matrizes unitarias
e S e T sdo matrizes triangulares superiores (ou no caso real, @ e Z sdo matrizes ortogonais e S e
T sdo matrizes quase-triangulares superiores, se pelo menos alguma das raizes for complexa).

As variantes deste tipo de métodos resultam apenas da linearizacao usada, uma vez que a forma de
Schur ndo admite generalizacdo ao caso ndo linear (ver Tisseur [36], padg. 266), impossibilitando,
por isso, a sua aplicagdo ao problema original P(\).

Se P(\) for regular e AB — A uma linearizacdo, considerando as matrizes triangulares superiores,

S =[sili=0,...n € T = [t; j]i=0,....n, entdo (ver Tisseur [36], pag. 267)
j=1,...n j=1,....n
A(P) = (A= 24i=1,....20},
onde AZ = i” ‘= 00 se t” =0.

Para sistemas de grande dimensao n > 1, deixa de ser viavel a utilizagao dos métodos diretos
referidos, porque ao considerarem uma linearizacdo AB — A (porque se baseiam na forma de Schur)
a dimensao do problema é ainda incrementada (de n passa para n x m).

Os meétodos iterativos que consideram o problema original P()) sdo, basicamente, variantes do
método de Newton enquanto que os métodos desenvolvidos a partir da linearizacao do problema
baseiam-se no método de projecdo em subespagos de Krylov de P(\), nomeadamente os métodos
de Arnoldi e de Lanczos (ver Tisseur [36], pag. 272, Datta [4], pag. 446).

Relativamente a métodos iterativos com aplicacao no calculo de blocos valores préprios da equacao
AV =V X, pelo que se conseguiu apurar através da consulta da diversa documentacao e bibliografia

existente, identificou-se apenas o método da Poténcia (ver Dennis [9], pag. 86).

1.3 Objetivos

Nesta seccao sao tragados os objetivos gerais deste trabalho e a motivagdo para o desenvolvimento
dos métodos de calculo referidos na introdugdo. Como foi visto, a caraterizacdo da matriz compa-
nheira C (ver Lancaster [25], pag. 491, Gohberg [15], pdg. 13) de um polinémio matricial P(X),
ou de uma forma mais geral, do feixe companheiro A\Co — C; (ver Gohberg [15], pag. 187), pode
ser equacionada em termos de solventes de P(X) ou ainda em termos de blocos valores proprios,
isto &, solucoes da equacdo C1V = CoV X, onde o bloco vetor proprio associado V' tem carateris-
tica méaxima. Portanto afigura-se como algo essencial nessa caraterizacao o calculo numérico de
solventes ou de blocos valores proprios. Relativamente ao célculo de solventes, apos a analise dos

diversos métodos referidos, considerou-se a ideia de abordar o problema em termos das entradas
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das matrizes envolvidas, com o objetivo de evitar a dlgebra matricial. Para esse objetivo foi fun-
damental o estudo do método dos produtos de Kronecker (ver Hernandez [14], pag. 28 e apéndice
pag. 3), usado na andlise e determinacdo de solugoes de diversas equagoes algébricas matriciais,
como por exemplo a ja citada equagao de Silvester AX — X B = C. A ideia que estd na base deste
método que permite transformar o polinémio matricial numa equacao vetorial equivalente, & qual
serd possivel aplicar os métodos iterativos proprios dos sistemas de equagoes nao lineares. Desta
maneira, sdo apresentadas generalizacoes do método do Ponto Fixo (ver Marcos [27], pag. 356) e
do método de Newton (Marcos [28]).

A formulagdo que resultou da agregacdo destes dois procedimentos, a transformacdo da equagao
polinomial matricial original numa equacao vetorial equivalente e a posterior aplicagao dos métodos
classicos, permitiu construir uma adaptacao destes métodos iterativos ao contexto dos polinémios
matriciais numa forma vetorial.

Relativamente ao método do Ponto Fixo (ver Marcos [27], pag. 356), apresentado na secgdo 3.2,
a sua concecao consiste em resolver cada equacao vec(P(X)); = 0, do sistema vec(P(X)) = 0, em
ordem & maior poténcia de x;, coordenada com o mesmo indice do vetor z = vec(X), resultando
na equacdo x = f(z) e no Algoritmo 3.2.1. A convergéncia é estabelecida com base no Teorema do
Ponto Fixo de Schauder e na respetiva estabilidade assimptotica (ver Shih [35], pag. 144), também
conhecida por conjetura de Belitskii e Lyubich.

A construgdo do chamado método de Newton Vetorial (Marcos [28]), apresentada na secgdo 3.3,
resulta da aplicagdo do método de Newton classico & equagao vetorial F(z) = vec(P(X)) = 0, onde
a derivada é formulada em termos de matriz jacobiana evitando-se o uso da derivada de Frechét
e a resolucao da equagao de Silvester em cada iteracao, tal como acontece no método de Newton
Matricial definido em Higham [18], pag. 306. O método de Newton Vetorial estd definido através
do Algoritmo 3.3.1 e a sua convergéncia fica estabelecida com o Teorema de Kantorovich, valido
para uma funcédo entre espacos de Banach.

Como foi mencionado na parte final da seccao 1.2, ap6s pesquisa da diversa documentacao existente,
foi apenas confirmado o método da Poténcia (ver Dennis [9], p4g. 83) como a tunica alternativa
para o calculo de blocos valores proprios. Para além disso, este método esta apenas definido para
um feixe do tipo (A, 1) = AI — A, isto é blocos valores proprios solugoes da equagio AV = VX. E
na sequéncia desta lacuna que se adaptou a mesma formulacao ao calculo de blocos valores proprios
de C1V = C3V X. Primeiramente, a adaptacao foi feita relativamente a um feixe do tipo ACy — Cy,
no capitulo 4, onde é apresentado uma aplicacao do Método Newton Vetorial para Blocos Valores
Proprios para um feixe genérico (A, B) = AB — A, Algoritmo 4.1.1.

Por ultimo generalizou-se ainda esta formulagao para o calculo de feixes préprios,
(AB—A)V =W(Y — X),

através da construcao do método de Newton Vetorial para Feixes Proprios, definido para um feixe
genérico (A, B) = AB — A através do Algoritmo 4.2.1.

1.4 Estrutura

Este trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma.

No capitulo 2, seccdes 2.1 e 2.2, sdo apresentadas as definicdes e os resultados fundamentais de Al-
gebra Linear Matricial que permitem a caraterizacao da matriz companheira ou feixe companheiro,
quer em funcdo dos solventes do respetivo polinémio matricial P(X), quer em funcdo dos valores

e vetores proprios da A-matriz associada. Os métodos numéricos mencionados nos capitulos 3 e 4
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sdo, por este motivo, classificados segundo a caraterizacio escolhida.

A parte original deste trabalho é desenvolvida nos capitulos 3 e 4, secgoes 3.2, 3.3, 4.1 e 4.2. Os
métodos aqui desenvolvidos tém na sua esséncia a transformacao da equacgao polinomial matricial
original numa equacao vetorial equivalente, através dos resultados relativos ao produto de Kronec-
ker (ver Hernandez [14], pag. 3 do apéndice), evitando-se a algebra matricial e beneficiando da
possibilidade de aplicacao dos métodos classicos & nova equagao vetorial.

No capitulo 3, seccio 3.2, faz-se a constru¢do do método do Ponto Fixo (PF), onde a coordenada
indice [ da equagao vetorial vec(P(X)) = 0 é resolvida em ordem & maior poténcia de z;, coordenada
com o mesmo indice de x = vec(X), obtendo-se a equagdo x = f(z) e resultando no Algoritmo
3.2.1.

Na seccdo 3.3, faz-se a construcdo do chamado método de Newton Vetorial (NV). Como refe-
rido, este método resulta da aplicacao do método de Newton-Rapshson classico & equagao vetorial
vec(P(X)) = 0 (ao contrario do método de Newton definido em Higham [18], pag. 306, e Kratz
[21], pag. 359, onde se considera a equagdo original P(X) = 0) evitando-se, deste modo, o uso da
derivada de Frechét e a consequente resolu¢ao da equagao de Silvester.

No capitulo 4, adapta-se o método NV ao célculo de blocos valores préprios X e blocos vetores
proprios V', solucoes da equacdo matricial AV = BV X, resultando no Método Newton Vetorial
para Blocos Valores Proprios (NVBVP), Algoritmo 4.1.1.

Por ultimo, na sec¢ao 4.2, generaliza-se o método anterior, NVBVP, para o célculo de feixes

proprios AY — X de um feixe AB — A, isto é
(AB—A)V =W(\Y — X),

onde os vetores V, W tém carateristica méxima. O método assim obtido, NVFP esté definido para
um feixe genérico (A, B) = AB — A através do Algoritmo 4.2.1.
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Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo sdo apresentados resultados e defini¢bes proprios da teoria dos polinomiais matriciais
e/ou A-matrizes no ambito da Algebra Linear Matricial com base nos diversas obras consultadas
(Dennis [9], Lancaster [25], Gohberg [15], Tisseur [36], Hernandez [14]).

Neste sentido, na seccdo 2.1, sdo expostos os conceitos e definicbes considerados essenciais, quer
relativamente aos polinémios matriciais, quer em relacdo as A-matrizes, e realcadas as afinidades
existentes entre os dois conceitos.

Na seccao 2.2 sao formalmente apresentadas as diversas formas canoénicas jé referidas na introducao,
matriz companheira, feixe companheiro, forma canénica de Jordan e forma canonica de Weierstrass.
Na secgao 2.3, estabelece-se a relagdo entre cadeias de vetores proprios generalizados (ou de uma
forma global, de pares proprios) e formas canodnicas e respetivas matrizes de equivaléncia. Esta
relacdo é estabelecida de forma fracionada, subsecoes 2.3.1 e 2.3.9, fazendo-se a disting¢do entre
valores proprios finitos e infinito.

Por ultimo, na seccao 2.4 institui-se a relacao existente entre solventes do polinémio e cadeias de
Jordan da A-matriz e, mais geralmente, com os blocos vetores proprios e de que forma essa relacao

se manifesta em termos de formas canénicas e respetivas matrizes de equivaléncia.

2.1 Definicoes

Seguidamente sao registadas formalmente as defini¢cbes, consideradas essenciais, de polinémio, A-
matriz, solvente, vetores proprios e vetores proprios generalizados, cadeia de Jordan (ver Tisseur
[36], pag. 251, Gohberg [15], pag. 24, Lancaster [25], pag. 504), funcdo vetor e produto de
Kronecker (ver Horn [20], pag. 243, Grasso [29] pag. 58).

Na parte final desta seccao é também apresentado um exemplo ilustrativo contendo o calculo

detalhado de vetores proprios generalizados e das correspondentes cadeias de Jordan.

Defini¢ao 2.1.1. (Lancaster [25], pag. 488 e 520) Sejam Ay, Ai,...,A,, € C**™, com Ap uma

matriz nao nula,

e 0s polinébmios matriciais associados as matrizes

P(X)=AoX™ + AL X" 4.+ A, (2.1.1)

P(X)=X"Ag+ X" YA 4+ + A (2.1.2)

de grau m na variavel X € C"*";

e ¢ a A-matriz associada
POA) = A"Ag + A" A 4+ Ay, (2.1.3)

que representa uma matriz com entradas em C[\] de grau menor ou igual m.
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Os polinémios P e P definidos em (2.1.1) e (2.1.2) dizem-se monicos se Ay = I,,.

Definicao 2.1.2. (Gantmacher [13], pag. 145, Gantmacher [12], pag. 24) Chama-se feixe de matrizes

ou simplesmente feixe a uma A-matriz de grau 1,
Ao + A, (2.1.4)

ficando este identificado pelo par (—Aj, Ap).
Por exemplo, o feixe A\ — A é o par (A, I) e o feixe ACy — C; fica identificado pelo par (Cy1,Cs).

Observagdo 2.1.3. Uma A-matriz P(\) diz-se regular se o polinémio det(P(\)) ndo é identicamente
nulo. Caso contrario, se det(P()\)) = 0, diz-se singular. No decorrer deste trabalho, se nada for

dito em contrario, consideram-se A\-matrizes regulares.

Definicao 2.1.4. (Lancaster [25], padg. 520) Uma matriz X € C™*", solugdo de P(X) = 0, onde 0
é a matriz nula de C™*™, é designada por solvente de P(X). Isto é, a matriz X verifica

AgX™ + Ale_l 44+ A, =0. (2.1.5)

Atendendo & ndo comutatividade das matrizes em (2.1.5), X é também designando por solvente a

direita e, desse ponto de vista, uma matriz R € C"*" diz-se um solvente & esquerda se
R™Ag+R™ A +---+ A, =0. (2.1.6)

Isto é, R diz-se um solvente & esquerda se for um solvente do polinémio 15(X ). Evidentemente que
se a matriz R comutar com todas as matrizes coeficientes (RA; = A;R, Vi = 0,1,...,m) entdo R
é simultaneamente um solvente a direita e a esquerda de P(X).

Além da questdo da comutatividade a designagdo direita e esquerda esta relacionada com a fa-
torizacao que se obtém para a A-matriz associada P()\). Por exemplo, para m = 2, dado X um
solvente & direita de P(X) = A9 X? + A; X + Ay o problema PVPQ pode caraterizar-se através da
fatorizacao (Tisseur [36], pag. 252)

NAg+ AL+ Ay = (Mg + Ay + A X) (M - X),

obtendo-se uma fatorizacdo idéntica para um solvente & esquerda R, mas com o fator (Al — R)
situado precisamente & esquerda do produto. Em Grasso [29], pag. 88, estdo definidos resulta-
dos relativos & fatorizagao de A-matrizes de grau m qualquer, onde sao identificadas condicoes

necessarias e suficientes para que uma A-matriz admita uma fatorizacao linear
P(\) = (Mo — X1)M = X3)--- (A = X,,),

para um conjunto completo de solventes de P(X).

Ainda relativamente a uma A-matriz regular P(\) considera-se a seguinte Definigéo.

Definigéo 2.1.5. (ver [15], pag. 24) Um escalar Ao € C, tal que det(P(Xo)) = 0, diz-se um valor
proprio de P(\). Dado Ag € € um valor proprio de P(\), um vetor v € C™\{0}, diz-se um vetor
proprio & direita de P(\) se verifica

P(Xo)v = 0.

O vetor v diz-se um vetor proprio a esquerda de P()) se verifica v* P()\g) = 0, com v* = o7,

10
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Duas A-matrizes P(\) e Q(\) dizem-se equivalentes (ver Gantmacher [13], pag. 133) se existirem

A-matrizes E(A\) e F(A) com determinantes ndo nulos e independentes de A tais que
P(A\)=EMNQMF(N). (2.1.7)
Sempre que P(\) e Q()) forem A-matrizes equivalentes usa-se a seguinte notagao:
P(A) ~ Q(N). (2.1.8)

Observagao 2.1.6. No caso de as A-matrizes consideradas serem regulares e de grau m = 1 entao
as A-matrizes E(A) e F'(\) referidas podem ser substituidas (ver Gantmacher [13], pag. 145) por

matrizes constantes (corresponde a nogao de A-matrizes estritamente equivalentes).

O determinante da A-matriz P()\) terd grau mn se Ag for ndo singular e, nesta situagio, P()\)
é necessariamente regular e terd mn valores proprios em C simples ou multiplos (neste caso,

contabilizando as multiplicidades).

Observagdo 2.1.7. Se A, for singular entdo det(P()\)) terd um grau p inferior a mn a que corres-
pondem p valores proprios finitos. Nesta situagdo, considera-se o valor proprio infinito de P())

corresponde ao valor proprio nulo da A-matriz Q(A\) = A™P(1/\).

Com efeito (ver Gohberg [15], pag. 185 e 388, Dooren [7], pag. 546), a fungdo F(A\) = A\"™P(\) =
Ag+A1A] + -+ A"™A,, é analitica em oo pois F(1/A) = A™P(1/)) é analitica em 0. Se o
valor A = oo € C é um valor proprio de F()\), uma cadeia de Jordan de F()\) associada a A\ = oo
¢ também uma cadeia de Jordan de F'(1/)\) associada ao valor proprio A = 0. Ou, de forma
equivalente, a A-matriz Q(A\) = F(1/X) = A™P(1/)) = Ag + A1 + - -+ + \™A,,, admite o valor

préprio nulo com multiplicidade algébrica mn — p.

Definicao 2.1.8. (ver [15], pag. 24) O conjunto formado por todos os valores proprios (finitos ou
infinitos) de P()) é designado por espectro de P e representa-se por

A(P) = {\ € T : det(P(\)) = 0}.

Além da multiplicidade algébrica de um valor préprio \;, importa também determinar a multipli-
cidade geométrica que designa a dimensdo do nicleo da aplicagdo linear P();) : C**™ — C™*",
ker(P(A;)). Um valor proprio diz-se simples (ver Tisseur [36], pag. 251) se ambas as multiplicida-
des forem iguais a 1. Diz-se semi-simples se as multiplicidades forem iguais entre si e maiores do
que 1 e defectivo caso contrario. Evidentemente, se a multiplicidade algébrica de \; for superior
a n, este valor proprio é necessariamente defectivo uma vez que a multiplicidade geométrica é no
maximo n.

Paralelamente a esta terminologia, Wilkinson [39], pag. 13, designa por matriz ndo derrogatoria
uma, matriz que todos os seus valores proprios tenham multiplicidade geométrica 1. Em termos de
polinémios matriciais, uma matriz A é ndo derrogatoéria se todos os valores proprios da A-matriz
Al — A tiverem multiplicidade geométrica 1. Ainda segundo Wilkinson [39], pag. 15, uma matriz
A é semelhante & matriz companheira do seu polinémio carateristico se e s6 se A for uma matriz
nao derrogatéria.

De uma forma geral e independentemente da terminologia, se A; for um valor préoprio defectivo com

multiplicidade algébrica m;, por defini¢do, o nimero p; de vetores proprios ! associados a \; sera

Vetores proprios linearmente independentes, bem entendido, cujo namero corresponde A
dim(ker(P(X;))).

11
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inferior a m;. Isto é, relativamente a um valor proprio defectivo A;, é necessério alargar o conceito de
vetor préprio de modo a obter-se um nimero de vetores associados igual & multiplicidade algébrica
do valor proprio \;. Assim, diz-se que v, € C™ é um vetor proprio generalizado se, para algum

vetor proprio v; # 0, se tem
P()\i)vg + P/(Ai)vl = O, (219)

e, de uma forma geral:

Definicao 2.1.9. (ver [15], pag. 25) O conjunto formado pelos | vetores v1,va,...,v; € C" diz-se
uma cadeia de vetores proprios generalizados (cadeia de Jordan) de comprimento [ de P(\) relativa

ao valor proprio \; se verifica:

P()\l-)vl = 0
P()\i)vg + P’()\i)vl = 0
1
P()\i)Ug, + P/(/\i)’l)z =+ §P”()\i)U1 = 0
1
) (N .. @=2)(y. A=1)(y. —
P(X)v + P'(M\)vi—1 + + = 2)!P (\i)v2 + = 1)!P (i) 0, (2.1.10)

onde vy # 0 é um vetor proprio de P(\;).

Observagdo 2.1.10. O valor ! é também designado por multiplicidade parcial relativa ao valor
proprio considerado A;. A soma das multiplicidades parciais é igual & multiplicidade algébrica
do valor proprio A; (ver (Pereira [30], pag. 20, Lancaster [25], pag. 504). Isto é, se \; tiver
multiplicidade algébrica m; e tiver s; cadeias de Jordan (s; a multiplicidade geométrica de ;) de

comprimento m; ;, j =1,...,s;, entdo ijl m; ;= m;.

Observagao 2.1.11. Os vetores proprios generalizados (para m > 1) ndo tém que ser necessariamente
linearmente independentes, podendo mesmo acontecer que uma cadeia de Jordan contenha vetores
nulos (ver Tisseur [36], pag. 251, Gohberg [15], pag. 24, Lancaster [25], pag. 504).

Para realcar esta ideia, apresenta-se de seguida um exemplo que se julga ser elucidativo pois é
detalhado o calculo dos vetores proprios generalizados, relativamente a cada valor préprio, e faz-se

a identificacao das correspondentes cadeias de Jordan.

Exemplo 2.1.12. Seja a A-matriz,

A2 — 4\ +4 2-X
0 AN —4X+4

)

P()) = [

com det(P(\)) = A* — 8\3 + 2422 — 32\ + 16 = (A — 2)*.
P(X) tem um tnico valor préprio A = 2 de multiplicidade 4. Assim,

2 _4r+4 92— |
PO = A2 4N+ A . Pa)— 00
0 A2 AN +4 | 00
IA—4 -1 | 1
POy | 2 — ="
0 2)r-4 | 0 0
2 0 | 9
pore[2 1] = pe]2 0]
0 2 | 0 2
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00 0
Tem-se P(2)7 = R , para qualquer vetor ¢ # 0.
0 0| v 0

0 0] 0 -1 - 0
P(2)i + P'(2)7 = L S I s ,
0 0 | Uo 0 0 Vs 0 0
obriga a que vy = 0.
0 0 0 -1 112 0
P(2)@ + P'(2)i + P"(2)7 = Y v, 2 g
0 0 Wo 0 0 Uo 210 2 0
B —ug + U1 0
0 0|’
implica que us = vy.
Considerando
0 0 0 -1 1 0
P(2)7+ P'(2)@ + P"(2)i = Ty R “
0 0 29 0 0 Wa 2 2 n
_ —wo + U _ 0
B V1 B 0 ’

entdo v; = 0, o que ndo pode acontecer pois implicaria que ¥ = 0.

Portanto para vo = 0 tem-se uma cadeia de Jordan com trés vetores proprios generalizados

1)1’(1,111)17100
0 v w 01 0]

Para vy # 0, tem-se uma cadeia de Jordan apenas com um vetor proprio,

V1 - 0

V2 1 .
Observagao 2.1.13. No exemplo anterior, 2.1.12, fica também clara a no¢ao de multiplicidade parcial
(ver Observagdo 2.1.10) de um valor proprio. Nesta situagdo, P(A) tinha um tnico valor préprio
A = 2 de multiplicidade algébrica 4 e multiplicidade geométrica 2 (portanto defectivo), tendo-se
obtido duas cadeias de Jordan de comprimentos 3 e 1. Assim, a soma das multiplicidades parciais,

3 + 1 é igual & multiplicidade algébrica 4.

Por outro lado, foi considerado um vetor nulo na primeira cadeia de Jordan calculada.

Os resultados que generalizam o conceito de divisao de polinémios para polinémios matriciais e
A-matrizes, (ver Dennis [10], pag. 832, Gohberg [15], pag. 85), estipulam que, X é um solvente de

P(X) se e s0 se existe uma fatorizacdo do tipo
P =QMN)(M - X), (2.1.11)

onde Q(A) é um polinémio matricial de grau m — 1.

A equacao (2.1.11) indica que os valores proprios de um solvente de P(X) sdo ainda valores proprios

13
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da A-Matriz, P()).
Para m = 2, se X for um solvente de P(X) = AgX? + A1 X + Ay, entdo

P(A) = (Mo + A1 + Ay X)(M — X). (2.1.12)

No caso m = 2, equagdo (2.1.12) indica ainda que os valores proprios da A-Matriz, P()\) ficam
determinados pelos valores proprios do solvente X juntamente com os do feixe (—A4; — AgX, Ay),
ambos problemas lineares, det(A — X) =0 e det(AAy + A1 + Ao X) = 0.

Na teoria das equagoes matriciais lineares, entre as quais se destacam a equacao de Silvester
AX —-BX =0C,

e a equacao de Stein
X-CXD=EF,

sdo introduzidas as seguintes defini¢oes (ver Horn [20], pag. 243, Grassé [29] pag. 58), cuja
aplicacao é recorrente durante este trabalho.

Definigao 2.1.14. (ver Horn [20], pag. 243) Para X € C™*", X = [z; jli=1...,m, vec(X) representa
j=1l...,n
o vetor x € C™" definido por

vee(X) = (zF,..., )7,

onde z1,...,x, € C™ sdo as colunas de X.

Definicdo 2.1.15. (ver Horn [20], pag. 243) Para X € C™*", Y € CP*9, com X = [x; j]i=1...m €

j=1l...,n
Y = [yi,j]z‘=1.._,p, a matriz
j=1l...,q
z11Y  z1Y - 1,Y
x271Y :EZQY “e meY
XY = . ’
mm,ly xm’zY e xm,nY

representa o produto de Kronecker, X @ Y € C™P*"4 das matrizes X e Y.

Observagdo 2.1.16. Relativamente a funcao vec : C™*™ — C™", a notac¢do = = vec(X) € C™",
dependendo do contexto, pode designar tanto a matriz coluna em z € C™"*! como o vetor ou

ponto x € C™" definido pelas mn coordenadas (1, ..., Tmn)-

Observacao 2.1.17. Fixo o valor de n, esta definida a aplicacdo inversa vec™! : C™" — C™*",

onde X = vec™!(x) € C™*", representa a matriz definida por

T xm+l e LEWLn—WL+1
T2 Tm42 - Tmp—m+2
Tm, T2m, T Tmn

Observacao 2.1.18. Utiliza-se, por uma questdo de simplicidade, a notagdo vec(V, X), onde V e
X s@o matrizes de diferentes dimensoes, V € C™*", X € C"*", tendo como significado o vetor

(v,2) = (vec(V)T, vec(X)T)T € C™+7* . Da mesma forma, quando perfeitamente identificados
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m e n, a notagio vec (v, x), deve ser entendida como o par (V, X) = (vec™!(v),vec 1 (x)) com
VelCmme X ecCmr ™

Um dos possiveis métodos diretos usados na resolugao de equacoes matriciais, o chamado o método
dos produtos de Kronecker (ver Hernandez [14], pag. 100, Grassoé [29], pag. 59), tem como base o
seguinte resultado que esti na base da formulacao apresentada nas secgoes 3.2, 3.3, 4.1 e 4.2.2.

Lema 2.1.19. (ver Horn [20], pag. 254) Sejam A, B, X matrizes, com dimensdes apropriadas, para

as quais o produto AX B estéa definido. Entao

vec(AXB) = (BT @ A)vec(X).

2.2 Formas Canoénicas

Como referido na introdugdo, uma linearizagdo de uma A-matriz de grau m, P()), corresponde a
reducdo desta ao caso linear, AT — A ou AB — A. Tem-se que (ver Lancaster [25], pag. 491, Gohberg
[15], pag. 13), a A-matriz

PN Oux(m-1)n

O(m—l)nxn I(m—l)n

é equivalente a AI — C, onde C é a matriz companheira de P()) (ver Gohberg [15], pag. 491), no
caso monico, ou equivalente ao feixe companheiro de P()), ACa — C; (ver Gohberg [15], pag. 186,
Tisseur [36], pag. 253), no caso ndo monico.

Atendendo & transitividade da relagdo de equivaléncia entre A-matrizes, uma linearizacdo do po-
linémio P(\) é qualquer A-matriz da forma Al,,, — C, com C € K™"*™" equivalente a \I — C,
no caso moénico ou equivalente ao feixe companheiro no caso ndo monico (ver Gohberg [15], pag.
187).

No entanto, as linearizagoes consideradas neste trabalho e descritas a seguir, consistem em conside-
rar A = C, no caso ménico, ou A = C; e B = Cs, no caso nao moénico. Sao ainda expostas as formas

canoénicas ja referidas na introdugao, forma canénica de Jordan e forma canoénica de Weierstrass.

Definicao 2.2.1. (ver Lancaster [25], pag. 491) Seja P(X) o polinémio moénico,

PX)=X"4+ A4 X" 4 4+ Ay, (2.2.1)
com A; € C"*", ¢ = 1,...,m. Chama-se matriz companheira de P(X) (e de P(\)) & matriz
C € Crm>xmm definida por

0, I, 0,
On On -
C= . (2.2.2)
: : - I,
_Am _Am—l e _Al

Teorema 2.2.2. (Gohberg [15], pag. 491) Seja P(\) a A\-matriz associada a um polinémio matricial
moénico P(X) e C a respetiva matriz companheira.
Entdo AI — C é uma linearizacdo da A-matriz P(\). Isto &, existem A-matrizes E(\) e F(\) com

determinantes nao nulos e independentes de A tais que

P(A) 0

;| = EQA =OFR),
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ou simplesmente,

(M -C) ~ P ?_ ] (2.2.3)
Em particular,
det(AI — C) = det(P(N)), (2.2.4)

pelo que os valores proprios de AT — C e P(\) coincidem e tém a mesma multiplicidade algébrica.
Na realidade a equivaléncia 2.2.3 obriga a que, para cada valor proprio, as multiplicidades parciais

(ver Observagao 2.1.10) também sejam coincidentes.

Observagdo 2.2.3. Se o polinémio P(X) for ndo monico,
P(X)=AgX™+ A X™ 4+ A, (2.2.5)

a linearizacdo toma a forma de ACs — Cy, (ver Gohberg [15], pag. 186, Tisseur [36], pag. 253). Ou

seja,
P(A) 0
(() ) = E\)(AC2 — C1)F(N), (2.2.6)
com
I, O 0 0 I, 0
0 I, : 0 0
C2 = [§] Cl = ]
0 : 1,
0 0 A —An —Am—1 —A
A \-matriz, de grau 1,
ACo — Cy (2.2.7)

definida em (2.2.6), chama-se (ver Gohberg [15], pag. 186, Tisseur [36], pag. 253) feixe companheiro
de P()).

Sempre que Ag = I entao
Cl =Ce CQ = I,

pelo que, esta linearizagdo coincide com a anterior (2.2.3) quando o polinémio P(X) for moénico.

Tal como referido na introducgao, sao também enunciadas a seguir as respetivas formas canoénicas e
matrizes de equivaléncia, quer da matriz companheira, quer do feixe companheiro, e estabelece-se

a relacao destas com as cadeias de vetores proprios generalizados.

Definicdo 2.2.4. (Gohberg [15], pag. 47) Um bloco de Jordan Ji();) é uma matriz triangular

superior de dimensao k X k com A; na diagonal principal e da forma:

DY | 0
J(\i) = S . (2.2.8)

S

0 i
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Teorema 2.2.5. (ver Horn [20], pag. 126) Uma matriz A € C"*" é semelhante a uma tnica? matriz,

soma direta de blocos de Jordan, da forma:

Jo(M) 0 0
0 Je(A

J= ' ke (A2) , (2.2.9)
: .0
0 0 TN

onde Jy, (A;) sdo bloco de Jordan, com } . k; = n. Isto é, existe uma matriz S € C"*™ ndo singular
tal que A = SJS~ L.

Dada a forma tunica da matriz (2.2.9), esta designa-se por forma canénica de Jordan de A e
representa-se por
Ja = Diag (Jkl ()‘1)7 Jk2(>‘2)a sy Jkl ()‘l)) :

O equivalente & forma canoénica de Jordan de uma matriz A para um feixe de matrizes regular
(A,B) = AB — A, com A, B € C"*", & a forma canénica de Weierstrass® (ver Gantmacher [12],
pag. 29, Dooren [7], pag. 111) definida por

(2.2.10)

N —J 0
0 AN — T |’

KB = [
com J e N matrizes de Jordan do tipo
J = Diag (Jkl ()\1), sz ()\2)7 ey Jkl ()\l)) 5

onde os valores proprios A; nao tém que ser distintos, e

N = Diag (‘]j1 (O)’ Jj, (0)7 ) ij (O)) >

onde N é uma matriz nilpotente (N* = 0, onde L é a multiplicidade algébrica do valor préprio
infinito, L =3, 51) e >, ki + >, 51 = n.

Teorema 2.2.6. (Lancaster [24], pag. 26) Se AB — A for um feixe regular, entdo existem matrizes

P,Q € C™ ™ nao singulares tais que

P()\B—A)Q:[M_J : 1

0 AN —1T

onde a matriz J contém os valores proprios finitos de AB — A e N contém apenas o valor proprio

nulo de AA — B, que corresponde ao valor proprio infinito de AB — A.

2.3 Valores e vetores proprios da A-matriz P(\)

De acordo com o Teorema 2.2.2, os valores proprios da A-Matriz, P(A) e da matriz companheira
C, ou de uma forma geral, do feixe companheiro 2.2.6, assim como as respetivas multiplicidades,

coincidem. Este resultado corresponde a uma linearizacao do problema de célculo de valores e

2A menos de uma permutacéo na ordem de disposicio dos blocos de Jordan.

A letra K usada tem a ver com o fato de a forma canénica de Kronecker, no caso de um feixe regular,
ser também designada por forma canonica de Weierstrass.
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vetores proprios da A-matriz (ndo é tnica mas, de certa forma, é entendida como a linearizagao
canodnica do problema, ver Gohberg [15], p4g.186). A A-Matriz, P(\) terd mn valores proprios
(contabilizando as multiplicidades e, no caso de Ay ser singular, considerando o valor préprio
infinito).

Na subsecgoes seguintes, estabelece-se a relacdo entre cadeias de vetores proprios generalizados
e formas canénicas ou linearizagdes do problema, matriz companheira ou feixe companheiro, de

forma fracionada fazendo-se a distincao entre valores proprios finitos e infinito.

2.3.1 Valores proprios finitos

Uma A\-Matriz de grau m terd mn valores proprios finitos (contabilizando as multiplicidades) sempre
que o coeficiente Ap, do termo de grau m, seja uma matriz nao singular e, nesta situacao, pode

transformar-se numa A-Matriz monica (multiplicando eventualmente todos os seus coeficientes por
-1
AO ))

PA) =A™ 4 AL A o A, (2.3.1)

Com vista ao estabelecimento da relacao entre cadeias de vetores proprios generalizados ou pa-
res proprios e formas canoénicas (matriz companheira ou a linearizacdo correspondente Al — C),

consideram-se os seguintes resultados.

Teorema 2.3.2. (Gohberg [15], pag. 40) Considere-se a A\-Matriz (2.3.1) e V = { vy ... Vg ]
uma matriz n X k, onde os vetores v1,...,v; formam uma cadeia de Jordan associado ao valor

préprio A\; e J um bloco de Jordan de dimensao k& x k com \; na diagonal principal,

AN 100
J = o1 - (2.3.2)
0 i
Entao,
VI 4+ AVIT ALV =0 (2.3.3)

Fixado A, um valor préprio de P()\), no caso de a multiplicidade geométrica ser p > 1, podem
agrupar-se as varias cadeias de Jordan associadas V1, ..., V), com V, de dimensdaonxk;, I =1,...,p,
considerando o vetor V' e a matriz J definidas por

Ji ... 0
v=[Vi .. V| ed=Diaglh, .. h)=| 1 1|, (2.3.4)
0 ... Jp
onde cada J; é um bloco de Jordan de dimensao k; x k;, [ =1,...,p, com X na diagonal principal.

Definicao 2.3.3. (ver Pereira [30], pag. 16) Seja P(\) a A-Matriz dada por (2.3.1) e V e J as matrizes
dadas por (2.3.4) de dimensdes n x k e k x k respetivamente com (3 k; < k, k a multiplicidade
algébrica de \). Nestas condigbes, diz-se que o par (V,J) é um par proprio de P()), associado ao

valor proprio .

Observacao 2.3.4. O par proprio (V,J) néo é unico, da mesma forma que a cadeia de Jordan

também depende da escolha dos vetores proprios (uma vez que o sistema correspondente é indeter-
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minado). Para além deste aspeto, o par proprio (V,J) depende também da ordenagao considerada

para as diversas cadeias de Jordan em (2.3.4).
O par proprio (V, J) satisfaz ainda o Teorema 2.3.2 (ver Gohberg [15], pag.40).
Defini¢ao 2.3.5. (ver Pereira [30], pdg. 18) Seja P(\) uma A-Matriz moénica e sejam (V1, J1), ..., (Vi, Ji)

pares proprios de P()) associados aos valores proprios (A1, ..., \;). Se
Diag(Jl, ey Jl) = Jc, (235)
onde J¢ representa a forma canonica de Jordan da matriz companheira C, diz-se que (V4, J1), ..., (Vi, J;)

é um sistema completo de pares proprios de P()\).

Teorema 2.3.6. (ver Pereira [30], pag. 21, Gohberg [15], pag. 44) Seja P(X) um polinémio matricial

moénico e C a matriz companheira associada e Je a respetiva forma canoénica de Jordan, com
C=28J:5"1 (2.3.6)

Entao a matriz de semelhanca S é da forma

Vi Jy Vody - Vidi
S = , _ , (2.3.7)
Vit Vet gt

onde (V1,J1),...,(Vi,J;) é€ um sistema completo de pares proprios de P()).

Apresenta-se a demonstracao deste resultado porque estd na base da relagdo entre blocos valores

proprios e solventes. Assim, basta observar que,

[0 I, 0 W1 Vs Vi
0 0 I, ViJy Vody - V)
cs = ] )
| —An —Apr o —A Vit Veaprt o gt
Vi1 Voo Vidi
Vi J? Vo J2 Vlle
| - AT = A Vo5 = A i
i 7 Vs v J 0 -0
Vidh Vada Vid; 0 Jy -~ 0
SJe = . .
L Vit Vet gt 0 0 - J
[ Vii Vady - W,
V1J12 V2J22 VZJIQ
L ViJim VaJgt e VI

onde a igualdade da tltima linha resulta de (2.3.3) aplicada a cada par proprio (V;, J;).
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Observagdo 2.3.7. Da mesma forma, se Ap,...,\; sdo todos os valores proprios da A-Matriz,
podem ainda agrupar-se os diversos pares proprios (Vi,J1),...,(V},J;) associados em matrizes
V=V ... } e J = Diag(J1,...,J;), designado-se o par assim construido (V,.J) por par

de Jordan (ver Gohberg [15], pag.40) que satisfaz ainda o Teorema 2.3.2.

Com o objetivo de clarificar os resultados desta subsec¢io é apresentado de seguida um exemplo

onde sao calculados os pares préoprios e identificadas as respetivas matrizes de semelhanca.

Exemplo 2.3.8. Seja o polinémio matricial,

1 0
0 1

cuja A\-matriz associada é,

X%+

A2 — 4N\ +4 2\
0 A2 —3)\+2

P()) = [

Tem-se que det(P()\)) = (A2 —4XA+4)(A2 —=3X+2) = (A—1)(A—2)3 pelo que, P(\) admite o valor

proprio A = 1 e o valor proprio A = 2 com multiplicidade 3. Assim, considerando

2 _4\+4 2— 2A—4 -1 2
A2 — 4\ + A 7P,(A):[)\ ]7613,,@):[ o],

0 A2 =3\ +2 0 20 -3 0 2

P(\) = l
tem-se:

1 -1 — 0
P = R - , para qualquer vetor ¥ com vy = vq;
0 0 Vg 0 0

1 -1 -2 1 e —9
P(1)i+ P'(1)7 = r vr || i u2 =20t
0 0 U9 0 -1 V1 v

0 que nao pode acontecer pois implicaria que vy = v1 = 0.

Portanto, para A = 1, tem-se uma cadeia de Jordan com um vetor préprio

-

Em relacao ao valor proprio A = 2, tem-se:

00 0
P2)t = L , para qualquer vetor v # 0;
00 vy 0

_,,_,_OOul 0 1 1}1_1}2_0
S I M N E MR

implica que vo = 0 e @ qualquer;

P(2)is + P/(2)ii + P"(2)§ = [8 8] [;": + 8 1“2%“ (1)] [1;1]
. ug+uvr | [0
- Ug o |’
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implicaria us = 0 e v1 = —uy = 0 0 que nao pode suceder.

Portanto, para A = 2, considerando vy = 0, obtém-se uma cadeia de Jordan com dois vetores

oel-le o]

Para v # 0 a cadeia de Jordan contém apenas um vetor proprio,

Ml

Assim, obtém-se os seguintes pares proprios,

proprios generalizados

V:
! 10 0

(s}
Il
| — |
[E
| I—
le)
Ny
Il
—
—
e

010 20
‘|, J1:021,‘/2
0 0

[\V]

ou o0s seguintes pares de Jordan,

S O O N
S O o O
S NN = O
= o O O

Tem-se que,

0 0 1 O
0 0 0 1
C=S8JcS = ,
-4 2 4 -1
0o -2 0 3
de acordo com a equagédo (2.3.6), onde
01 0 1
s [ v wm]_[roo0n
iJi Vady 0 2 1 1
1 0 0 1

Verifica-se ainda que os pares proprios (Vi, J1), (Va, J2) constituem um sistema completo de pares

proprios de P(\).

2.3.9 Valor préprio infinito

Tal como referido, estabelece-se agora a relagdo entre cadeias de vetores proprios generalizados
associados ao valor préprio infinito e respetivo feixe companheiro AC; — Co que corresponde de fato

a uma linearizagdo do problema. Assim, no caso de uma A-Matriz ndo monica,
POA) = A"Ag + A" A 4+ Ay, (2.3.8)

em que o coeficiente Ag é singular, esta terd mn valores proprios contabilizando as multiplicidades

e considerando necessariamente o valor proprio infinito.

Isto é, como a matriz Ag é singular entao det(P(\)) tem grau p < mn a que correspondem apenas
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p valores proprios finitos. Neste caso, como det(Ap) = 0, a A-matriz
ATP(1/A) = Ag + A1+ -+ A" A, (2.3.9)

terd o valor préprio nulo com multiplicidade algébrica mn — p.

Como dito na introducdo, o valor préprio infinito de P(\) corresponde ao valor proprio nulo da
A-matriz A™P(1/)), (ver Gohberg [15], pag. 185). Deste ponto de vista, agrupando as diversas

cadeias de Jordan relativas ao valor proprio A = 0 da A-matriz (2.3.9), Vi = | v;1 ... v, },
com
0 1 0
Ji = 1 )
O O k?iin
ondei=1,...,ge ) ki =mn — p, entdo o par proprio,
V= [ Vi .V, } e J = Diag(J1,. .., Jy), (2.3.10)

de forma idéntica & usada em (2.3.4), ainda verifica a igualdade

AV + VI + -+ A, V™ = 0. (2.3.11)

Tendo em conta a construgao usada em (2.3.4) e (2.3.10) e agrupando os pares proprios associados
aos diversos valores proprios finitos em (Vi, Jr) e designando o par proprio associado ao valor pro-
prio infinito por (Vuo, Jx ), & matriz de semelhancga definida em (2.3.7), generaliza-se (ver Gohberg
[15], pag. 188 e Cohen [3], pag. 167), para uma matriz com a forma

Ve Vel

Viedr Vongg_2
S= . .

: (2.3.12)
Vgt 78

com
Ay —C1 = SmK e, c)S™h

onde a matriz .S, esta definida por,

Vi Voo JI 2

V2 Vo
AgVeJi—t =S AV ISt
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Com efeito,
[ AL, I, 0 Vi Voo Jm 1
0 A, -1, Vrdr VOOJ;Z72
(ACa = C1)S = ) .
L Am Apr 0 Mo+ A4 VpJp—! Voo
i AV — VpJp AVt — vV Jm—2
A\Vpdp — VpJ2 AV 72—V Jm=3
L M GVETE T 4+ 3 At Ved it AMAoVio + Simy AV JiST
e

Ve Vi Jm2
Vedr Voo d27% | [ A= Jp
SmK(Cl,CQ) . . Mo — T
W, W
AVE = Vedp AV Jm—1 — Y, Jm—2
AVpJp — VpJ2 AV Jm2 — Voo Jm=3

AW —WiJp AMWadso — Wo

onde a igualdade da tltima linha das matrizes, (A\Co — C1)S e S, K(c, c,), resulta das equagdes

(2.3.3) e (2.3.11):
o Wy =AgVpJp~! e —WiJr=—AVrdm =31 Apia Ve Ji b

L] Wg = — Z:r;l A7V00Jég1 e )\WQJ =—-A Z:';l szooJéo = )\A()Voo

Uma vez mais, recorre-se a um exemplo ilustrativo dos conceitos apresentados e onde sao calculados
os pares proprios, finito e infinito, e identificadas as respetivas matrizes de semelhanca.
Exemplo 2.3.10. Seja a A-matriz,

-2 X 4+1
-1 A

PO\ = [

Tem-se que det(P(\)) = A2 —2A+1 = (A —1)2 pelo que, P(\) admite apenas o valor proprio finito

A =1 com multiplicidade 2 e, nestas condigoes, o valor proprio A = oo terd multiplicidade 2.

Considerando
-2 A2+1 0 2\ 0 2
PO = Lo Poy= e P'(\) = ,
-1 A 0 1 0 0
tem-se:
PO1)F = -2 2 v | | “2u420 || O |
-1 1 Vg —v1 + 2 0
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para qualquer vetor ¥ com vy = v1;

—2 2 0 2 —2uy + 2up + 2 0
P()d+ P'(1)7 = R v | _ up+2uz + 201 | ’
-1l U2 0 1 vl —uy +u2 +v1 0
implica u; = v1 + ug;
Se
-2 2 0 2 0 1
P()w@+ P (V)a+P'(1)d = w1 U1 + Uz n i
-1 w2 0 1 () 00 Vo

_ —2u)1 + 2'[02 + 21}1 + 2’LL2 + v
— w1 +w2+v1 +UQ

0
O b

Portanto, para A = 1, tem-se uma cadeia de Jordan com dois vetores préprios generalizados

implicaria v; = 0, 0 que nao pode suceder.

U1 V1 + us N 1 2
(%1 U B 1 1 '
Assim,
v 1 2 7 1 1
= e =
R AT L
Considerando

an-smon[ 2 5] o[ 2] [ 3]

tem-se que det(Q(A)) = A — 223 + A2 = A%(\ — 1)? pelo que, Q()\) admite o valor préprio nulo,
A = 0 com multiplicidade 2 que corresponde ao valor proprio infinito, A = oo, de P()\) com a
mesma multiplicidade.

Assim,

0 1 0
Q0)T = [ 1 [ u ] = [ 2 ] = [ 0 ],para qualquer vetor ' tal que v = 0.

V2

a1 ][22 - (23]

Q)@ + Q' ()i + Q"(0)F = [8 ;HZ]*[S ?Hﬂ+l—i (I)HO]

-]

implicaria v; = 0, o que nao pode suceder.

Portanto, para A = oo, tem-se uma cadeia de Jordan com dois vetores préprios generalizados

o]l

24



Algoritmos para Solventes de Polinémios Matriciais

Assim,
11 0 1
Ve = e Jo =
0 0 0 0
Tem-se que
1 20 1 2 0 -1
Ve Viode 1 10 0 ~ 10 1
S = F = , com S7!=
Vedr Vi 1 311 1 1 1 -1
1 200 1 0 0 —1
e
1 21 1
5 Vi Vi 1100
" AVedp =37 AV JiS! 120 2
000 1
(1 2 1 1 A-1 -1 0 0 2 0
1 100 0 -1 0 0 -1 0 1
S K St =
(€1.62) 120 2 1A _1 1
00 0 1 0 0 -1 1 0 0
[ 0 -1 0 100 0 0 0 1 0
B 00X 0 -1 _ 10100 0 0 0
=21 0 x| "]looo01 2 -1 0 0
-1 0 0 1 0000 1 0 0 -1
= NGy —Cy.

Observagao 2.3.11. Segundo Dooren [7], pdg. 552, da mesma forma que a multiplicidade algébrica

de um valor préprio finito Ag esta relacionada com o nimero de solugoes linearmente independentes

associadas a funcio e*o? a multiplicidade algébrica do valor préprio infinito A = oo esta relacionada,

com o ndmero de solugoes associadas a fungao delta de Dirac, §(¢). Com efeito, considerando a

forma canodnica de Weierstrass do exemplo anterior,

T
o vetor incognita tal que Y (0) = [ y1(0)  y2(0) w3(0) y4(0) | , & definido por

41 -1 0 0 y1(1) 0
0 4-1 0 0 yat) | _ |0
0 0 -1 4 ys(t) 0
0 0 0 -1 ya(t) 0

o sistema de equacdes diferenciais associado (tal como referido na introducdo), com A = 4 e Y (t)

(2.3.13)
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O sistema (2.3.13) pode decompor-se em dois sistemas independentes

—ya(t) =0

{ i (t) = ya(t) — ya(t)
Ya(t) — 2(t) =

0. {ya(t)eri(t) 0
O )

e, relativamente a este tltimo (aquele que esta relacionado com o valor proprio infinito), obtém-se

a seguinte solucao:
{ys(t) = —6(t)y4(0)
ya(t) =0

Evidentemente que se a multiplicidade geométrica do valor préprio infinito A = oo for um a

correspondente solugdo é a fungdo nula (tal como sucede com a coordenada y,(t)).

2.4 Solventes do polinomio matricial P(X)

Dado um polinémio,
PX)=X"4+ A X" '+ A, (2.4.1)

a relagdo existente entre solventes do polinomio (2.4.1) e cadeias de Jordan da A-matriz (2.3.1) e,
mais geralmente, os blocos vetores proprios (como seréd visto no seguimento da Defini¢do 2.4.8), é
estabelecida pelo seguinte resultado:

Teorema 2.4.1. (Lancaster [25], pag. 521 e Dennis [9], pag. 79) X é um solvente de P(X) se e 86

se
CV =VX, (2.4.2)

onde C é a matriz companheira de P(X) e V representa a matriz coluna de blocos

v=| . (2.4.3)

Observacao 2.4.2. Note-se que a matriz V' definida em (2.4.3) tem necessariamente carateristica

méaxima n uma vez que o primeiro bloco de V' é a matriz identidade I,,.
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Definicao 2.4.3. (Pereira [30], pag. 13) Se X1,...,X,, € C™**™, o bloco de Vandermonde é a matriz

de ordem mn

I, I, ... I,
X, Xy ... X,
V(X1,..., Xp) = ] _ ' , . (2.4.4)
xmtoxmeto o xpet

Teorema 2.4.4. (Lancaster [25], pag. 524) Sejam X1, Xs, ..., X, € C"*™, m solventes do polinémio
matricial P(X), da forma (2.4.1). Se o bloco de Vandermonde V = V(X;, X3, ..., X;) € regular

entao
C = VDiag(X1, Xo, ..., X))V, (2.4.5)
e diz-se que os m solventes formam um conjunto completo de solventes de P(X).

Portanto, nas condigoes do Teorema 2.4.4, os valores proprios dos solventes percorrem todo o
espectro A(P), isto é, a unido dos espectros dos solventes X1, Xo, ..., X, é igual ao espectro da
matriz companheira. Esta condicao é necessaria mas nao suficiente para se constituir um conjunto

completo de solventes de P(X).

Observacao 2.4.5. Na realidade, para se construir um conjunto completo é suficiente (e necessario,
ver Pereira [30], padg. 111) que os valores proprios e respetivas multiplicidades parciais dos m
solventes X1, X, ..., X;, e da matriz companheira coincidam.

Dos m solventes distingue-se aquele que possui os valores préprios de maior médulo, com diversas
aplicagbes, nomeadamente no método de Bernoulli, Algoritmo A.1.2, e método de Traub, Algoritmo
A.1.3.

Defini¢ao 2.4.6. (Dennis [11], pag.524) Dadas m solventes X1, X, ..., X, do polinémio matricial
P(X), diz-se que X é o solvente dominante se os seus valores préprios sdo maiores, em modulo,

do que os valores proprios de todos os outros solventes.

Observagao 2.4.7. Se for considerado um conjunto completo de solventes X;, Xo, ..., X;, entao,
segundo a Observacao 2.4.5, os valores proprios e respetivas multiplicidades parciais dos m solventes
e da matriz companheira coincidem, tal como no caso de ser considerado um sistema completo de
pares proprios (Vi,J1), ..., (V}, J;) (ver Definigao 2.3.5). Cada par proprio (Defini¢do 2.3.3, sec¢ao
2.3) verificam a equagdo CS; = S;J;, Vi = 1,... 1, atendendo a (2.3.6) e considerando

Vi
Vids

vy

mas nao tém todos necessariamente a mesma dimensdo (ver Exemplos 2.1.12, 2.3.8 e 2.3.10) pois
dependem das multiplicidades algébrica e geométrica do valor préprio associado. Pelo contrério,
segundo o Teorema 2.4.1, os solventes do polinémio X7, X5, ..., X,,, verificam ainda a equacao
CV =V X, com V dado por (2.4.3), e tém uma dimensao fixa n.
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Com base na Observacao anterior (2.4.7), pode optar-se em contrapartida pela seguinte formulagao

mais genérica.

Defini¢ao 2.4.8. (Dennis [9], pag. 72) Seja A uma matriz quadrada, A € C™*™. Uma matriz
quadrada X € C™*", com n < m, diz-se um bloco valor proprio de A se existir um bloco vetor
V e C™*™ de carateristica maxima tal que

AV =VX. (2.4.6)

Nestas condic¢oes V' diz-se um bloco vetor proprio de A associado a X.

Observagao 2.4.9. De acordo com a Defini¢ao 2.4.8, o Teorema 2.4.1 corresponde a afirmar que X
é um solvente de P(X) se e s6 se for um bloco valor proprio da matriz companheira CV = VX,

onde o bloco vetor proprio V é a matriz coluna dada por (2.4.3).

Por outro lado (ver Dennis [9], pag. 85), dado X um bloco valor proprio da matriz companheira

CV =V X de dimensao n X n, se o bloco V; € C"*" de V € C™™*"_ for ndo singular, entao
Y =viXx(\h)!

¢ um solvente do polinémio P(X).

Se X é um bloco valor préprio da matriz companheira CV = VX, com V o seu bloco vetor proprio
associado, entdo todos os valores proprios de X sdo ainda valores préoprios de C e, por sua vez, da
A-matriz P(\).

Ainda em Dennis [9], pAg. 74, estdo definidos alguns resultados relativos ao conceito de blocos

valores proprios.

Ao contrario de solventes, que poderdo ndo existir (nem sempre se podera contar com a hipdtese
de o bloco V7, de um bloco vetor proprio V, ser ndo singular) a matriz C admitira sempre um bloco
valor proprio. Por exemplo, seja V' = [vy, ..., v;] uma cadeia de Jordan associada ao valor proprio
A; de C com J um bloco de Jordan de dimensao k x k e A; na diagonal principal verifica, conforme
o Teorema 2.3.2,

VJIT+ A VI 4+ A,V =0,

Assim, se a matriz
v

o VJ

VJm71

tiver carateristica méxima, tem-se CS’ = S’J, e portanto J ¢ um bloco valor proprio de C com S’

o bloco vetor préoprio associado.

A Defini¢ao seguinte é¢ uma adaptagao do conceito de sistema completo de pares proprios, Defini¢ado
2.3.5 para blocos valores proprios com uma dimensdo fixa n (ver Teorema 3.3.4 em Pereira [30],
pag. 113).
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Defini¢ao 2.4.10. Um conjunto de blocos valores préoprios X1, ..., X,, de uma matriz particionada
A e ¢mm*™mn diz-se conjunto completo de blocos valores proprios se existir um conjunto de blocos
vetores proprios associados Vi, ..., V,, tal que a matriz { Vi o Vi } tem carateristica maxima

e
A[v1 vm]:[v1 Vm}Diag(Xl,...,Xm), (2.4.7)

onde a matriz Diag(Xy,...,X;) tem a mesma dimensdo que A.
Poder4a mesmo suceder que um dado polinémio P(X) ndo tenha solventes mas que, por outro

lado, a respetiva matriz companheira C admita um conjunto completo de blocos valores préprios

de ordem n (ver exemplo apresentado em Pereira [30], pag. 121).
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Capitulo 3

Célculo de Solventes do Polindmio matricial P(X)

Neste capitulo serd apresentada e desenvolvida parte do trabalho original desta dissertacao.
Como referido, a caraterizacdo da matriz companheira pode ser feita ao utilizarem-se valores e
vetores proprios da A-Matriz P(\), Teorema 2.3.6, ou através dos solventes do polinémio matricial
P(X), Teorema 2.4.4. Por outro lado, se existirem, um conjunto completo de blocos valores proprios
ou um conjunto completo de solventes, pode ser obtido pelo método da poténcia associado a uma
deflacdo (Block Wielandt Deflation ou Block Hotelling Deflation (ver Pereira [34], pag. 1179), ou
quando se trate do feixe companheiro (ver Pereira [32], pag. 2915)).

Assim, o trabalho exposto neste capitulo consiste em definir métodos alternativos de céalculo de
solventes. Esses métodos, aqui desenvolvidos, tém na sua génese a transformagdo da equagio
polinomial matricial original numa equagao vetorial equivalente, através dos resultados relativos
ao produto de Kronecker (ver Hernandez [14], pag. 3 do apéndice), evitando-se a algebra matricial
e beneficiando da possibilidade de aplicagao dos métodos classicos & nova equacao vetorial.

Deste ponto de vista, comeca-se por fazer o enquadramento referindo alguns métodos iterativos
conhecidos que permitem o calculo de solventes. Este enquadramento permite, em simultaneo, ter
um termo de comparagao para os novos métodos agora apresentados. No decurso deste capitulo
sao apresentados diversos exemplos onde se comparam as prestagoes e eficiéncias dos métodos aqui
desenvolvidos com o método Newton, que corresponde & adaptacao do método classico ao contexto
dos polindémios matriciais, (ver Kratz [21], pag. 359, Higham [18], pag. 4 , Pereira [33], pag. 3),
com o método de Bernoulli, versdo matricial (ver Lancaster [22] , Tsai [38] , Higham [19], pag.
508), que é essencialmente o método da Poténcia aplicado & matriz companheira C e também com
o método de Traub, assim designado por ser uma generalizagido do método de Traub escalar (ver

Traub [37], pag. 138) e que permite obter-se uma aproximacao do solvente dominante de P(X).

3.1 Métodos Iterativos

Inicia-se o enquadramento referido, comecando-se por descrever de forma sintética a esséncia do
método de Newton antes citado. Para esse efeito, é fundamental considerar a nocao de derivada

adaptada ao contexto dos polinémios matriciais que é expressa na seguinte Defini¢ao.

Definicao 3.1.1. (Kratz [21]) Dado um polinémio matricial de grau m,
P(X)=AX™+ A X" 4+ A,
a derivada de Fréchet de P(X), no ponto X aplicada a @@ € C"*", esta definida por

Px)H = Y (Z Am_iXi*jHXjfl). (3.1.1)

1<i<m 1<j<i

Assim, a adaptacdo do método Newton classico ao contexto dos polinémios matriciais (ver Kratz
[21], p4g. 359, Higham [18], pag. 4 , Pereira [33], pag. 3) resulta da expansio de P(X) em X,

uma aproximagao do solvente de P(X), na dire¢ao de @,
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P(X +Q) = P(X) + P/(X)[Q] + 3 Dpixoi(X)[Q) + -+

desprezando os termos de ordem maior ou igual a 2 em Q.

Dada uma aproximacao inicial X(©) do solvente de P(X), para cada k = 1,2, ..., a aproximagao

seguinte é calculada resolvendo a equagcao
P/(X0)[QM) = —P(x™®),
em ordem a Q® e considerando X *+1) = X(¥) 4 Q)

Em cada iteracdo a matriz Q*) pode ser estimada por diversos processos, quer calculando a
inversa de P'(X (), se esta for regular, quer usando a inversa generalizada de P'(X*)), em cada
ponto X ) ou no ponto inicial X, dependendo das condicoes, sobretudo a dimensio do proprio
polinémio matricial. Em todo o caso, por exemplo para m = 2, o método de Newton (ver Anexo
A, ponto 6 do Algoritmo A.1.1), implica a resolugdo da respetiva equacgdo matricial de Silvester

(X® 4 4)QW + QW x®) = _p(x®), (3.1.2)

em cada iteragao k.

Quando as matrizes X e () comutam, entdo a derivada de Fréchet P'(X)[Q] corresponde a derivada
usual de P, isto &, P'(X)[Q] = P'(X)Q = Yy < [Am 1 X' 71Q.

O método de Bernoulli, (ver Dennis [9] e [11], pag. 69 e 529), permite calcular uma sucessao de
matrizes, X(©, X1 . X®) 3 partir de matrizes iniciais X(© = X = ... = X(m=2) — ¢
X(m=1) — 1 onde a matriz X **1) fica definida por X*t1) = — A4, XK — ... — 4 X (—m+1)

Isto é, o método pode ser definido através da equacao

y (k=m+2) 0, I, ... 0, y (k=m+1)
: B On ' :
X% 0 oI X =D
X (kD) A, —Ap .. =4 X*)

que, como foi dito, corresponde ao método da Poténcia aplicado & matriz companheira C (ver
Lancaster [22] , Tsai [38] , Higham [19], pag. 508).

Se P(X) tem um conjunto completo de solventes X1, Xo, ..., X,,,, com X; um solvente dominante,
Definicdo 2.4.6, e a matriz bloco de Vandermonde V(Xa, ..., X,,,) é ndo singular, entdo o produto
X® (X E=1)=1"onde X*-1 X*) 530 dois termos consecutivos da sucessdo obtida através do

respetivo Algoritmo (ver Algoritmo A.1.2, Anexo A) converge para o solvente dominante Xj.

Isto é,
lim X®)(xFE-D)=1 = x,
k— o0
O método de Traub permite calcular uma sucessio de matrizes, X XM x®) = com

XA — apl(X(k)), para k =0,1,2, ..., onde as fungoes ¢; sao construidas com base nos Teoremas
da divisdo (ver Dennis [10], pag. 832) e interpolacdo (ver Dennis [9], pag. 29) da algebra dos

polinémios matriciais.
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Com efeito, (ver Dennis [11], pag. 524) é construida uma sucessao de polindmios matriciais
Go(X),G1(X),...,G;(X),...,

com Go(X) = I, e Gj11(X) = XG,(X) — TYP(X), onde T ¢ a matriz coeficiente da poténcia
X1 do polinémio G;(X), isto &, G;(X) = 3,_, . TJX™ . Numa primeira fase, o método de
Traub procura uma aproximacgado (em [) dentro do espetro de convergéncia das iteragoes do ponto
fixo, e s6 depois, calcula iteracoes em k com vista & obtencdo de uma aproximacao do solvente
dominante Xj.

Nas condigbes de convergéncia (condigoes identicas as do método de Bernoulli, P(X) tem um
conjunto completo de solventes X1, X3, ..., X;n, onde X é o solvente dominante e V(Xa, ..., X;,)
é nao singular), as fungdes ¢;(X) = G;(X)G, ", (X) estdo bem definidas e, para um valor de [
suficientemente grande, I = 1,2, ..., a sucessao X *+1 = gol(X(k)) obtida através do respetivo

Algoritmo (ver Algoritmo A.1.3, Anexo A), converge para o solvente dominante X;.

Observagido 3.1.2. Quando se considera Go(X) = I,, = 0X™ 1 +0X™ 2 4 ... + [, X", isto &,
M=1r9=...=1% , =0elY =1I,, entdo

Gi(X) = XGo(X)-TYP(X)
= XI,—0P(X)
= X
= 0X™ 4 0X™ 2 4.+ [L,XT+0XO,

ou seja, o coeficiente '}, _; do polinémio G (X) ¢ a matriz identidade, I,,, e os restantes coeficientes
saonulos, ' =Ty =---=TL _,=0ell =0.

Repetindo este processo para l =1,2,3,...,m — 1, tem-se
Gy(X) = XGi(X)-TiP(X)=XX-0P(X)=X?
= 0X™~ 1+0Xm 24 +0X3+InX2+OX1+OX0
Gs(X) = XGa(X)-TiP(X)= —0P(X) = X?
= 0X™~ 1+0Xm2+ +IX3+0X2+0X1+0X0

Gm-1(X) = XGpofX)-TT2P(X)=XX""2 —0P(X)=X"""!
= LX" ' 40Xm 24 40X3+0X24+0X+0XY,

CGm(X) = XGp1(X) -T7T'P(X) = XX™ ! - [,P(X),
isto é,
P(X)=XX""' -G, (X). (3.1.3)

Resolvendo equacao X X™ 1 — G,,,(X) = 0 em ordem ao primeiro fator X, através da inversa de

X™ 1, obtém-se a formula do método de Traub,

X =G (X)(Xm =L, (3.1.4)

Pm (X)
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onde,

om(X1) = Xu (3.1.5)

lom (X) = Xl < co™ X = Xal,

com o < 1 e X suficientemente proximo do solvente dominante X; (ver Dennis [11], pag. 528).

De fato, atendendo a equagao (3.1.5), o método de Traub é um método do tipo ponto fixo em
C'I’LXTL.

3.2 Método do Ponto Fixo

Com o objetivo de apresentar um método do Ponto Fixo, no qual nao seja necessario o céalculo da
inversa da matriz X™ ! a cada passo como no método de Traub sio desenvolvidas nesta seccio os
conceitos basicos que irdo permitrir a construgdo do algoritmo. Assim, com base na Observagao
3.1.2, tenta-se agora resolver a equacdo X™ — G,,(X) = 0 em ordem a X, ndo através da inversa

de X™~! mas através de “X = [Gm(X)]%” em termos das entradas do polinémio.

O polinémio matricial P(X) pode ser escrito como uma fungao,

P:Qnxn .y (nxn

. (3.2.1)
X —  P(X)
Assim, as entradas do polinémio matricial P(X),
Pij = D(T1,1, 21,2, Tigs oo s Tryn)i g (3.2.2)

com 7,7 = 1,2,...n, sdo fun¢oes analiticas nas varidveis x; ;. Trata-se de resolver cada funcao p; ;

em ordem a x; ;.

Considerando P(X) como a funcdo definida em (3.2.1), pode compor-se esta com a fungio vec, ver

Defini¢ao 2.1.14, de modo a obter-se

f:vcer — o

r=vece(X) — flz) (3:2.3)

onde as coordenadas f;(z), | = 1,2,...,n?, sdo obtidas resolvendo o respetivo polinémio Di,j, com

l=(j — 1)n+1, em ordem & maior poténcia da variavel z; ;.

~ .. . 1 . o« s
Observagao 3.2.1. Intuitivamente, ao considerar-se fi(z) = (2]} — p; ;)™ , as derivadas parciais

serao definidas por,

ofw) 1 g (@l —pij)

Oy ; m [fi(z)]m=t

e, portanto, quanto maior for o valor de m considerado (e o valor de |f;(z)| > 1), menor serd o
valor do raio espetral da matriz Jacobiana que, sendo menor do que 1, garante a convergéncia do
método.
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Pode verificar-se que a maior poténcia da varidvel z; ; depende do grau do polinémio m e dos

indices 7 e j. Assim, se ¢ = j a maior poténcia é m, e, caso contrario, a maior poténcia é my, onde

m , se m par
my = . (3.2.4)
mil | se m fmpar

Uma vez que o elemento x; ; da matriz X é a coordenada (j — 1)n + ¢ do vetor vec(X), para cada

i,j=1,...,n, entao a funcdo f pode ser definida por
1 g - .
(% —pig)m ifi=
fGi—1ynti(x) = " ) , (3.2.5)
T, 5 +qi,5—Pi,j e . . .
(#) v ifi#£g

onde, se m for impar,

Gij =y ((ma (i + ) + (ar)ig) + (my — Dz~ LT = Tl — Tj5)
Js Js
1<k<n

e, se m é par,
m—mi

dij = Tj;

Como consequéncia direta desta construcao tem-se:
Observagao 3.2.2. Se x ¢ um ponto fixo de f, entdo X = vec™!(z) é um solvente de P(X).
Por construcdo: Se z ¢ um ponto fixo de f, z; = fi(z) = 2™ = fi(x)™, | = 1,...,n% Entao
x;"™ — fi(x)™ =0 e, considerando (3.2.2),

pij = (T1,%2,...,Tp2) =0, (3.2.6)
paracadai,j=1,...,n.

Isto é, para X = vec™!(x), vec(P(X)) =0e P(X) = 0.

De uma forma geral, o inverso ndo se verifica dependendo da determinacao considerada para a
fungdo /0. Por exemplo, para m = 2 se X for um solvente de P(X), para ¢ = j, as coordenadas
de vec(X) podem ser & f(;_1)p4i(5)-

3.2.3 Algoritmo

O método pode ser aplicado seguindo os seguintes passos:

Algoritmo 3.2.1 PF

Dada uma aproximacéo inicial, (®) = vec(X(?)), e uma margem de erro ¢ > 0.
M = f(z(0).
para k =1,..., fazer
se |lz*) — 2=, < ¢ entdo
o método para;
caso contrario
D = f(2(®)
X =wvec ' (z®) é uma aproximacio do solvente.
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3.2.4 Convergéncia

A convergéncia do Algoritmo 3.2.1 baseia-se no Teorema do ponto fixo de Schauder e na respetiva
estabilidade assimptoética (Teorema 3.2.5) também conhecido pela conjetura de Belitskil e Lyubich
(ver Shih [35], pag. 144), resultados apresentados de seguida.

Teorema 3.2.5. (Shih [35], pag. 144) Seja X um espaco de Banach, {2 um subconjunto aberto de
XeF:QCAX — X uma funcdo continua, compacta e com derivada de Fréchet em Q. Se D C Q)

for um subconjunto aberto, convexo e nao vazio X tal que F(D) C D and sup p(F'(z)) =r < 1.
z€D
entdo existe um tnico ponto fixo de F em D, isto ¢ z € D tal que F(z) = .

O seguinte Teorema é uma adaptagdo do resultado anterior e estabelece as condi¢Ges necessarias
para assegurar a convergéncia do Algoritmo 3.2.1 (PF). Mediante a exigéncia de a fungao f ser de
classe C! numa vizinhanca de um ponto fixo s, Va(s) = {z € € : ||z — s|| < €}, e de a norma
da respetiva matriz jacobiana verificar || J¢(s)||c = < 1 — portanto o seu raio espetral p(J¢(s)),
sendo o infimo das normas ||J¢(s)||, em C"*, também ¢ menor do que 1 — assegura-se que a fungao
é uma contracdo em V.(s) (|f(z1) — f(z2)|leoc < 7||T1 — @2||00, com r < 1, para z1, 22 € Vo(s))
e que portanto a sucessao z(FtH = f (m(k)) converge para s independentemente da aproximacao

inicial considerada z(*) € V.(s).

Teorema 3.2.6. (Shih [35], pag. 144) Seja f a funcdo definida em (3.2.5). Se

i) existe um ponto s, tal que s = f(s) e Vo(s) = {x € (DL |z — s|| < e}, com
fivi(s)ca” —» o™

continua e diferenciavel em V(s),
ii) sup ||Jf(@)]|ec =7 < 1.

z€V(s)
Entdo, para qualquer aproximacio inicial z(®) € V.(s) a sucessao z(**D = f(z(®*)) € V.(s) é
convergente e converge para s, a Unica solugdo de f(x) = x em V.(s).
Demonstracdo. Usando a alinea i) tem-se que a fungdo f é continua e diferenciavel com f/(z) =

J¢(x) em Vi (s). Por outro lado,

sup [ Jp(z)]loo <1= sup p(f'(z)) <1.
zEV.(s) z€V:(s)

. . ~ . 2 ~
Ao considerar x € V_.(s), onde V(s) um subconjunto convexo ndo vazio e compacto de C™", entdo

1f (@) = slloo <7llz = slleo < ¢, ou seja, f(z) € Va(s).
Assim, f(V(s)) C V(s) pelo que pode considerar-se f : V:(s) — V.(s) onde V(s) é um subcon-

junto convexo nao vazio e compacto do espaco de Banach cn’.

Entdo, pelo Teorema do ponto fixo de Schauder (Teorema 3.2.5), existe um tnico Z € V.(s) tal
que f(Z) =Z. Logo T = s.

Usando a alinea ii), entdo para qualquer z(©) € V.(s), a sucessao z(**1) = f(z(*)) pertence a V.(s)

[§]
la® = slloe < IF@*D) = F()ow < 72 = slloc < ¥ = s]log < 7% — 0.
— 400

Portanto z*) — s. |
k— 400

O Teorema anterior assegura a convergéncia da sucessio z(*), gerada pelos pontos de 2 a 7 do

Algoritmo 3.2.1, para s um ponto fixo de f. Este resultado aliado & Observagao 3.2.2 assegura que
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no ponto 8 do mesmo Algoritmo se obtém realmente uma aproximacao de um solvente de P(X),

isto é:

Corolério 3.2.7. A sucessio vec™!(z(®)) converge para um solvente de P(X).

3.2.8 Exemplos

Seguidamente, sdo apresentados exemplos onde se compara o comportamento deste método, Al-
goritmo 3.2.1, com o métodos de Traub, Algoritmo A.1.3, e de Newton, Algoritmo A.1.1. No
primeiro exemplo é considerado um polinémio matricial para o qual o método do Ponto Fixo (PF)
converge e o método de Newton nao converge. No segundo exemplo, é considerado um polinémio
matricial que, como sera visto, nao se encontra nas condigoes de convergéncia do método de Traub,

mantendo-se a convergéncia do método PF.

No exemplo seguinte calcula-se o raio espetral da matriz Jacobiana avaliada no ponto fixo s,
p(J¢(s)), em vez de ||J¢(s)|l- Na realidade, por uma questdo de simplicidade, na condicao
presente na alinea ii) do Teorema 3.2.6 considerou-se a norma infinito mas essa condic¢do poderia

ser substituida por sup p(Js(z)) =r < 1.

zeVe(s

Neste caso ficaria ainda assegurada a convergéncia do método PF para alguma norma matricial
II.ll, tal que

sup ||Jr(@)|lp <7T+d <L
€V, (s)

Exemplo 3.2.9. Seja P(X) o polinémio matricial

0.01  —-0.355 0.085 —2.7333  33.0333 —11,8333 | .

1 0 0
P(X)=]0 1 0
00 1 —0.05 —0.085 0.125 3.5333  10.5667  1.8333

—0.15 —0.075 —0.045 6.1333 —9.46667  5.3333
X+ X +

Considerando
X© =48.05.13, com p(J;(z\?)) =0.0724,

apos 14 iteragdes do método 3.2.1 PF, obtém-se a aproximacao para um solvente de P(X),

0.07677 + 2.2711% 0.074741 — 1.30772¢:  0.00881 + 0.818651
XU = | —0.005145 — 0.16994i  0.1774 + 5.9222i —0.04302 — 1.50722: |,
0.02435 + 0.920741 0.02937 + 1.515984 0.06103 + 1.83351

com ||P(XU)|, = 0.00328 e p(J;(z14)) = 0.409693.

Relativamente a aproximacao inicial

6.1333  —9.46667  5.3333
X = A, =] —2.7333 33.0333 11,8333 |,
3.5333  10.5667  1.8333

esta ndo verifica o critério de convergéncia pois p(J;(x(")) = 6.531 > 1, no entanto, o método
3.2.1 PF converge em 22 iteragoes para

0.0749956 + 2.271257  —0.0378964 — 1.30585¢z 0.0227793 + 0.818851¢
X3 = | —0.0051091 — 0.164025;  0.177403 + 5.92228;  —0.0424566 — 1.50716i
0.0249551 +0.920662:  0.0425912 + 1.51625¢  0.0623993 + 1.83337:
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com ||P(X®%))| . = 0.00276 e p(J;(2??)) = 0.41106.

Observagao 3.2.10. Neste exemplo, o Algoritmo A.1.1 MN claramente ndo converge. Para a mesma

aproximacdo inicial, X (?) = 48.05.15, obtém-se uma sucessio X, X1, ..., X4000, COmM

78.5719 —431.678 196.776
X000 = | 147.124 —806.574 367.412 |,
291.594 —1598.28 727.987

onde ||P(X4000)|l2 = 111.834. De fato, uma vez que os coeficientes do polinémio matricial sdo
reais e considerando uma aproximagcao inicial real, todas as iteracoes do método de Newton serao
reais o que invalida a sua convergéncia para um solvente com coeficientes complexos (para uma

aproximagao inicial complexa o método de Newton ja converge).

Observacgdo 3.2.11. Tendo em conta os valores da Tabela 3.1, observa-se que apos a sexta aproxi-
magao a distancia destas ao solvente (|| X — X(4)|| ) diminui e o seu raio espetral (p(J;(z(¥)))
mantém-se menor do que 1 o que sugere que a partir desta iteragdo o exemplo ja se encontra nas

condigoes de convergéncia (Teorema 3.2.6) em V.(s), com ¢ ~ 3.83926.

BIX® - X090 p(T(2)
0 49.7494 0.0723773
1 3.7463 0.291798
2 2.71409 0.585448
3 11.9497 1.80783
4 13.4275 0.788064
5 12.9891 0.384312
6 3.83926 0.416268
7 0.416216 0.421291
8 0.148047 0.420923
9 0.0619636 0.420028
10 0.0252052 0.41313
11 0.0109852 0.408552
12 0.00433661 0.408914
13 0.00152436 0.409414
14 0. 0.409693

Tabela 3.1: Evolucao do raio espetral das aproximagcdes no método do Ponto Fixo

No exemplo apresentado a seguir aplica-se o método do Ponto Fixo (PF) quer considerando uma
aproximacao inicial X (© “préxima” de um dos 5 solventes do polinémio P(X )= X2+ A1 X + A
quer considerando X(©) = — A4}, sem a preocupacao de validar a condicio ii) do Teorema 3.2.6 (que

de uma forma geral é dificil de estabelecer).

Exemplo 3.2.12. Considere-se o polinémio

10 -5 0 4 0
P(X) = X2+ X + .
0 1 —34.667 —4 34.667 104

A equacdo matricial P(X) = 0 tem 5 solventes,

1 0 1 3
5 X2: 3 X3: )
0 2—10 0 4

1 0
X =
[0 2+ 107
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4 0 4 0
Xy = . . 3 X5 = . . .
2—10: 24107 2410: 2— 102
Considerando
4.02 0.2
X0 = , |, com [|[P(X©)],=0.91307,
2.02 —107 2.02 +10¢

o método do Ponto Fixo, Algoritmo 3.2.1 PF, converge em 21 itera¢es para uma aproximagao

4+ 2.05755 x 10764 0
xen | 7t X |, com [[P(XCY)|s < 0.5 x 1074,
2.00001 — 10¢ 2.+ 10
Para a aproximacio inicial X(©) = —A,, que satisfaz as condicdes de convergéncia, o método do

Ponto Fixo, Algoritmo 3.2.1 PF, converge em 23 iteracdes para uma aproximacio X (23 de X,
com ||[P(X %)) = 0.000349.

5 0
YO _ sioer 4 ] com ||P(X©)]|y = 109.663,

4.00002 0
2.00004 — 10.00017 2.4 10.%

x(23)

] , com ||[P(X®)||5 = 0.000349.

Observagdo 3.2.13. Neste caso, o polinémio nio estd nas condi¢oes de convergéncia do método
de Traub, Algoritmo A.1.3, pois ndo existe um solvente dominante. Para a mesma aproximagao

inicial X(© = —A;, obtém-se

4. 0

x(30) —
—4.03662 x 103 0.345929

] , com ||[P(XGY)|]y =1.25764 x 10'°.

3.3 Método de Newton Vetorial

Nesta sec¢ao serao apresentados trés Algoritmos construidos a partir do chamado método de New-
ton Vetorial. O Algoritmo principal que resulta da aplicagdo do método de Newton-Rapshson
classico & equagdo vetorial F(x) = vec(P(X)) = 0 e tratando-se apenas de uma nova versao deste
método, é possivel acelerar a sua convergéncia através da através da otimizacdo do acréscimo h(%)
(adaptagdo dos métodos 3.2 e 3.3 de definidos em Jian-hui [26], pag. 647, 650 e 651, a este contexto)
obtendo-se os dois Algoritmos com Procura Unidimensional.

No primeiro destes Algoritmos é introduzido um novo parametro g > 0 e, em cada iteragdo,
sempre que o valor da funcdo F em z(*) 4+ h(k) for superior a ey procede-se & otimizacio do

acréscimo h(®) minimizando o valor de ||F(z*) + sh(®))||5 em funcdo de s € [0,2]. No segundo
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Algoritmo, para além da otimizagao ja referida, considera-se ainda, sempre que o valor da funcao
F em z®) + h(%) seja inferior a ey, um termo da sucessdo intermedio z(*1). A solucao A% de
Jp(x®)pkD) = —F (1) pode ser obtida a partir da resolucio ja considerada na determinacio

de A*) uma vez que a matriz Jp(x(*)) & comum a ambos os sistemas.

Na sequéncia da constru¢ao do método do Ponto Fixo (PF), Algoritmo 3.2.3, mantendo a mesma
ideia relativamente & anélise do polinémio matricial em termos das suas entradas, procedeu-se &

adaptacao do método de Newton a este contexto.

Como foi visto em (3.2.1), o polinémio matricial P(X) pode ser associado a func¢do

F.cv — v

, (3.3.1)
x= wvec(X) — F(z) =vec(P(X))
através da composi¢ao
@nxn P (ann
X — > PX)
vec_lT l”ec J
T ) F(z)
cr o
; RS 4
e onde cada coordenada Fj(x), l = 1,2,...,n% com [ = (j — 1)n + i, corresponde a coordenada

i=mod(l —1,n)+1,j = quoc(l — 1,n) + 1 de P(X). Deste ponto de vista, aplicando o método
de Newton a funcao F : c”’ —s (D”z, obtém-se

e® ) = 2®) 4 Qp, k=1,2,...
com @y solucao do sistema
Tr(@®) Qi = —F(a™), (3.3.2)

onde Jr é a matriz Jacobiana de F.

Dado um polinémio matricial de grau m = 2,
P(X)=AoX? 4+ A1 X + As,

com A = [aﬁj]i7j:1,,_,n, k =1,2, a funcdo F definida atras pode ser escrita na forma

n n n
F = Z agp (Z xnkaﬁk,j) + Z a;kxkﬂ- + af)j, (3.3.3)
p=1 k=1 k=1
Il =(j — 1)n+14, e a respetiva matriz Jacobiana definida por

Jr=I, @A X + XT @ Ay + I, ® Ay, (3.3.4)

onde ® representa o produto de Kronecker, Defini¢ao 2.1.15.

Caraterizando o sistema P(X) = 0 em termos de zeros da fung¢ao analitica F' com matriz Jacobiana
definida por (3.3.4) para m = 2 e, mais geralmente, (3.3.6), obtém-se um sistema linear com a
mesma dimensdo (3.3.2) evitando-se o célculo da derivada de Fréchet bem como a resolugdo da

respetiva equac¢do matricial de Silvester (3.1.2).
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Observacdo 3.3.1. Tratando-se de uma abordagem do problema P(X) = 0 diferente da considerada
nos artigos Higham [18] e Jian-hui [26], pag. 310 e 649, a matriz Jacobiana Jp é idéntica as matrizes
P e F* definidas apenas para m = 2. Em Bin Zhou [41], pag. 328, esta definido o “Kronecker
matrix polynomial” Ag(F'), para qualquer m mas nao do ponto de vista da derivada de Fréchet

que conduz neste caso & matriz Jp.

De uma maneira geral, para um polinémio de grau m, a fun¢do F definida por
F = vec(P(X)), (3.3.5)

tem uma matriz Jacobiana que se pode representar na forma

Jp = i(i(xﬂ)T ® Am,iXi—J'). (3.3.6)
i=1 j=1

Das seguintes consideracoes pode ver-se como a igualdade (3.3.6) pode ser obtida.

— A derivada de Fréchet do polinémio P(X) = X™ 4+ A; X™ 1 4+ ... + A,, esta definida por

P(X)H = Y (Z Am,iXi‘jHXj‘1>.

1<is<m 1<j<i
— Pelo lema 2.1.19,
vec(Ap i X"THXI™1) = ((Xj_l)T ® Ap_i X" vec(H).
— O operador vec : C"*" — C™ comuta com a operacao derivacao D. Ou, dito de outra forma,
Dyee(X)[H] =vec(H), H e C™*".
Assim, considerando (3.3.5),
F(x) = vec(P(X)), (3.3.7)

com z = vec(X), e derivando ambos os membros de (3.3.7) no ponto X € C™*™ e na dire¢do de
H € C™"*"™, tem-se

DFovec(X)[H] = DUSCOP(X)[H]
Drp(vee(X))Doee(X)[H] = Duec(P(X))Dp(X)[H]
Dp(x)[vec(H)] = wec(Dp(X)[H])

onde
vec (P'(X)[H]) = vec( Z Z Am_iXFjHXJ;l)
1<i<m 1<;<i

( Z Z ((Xjfl)T®AmfiXi7j))vec(H).

1<i<m 1<5<i

Esquematicamente, considerando a composicdo ji vista em (3.3.1) e derivando as fungoes

41



Algoritmos para Solventes de Polinémios Matriciais

(vec o P)(X) e (F owvec)(X) no ponto X € C™*™ e na diregdo de H € C™*", com = = vec(X) e
h = vec(H), tem-se

’
Cnxn P Qnxn IS @nxnﬂ) Qnxn
e ,

x ——> P(X) gy ——> P/(X)[H)]
vec lvec vecl vec
r — F(z) h —— > F’(m)h

2 2 2 2

Ccn n cr n

F C F'(x) C

De acordo com as consideragoes feitas e considerando ainda a composigio ja vista em (3.3.1) é

imediato o seguinte resultado.

Observagao 3.3.2. Se x ¢ um zero de F, entdao X = vec™!(x) é um solvente de P(X).

Por construgao, se x ¢ um zero de F entdo, por construcdo (3.3.5) e considerando X = vec™!(z),
vec(P(X)) = F(vec(X)) = F(x) =0, pelo que, P(X) = 0.

Uma vez definida a funcéo F, (3.3.5), e a derivada respetiva, (3.3.6), o Método de Newton Vetorial,
(NV) é agora deduzido através da expansdo de F(z) em x na dire¢io de h, onde X = vec™!(x) é

uma aproximagao do solvente de P(X) e H = vec 1(h),

1
F(z+h) = F(x) + F,y(h) + 5F(’;c)(h) +-e

desprezando os termos de ordem maior ou igual a 2 em h e admitindo que F(z + h) = 0 para um

vetor h a determinar. Isto é,

F(x) + F,(h) ~ 0. (3.3.8)

3.3.3 Algoritmo Principal

Como referido, o Algoritmo principal resulta da aplicagdo do método de Newton-Rapshson cléassico
a equacao vetorial F(x) = vec(P(X)) = 0. Isto é, resolvendo (3.3.8) em ordem a h obtém-se uma
nova aproximacao x + h.
Assim, dada uma aproximacdo inicial z(9), para cada k = 1,2,..., a aproximacdo seguinte é
calculada resolvendo a equagao

F(;(k))(h(k)) = —F@®),

em ordem a h(®) de modo a que F(x(k) + h(’“)) ~ 0, isto é, considerando z(*+1) = () 4 p(F),
Nestas condigoes, o Algoritmo do Método de Newton Vetorial pode ser expresso usando os seguintes

passos:

Algoritmo 3.3.1 NV

1: E dada uma aproximacéo inicial () e uma margem de erro € > 0.
2: para k=0,1,2,... fazer
se ||F(z")|]2 < ¢ entdo
o método péra.
caso contrario
h*) solugao de Jp(zF))AF) = —F(z*);
2B+ = (k) 4 p(k)
X = vec™! (z(**1) ¢ uma aproximacdo do solvente.

@

?
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A convergeéncia deste método (NV, Algoritmo 3.3.1), atendendo a que corresponde ao método de
Newton “classico” aplicado & funcao F : o — @”2, satisfaz os critérios de convergéncia dos
Teoremas de Kantorovich de Smale ou de Nesterov-Nemirovskii (ver Gutierrez [17] e [16], pag. 9
e 135 e Argyros [1] e [2], pag. 154 e 12).

3.3.4 Convergéncia

O primeiro resultado referido (Teorema de Kantorovich), valido para uma fungdo entre espagos
Banach F' : X — ), baseia-se na convergéncia do método de Newton escalar relativamente ao

polinémio p(t) = %tz —t+ B3, com 7,8 € R' e cujas raizes

1- 1—2576 t**—1+ 1—2p8~

Y Y

t* =

sa0 reais e positivas, com t* < t**) desde que 25y < 1.

Com efeito, no intervalo I = [O [, tem-se t* € I e

1
Ty
pPt)=~4t—-1 <0 ,Vtel;
p'(t)=v >0 ,Vtel,;
p(0)p”(t) >0 ,Vtel.

Portanto, para ty = 0 a sucessao obtida através do método de Newton,

p(tr)
P ()’

thy1 =t — (3.3.9)

é crescente e converge para t*.

Observagao 3.3.5. O método de Newton definido por (3.3.9) nas condigbes referidas é convergente

e tem ordem de convergéncia 2:

"=t P&
(t* —ty)? p(tr) 11—t

Além disso, sdo validos os seguintes resultados, necessarios na demonstracéo do critério de conver-

géncia:

L

Lema 3.3.6. Considerando ¢ = iw, com k=0,1,2,...,onde § = tﬁ—* < 1, entao
2
¥
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Demonstracgiao. Com efeito, tem-se

©>")?
Yr (-
2¢r +1 2192k +1

_g2F

(022
(1—62%)2

92k 11

1-92F

(92’“)2 102"
(1— 022 " g2 11

g2x2*
T 1—6) e+ 1)
92k+1 92k+1
o1 (022 1- 62
= Qi1
]
Lema 3.3.7. Seja t; a sucessao definida por (3.3.9). Entdo

£ — e = (£ — ). (3.3.11)

Demonstragdo. A prova é feita por indugdo. Para k = 0,

Admitindo que o resultado é valido para k, isto é,
t—tp = (" — ),

entao, considerando tj41, tem-se

t" —te1 = tT—tp+

p(tr)
P ()

Como t* e t** sdo as raizes do polinémio p(t), este fatoriza-se na forma p(t) = 3 (t —t*)(t —t**),

simplificando o quociente

p(tx) gt — ")tk — )
P () T(2ty — t* — )
(tg — t*)(tr — t**)
(2t), — t* — t*)
(tk — t*)(tk — t**)
2ty — t*) + (¢* — t**)’
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obtendo-se

(tg — t*)(tx — t*)
2t — t*) + (t* — t*)
—(t" —t)®
2te — 1) + (t* — t*)
—(# = )0}
7(t** _ t*)2¢i
=t —t*)(2¢r +1)
(" —t*)¢k
(2¢5 + 1)
= (7 = t")prpa.

t*ftk_i_l = tF—t +

Lema 3.3.8. (Lema de Banach sobre Operadores Invertiveis, ver Driver [8], p4g.95, Datta [4], pag.
22) Se T' ¢ um operador linear e continuo definido de X em X, entdo existe T~! se e s6 se existir

um operador linear P de X em X, limitado! e invertivel tal que ||I — PT|| < 1. Nestas condigoes,

P
T4 < B | }
170 =P

De seguida apresenta-se uma versdo do Teorema de Kantorovich baseada no desenvolvimento feito
por Gutierrez [17], pag. 11, em que a demonstracdo foi adaptada ao contexto agora apresentado.

Teorema 3.3.9. (Kantorovich) Se a funcdo F : C*° — €™ ¢ diferenciavel em €™ e verifica as

seguintes condigdes em B, (z©) = {z € € : ||z — 2| < r}:

1. A matriz Jp(2(®) = J é ndo singular (existe J,'(z(?) = J~1);

2. I (Jr(2) = Jr@)|| < vllz = yl, z,y € Br(z¥), v > 0;
3. |JEE ()| < B;
4. By < 1/2;

5. tf = 1-V1-20y <

vy =7

entao

i) zH+D = 2®) — -1 (2®)F(2(R), estd bem definido para cada k = 1,2, ... e converge para uma

solucdo s de F(z) = 0;

ii) A solucio s € By (z(9)) & tnica em Bper ((?)), onde t** = 1HV1=257 Vlﬂy_%;

iii) A sucessio z(**t1), definida em i), tem ordem de convergéncia quadratica e

2k *

6
|z®) — 5| < (£** — t*)——=5, onde 0 =

g o <L

! P um operador linear e continuo entre espacos de Banach X, ¢é limitado em X, i.é.,||P(z)| < c||z||.
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Demonstragio. Para cada x € By« (z(0),
=T~ Tp@)| = [T Tp (@) = T e @) <2 —af <9t* =1-+/1-287 <1,

logo, pelo Lema 3.3.8, o operador J(z) é invertivel para todo x € By« (2(0)) e

1 1

177 P
1= 7p(@)] = 1=

[ = J= e (@)

17E @)l < 1= sou |75 (@) ]| < 1=

Assim, 2F+H1) = o) — 7-1(2()) F(2(*))] esta bem definido para cada z*) € By (x(9).

Por outro lado, ||z") — 2| < t; — to pois

0)
@ — 200 = 1T F(zO)] < :_p( =t —t
[Jt =2 =] @) <8 O
e, admitindo que ||z — z*=D| <t — t,_1, entdo
2D — 2@ = 7z @) FE®)| < 1Tz @) )T Fe®) (3.3.12)
onde,
JIEE®) = JHFEW) - P D) — Jp(aF D) (oW — kD))
1
_ / g1 [F/ (x(k) () — x(k—l))) _ F/(xac—l))] (29 — =gt
0
e portanto,
1
1 EE) < [ 17 e (2% = t@® = 2070)) = Tt D) 20 - o4 jar
0

IN

1
/ Alja®) — t(2® — =Dy — B 1R — k=D gt
0
1
< [ A= o)e® - otV ar
0
1 _
< yle® —tD|2,

Voltando a (3.3.12)

[0 — e ®) < IR @ ®) )T @)
1 1
< 1) 2
S o=y e
¥ 1 2 — 26D 2,

21— a® — 20

onde a ultima desigualdade resulta do fato de

17 =T Ip@®)] < Ae® =aO = 1= I IpE®)]| 2 =) - o0

= 1 1= pE®)] 2 1-4]2® - 2@
1 < 1
T T = T Tp@®)] = T—a® — 0]

=
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Atendendo a que [|Jz(*) — (9| < t;, pois,
2®) — 2O < (k= tho1) + (te1 — te2) + -+ (t — to) = tx,

e tendo em conta que 8 =ty — Ytrtp—_1 + %t@1 + tr_1 entao pode concluir-se,

2
(k+1) _ (k) < vt —te1)”  pltk) _ PR 3313

||z M < SR p—— () k+1 — tk. (3.3.13)

Assim, [|z®) — z*=D|| <t —t,_1, VkE = 1,2,..., e atendendo a que a sucessdo t; é convergente

(Observagao 3.3.5) e, portanto, uma sucessdo de Cauchy, entdo por (3.3.13), 2 é também uma

sucessdo de Cauchy,

124 — 2B <t = trrp—1) + (Errp—r = terp—2) + -+ (Bear = t) = trp — b,

logo convergente (xy — s € By« (2(0), ¢, < t*,Vk).
Para além disso, tem-se que

1T F @) < %HM — 2D < %(tk —th1)?, (3.3.14)

pelo que, passando ambos os membros de (3.3.14) ao limite, tem-se

0 que prova i).

Para provar a unicidade da solucio s em By (2(?)), considere-se outra raiz da equagio F(z) = 0,
s' € By--(2(9)). Assim,

1
0=JYF(s) - F(s') = Jﬁl/ Fl(s—t(s—5"))(s—s)dt
0

_ (/01 JUF (s — t(s — s’))dt) (s— &)

= M(s—5¢),
e
1
It = [t ) = P )]
0
1
< [ s = ) - P aO))ar
0
1
< [ alls=tls =)~ 2Oar
0
1
< / vls — 2@ —t(s — 2Oy — 1(2(© — ¢)||dt
0
1
< [0 -2 ) 4o 2 O)ar
0
< g(t*+t**):1,

logo M é invertivel (Lema 3.3.8, onde ||[I —MI|| = ||I - M| < 1, com I um operador linear limitado
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e invertivel) e portanto s = s’, o que prova ii).
Relativamente & alinea iii), para p > 1, |z®?) — 2®)|| < t,,, — t), e passando ao limite com

p — 400, tem-se ainda

s — ™| <t —ty, (3.3.15)
onde, pelo lema 3.3.7,
2k *
t* 7tk = (t** 7t*)w, com 0 = t*i* < 1.
|

O Teorema anterior assegura que, nas condi¢oes de convergéncia (Teorema 3.3.9), a sucessdo xy, é
uma sucessdo de Cauchy e converge para uma solugio s da equacdo F'(z) = 0. Segundo a Observa-
¢do 3.3.2, considerando S = vec™!(s), tem-se que P(S) = 0, pelo que fica também assegurado que,
no ponto 8 do Algoritmo 3.3.1, se obtém realmente uma aproximacdo de um solvente de P(X),

situacao descrita através do seguinte Corolario.

Corolério 3.3.10. A sucessio X®) = vec=!(z(*)) converge para um solvente de P(X).

Assegurada a convergéncia do método de Newton Vetorial, fez-se posteriormente a anélise do
comportamento do respetivo Algoritmo 3.3.1, quando comparado com outros Algoritmos, nomea-
damente os Algoritmos 2.1, 3.1, 3.2 e 3.3, definidos em Jian-hui [26].

Nesta comparacao usou-se o polinémio matricial,

176 1.28 2.89 7.66 2.45 2.1 121 189 15.9
P(X)=| 1.28 0.84 0.413 X2+ | 023 1.04 0223 [ X+ 0 2.7 0.145 | . (3.3.16)

2.89 0.413 0.725 0.6 0.756 0.658 11.9 3.64 155

Tendo em conta a Observacgao 3.2.10 consideram-se aproximagdes iniciais complexas para assegurar
que os métodos convergem, mesmo no caso de o solvente ser complexo.

Usando o Algoritmo 3.3.1 (NV), com a aproximagao inicial

121z 1897 15.9:
20 = vec(iAs) = vec 0 2.7i 0.1453 ,
11.9¢ 3.64: 15.5¢

obtém-se apoés 9 iteragoes,

—0.365507 + 3.20705i  0.00526813 -+ 0.19849;  0.0502906 — 0.728978i
X = pec (@) = | 0.226552 — 2.05575  —0.568877 + 1.39304i  0.245173 — 2.21197
1.00784 — 2.36984i  —0.0508553 + 0.106218i  —0.755884 + 8.08455i

com ||F(z)]|y = 2.61022 x 107".

Nas tabelas 3.2, 3.3 e 3.4 apresentam-se os resultados obtidos através do Algoritmo 3.3.1 (NV) e
dos Algoritmos 2.1, 3.1, 3.2 e 3.3, definidos em Jian-hui [26], pag. 647, 650 e 651, quer em termos
de iteragOes necessarias (k), para se obter uma aproximacgio do solvente com uma determinada

margem de erro (€), quer em termos de tempo de CPU gasto nesse calculo (¢ — medido em
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segundos através do comando Timing[ | do Mathematica).

Assim, usando o Algoritmo 3.3.1, com a aproximacdo inicial #(°) = vec(il3), obtém-se para k = 7,

—0.365507 4 3.20705i  0.00526813 + 0.19849;  0.0502906 — 0.728978i
XD =vec 1 (2(M) = | 0.226552 — 2.05575i  —0.568877 + 1.39304i  0.245173 — 2.21197i
1.00784 — 2.36984i  —0.0508553 + 0.106218i —0.755884 + 8.08455i

com ||[F(z(M)]|y = 3.27627 x 10~1°. O tempo decorrido para o calculo de X(7) foi 0.125s.

e=10"9 | NV 2.1 3.1 3.2 3.3
go=10""1 | k 7 7 6 6 6
X =], t 101255 0.172s 1.406s .766s 1.047s

Tabela 3.2: Comparagao do Algoritmo 3.3.1 com os Algoritmos 2.1, 3.1, 3.2 e 3.3.

e=10"9 | NV 21 3.1 3.2 3.3
g =10"1 | k| 7 7 5 5 5
X© =10il; t1011s 0.171ls 1.188s 0.562s 0.782s

Tabela 3.3: Comparagao do Algoritmo 3.3.1 com os Algoritmos 2.1, 3.1, 3.2 e 3.3.

e=10""9 | NV 21 3.1 3.2 3.3
go=10"1 | E| 20 20 7 7 6
X©) = 1051, t 10.255 0.484s 1.969s 1.203s 1.531s

Tabela 3.4: Comparagao do Algoritmo 3.3.1 com os Algoritmos 2.1, 3.1, 3.2 e 3.3.

Destaca-se o fato de que o presente Algoritmo é o mais “econémico” em termos de tempo gasto
no célculo da aproximagao (ver tabela (3.4)): para calcular 20 iterages, o método (NV) necessita
apenas 1/6 do tempo daquele que usa o método (3.3) a calcular X (%),

Necessita, contudo, mais iteracoes que os Algoritmos 3.1, 3.2 e 3.3 mas, como se trata apenas de
uma nova versao do método de Newton, a sua convergéncia é também suscetivel de ser acelerada:
fazendo uma adaptagio dos métodos 3.2 e 3.3 ao contexto do Método de Newton Vetorial (NV),

obtém-se os Algoritmos 3.3.2 e 3.3.3 definidos a seguir.

3.3.11 Algoritmos com Procura Unidimensional

Basicamente, a Procura Unidimensional permite acelerar a convergéncia do Método Newton Ve-
torial (NV) através da otimizacio do acréscimo h(*). A ideia consiste em admitir que a solugio
do sistema Jp(2®))h(*) = —F(2(*)) determina a melhor direcio h(*) para encontrar a solugio da
equacdo F(x) = 0, mas que o seu comprimento |||, pode nio ser o mais adequado.

Assim, no Algoritmo seguinte (NV 3.2), é introduzido um novo pardmetro g9 > 0 e, em cada
iteracao, sempre que o valor de ||F(x(k) + h(k))||2 for superior a gg, procede-se a otimizagao do
acréscimo h(*) minimizando o valor de |[F(z®) + sh(®))||; em funcio de s € [0,2]. Isto &, nestas
condicbes o termo z(*t1) ¢ calculado usando z(*+1) = z(¥) 4 th(*) onde ¢ é o minimo da expressao
| E(z®) 4+ sh(*))||y para s € [0,2].
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Algoritmo 3.3.2 (NV 3.2)

1: E dada uma aproximacao inicial z(*), ¢5 > 0 e uma margem de erro € > 0.
2: para k=0,1,2,... fazer
se ||F(z®)|]2 < e entdo

o método péra.
caso contrario

h*) solugio de Jp(z®)hF) = —F(z(F);

se ||F(x® + )|y < o entdo

pk+D) = g (F) 4 p(k),
caso contrario

@

10:
11:

t = mingepo,o) [ F(z* + sh®))|;

12: X = vec™? (x(k“)) é uma aproximacao do solvente.

Enquanto que, no Algoritmo anterior apenas se altera o método de Newton Vetorial (NV quando

| F () +Rh)||y > g0, mantendo a versao original se | F(z*) +h*))|y < &o, no proximo Algoritmo

(NV 3.3) sao também introduzidas alteracées de calculo, mesmo no caso de o valor ||F(z®) +hr(F)) ||,

ser inferior a &g.

Isto é, uma vez determinado o acréscimo h(¥), solucio do sistema Jp(z*))hF) = —F(2(¥)) para

além da otimizacao ja introduzida no Algoritmo NV 3.2 considera-se ainda, sempre que o valor

| F () + hF))||5 seja inferior a gy, um termo da sucessdo intermédio (%1 (ponto 8 do Algoritmo
NV 3.3) e o sistema Jp(z®)h*ED = —F(z*1). A solucdo h*1) pode ser obtida a partir da

resolucdo ja considerada na determinacio de h(*) uma vez que a matriz do sistema é comum a

ambos os sistemas.

Algoritmo 3.3.3 (NV 3.3)

1: E dada uma aproximacéo inicial (%), ¢; > 0 e uma margem de erro € > 0.
2: para k=0,1,2,... fazer

3 se |[F(z™)|2 < € entdo
4: o método péra.
5:  caso contrario
6: h*) solugao de Jp(zF))AF) = —F(z*);
7 se ||F(x® + hR)||, < g entdo
g 21 = () 4 ()
9: h*:1) solugao de Jp(z(W)p*1) = — F(gk:1);
10: g+ = k1) 4 pk1);
11: caso contrario
12: t = minge(g g [|F(z® + sh®)]|5;
13: k1) = 2(k) 4 ¢p(k);

14: X = vec™? (x(k“‘l)) ¢ uma aproximacao do solvente.

Voltando novamente a considerar o polinémio matricial introduzido em (3.3.16) e as aproximagoes
iniciais z(©) = vec(il3), X(© = 10il3 e X(©) = 10°iI3, os Algoritmos agora definidos, NV 3.2 e NV

3.3, apresentam os seguintes resultados expressos nas tabelas 3.5, 3.6 e 3.7,

e=107"° | NV. NV32 NV33
g =10"1 | k 7 6 6
X0 =i t | 0.203s 0.687s 0.75s

Tabela 3.5: Comparagao do Algoritmo NV com os Algoritmos NV 3.2 e NV 3.3.

Destaca-se o fato de os Algoritmos NV 3.2 e NV 3.3 terem um comportamento idéntico ao dos
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e=10""° | NV. NV32 NV33
go=10"1 | k 7 5 5
X =10iI4 t |0.187s 0.562s 0.579s

Tabela 3.6: Comparagdo do Algoritmo NV com os Algoritmos NV 3.2 e NV 3.3.

e=10""* | NV. NV3.2 NV33
g =10"1 | k| 20 6 6
X0 = 10515 t 0.36s 0.797s 0.718s

Tabela 3.7: Comparagdo do Algoritmo NV com os Algoritmos NV 3.2 e NV 3.3.

métodos (3.2) e (3.3), em termos de iteracoes necessarias e uma redugao de tempo gasto no calculo

da aproximagao (ver tabela (3.8)).

e=10""° | NV. NV32 NV33 3.2 3.3
go=10"1 | El 20 6 6 7 6
X O = 1051, t 10.36s 0.797s 0.718s 1.203s 1.531s

Tabela 3.8: Comparagao dos Algoritmos NV, NV 3.2 e NV 3.3 com os Algoritmos 3.2 e 3.3.

A seguir sdo apresentados exemplos onde se faz a comparacdo, para além dos Algoritmos NV 3.2

e NV 3.3 e os Algoritmos 3.2 e 3.3, do Algoritmo principal NV com o Algoritmo A.1.1, Anexo A.

3.3.12 Exemplos

No exemplo seguinte faz-se a comparacdo do Algoritmo principal do método de Newton Vetorial,
Algoritmo NV, com o Algoritmo A.1.1, Anexo A, relativamente a um caso extremo onde o Algo-
ritmo A.1.1 ndo converge, devido ao mau condicionamento das primeiras itera¢des na equagao de

Silvester.

Exemplo 3.3.13. Considere-se o polinémio matricial

1 0 9 —-0.15 0.075 6.13333  —9.46667
X+ X+
0 1 0.01  —0.355 —2.73333  33.0333

P(X) = [

Para a aproximacao inicial

0 O
e (l 0 0 D + com | F(z®) |5 = 34.6392,

obtém-se, para k = 127,

—259.901 2646.62

x(127) _ vec_l(x(127)) _ 7
—25.539  260.048
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com ||F(2(1%7)|]y = 1.89842 x 1075,
Neste caso, usando o método de Newton com derivada de Fréchet definido na seccdo (A.1.1), para

a mesma aproximacao inicial X©) = vec=1(2(?)), obtém-se

y(200) _ —1500.84 —513.912
439314  1504.32 |’

com ||P(X (09|, = 1333.86, tendo esta discrepancia origem no mau condicionamento das primei-
ras iteracoes na equacgio de Silvester uma vez que, para outras aproximagoes iniciais, ambos os

métodos conduzem a resultados semelhantes: para X(©) = A, obtém-se, para ambos os métodos,

X(36) _ vecfl(I(SG)) _

—259.901 2646.62
—25.539  260.048 |’

com ||P(XG%)||, = 3.05771 x 1077,
Relativamente aos métodos 2.1, 3.1, 3.2 e 3.3, definidos em Long [26], pag. 650, bem como aos

Algoritmos 3.3.2 e 3.3.3, agora definidos, para a aproximacao inicial

0 0
e q 0 0 D . com [|F(a )]}, = 34.6392,

tao pouco convergem pois, para cada iteracao k, o valor de ¢ que minimiza a expressao

t = min |[|P(Xy — sEy)| =~ 0.
s€[0,2]
Considerando X (9 = Ay, os métodos referidos conduzem, ainda pelo mesmo motivo, a resultados
semelhantes (divergentes), apenas para X (©) = jA, se obtém a convergéncia destes, mas para um

outro solvente,
0.0758396 + 2.39461¢, —0.0380847 — 1.16685¢

X® = :
—0.00721708 — 0.3370564, 0.17666 + 5.71038i

A seguir considera-se um exemplo onde se faz a comparagdo do Algoritmo principal do método
de Newton Vetorial, Algoritmo 3.3.1, com os Algoritmos 3.3.2 e 3.3.3, para a mesma aproximagao

inicial e fixando o namero de iteracoes.

Exemplo 3.3.14. Considere-se o polinémio matricial

176 1.28; 2.89 7.66 245 2.1 121. 189 15.9
P(X)=1] 128 084 0413 | X*+ | 023 1.04 0223 | X*+| 0. 27 0145 | X*+
2.89 0.413 0.725 0.6 0.756 0.658 11.9 3.64 155
—36 —348 -2 -20  —50 —10
+ | —174 —558 —02 | X+ | —30 —39.19 -1 |,
-2 —02 -1 -10 -1 =50

e a aproximagao inicial

1000 0 0
20 = pec 0 100i O , com |[F(z@)]|s = 1.82 x 10°.
0 0 100
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Relativamente aos Algoritmos 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3, fixando o numero de itera¢oes em k = 11,

obtém-se as seguintes aproximagoes do solvente de P(X):
— Algoritmo 3.3.1
—0.342175 4 5.59429; —0.536225 + 2.55359; —0.173195 — 0.5040114
X = pect(2M) = | —1.6514 + 1.36415i  —5.28056 + 9.16863i  —0.434563 — 0.61365i
2.02363 — 5.29662i 4.54403 — 12.4746i 0.490706 + 7.82669i
com ||F(z)|o = 5360.47;
— Algoritmo 3.3.2
0.0607777 + 3.70645i  —0.340695 + 2.64189i —0.0970939 — 0.794576i
XU = pect(2M) = | —1.63195 +2.01579i  —5.30708 + 9.17079i  —0.427085 — 0.500204i
0.641935 — 5.59857i 4.10972 — 12.467i 0.120044 + 7.719214
com ||[F(z()|o = 3.1864 x 10719;
— Algoritmo 3.3.3
0.0607777 + 3.70645;  —0.340695 + 2.64189; —0.0970939 — 0.794576i
X = pec ™t (2M) = | —1.63195 +2.01579i  —5.30708 + 9.17079  —0.427085 — 0.500204i
0.641935 — 5.59857i 4.10972 — 12.467i 0.120044 + 7.719214
com ||[F(zMD)|o = 1.71621 x 10~

Na tabela (3.9) apresentam-se os resultados obtidos com os Algoritmos 3.3.1, 3.3.2 ¢ 3.3.3 em
termos do tempo de CPU ¢, gasto no célculo da aproximacao z('") (medido em segundos através

do comando Timing[ ] do Mathematica) e do erro ||F(zMD)|l,.

k=11 | NV NV3.2 NV3.3
g0 =10"1 | t 3.7665 15.875s 17.485s
X = 10513 | F(z(D)||2 | 5360.47 3.19 x 10710 1.72 x 107!

Tabela 3.9: Comparagao dos Algoritmos 3.3.1, 3.3.2 € 3.3.3

Como seria de esperar, em 11 iteragdes os Algoritmos 3.3.2 e 3.3.3 conseguem calcular uma apro-
ximagdo muito boa (com [[F(z1V)[s < 4 x 107%) enquanto que o Algoritmo principal, 3.3.1,
nio apresenta um resultado aceitavel (||F(zD)|, > 5000). Para se obter uma aproximacao com
|F(z™)]]2 < 3 %107, sdo necessarias 18 iteragdes do Algoritmo principal. Apesar de convergirem
mais depressa, os Algoritmos 3.3.2 e 3.3.3, consomem mais tempo de CPU nesses calculos (quase
o quintuplo do tempo gasto pelo Algoritmo principal).

Considerando X (® = I5, os métodos referidos conduzem a resultados semelhantes, tal como consta
na tabela (3.10).

k=5 | NV NV3.2 NV3.3
go=10"1 | t 1.89s 6.812s 7.469s
X0 =15 |F (x|l | 0.006056 3.804 x 10~7 3.988 x 10~

Tabela 3.10: Comparacao dos Algoritmos 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3

Neste caso, para se obter uma aproximacio com ||[F(z™)||y <  x 1072 sdo necessérias apenas 17

iteragoes com Algoritmo principal.
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Capitulo 4

Calculo de Blocos Valores Proprios

De acordo com a Observagdo 2.4.9, dado X um bloco valor préprio da matriz companheira

CV =V X de dimensdo n x n, se o bloco V; € C"*" de V € C™™*™ for ndo singular, entio
Y =viXx(\n)!

é um solvente do polinémio P(X). Sendo o assunto principal deste trabalho o calculo de solventes,
um bloco valor proprio nas condicoes referidas € também, deste ponto de vista, uma alternativa
de calculo de solventes.

De uma forma geral, uma das maneiras de se calcular um bloco valor préprio e um bloco vetor

proprio (Definigdo 2.4.8) de uma matriz A € C™*™ é através da resolucdo da equagao
AV =V X, (4.0.1)

onde V € C™*™ ¢ uma matriz de carateristica maxima e X € C™*", que corresponde a um sistema

nao linear de m x n equagoes (AV € C™*") com n? +m x n varidveis,

X =[zijlij=1,.n € V=[vjlj=1,..n-
I=1,..,m

Nestas condigoes, tendo em conta a informacio espetral da matriz A (ou, se for esse o caso, da
A-Matriz P(\), tal como referido atras, Definigao 2.3.3), a resolugio do sistema (4.0.1) s6 é possivel
fixando ou o bloco valor proprio X ou o bloco vetor proprio V.
Deste ponto de vista, um dos métodos iterativos com aplicacao no calculo de blocos valores préprios
da equacdo (4.0.1) é o método da Poténcia (ver Dennis [9], pag. 83), Algoritmo A.1.4.
Na seccao seguinte é feita a construcao de um método alternativo ao método da Poténcia de-
signado por método Newton Vetorial para Blocos Valores Proprios, Algoritmo 4.1.1, e que serd

posteriormente generalizado para Blocos Valores Proprios de um feixe (A, B).

4.1 Meétodo Newton Vetorial para Blocos Valores Proprios

Primeiramente, relativamente & equagao (4.0.1), consideram-se bloco vetores normalizados na

forma,
_ I,
= , (4.1.1)
Vo
com Vs € Qlm—mn)xn,
Assim, a equagdo correspondente,
AV —VX =0, (4.1.2)

é um sistema nao linear com m x n equagoes (AV € C™*") e m x n varidveis, uma vez que, n?
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variaveis de V estdo fixas (V; = I,,).

Observacgao 4.1.1. Considerando bloco vetores normalizados (tal como em (4.1.1)) em certa medida,
corresponde a considerar um caso particular de blocos valores préprios nao englobando portanto
todas as possibilidades que constam na Defini¢do 2.4.8 (um bloco vetor préprio tem n linhas
linearmente independentes mas néo tém que ser necessériamente as primeiras). Por exemplo, o

bloco vetor proprio

S N =N
— N O O

tem carateristica 2 mas as duas primeiras linhas sao linearmente dependentes.

Nas condigbes consideradas na equagao (4.1.2), adaptando o método de Newton Vetorial, secgao

3.3, a este problema, obtém-se o seguinte Algoritmo:

4.1.2 Algoritmo do Método

Apos as adaptacoes efetuadas ao Algoritmo 3.3.1, NV, que resultam apenas da funcio
F = vec (AV—VX ) agora considerada e cuja construcao serd desenvolvida na seccao 4.1.3,

considera-se o seguinte Algoritmo.

Algoritmo 4.1.1 (NVBVP)

1: Dados ¢ > 0, A, V(O) e X,
2: para k=0,1,... fazer

3. 20 = vec(AV(k) - V(k)X(k));

4. se |25 < ¢ entdo

5: o método para.

6:  caso contrario ~ i

7: (h*), AR, solugdio de (I, ® A — (X"NT & I,,,) h® — (I, ® 7 ))/\(k) = —z(0);
8: (ﬁ(k), A(k)) = 'Uecfl(f;(k), )\(k)),

9: (V(k-&-l)’X(k-i-l)) _ (V(k)7X(k)) + (ﬁ(k)7A(k))
10: V= V(k), X = X ) tais que AV =VX.

A convergéncia deste método pode ser obtida pelo Teorema 3.3.9 aplicado & fungdo F' referida
(definida na equagao (4.1.6)), com as adaptacOes resultantes da construgdo que se apresenta a

seguir.

4.1.3 Convergéncia

No sentido de serem estabelecidas as condi¢Ges de convergéncia do Algoritmo anterior, comega-se

por descrever essa construgao, fazendo-se posteriormente a adaptagao do Teorema 3.3.9.

Observacdo 4.1.4. Considerando a projecdo p; : C™*" — C(m~™*" definida por

n([1])-w

a restrigio desta ao conjunto {I,,} x C™~™*" & uma bije¢io sobre C(™~™)

Vi
Vs

X" com inversa p; '
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definida por p;!(V3) = V. Na realidade é um difeomorfismo e
Dpl_l(Vz) . (D(mfn)xn PR {Onxn} % C(mfn)xn,

onde Dpy H(Va)[Ha] = H € {0pxn} x Cm=m)xn,

Deste ponto de vista, pode entender-se a funcio G(V,X) = AV — VX como definida em

C(m=—n)xn o ©n*" uma vez que n? variaveis de V estdo fixas (W =1,).

Isto é,
@(mfn)xn x Qnxn L {In} % @(mfn)xn x Qnxn G , Qmxn
(‘/27X) — (I7La‘/27X) - AV—VX ’ (413)
——
=V
onde L = (p;! x id), id a funcio identidade em C™*™.
Designando a fun¢do composta G o L por F=Go L, tem-se
F(V2,X) = G o L(Va, X) = G(p; '[Va], id(X)) = G(V. X), (4.1.4)
——

=V

e, derivando ambos os membros de (4.1.4), no ponto (Va, X) e na direcao de (Hs, A), tem-se
F'(Va, X)[Ha, A = G'(V, X)[H, \] (4.1.5)

onde H € C™*" ¢ uma matriz da forma

e A e CM,

1

Considerando a composi¢ao F' = veco F o vec™ ", como no diagrama seguinte,

F

(D(mfn)xn x (nxn Qmxn
(Va, X) —> AV - VX ’
veec ! vec
(va2,z) vec(AV -V X)
C(mfn)n % ®n2 Qmn
SO A

onde v = vec(Va), © = vec (X), as solugdes da equagdo (4.1.2) ficam caraterizadas em fungao dos

zeros de F,
F. ¢cm — cmr
(va,7)  —  wec(AV —VX).
Dito de outra forma,

F(vec(Va, X)) = vec(F(Va, X)) = vec(AV — VX), (4.1.6)
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isto é, o diagrama,

@(m—n)xn x (nxn F Qmxn

(Va, X) —_—> AV - VX

)
vec vec

(v2,) ——> wec(AV-VX)
(D(m—n)n x ®n24F> Qmn

é comutativo.

Esquematicamente, derivando ambos os membros de (4.1.6) em (Va, X) na direcgdo de (Ha, A),

tem-se,
Il
(D(m—n)xn x (nxn B (V2,X) Qmxn
(Hg, A) ———AH-HX - VA ’
vec vec
(h2,X) _— Uec(AﬁfﬁX7VA)
(D(mfn)n X ®n2 R Qmn
F'(v2,x)
com

vy = vee(Va), * = vec (X), hy = vec(Hs), h = vec(H), v = vec(V) e A = vec (A).

Atendendo ao lema 2.1.19, obtém-se

(F'ovec)(y, x)l(Hz,A)] = wvec (ﬁ’(‘é, X)[Ho, A])
Fz/)ec(Vz,X)[Uec(H27A)] = vec (G/(V7X>[ﬁ7A])
Floy mylh2, Al = wec (AfI —HX — VA)
JF(vy,2)(h2, A) = (In A-XTe Im) vec(f[) - (In ® V) vec(A).
Isto é,
Trs,a) (B, N) = (I @ A= XT @ L) h— (I, @ V) A (4.1.7)

Esta construcao, proporciona a aplicagdo do método de Newton a funcao F : C"" — C™",
(@’““%ﬂ’””) - (vg’“),x“)) + (hgk), AW) L k=1,2,... (4.1.8)
onde (hék), A#)) | ¢ solucio do sistema,
JF(vgk)’x(k))(h(Qk)’ )\(k)) = _F(Uék)a x(k))~ (4.1.9)
Atendendo as igualdades (4.1.6) e (4.1.7) e considerando v = vec(V), segue-se que

(@(k+1)7m(1€+1)) — (E(k),x(k)) + (%(k)’ /\(k)) L k=1,2,... (4.1.10)

58



Algoritmos para Solventes de Polinémios Matriciais
onde (iNL(k), )\(k)) é solucdo do sistema

(In ®A— (X(k))T ® Im> Rk (In ® V(’“)) A®) = _pec (AV('“) - V(k)X(k)> S (4111)

O Algoritmo 4.1.1 resulta da aplicagdo do método de Newton & funcio F, definida em (4.1.6).

A funcio F : Cm=—mn x ¢n° — ©m=—mn x "’ ¢ diferencidvel em €M=" x C"°. Se, em
By (v, 2 ) = {(v,2) € T x € (03, 2) = (03”2 )2 < 7},
sao satisfeitas as condigoes, de 1. a 4., do Teorema 3.3.9, entao a sucessao
(W 2Dy = (o) 2 ®) — T2 W, e Fl, ™), (4.1.12)
estd bem definida para cada k = 1,2,... e converge para uma solugio (ve,z) de F(vq,x) = 0.

Os proximos resultados visam precisamente assegurar que, nas condicoes de convergéncia do Teo-
rema 3.3.9, o Algoritmo 4.1.1 estd bem definido e gera uma sucessdo que converge para um bloco
valor proprio e bloco vetor proprio da matriz A.

De seguida faz-se a transposi¢ao do resultado em termos dos zeros da funcao F' para blocos valores
proéprios e blocos vetores proprios da matriz A, solucdes da equacio AV = VX.

Observacio 4.1.5. Se (vg,z) € Cm=™" x C"° é um zero de F, entdo AV = VX, onde,

V= [ vec_I;L(Uz) ] A [ vee™ () } '

(Por construgao) Seja (Va, X) = vec (vg,2) € Cm=mxn 5 ©nX" Se (vy,z) é um zero de
F, entdo, por construcio (4.1.6), ﬁ(‘/Q,X) = 0, e tendo em conta (4.1.4), entdo ﬁ(VQ,X) =
G(py'[Va],id(X)) = G(V, X), isto &, vec(AV —VX) = 0.

——

=V

A seguir é feita a adaptacao do Teorema 3.3.9 & fungdo F' agora considerada, de modo a garantir
a convergéncia do Algoritmo 4.1.1 para um zero de F.

Teorema 4.1.6. Se a fun¢do F, para uma aproximacao inicial (véo), (@) e ¢im=—)n C"’, satisfaz
as condigoes de convergéncia do Teorema 3.3.9 (Gutierrez [17], pag. 9), entdo a sucessdo calculada
nos pontos 3) e 4) do Algoritmo 4.1.1 estd bem definida e converge para (v, z), onde (V, X) é uma

solucdo da equacio AV = VX.

Demonstracao. Nas condigoes do Teorema e atendendo a igualdade (4.1.7), a solugao do sistema

considerado em 3),
<In ®A— (X g Im) B (In ® V(’“)) AR = )

esta definida por (h*), A?)), onde (hék),)\(k)) = —J;l(vék),x(k))F(vék),x(k)) e as restantes co-
ordenadas de h® sio nulas. Portanto, para cada k = 1,2,..., a sucessao (ﬁ(kﬂ),x(k“)) =
(@*), 2®)) 4 (A#) AF)) esta bem definida.

Por outro lado, a sucessdo (v 1) = (b7 2™ 4+ (B A®) converge para (vy,z) €

2 ~ . -
Cm=m)n 5 €™ um zero da funcio F e, por conseguinte, a sucessao (v(k“), x(’”‘l)) converge para
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(v, ). Pela Observacio 4.1.5, AV = VX. ]

Este resultado aliado & Observagdo 4.1.5 garante que o Algoritmo 4.1.1 permite o cédlculo de um
bloco valor préprio e bloco vetor proprio da matriz A.
Assim, na seccdo seguinte, sdo apresentados exemplos elucidativos da convergéncia do Algoritmo

4.1.1 para um bloco valor préprio e bloco vetor proprio da matriz A

4.1.7 Exemplos
Nos exemplos seguintes consideram-se aproximagoes iniciais do tipo,
X =ar,, (4.1.13)

um multiplo da matriz identidade em C"*" e

_ I,
v = [ (4.1.14)

)

BmnU

onde a matriz U tem todas as entradas iguais a 1 em C™~™)*" 1m e n sdo as dimensoes da matriz
A e do bloco valor préoprio X, respetivamente, 8 = 1.13mn e « igual ao raio espetral'! da matriz
A.

Relativamente a cada exemplo, faz-se ainda a comparacao deste método, Algoritmo 4.1.1, com o
método da Poténcia (Algoritmo A.1.4). Sdo também apresentados os espectros, quer da matriz A,
quer do bloco valor proprio X calculado através do Algoritmo 4.1.1, verificando-se A(X) C A(A),
uma vez que é uma condi¢do necessaria (mas ndo suficiente, ver Teorema 1 em Pereira [31], pag.
47) para que X seja um bloco valor préprio de A.

Neste primeiro exemplo sdo ainda apresentados de forma detalhada os calculos que permitem a

determinacdo da iteracao seguinte, nomeadamente os pontos 7, 8 e 9 do respetivo Algoritmo 4.1.1.

Exemplo 4.1.8. Considere-se a matriz

—22 —86 —6 50 8 —6
43 107 —25 —81 3 17

e —434  —1330 80 800 40 —100
665 1561 —400 —-1120 50 190 ’

—5180 —14140 1826 8770 100 —1140
7070 16030  —4385 —11329 570 1810

e, para n = 2, as aproximacoes iniciais, com g = 1.13mn e a = 512,

) .
0 1
O _ | 1356 1356 | X(O):[E)IQ 0 1
13.56  13.56 0 512
13.56  13.56
| 13.56 13.56 |

!Sem que constitua um critério rigoroso que assegure i partida a convergéncia, nos exemplos conside-
rados esta escolha revelou-se eficiente quando comparada com outras aproximagoes iniciais para as quais
o método diverge.
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Tem-se que, o sistema (4.1.11), no ponto vec (V(O), X(O)), esté definido por

—6H3,1 + 5OH4,1 + 8H571 — 6H671 — Al,l —8976
—25H31 — 81H4 1 +3Hs1 +17He 1 — 21 1123.16
—432Hs,1 + 800H,.1 + 40Hs1 — 100He 1 — 13.56A1.1 — 13.56A5.1 —3742.48
—400H3,1 — 1632H4,1 + 50H5,1 + 190Hs 1 — 13.56A 11 — 13.56A2 1 23634.5
1826Hs 1 + 8770H4 1 — 412H51 — 1140Hg1 — 13.56A11 — 13.56A2.1 —117457
—4385H3,1 — 11329H4,1 + 570Hs1 + 1298H,1 — 13.56A1,1 — 13.56A21 | | 180682
—6Hs5 + 50H,2 + 8Hs2 — 6Hgz — A1 2 = | —537.76
725[‘[372 — 81H4,2 + 3H5,2 + 17H672 — AQ’Q 157116
—432Hs 5 + 800H, 2 4+ 40Hs 2 — 100Hs 2 — 13.56A1 2 — 13.56A5.2 —2846.48
—400H3,2 — 1632H4,2 + 50H5,2 + 190Hs,2 — 13.56A1,2 — 13.56A2 > 22738.5
1826Hs 5 + 877T0Hy 2 — 412H5 5 — 1140Hes.2 — 13.56A1.2 — 13.56A2.2 —108497
| —4385H3,5 — 11329H 2 + 570H5,5 + 1208He 2 — 13.56A1 — 13.56A22 | | 171722
cuja solucao é o vetor
Hsy | [ —51.5668 ]
Hyq 27.9737
Hs —307.224
Hg 1 345.281
Hs1 Hsp Hs, —59.5668
H H A A H 35.9737
vee (Hy, A) = vec 4,1 4,2 1,1 1,2 42 | _
H571 H572 A271 A272 H572 —371.224
H671 H672 H672 409.281
A —2731.63
Aoy 2848.24
Ao —2731.63
Ao o 2848.24
Assim a aproximacgao seguinte estd definida por
1 0 0 0 [ 0
0 1 0 0 0 1
— — ~ 13.56 13.56 H H —38.0068 —46.0068
V(l) _ V(O) +HO = + 3,1 3,2
13.56 13.56 Hyq1 Hap 41.5337  49.5337
13.56 13.56 Hsq1 Hsp —293.664 —357.664
13.56 13.56 Hg1 Hepo 358.841 422.841
e
X — x© L A0 512 0 Aiqr Ao _ —2219.63 —2731.63
0 512 Aai Ago 2848.24 3360.24

Apos 7 iteragdes obtém-se uma aproximacdo do bloco vetor préprio e bloco valor proprio com
AV — v XD, <1077,
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1 0
0 1
po_| 6 2| yo_ l 174 —338 ] |
1 9 169 681
34 —30
15 79 |

onde o bloco X(") & dominante pois A(X(7) = {512,343} e A(A) = {512, 343,64, 27,8,1}.
Se forem consideradas as aproximagoes iniciais, com § =mn e a =1,

apés b iteracoes obtém-se uma aproximacao do bloco vetor préprio e bloco valor préprio com

0
0

—© 1212 e [0
12 12 0 1
12 12
12 12

[AVE) — VO X6, <1077,

10
0 1

vo_| 0 2| v l —6. —14.]7
1. 3 7. 15
—2. —6.
3. T |

onde A(X®)) = {8,1}.

Para outras aproximacoes iniciais obtém-se diferentes blocos valores proprios: considerando Smn =
—10000 e a = 1, obtém-se um bloco valor proprio X 19 com A(X(10)) = {64,1}.

Relativamente a este exemplo e para a aproximacgao inicial

0
0 1
V(O) _ 13.56 13.56
13.56 13.56
13.56 13.56
| 13.56  13.56 |

o método da Poténcia (Algoritmo A.1.4) converge em 11 iterages para o mesmo bloco vetor proprio
da matriz A. Quanto ao tempo dispendido no célculo, o método 4.1.1 apesar de convergir em menos

iteragdes consome mais tempo de CPU, (0.078s) contra (0.016s) do método da Poténcia.

O proximo exemplo corresponde a um caso em que o método da Poténcia nao converge (na reali-
dade, a matriz A considerada ndo tem um bloco valor préprio dominante (Definigido equivalente a
2.4.6), condicdo necessaria para assegurar a sua convergéncia (ver Dennis [9], pag. 84) enquanto
que o método de Newton Vetorial para Blocos Valores Proprios converge em 8 iteragoes.
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Exemplo 4.1.9. Seja

0 0 0
0 0 0
0 0 0

—0.835461 — 0.4503557¢
—1.50922 — 0.00709227
| —0.635461 + 0.0496454%

0.31773 + 0.0283688:
0.55461 + 0.5673761
0.31773 + 0.0283688¢

—5.71915 + 0.382979¢
—13.583 — 1.34043¢
—5.91915 — 0.117021%

5
0
0
2.67021 + 4.503554
0.404255 + 0.070922:
0.170213 — 0.4964541

—0.0851064 — 0.283688%
2.29787 — 5.673761
—0.0851064 — 0.283688%

Considerando as aproximagoes iniciais, com g = 1.13mn e o = 5.38516,

F -
0 1
O _ | 1356 1356 | X(O):[5.38516 0
13.56 13.56 0 5.38516
13.56 13.56
| 1356 13.56

apoés 8 iteragoes obtém-se uma aproximacao do bloco vetor préprio e do bloco valor préprio com

[AVE) —VE XE)|, <1072,

) 1 . ]
0 1
p® _ | —OILII1L 00555556 ’X(s):l% 0
0.1 0 0 05
0 0.1
| —0.0111111  0.00555556 |

onde A(X®) ={0.5,0.5} e A(A) = {2 — 5i,2 — 5i,2 + 5,2 + 5i,0.5,0.5}.

0

0

5
1.53191 — 3.82979¢
3.6383 4 13.4043¢
4.03191 + 1.17021¢ |

|

Relativamente ao método da Poténcia (Algoritmo A.1.4), para a mesma aproximagao

ap6s 600 iteracoes obtém-se

V) —

13.56
13.56
13.56
13.56

13.56
13.56
13.56
13.56
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[ 1.08556 — 0.08412134 0.348377 — 0.250739i |
1.30348 — 0.197716: —0.62027 + 0.0572379:
1 (600) _ 1 0 7
0 1
—0.88636 + 0.8905441 1.32035 + 0.141066¢
| —0.118344 — 0.0519071z  0.60991 — 0.248082z |
ooy _ | 0591718 — 02595367 3.04955 — 1.24041i

—6.29622 4 0.4879047  1.97941 + 1.45429; |’

onde

A(X 00y = (2 4 5i, —0.612306 — 3.805251} & A(A) = {2 — 5i,2 — 5i,2 + 5i,2 + 5i,0.5,0.5}.

4.1.10 Aplicacao a matriz C
Considere-se um polinémio matricial moénico
PX)=X"+ A4 X" 4. 4 A, (4.1.15)

de grau m na variavel X € C"*™. A matriz companheira é da forma

0 I, 0
0 0 I,
C= , (4.1.16)
: : - I,
_Am _Am—l e _Al
que corresponde a uma matriz particionada em m? blocos Cij € C*", 4,5 = 1,...,m, onde
Ciiv1=1In,i=1,....m—1,Cpj = —Am—_jt+1, j = 1,...,m e as restantes bloco matrizes sdo
nulas.
A equacgao
CV =VX, (4.1.17)
onde X € C™"*" e
Iﬂ,
X
V= . , (4.1.18)
mel

é condicdo necessaria e suficiente (Teorema 2.4.1) para que uma matriz X seja um solvente de
P(X)=0.

Isto é, X é um solvente de P(X) se e s6 se X for um bloco valor proprio da matriz companheira onde
V', o vetor definido em (4.1.18), é o seu bloco vetor préoprio associado. Assim, é possivel determinar

um solvente de P(X) através do calculo de um bloco valor préprio da matriz companheira C, desde
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que o bloco vetor préprio associado seja normalizado na forma V.

A exemplo do que pode ser feito com o método da Poténcia, em que se usam os blocos valores
proprios para obter solventes, o método Newton Vetorial para Blocos Valores Proprios, quando
aplicado & matriz companheira C, é ainda um método viavel no calculo de solventes de P(X).

De seguida é apresentado um exemplo de utilizacao do método Newton Vetorial para Blocos Valores
Proprios, aplicado & matriz companheira C de um polindémio de grau 5, com o objetivo de exibir

as potencialidades deste método quando aplicado no calculo de um solvente.

Utilizam-se ainda aproximagoes iniciais do tipo,
X0 = ar,, (4.1.19)

um multiplo da matriz identidade em C™*", e

v [ L

P— (4.1.20)

Xn

onde a matriz U tem todas as entradas iguais a 1 em C("™~™*" p & a dimensdo do bloco valor

proéprio e mn é a dimensao da matriz companheira considerada.

Exemplo 4.1.11. Considere-se o polinémio matricial ménico
P(X)= X4+ A1 X 4+ A X? + A3 X% + Ay X + As,

com A; € C?*2 e seja

0 0 1 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 o o |’

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

—1950 —5790 1006 5390 100 —1700 —120 220 20 —10
| 2895 6735 —2695 —7079 850 2650 —110 —450 5 35 |

a sua matriz companheira.

Aplicando, para n = 2, 0 método 4.1.1 e considerando o = 10 (igual ao raio espetral da matriz C)
e f=1.3,
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1 0
0 1
13 13
13 13

cOo_ (13 13 X(O):[lo 0]7
13 13 0 10
13 13
13 13
13 13
13 13

obtém-se, apods 8 iteracoes, uma aproximacao do bloco vetor préprio e do bloco valor préprio com
8

v — v x®|, < 1073,
- o
0 1
8 -2
11 I,
g _ | 62 =38 | X® x® [ 8 —2 ] |
19 119 1 11
458 542 (X®)
271 1271
3122 —6878
| 3439 13439 |

De acordo com Teorema 2.4.1, tem-se

()=

Além disso, o bloco (e solvente) X®) & dominante (Definicio 2.4.6) pois A(X®)) = {10,9} e

A(C) = {10,9,8,7,6,5,4,3,2,1}.

4.1.12 Aplicacao ao Feixe A\B — A

Como ja referido, um dos possiveis métodos iterativos com aplica¢do no célculo de blocos valores
proprios da equagdo AV = VX é o método da Poténcia, Algoritmo A.1.4. Acontece que este
método estd definido apenas para um feixe do tipo (A4,1) = A — A. Ou seja, relativamente
aos polindémios matriciais, este método, Algoritmo A.1.4, apenas estd definido para polindémios

matriciais ménicos em que a linearizacdo é da forma Al — C.

Se o polinomio P(X) for ndo monico,
P(X)=AgX™ + A1 X™ 4+ A, (4.1.21)
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pode considerar-se a linearizacao (2.2.6) (feixe companheiro de P())),

ACy — Cy.

Estende-se a Defini¢do 2.4.8, de bloco valor préprio e bloco vetor proprio de uma matriz A, como
solugoes da equacdo AV — VX = 0, para bloco valor proprio e bloco vetor préprio de um feixe
(A, B), como sendo as soluges da equagéo,

AV — BVX =0. (4.1.22)

Se B = I, esta Defini¢ao coincide com a Defini¢do 2.4.8. Isto é, os blocos valores proprios e blocos

vetores proprios de uma matriz A sdo os blocos valores proprios e blocos vetores proprios do feixe

(A, 1).

Adaptando a funcgdo F, definida em (4.1.4), ao contexto atual e repetindo todo o processo com
G(V,X)= AV — BVX, tem-se

F(Va, X) = G(py '[Va]id(X)) = G(V, X) = AV — BV X, (4.1.23)
——
=V
e, derivando ambos os membros de (4.1.23),

F'(Va, X)[Hy, A] = G'(V, X)[H,\] = AH — BHX — BVA, (4.1.24)

onde H € C™*™ ¢ uma matriz da forma

e A e C™

Aplicando a funcdo vec() a ambos os membros de (4.1.23), caraterizam-se as solugoes da equagio

(4.1.22) em termos dos zeros fun¢ao

2

F: cmn’ — crr
vee(Va, X)  —  wec(AV — BVX) =wvec(G(V,X))

)
com

TH (o a0) (rS2,A®)) = (In ® A - (X(’f>)T ® B) W0~ (1,0 BV A0, (4.1.25)

Feita a adaptacao da funcdo F', pode agora apresentar-se uma versiao do Algoritmo 4.1.1 para a
equacao (4.1.22).
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Algoritmo 4.1.2 (NVBVP - Polinémios nao monicos)
)

1: Dados ¢ > 0, A, B, 7O e x0

2: para k=0,1,... fazer

3 2 = Uec(AV(k) - BV(k)X(k));

4: se |25 < e entdo

5: o método péra.

6:  caso contrério _

7. (h™,AW), solugio de (I, ® A — (XW)TB)h® — (I, @ BVW)AR) = —x(0);
8: (H® AR = pec= L (RF) AR

o (VY x0) = (0 X B) 4 (HO),A0)

10: V = V(k), X = X% tais que AV = BV X.

O Algoritmo 4.1.2, definido para um feixe genérico (A, B) é também aplicavel a linearizagdo A\C2—C;

de um polinémio ndo monico (4.1.21).

A seguir sdo apresentados exemplos onde se utiliza o Algoritmo 4.1.2 quer a um feixe genérico

(A, B) quer ao feixe companheiro \Cs — C; de um dado polinémio.
Consideram-se aproximagoes iniciais do tipo,
X =ar,, (4.1.26)

um multiplo da matriz identidade em C"*", e

_ I
V(O):[ no (4.1.27)

BmnU

Xn

onde a matriz U tem todas as entradas iguais a 1 em C(™~™*" p ¢ a dimensdo do bloco valor

préprio e mn é a dimensao das matrizes consideradas.

Sdo ainda apresentados os espectros, quer do feixe dado (A, B), quer do bloco valor préprio X
calculado através do Algoritmo 4.1.2, verificando-se A(X,Y) C A(A,B), uma vez que é uma
condigao necessaria (mas nao suficiente, ver Pereira [31] e [32], pag. 74 e pag. 2914) para que X
seja um bloco valor proprio de (A, B).

Neste primeiro exemplo, o Algoritmo 4.1.2 é aplicado ao feixe companheiro A\C—C; de um polinémio

de grau 5 em que a matriz A, é singular.

Exemplo 4.1.13. Seja o polinémio matricial ndo ménico

2 —10 -20 10 120 —220
P(X) = X5 4 X4 4 X34
4 =20 -5 =35 110 450
—100 1700 —1006 —5390 1950 5790
X%+ X ,
—850 —2650 2695 7079 —2895 —6735

ACy — Cy,
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a sua linearizacao, com

(1 00000000 0 ]
010000000 0
001000000 0
000100000 0
e,_| 000010000 0
000001000 0
0000O0O0T100 0
0000O0O0O0T1O0 0
00000000 2 —10
(00000000 4 —20|
e
[0 0 1 0 0 0 0 O 0 0 |
0 0 0 1 0 0 0 0O 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0O 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0O 0 0
e — 0 0 0 0 0 0 1 0O 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0o 0 1
~1950 —5790 1006 5390 100 —1700 —120 220 20 —10
| 2895 6735 2695 —7079 850 2650 —110 —450 5 35 |

Aplicando o Algoritmo 4.1.2, com = 1.13mn e o = 10,

10
0o 1
226 22.6
226 22.6
SO _ | 226 226 . xO _ [ 10 0 1
226 22.6

226 22.6
226 22.6
226 22.6
226 22.6

obtém-se apés 12 iteragoes uma aproximacao do bloco vetor proprio e do bloco valor préprio com

||Clv(12) _ C2V(12)X(12)||2 < 10_57
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1 0

0 1
1.89157  1.96289
0.199601 1.34104
3.96983  6.34527 0 x(12) _ 1.89157 1.96289 ’
0.645231 2.19018 0.199601 1.34104
8.77574 16.3016
1.65766  4.20364
19.8537  39.0869
3.97463  8.89105

V(m) _

com
A(X (12 = {2.30009,0.932517}

e

A(P) = {o0, —17.4325,3.60583 + 1.816471, 3.60583 — 1.81647:, —0.309128 + 3.29155¢, —0.309128 — 3.291554,
2.30009, 1.24075 + 0.8544684, 1.24075 — 0.8544684,0.932517} .

Tem-se ainda que X (2 & um solvente do polinémio P(X) pois

)12

o que confirma novamente o resultado do Teorema, 2.4.1 relativamente a blocos valores préprios do

P 1.89157  1.96289
0.199601 1.34104

feixe companheiro A\Co — C;.

Chama-se & atencdo para o fato de, no exemplo anterior 4.1.13, apesar de a matriz Aq ser singular,
o Algoritmo 4.1.2 converge. No exemplo seguinte considera-se um polinémio em que a matriz A,

para além de ser singular, tem uma coluna nula.

Exemplo 4.1.14. Seja o polinémio matricial ndo ménico

CT0 —10] s [ -2 1 Jys [12 —22] ... [ —10 17 ~1006 —53.9
P(X)_[o —20}X+{—5 —35})“{11 45 }X+[—85 —26.5}X+{ 2695 707.9 |

e

ACI - 027
a sua linearizacao, com
1 0 0 0 0 0 O 0 T r 0 0 1 0 0 0 0 0 1
01 0 0 0 0 O 0 0 0 0 1 0 0 0 O
0 01 0 0 0 O 0 0 0 0 0 1 0 0 0
Cy = 0 001 0 0 O 0 e 0 — 0 0 0 0 0 1 0 0
00 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 00 00 1 O 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 00 0O 0O0 0 -10 1006 53.9 10 —-17 —-12 22¢ 2 -1
LO 0 0 0 0 0 0 —-20 | L —2695 —-7079 &85 265 —-11 —-45 5 35
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Aplicando o Algoritmo 4.1.2, com = 1.13mn e o = 10,

1 0
0

18.08 18.08
SO _ | 1808 1808 eX(O)—[lo 0 ]
18.08 18.08 0 10
18.08 18.08
18.08 18.08

18.08 18.08

obtém-se apds 7 iteragoes uma aproximacao dos bloco vetor proprio e bloco valor préprio com
()

1,V — e,V x|, < 1075,
_ ) . 3
0 1
13.4868 — 0.122121i 1.6654 + 0.488237i
7O _ —0.137183 — 0.000316732i 1.83784 — 0.153651
181.651 — 3.361554 25.6563 + 7.0228i |’
—2.10237 + 0.0329774i  3.12572 — 0.632277i
2445.97 — 68.4915i 352.394 + 92.0551i
| —28.7793 4 0.787252i 2.13003 — 2.61383i |
e
X _ 13.4868 — 0.122121i 1.6654 + 0.488237i
—0.137183 — 0.000316732i 1.83784 — 0.1536514 |
com

AX M) = {13.4672 — 0.127882i, 1.85748 — 0.14789i}

A(P) = {00, —9.39951 4 16.7307¢, —8.97873 — 16.6184¢, 13.4672 — 0.127882¢, —2.05344 + 0.214975¢,
1.85748 — 0.14789¢, —0.0451072 — 1.74532¢, —0.347861 + 1.69348:} .

Tem-se ainda que X2 sendo um bloco valor préprio do feixe companheiro A\C — C; é também
um solvente do polinémio P(X) segundo o resultado do Teorema 2.4.1 o que se verifica pois,

13.4868 — 0.122121¢ 1.6654 + 0.4882371 100
—0.137183 — 0.0003167327 1.83784 — 0.153651% 1o oo

A seguir é apresentado um exemplo onde se utiliza o Algoritmo 4.1.2 aplicado a um feixe genérico
(A, B), onde A, B € C0x10,
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10.06
—-3.5
0
10
85
0
53.9
-707.9
—-1.95
28.95

—8.5
132.5
0
50
425
0
269.5
—3539.5
0
0

Algoritmos para Solventes de Polinémios Matriciais

Considere-se o feixe (A, B), com

53.9
—707.9
0
-1.7
26.5
0
10
8.5
—5.79
6.735

—-17.5
—25
0
—8.5
132.5
0
50
42.5
0
0

1.
8.5
0
-3.5
)

1
—-17
26.5
1.006
—26.95

—9.75
50
425
—17.5
—25

-85
132.5
—9.75
144.75

—-17
26.5
0
—-1.95
28.95
10.06
-3.5
-5
53.9
—707.9

—28.95
—8.5
132.5

—9.75

144.75

50.3
—17.5
—25
—28.95
33.675

0
0
0
—5.79
6.735
53.9
—707.9
1
10
85

0
—-17.5
—25
—28.95
33.675
269.5
—3539.5
5
—3539.5
—134.75

1 1
0 —-17
0 26.5
1.006  1.006
—26.95 0
1. —-17
8.5 26.5
0 0
-1.7 =35
26.5 -5
) )
—9.75 -85
269.5 o.
—3539.5 425
—134.75 0
D. -85
42.5 132.5
0 0
0 0
0 0

10.06
—-3.5
-5
93.9
0
—-3.5
-5
0
2.75
—11.5

50.3
—17.5
-85
132.5

—17.5
—25

93.9
—707.9
1
10
0
2.75
—11.5
0
3.5
3

269.5
—3539.5
—17.5
—25

13.75
—57.5
0
0
0

= o O O O

3.5
3
1
—1.25
7.5

o O O O o O

132.5
0
—17.5 |

Aplicando o método de Newton vetorial (Algoritmo 4.1.2) com vista a determinar uma aproximagao
de um bloco valor préprio X € C5%° do feixe (4, B), equagao AV = BV X, com = mn e

o = —500,

= O O O O

50
50
50
50

—500 0 0 0 0
0 —-500 0 0 0
0 0 —-500 0 0
0 0 0 —500 0
0 0 0 0 —500

obtém-se apds 17 iteragoes uma aproximacgao dos bloco vetor préprio e bloco valor préprio com
|AVAT) — By AN XAD|| <1077,
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[ 0 0 0 0 |
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
V(l?): 0 0 0 0 1
447619  0.858355  —0.193582  0.96915  2.61045
7.64241  —0.796121 0.0482937 —0.119137  16.5432
—1.67735 0.0147786  —0.223734  0.0617392  —1.20449
~1.87017 —0.929085 —0.0032418 —1.06489 —0.781837
| 61002  -356103 —1.20883  —2.53589 611784 |
e —
0.123459 0.00748767 —0.0191711 —0.483788 0.255922
922.9467  0.77147  —2.11311  —43.8363  24.3675
XU = | 657105  0.160109 —0.571606 —11.9761  7.57909 |,
~920.3320 —0.708471  1.91586 40.0359  —22.0694
| 0.183158 0.00626411 —0.0146748 —0.30924  0.197733
com

A(X) = {40.6567,—0.134035, 0.0453263, —0.00552832 + 0.0120668:, —0.00552832 — 0.0120668: }
sendo o espectro de (A, B)

A(A, B) = {40.6567,0.221016,0.2,0.2, 0.2, 0.199485, —0.134035, 0.0453263, —0.00552832 — 0.0120668¢,
—0.00552832 + 0.0120668:} .

4.2 Calculo de Feixes Proprios

Apos a adaptacao do Método Newton Vetorial, Algoritmo 3.3.1, para o calculo de blocos valores
proprios de um feixe (A, I,), Algoritmo 4.1.1, secgdo 4.1.2, e posteriormente, para o calculo de
blocos valores proprios de um feixe genérico (A, B), Algoritmo 4.1.2, sec¢do 4.1.12, pretende-se
agora construir uma nova versao do Método Newton Vetorial para o cédlculo de feixes proprios de
um feixe (4, B).

Salienta-se que se Y for um bloco valor préprio do feixe (B, A) (isto é, verifica BV = AVY onde V

tem carateristica méxima) entdo o valor proprio nulo da matriz nilpotente Y corresponde ao valor

proprio infinito de (A4, B).

De uma forma geral (ver Pereira [32], padg. 2913), um feixe regular (A, B), com A, B € C™*",

admite matrizes V € C"*P e W € C™*" de carateristica maxima, com p + r < n, tais que

AV =BVX e BW =AWY, (4.2.1)
se e s6 se todos os valores proprios de X sdo valores proprios finitos de (A4, B) e o valor proprio
nulo da matriz nilpotente Y corresponde ao valor proprio infinito de (A, B), tendo as matrizes BV

e AW carateristica maxima também.
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Para além disso, se p + r = n entdo a matriz (Al, — X) @ (\Y — I,) é equivalente ao feixe
(A,B) = AB — Aese X eY estiverem na forma canoénica de Jordan (isto é, X = Jx e Y = Jy,
equacdo (2.2.9)), entdo a matriz (A, — X )@ (\Y —I,.) corresponde & forma canénica de Weierstrass
do feixe (A, B), equacdo (2.2.10).

Nestas condicoes ainda, as matrizes J = Jx e N = Jy sao designadas por forma canénica finita e
forma canénica infinita, respetivamente, do feixe (4, B).

Por outro lado, segundo Xian [40], pag. 1036, para sg ¢ A(A,B) ={\ € C: det(AB — A) =0}, se

a matriz Q = (soB — A)~!'B tem a seguinte forma de Jordan

J(Sl) 0

entao o feixe AB — A tem a seguinte forma canénica finita e infinita

J(Sofl/sl) 0
J(SO — 1/52)

0 | J(s0 —1/sk)
Com efeito, se A € A(A4, B) com AV = ABV, entéo
(soB — A)V = soBV — AV = sqBV — ABV = (so — \)BV.
Isto é, (so — A) € A((soB — A), B).

Da mesma forma,
V = (s0 — \)(s0B — A)"'BYV,

ou seja, (so — A) € A(L,Q). Como para cada par (4, B) se tem ainda A(A, B) = 1/A(B, A) entao
1/(so — A) € A(Q, 1) = A(Q).

Esta relacao é ainda valida se, em vez de valores proprios, forem considerados blocos valores
proprios. Se A é um bloco valor proprio de 2, i. é., QV = I,,,VA entao

(soB— A)"'BV = VA < BV = (sgB — A)VA,
A & um bloco valor proprio de (B, (soB — A)),
BVA™' = (soB — A)V,
A~! & um bloco valor proprio de ((soB — A), B),
BVA™' = 5BV — AV & BVA™' — BVsgl, = —AV & BV (sol,, — A™1) = AV,
(s, — A=1) um bloco valor proprio de (A, B).
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Deste ponto de vista, na Defini¢do seguinte é adaptada o conceito de bloco valor préprio ao feixe
AB — A, considerando blocos valores proprios \Y — X tais que (AB — A)V = W(\Y — X).

Definicao 4.2.1. (Pereira [32], pag. 2914) Seja (A, B) um feixe onde A, B sdo matrizes quadradas de
ordem m x m com entradas em C. O feixe (X,Y) =AY — X, onde X,Y sdo matrizes quadradas de
ordem nxn, com n < m, diz-se um feixe proprio de AB — A se existirem bloco vetores V, W € C™*"

de carateristica maxima n tais que
(AB - A)V =W(\Y — X). (4.2.2)

Note-se que, neste caso, o processo de cédlculo de um feixe préprio passa ainda pela resolucao de
um sistema ndo linear com m x n equagoes (AB — A)V € C™*") e 2m x n + 2n? varidveis, que é

apenas possivel, ou reduzindo o nimero de varidveis ou aumentando o nimero de equagoes.

A construcao de um método iterativo para o calculo de feixes préoprios é feita na sec¢ao seguinte com
base nesta reducao do numero de varidveis e aumentando simultaneamente o namero de equagoes

consideradas.

4.2.2 Método Newton Vetorial para Feixes Proprios

Pretende-se, como ja referido, construir uma nova versao do método Newton Vetorial para o calculo
de feixes proprios de um feixe (A, B). Recorrendo novamente a ideia usada na secgdo 4.1, se em
(4.2.2) forem considerados bloco vetores V' e W normalizados da forma

—Inl] - [mL
V= W = , (4.2.3)
Va Wa
entao a equagao
(AB - AV —-W(Y - X) =0, (4.2.4)

traduz um sistema ndo linear de m x n equagoes, (AB — A)V € C™*" com 2m x n variaveis, uma
vez que, estdo fixas 2n? varidveis, de Ve W (Vi =1, e Wi = I,).
Para além disso, uma vez que o sistema (4.2.4) é independente do parametro A, este pode ser

decomposto em
AV —-WX =0ABV —WY =0. (4.2.5)

que resulta num numero de equagoes, 2m X n, igual ao numero de incognitas, e que pode ser

comparavel com um duplo sistema do tipo bloco valor préprio, definido em (4.1.22).

Trata-se agora de generalizar o Método do Algoritmo 4.1.2 e adapta-lo a esta situacdo. A seguir
apresenta-se uma nova versao do Algoritmo do método Newton Vetorial ajustado ao célculo de
feixes proprios que, basicamente, consiste em duplicar o niimero de equagoes, como apontado em
(4.2.5), e em reduzir o namero de varidveis, através da utilizacdo de vetores V' e W normalizados
na forma (4.2.3).
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4.2.2.1 Algoritmo do Método

Como dito atrés, o sistema (4.2.4) é independente do parametro A e, por esse motivo, pode ser
decomposto em dois sistemas, equagdo (4.2.5), idénticos aos usados no calculo de blocos valores
proprios.

Assim, o Algoritmo seguinte resulta da adaptacao feita ao método NVBVP 4.1.2, nomeadamente

nos pontos 3, 7, 8 € 9.

Algoritmo 4.2.1 (NVFP)

)

1: Dados € > 0, A, B, v , X)) W ey,

2: para k=0,1,... fazer

3 2 = vec(AV(k) - W(k)X(k),BV(k) - W(k)Y(k));
4. se ||2®| < ¢ entdo
5: o método péra.
6: caso contrérig
7: (Eﬂf), ) t(k),w("”‘)), solugao do sistema linear
Ly ® ASW — XT @ Lt™ — L, @ WA\ g
I, ® B - YT @ [,t*) — I, g Ww®) ) — ’
8- (§(k)7A(k)’f(k)’ QR = pee1 (3R AR 1R) (k).
9: @Y x ) D yeny — (7™ x e Py ®)) (5 AR TR o)

10: V=VP W=w" x=X® ey = Y® tais que \B — A)V = WY — X).

Atendendo & Observagao 4.1.4 e considerando a funcido G(V, X, W,Y) = (AV — WX, BV —WY),
esta pode entender-se como definida em C(m—)X7 x CnX7 5 QM=) X" 5 C"X" yma vez que, estio
fixas 2n? variaveis de V e W. Isto é,

(clm=mxn C"X")2 RN () x ©Om=mxn s omen)”,

—

onde L = (p;! xid x p;* x id),

L

(‘/23X7W27Y) (V5X7W7Y) s

—
\ \LG
F
(AV — WX, BV — WY)

pelo que, considerando a fun¢do composta F=Go L, tem-se

F(Va, X,W5,Y) = GolL(Va,X,Ws,Y)
= G(p;'(Va),id(X),p; ' (Wa),id(Y))
—— ——
v W
= GV,X,W,Y)

— (AV - WX,BV - WY),
ou seja,
F(Va, X, W3,Y) = (AV —=WX,BV —WY). (4.2.6)
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Derivando ambos os membros de (4.2.6) no ponto (Va, X,W5,Y) segundo a direcio de
(So, A, Ty, Q) € Cim—m)xn 5 @nxn 5 Cm=m)xn 5 C"¥" (ver Observacio 4.1.4) tem-se

F'(Va, X, Wa,Y)[S2,A, 15,9 = G'(V,X,W,Y)[S,A,T,Q]
= (AS—TX -WA,BS —-TY —WQ), (4.2.7)

onde S,T € C™*" representam matrizes da forma (ver Observacio 4.1.4),

0
Sa

0
15

2 )

e A, Qe Qrxn,

Aplicando a funcdo vec() a ambos os membros de (4.2.6) entdo as solucdes da equagdo (4.2.5)

podem caraterizar-se em termos dos zeros func¢ao

F - (DZmn — (DZmn

— o, (4.2.8)
vec(Vo, X, Wa,Y) — vec(AV—WX,BV—WY)

cuja derivada, lema 2.1.19, avaliada em (Va, X, W5,Y) segundo a direcdo de (S3, A, Ty, ), corres-

ponde a
vee (F/(Va, X, W2, V)[S2, A, T2, 9]) = vee (G/(V, X, W,Y)[5,A,T,9))
JF(vec(Va, x,w,v)) (vec(Sa, A, To, Q) = vec( AS —TX —WA BS—-TY —WQ ) ,
onde

o o I, ® Avec(S) — XT @ Ipvee(T) — I,, @ Woec(A
vee ( AS-Tx -WA BS-Ty-wa )= "" vecl®) = X & InveclT) ~ 1, ® Woec(A)
I, ® Bvec(S) = Y' ® Lyvee(T) — I, ® Woec(Q)

Ou seja, a derivada de vec o F no ponto (Va, X, Ws,Y) na diregdo do vetor (S, A, T», Q) é igual
ao produto da matriz matriz jacobiana de F' avaliada no ponto (ve,z,ws,y) = vec(Va, X, Wa,Y)

pelo vetor (sg2, A, ta,w) = vec(Sa, A, To, ) que esta definido por

I, AS— XTIt — 1, @ WA
@48 ® & ) (4.2.9)

J V2 ,T, W S7A’t’w: ™ ng W,
F(vg.@ws.9) (52 A, 2, W) (In®Bs—YT®Imt—In®Ww

Usando esta construcdo, pode agora aplicar-se o método de Newton & funcio F : C2"™ — €27,
(U§k+1)7 Sﬁ'(k+1)7 w§k+1)7 y(k+1)) = (’Uék), .’E(k), 'lUék)y y(k)> + (Sék)a )\(k)y ték)7w(k)) ’ k= 07 ]-7 23 R
onde (30, \*) 7k) (k) ¢ solucdo do sistema

J

k k & &
F(ng))i(k),w;k)7y(k)) (Sg )»)\(k),té ),w(k)) =—-F (vé ),x(k),wé )7y(k)) 7 (4.2.10)

e corresponde ao acréscimo da iteracdo k do Método de Newton, equacao (4.2.9).
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4.2.2.2 Convergéncia

A convergéncia deste método (NVFP definido no Algoritmo 4.2.1), enquadra-se ainda no Teorema,
3.3.9 aplicado & funcdo F definida em (4.2.8), com os ajustamentos resultantes da sua construgao,
equagoes (4.2.6), (4.2.7), (4.2.9) e (4.2.10).

A semelhanca das consideracdes feitas na seccio 4.1.3 relativamente a convergéncia do Algoritmo
4.1.1, também sao agora apresentados Teoremas que visam assegurar que, nas condigoes de con-
vergéncia do Teorema 3.3.9, o Algoritmo 4.2.1 esta bem definido e gera uma sucessao que converge
para um feixe proprio do feixe (A, B).

Assim, faz-se a adaptacdo do resultado, definido em termos dos zeros da funcdo F', para feixes
proprios do feixe (A, B), solugoes da equagdo (AB — A)V = W(\Y — X).

Observagio 4.2.3. Se (v2,z,w,y) € (CM=Xn x (D”X”)2 ¢ um zero de F, entdao (AB — A)V =
WY — X), onde, X =vec (z), Y =vec !(y) e

Seja (Va, X, Wo,Y) = vec ! (ve, z,ws,y) € ((D(m_")xn X (D"X")z.
Se (vq,x,ws,y) é um zero de F, entdo, por construgio (4.2.6), ﬁ(V27X, Ws5,Y) = (0,0), ou seja,
(AV —WX,BV —WY) = (0,0). Isto &,

ABV = WY) + (AV = WX) = X0 +0,

ou
(AB— A)V - WY — X) =0.

A seguir sdo adaptadas as hipoteses do Teorema 3.3.9 de modo a garantir a convergéncia do
Algoritmo 4.2.1 para um zero da fungdo F', e que, segundo a Observacao 4.2.3, se traduz também
na convergéncia da sucessio (X *), Y *)) para um feixe proprio (X,Y) do feixe (A, B).

Teorema 4.2.4. Se a funcdo F, definida em (4.2.8), para uma aproximagdo inicial
@), 20 (0 4O ¢ (Clm—mIn « @"2)2, verifica as condigbes de convergéncia do Teorema 3.3.9
(Gutierrez [17], pag. 9), entdo a sucessdo calculada nos pontos 3) e 4) do Algoritmo 4.2.1 esta
bem definida e converge para (v, x,w,y), onde (V,X,W,Y) = vec ! (v,x,w,y) é uma solugao da
equacao

(AB — AV =W(\Y — X).

Demonstracdo. Nas condigoes do Teorema e atendendo a igualdade (4.2.9), a solugao do sistema

considerado em 3),

I, ® AW — XT @ [,tH — I, @ WA *)
~ — = -2z,
I, @ Bs®) — YT @ L,t*) — I, @ Ww®

estd definida por (50, \(®) #(®) (*)) onde
(5§ AP, 109 w®) = — Tt (0 2 M, w? y ) P 2B, wi g ®),
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e as restantes coordenadas de 5%) e t(*) s3o nulas. Portanto, para cada k = 1,2, ..., a sucessio
(@<k+1>7$<k+1>,w<k+1>7y<k+1>) — (@(k>7x<k>’w<k>7y<k>) 4 (;k>7A<k>7g<k>,w<k>>

estd bem definida.

Por outro lado, a sucessao

k k k k k k
(uSF D g 041 D Ly D)y — () 2 0y Ry 1 (58 A0 1) ()

converge para (v, , ws,y) € (CM=" x €"")2 um zero da funcio F e, por conseguinte, segundo
a Observacdo 4.2.3, a sucessio (vF1), z(++1) gk+1) (1) converge para (v,z,%,y) tal que
(AB — AV = W(\Y — X). n

Assegurada a convergéncia do Algoritmo 4.2.1, através da Observagao 4.2.3 e Teorema 4.2.4, sdo
apresentados de seguida, seccao 4.2.4.1, exemplos deste método.

4.24.1 Exemplos

Dadas as restri¢oes introduzidas em (4.2.3), nos exemplos seguintes consideram-se aproximagoes

iniciais X (©), V(O), Yy (©), W(O), com

XO =i, YO =y,

multiplos da matriz identidade e

_ I, _
7O _ l 0l

BmnU

onde U € C(™~™)*" ¢ a matriz com entradas iguais a 1.

Sdo ainda apresentados os espectros, quer do feixe dado (A, B), quer do feixe proprio (X,Y)
calculado através do Algoritmo 4.2.1, verificando-se A(X,Y) C A(A4, B), uma vez que é uma
condicao necessaria (mas nao suficiente, ver Pereira [32], pag. 2914 e Observagao 2.4.5) para que
(X,Y) seja um feixe proprio de (A, B).

Neste primeiro exemplo sdo ainda expostos de forma detalhada os calculos que permitem a deter-

minagdo da iteracdo seguinte, nomeadamente os pontos 3, 7, 8 ¢ 9 do Algoritmo 4.2.1

Exemplo 4.2.5. Considere-se o feixe

3x—-1 2—-3\x A-2
AB— A= - -1 0 )
1IAN—-18 14—-3X A—-2

A, B € €3%3_ isto é m = 3, relativamente ao qual se ird determinar uma aproximacio de um feixe
b b) )

proprio de dimensao n = 2. Consideram-se as aproximagoes iniciais, com g = 1.13, a3 = —20 e
Qo = 4,
! 0 20 0 ! 0 4 0
vO-1 o 1 ,X((’):[_ ],W(O): 0 1 eY(O):l ]
0 -20 0 4
6.78 6.78 —6.78 —6.78
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Tem-se que

Tp & (s(k) SRLE ‘*’(k)> I ® A5O) — XT @ I3t — [, @ WAO
Ff 2w gy \72 07 0tz | L@ B0 — YT @ [0 — [, @ Ww®

253,1 - >\1,1
—A2,1
28371 + 20.t3’1 + 6.78)\1,1 + 6.78)\2,1

= 2539 4 20.t32 4 6.78X1 2 + 6.78 2 2531 — w1 1
—Ww2,1
531 — 4tz 1 4+ 6.78w; 1 + 6.78wsz 1
53,2 — W12
—W22
532 — 4tz 2+ 6.78w; 2 + 6.78wa 2

34.56

—104.04
11.56
21
—136.04
5.78

0) 77

20 = pec (AV -W 0)X(O), BV — W(O)Y(O)) =

44.9
3.78

30.9

—9.48988
—4.25558
15.5802
0
3.04884
21
0.869286
—0.925
—3.70988
-1
—0.475578
—4

(;m’ A(k)j(io’w(k)) —
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Logo,
[ 678 ] [ —9.48088 | [ —2.70088 ]
6.78 —4.25558 9.52442
—90. 15.5802 —4.41976
0 0 0
0 3.04884 3.04884
(Uu),x(l),wu)’y(l)) I e 21 _ 1 ’
—6.78 0.869286 ~5.91071
—6.78 ~0.925 7705
4 —3.70988 0.290121
0 1 1
0 —0.475578 —0.475578
e | 0 |
isto é,
1 0
) _ 0 . X _ l —4.41976  3.04884 1 |
—2.70988 2.52442 | 0 !
1 0
0 _ . . .y _ l 0.2901121 —0.4;5578 1 .

—5.91071 —7.705

Apos 4 iteragoes obtém-se uma aproximacao do feixe proprio com

12D = |jvec (AV(4) —wWx@ gy W(‘”Y(‘*)) |2 < 1077,

10
O I l ~8.84 4 ] |
0 1
—4.92 3
! ; 1.92 0
w = 0 1 e YW = ' .
1 0

—0.923077 —4.30769

Ou seja, obtém-se o feixe proprio,

8.84 —1.92\ —4

AY — X =
[ —1X -1

| S

com A(X,Y) ={-4.25,00} C A(A, B) = {—4.25,2,0}.

A forma canonica de Weierstrass do feixe (A, B) é a A— matriz

M — Jp 0 A—2 0 0
Ka,p) = = 0 A+425 0
0 Mo — 1 0 0 1

A seguir apresenta-se um exemplo de um feixe (A, B), com A, B € C***, relativamente ao qual
se ird determinar uma aproximacgao de um feixe proprio de dimensao n = 3. Sao ainda indicados

os espectros, quer do feixe dado (A, B) quer do do feixe proprio (X,Y) calculado, verificando-se
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A(X,Y) C A(A,B).

Exemplo 4.2.6. Considere-se o feixe A\B — A dado por

3 -1 2-3x A—=2 2x-1

- -1 1-A
AB— A= 0 ,
1IA—-18 14—-3X A—2 6A—-10
3—2\ -2 0 2—A
e as seguintes aproximagoes iniciais, com = 1.13 e a3 = 6 e ay = —30,
1 0 0 1 0 0
_ 0 1 0 — 1
7O _ , WO _ 0 0 ’
0 0 1 0 0 1
13.56 13.56 13.56 —13.56 —13.56 —13.56
6 0 O =30 O 0
XP=106 0[eY®O=] 0 -3 0
0 0 6 0 0 =30

Apos 8 iteragdes obtém-se uma aproximagdo do feixe préprio com

129 = flvee (aV - W x®, g7 — WY ®) |, <107,

1 0 0 1 0 0
_ 0 1 0 _ 0 1 0
7® _ W ’
0 0 1 0 0 1
~285 1.65 —0.55 1. 4.66667 0.833333
~1.85 —0.35 1.45 —27 0.3 —0.1
X® =1 28 065 055 | e Y® =] 18 —1.65 055 |,
105 25 —35 61 69 —23
ou seja
1.85—2.7A  0.3A+0.35 —0.1A—1.45
AY — X = | 1.85A—2.85 0.65—1.65\ 0.55\—0.55 |,
10.5— 6.1\ 6.9\ —25  3.5— 2.3\
com

A(X,Y) = {0.875—1.218354,0.875+1.21835i,00} C A(A, B) = {0.875—1.21835i,0.875+1.21835, 2, 00 }.

A forma canoénica de Weierstrass de AB — A é a matriz

A2 0 0 0
M—Jp 0 .
. |0 A= (0.875 +1.218350) 0 0
(4.5 = | o 0 A — (0.875 — 1.218351) 0
0 A1 . . !

Mantendo a margem de erro usada até agora, ||z(*)||s < 107%, se forem consideradas matrizes de
maior dimensao o nimero de iteragoes necessérias, k, aumenta mas mantém-se claramente abaixo

das 50 iteragoes, valor que se julga ser aceitavel. Neste sentido, a seguir apresentam-se exemplos de

82



Algoritmos para Solventes de Polinémios Matriciais

feixes (A, B), onde A, B € C™*™ para m = 7 e m = 8, relativamente aos quais se ird determinar

uma, aproximagao de um feixe préprio de dimensao n = 2.

Em cada caso, tal como nos exemplos anteriores, sao ainda apresentados os espectros, quer do feixe
dado (A, B) quer do do feixe proprio (X,Y) calculado.

Exemplo 4.2.7. Para m = 7, considere-se o feixe

A 0 2 0 -3 0 0
0 -A=3 0 A 2X+2 0 0
0 0 A—1 22-2 0 0 x-—1
AMB—A=| -1 0 0 0 0 1 0 ,
0 1 0 0 -1 0 0
0 0 3\ -3 0 0 0 3
L0 0 Y —1 o 0 0 |
e as aproximagoes iniciais com f =1.13 e a3 =4 e as = —20,
I 0 [ 1 0 |
0 1 0 1
15.82 15.82 ~15.82 —15.82
VO = | 1582 1582 |, W =] —1582 —15.82
15.82 15.82 ~15.82 —15.82
15.82 15.82 ~15.82 —15.82
| 15.82 15.82 | | —15.82 —15.82 |
X(°)=[4 01’}/(0):[—20 0 ]
0 4 0 —20

Apos 19 iteragoes, obtém-se uma aproximacao do feixe préprio com

—(19)

||Z(19)|| _ ||’U€C (AV W(IQ)XUQ),BV(H}) _W(19)Y(19)) ”2 < 10757

1 0 1 0
0 1 0 1
—0.0000118138 0 0.0000140016  —0.000006
7o 0.095251  —0.285714 |, W = 111111 —0.333332
0.214288 0.357143 0.111108  —0.333332
0.142823  —0.428571 0.206246  —0.888865
—0.190478  0.571429 0.0493953  —0.148154
o) _ | 0642888 107143

—0.428576  2.28571

],y

onde A(X (19 Yy (19)) = £1.00004, 00} e A(A, B) = {0,0.666667, 1,1,00}.

(19) _ 1
0.333325 0

|
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Exemplo 4.2.8. Para m = 8, considere-se o feixe AB — A dado por

3x—1 2—-3Xx A—=-2 2X-1 1-2Xx X—-3 3x-—-4
—-A 3x—-1 0 1—A A 2—2)\ 1-2\
1IAN—18 14—-5X A—2 6A—10 12—6X 4—4)\ 2X -5
\B_A— 3—-2\ —A-2 0 2—A -1 3x-1 A+1
10—-5XA BA=T7 2—X 5-2\ 4\-7 A 4-3)\
A—3 —2A 0 -1 1—X 2X—1 2X-2
A—1 3—3x A—2 A—-1 3—-2) 3Xx—-4 3)X-4
| 3A—-11 5—A 0 A—4  6-22 A+1 2X-5

Utilizando as aproximagoes iniciais com § = 1.13mn e a; =4 e ag = —20,

[ 0 | [ 0 |
0 1 0 1
18.08 18.08 —18.08 —18.08
— 18. 18. — —18. —18.

V(o) _ 8.08 18.08 ’ W(o) _ 8.08 8.08

18.08 18.08 —18.08 —18.08

18.08 18.08 —18.08 —18.08

18.08 18.08 —18.08 —18.08

| 18.08 18.08 | | —18.08 —18.08 |
X0 _ 4 0 e VO _ -20 O ’
0 4 0 -20

apos 22 iteracoes obtém-se uma aproximacao do feixe proprio

||Z(22)|| _ ||’U68 (AV@Q) _ W(zz)X@Q), BV(22) _ W(22)Y(22)) ”2 < 10757

1 0
0 1
1 0
—(22) 0 1
| 1 —0.0798679
1 0.0798679
—1 —0.0798679
| 0 —0.920132 |
X(22) _ l 1
—1

W(22) _

—0.0798679 o
—0.0798679

onde A(X®?) Y22y = {o0} e A(A,B) = {1,2,00}.

No caso de o feixe considerado ser o feixe companheiro \C2 — C; a aplicagdo do Algoritmo 4.2.2.1

é naturalmente viavel mas dadas as carateristicas muito particulares deste tipo de feixe, na seccao

seguinte 4.2.9, é-lhe dedicada uma atencao especial.
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y(22)

1 0
0 1
5.76033  6.76033

—6.26033 —6.26033
—5.76033 —4.76033

0 -1
—6.26033 —6.26033
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4.2.9 Feixe Proprio do Feixe Companheiro A\Cy — C;

As carateristicas particulares que irdo considerar-se nesta sec¢do prendem-se essencialmente com
as dimensoes, quer do feixe companheiro ACo — C1, quer do feixe préprio \Y — X.

Isto é, pretende-se agora particularizar o Algoritmo 4.2.1 para o célculo de feixes proprios de
dimensao n x n, do feixe companheiro \C; —C; de dimensao mn x mn, correspondente & linearizacao

de um polinémio ndo moénico (2.2.6),

AL, I, 0
0 A, I,
ACy —C1 =
: : A, -1,
Am Am—l e AAO + Al

Segundo a Definicao 4.2.1, \Y — X é um feixe proprio de dimensao n x n do feixe companheiro
ACy — C1 se existirem vetores V, W € C"™*" de carateristica méaxima tais que

(AC2 — C1)V = WY — X). (4.2.11)

Considerando-se ainda a normalizacdo escolhida em (4.2.3) e, uma vez que a dimensdo do feixe
proprio n divide a dimensao do feixe companheiro mn, os vetores V,W € C™™*™ podem ser

particionados em m blocos de dimensao n x n tal como se apresenta a seguir

i Wh
Vo Wy
V = e W= , (4.2.12)
Vm—l Wm—l
Vin i W ]

onde V, =W, =1,.

Partindo deste pressuposto (4.2.12) e nao tendo sido possivel encontrar qualquer resultado que
generalizasse o Teorema 2.4.1 (onde se relaciona solventes com bloco valores proprios da matriz
companheira, ver Observacdo 2.4.9), é apresentado e demostrado o seguinte Teorema que esta-
belece uma relacao entre solventes de um polinomio matricial e feixes proprios do respetivo feixe

companheiro.
Teorema 4.2.10. A matrix X € C™*™ é um solvente do polinémio
P(X)=AgX™ 4+ A X" o A X+ A

se e s se o feixe Al — X for um feixe proprio do respetivo feixe companheiro ACo — C; onde os
vetores V e W referidos sao da forma

I, I
X X
V= : e W = : . (4.2.13)
Xm72 Xm72
i mel | i AOmel |
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Demonstracdo. De acordo com a caraterizagdo considerada em (4.2.12) para os vetores V e W, a

equacdo (4.2.11), definida em termos dos m blocos de dimensdo n x n, é equivalente a

>\V1_V2 Wl()\Y—X)
AV — V3 Wa(\Y — X)
AV — Vi W (Y — X)
i A V1 +Am—1v2+"‘+()\Ao+A1)Vm ] i Wm(AY—X)

Isto é,

V1:W1Y e V2=W1X;
VQ = WQY e Vg = WQX;

Vi1 =Wpn Y e V, = Wm—lX;
AoV, = W,.Y A Vi + Ay Vot -+ AV, = W, X.

@

Considerando a normalizagdo (4.2.3), tem-se que V; = W; = I, o que também obriga a que Y = I,,.

Nestas condigoes, tem-se
‘/j ZWj e ‘/}+1 :VVJ‘AX7 Vj: 1,....m—1,

e AgV,, = W,,, pelo que

I, I,
X X
Xm72 Xm72
i Xm—l | i AOXm—l |

Assim, a equagdo (4.2.11) depende apenas da matriz X e é equivalente a
Ay + A 1 X+ + A4 X4 A X™ =0,

isto 6, X é um solvente de P(X). ]

Uma vez mais, tendo em conta o Teorema 4.2.10 e a exemplo do que pode ser feito com o método
da Poténcia, em que se usam os blocos valores proprios para obter solventes, o método (NVFP),
Algoritmo 4.2.1, quando aplicado ao feixe companheiro \Co — C;, é ainda um método viavel no
célculo de solventes de P(X).

Com o intuito de clarificar esta ideia e mostrar as potencialidades deste método quando aplicado
no calculo de um solvente, é apresentado o exemplo seguinte que resulta da linearizacao de um

polinémio nao moénico de grau 5.
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Exemplo 4.2.11. Considere-se o polinomio matricial
2 -10 —-20 10 120 —220 —100 1700
P(z) = X° + X4+ X3+ X2+
4 =20 -5 =35 110 450 —850 —2650

—1006 —5390 X 1950 5790
2695 7079 —2895 —6735 |’

TA 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00X 0 00 0O0O0 O 0
00 A O OO OO0 O 0
00 0XNOOOTU O 0 0
00 0 0 X 000 0 0
Az=Ci=10 0000 X100 0 0 -
00 0 0 0 0 X O0 0 0
00 0 0 0 0 0 X O 0
00 00 0 0 0 0 2\ —10A
L0 0 0 0 0 0 0 0 4\ —20X |
) 0 1 0 0 0 0 0 0 0 7
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
N 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 '
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
—1950 —5790 1006 5390 100 —1700 —120 220 20 —10
2805 6735 —2695 —7079 850 2650 —110 —-450 5 35 |

a linearizagao de P(X) definida em (2.2.6), com m =5, n =2 e C1,Cy € €010,
Aplicando o Algoritmo (4.2.1) considerando X =Y ©) =1, e

)

_ _ I
V(O) _ W(O) _ [ 2
mn X nU

onde onde U € C19-2)%2 ¢ 3 matriz com entradas iguais a 1, obtém-se a seguinte sucessio

X(O)ll 01 e yo_ |1 0]’
0 1 0 1
[ 0 | 1 0 |
0 1 0
20 20 20 20
20 20 20 20
V(O): 20 20 eW(O): 20 20 ’
20 20 20 20
20 20 20 20
20 20 20 20
20 20 20 20
20 20 20 20 |

x@ =

0.676745 —0.628528 1) 10
e YV = ,
0.322967  1.62621 0 1
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120 = fjvec (17

A sucessao de matrizes obtida, X(k),Y(k),V(k) e W(k), satisfaz as condigoes (4.2.14) para cada

1

0
0.676745
0.322967
0.670995
0.317218
0.665245
0.311468
0.659495
0.305718

x

1

0
1.89157
0.199601
3.96983
0.645231
8.77574
1.65766
19.8537
3.97463

0
1
—0.628528
1.62621
—0.674987
1.57975
—0.721445
1.53329
—0.767904
1.48683

1.89157
0.199601

0

1
1.96289
1.34104
6.34527
2.19018
16.3016
4.20364
39.0869
8.89105

()

iteracao k=1,2,...,k,..., isto é,
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elW

1.96289
1.34104

e W =

w0 _

]e

1

0
0.676745
0.322967
0.670995
0.317218
0.665245
0.311468
—1.73819
| —3.47637

vy — [

1
0
1.89157
0.199601
3.96983
0.645231
8.77574
1.65766
—0.0388348
| —0.0776697

10
0 1

0
1
—0.628528
1.62621
—0.674987
1.57975
—0.721445
1.53329
—16.4041
—32.8082

|

0
1
1.96289
1.34104
6.34527
2.19018
16.3016
4.20364
—10.7367
—21.4733

~ WX, v WOy O |, < 1077,

I, I,
X k) (k)
(X(k))me (X(k))me
i (X(k))m—l ] I AO(X(k))m—l ]
Tem-se ainda que a matriz,
X =xM = 1.89157  1.96289 7
0.199601 1.34104

de acordo com o Teorema 4.2.10, é um solvente do polinémio P(X) uma vez que o feixe

|

A —1.89157
—0.199601

—1.96289

M—-X =
A —1.34104
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é um feixe préprio do respetivo feixe companheiro, ACo — C1, com V, W € C'9%2 dados por,

1 0 1 0

0 1 0 1
[ T 1.89157  1.96289 r I T 1.89157 1.96289
X 0.199601 1.34104 X 0.199601 1.34104
- _ | 396983 634527 | , | 396983 6.34527
’ 0.645231 2.19018 ’ 0.645231 2.19018

Xm—2 Xm—2
. 8.77574 16.3016 . 8.77574 16.3016
| X . 1.65766  4.20364 L AoX . 1.65766 4.20364
19.8537  39.0869 —0.0388348 —10.7367
i 3.97463 8.89105 | i —0.0776697 —21.4733 |

Para outra aproximacio inicial, X(© =Y (©) =101, e

)

_ _ I
V(O) _ W(O) _ 2
1.13mn x nU

onde U € C10~-2)%2 & 3 matriz com entradas iguais a 1, a sucessdo obtida converge ainda em 10

iteracoes para o mesmo resultado.

Comparando este resultado com aquele obtido no Exemplo 4.1.13, sec¢ao 4.1.12, observa-se que
para a mesma aproximagao inicial o método atual converge mais depressa (10 iteragoes) do que o
método usado entdo, Algoritmo 4.1.2, que convergiu para o mesmo valor proprio X em 12 iteragoes.
Quando comparados em termos do tempo (medido em seg. através do comando Timing [ | do
Mathematica) gasto no calculo das aproximagoes, X (10) ¢ X(12)  observa-se que o método atual

consome mais tempo de CPU (0.406 s em vez dos 0.125 s usados pelo Algoritmo 4.1.2).

Da mesma forma, utilizando-se o método de Newton Vetorial (NV), Algoritmo 3.3.1 definido na
seccio 3.3.3, para a aproximacao inicial 2(0) = vec (10I3) equivalente, obtém-se ainda a convergén-

cia deste mas necessitando de mais iteragoes (13 iteragbes) e usando mais tempo de CPU (0.454

s).

Apesar de, neste exemplo, o método Newton Vetorial (NV) ter sido menos vantajoso do que os
Algoritmos 3.3.1, 4.1.2 e 4.2.1, uma vez que necessita mais iteracoes e mais tempo de CPU para
calcular a mesma aproximacao, s6 um estudo mais aprofundado (explorando estes resultados para
polinémios de maior dimensao e maior grau) permitiria uma conclusao mais fundamentada o que,

por outro lado, obrigaria a dispor de outros meios informaticos.
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Capitulo 5

Conclusoes

Dentro dos objetivos inicialmente propostos, foi possivel alcancar:

Na primeira parte implementaram-se os seguintes métodos para polinémios matriciais.

e Método do Ponto Fixo, seccao 3.2, cuja concecao consiste em resolver cada equagao
vec(P(X)); = 0, do sistema vec(P(X)) = 0, em ordem & maior poténcia de z;, coorde-
nada com o mesmo indice do vetor x = vec(X), resultando na equagdo = = f(x) e no
Algoritmo 3.2.1. A convergéncia é estabelecida com base no Teorema do ponto fixo entre
espacos de Banach de Schauder e na respetiva estabilidade assimptdtica (ver Shih [35], pag.

144), também conhecida por conjetura de Belitskil e Lyubich;

e Método de Newton Vetorial, seccao 3.3, resulta da aplicagao do método de Newton classico
a equagdo vetorial F'(z) = vec(P(X)) = 0, onde a derivada é formulada em termos de matriz
jacobiana evitando-se o uso da derivada de Frechét e a resolucio da equacdo de Silvester em
cada iteragdo, tal como acontece no método definido em Higham [18], pag. 4. O Método de
Newton Vetorial esta definido através do Algoritmo 3.3.1 e a sua convergéncia fica estabelecida

com o Teorema de Kantorovich, valido para uma funcao entre espacos de Banach.

Como foi mencionado na introdugao, relativamente a métodos iterativos com aplica¢ao no calculo de
blocos valores proprios, apos consulta da diversa documentacio e bibliografia existente, apenas se
conseguiu encontrar o método da Poténcia (Dennis [9], pag. 83), estando este definido unicamente
para um feixe do tipo (A4,I) = A — A. Foi na sequéncia desta lacuna que se adaptou a mesma
formulagao ao célculo de blocos valores proprios C1V = C2V X do feixe (C1,Cs) ou, de uma forma

geral, de um feixe qualquer (4, B).

Assim, numa segunda parte, a construc¢io usada na conce¢do do Algoritmo 3.3.1, foi generalizada

para o contexto quer dos blocos valores proprios quer dos feixes proprios:

e Método Newton Vetorial para Blocos Valores Proprios definido para um feixe genérico
(A,B) = AB — A, Algoritmo 4.1.1;

e Método de Newton Vetorial para Feixes Proprios, definido para um feixe genérico
(A,B) = AB — A através do Algoritmo 4.2.1.

Contudo, relativamente a cada método apresentado, nao foi possivel definir um critério de escolha
para a aproximagdo inicial (por ex. a partir das matrizes A; coeficientes do polinémio P(X), ou
a partir das matrizes A ou B de um feixe (A, B)). De uma forma geral, seguindo o critério usado
em [21] e [28], entre outros, essa escolha consistiu em considerar matrizes escalares ou multiplos de
alguma matriz coeficiente A;, no caso dos Métodos do Ponto Fixo e Newton Vetorial, ou multiplos
da matriz com entradas iguais a 1 no caso dos Métodos Newton Vetorial para Blocos Valores
Proprios e Newton Vetorial para Feixes Proprios, mas sem que se conseguisse estabelecer um
critério rigoroso que assegurasse & partida a convergéncia destes (excegao feita as aproximagoes
iniciais consideradas nos Teoremas de convergéncia, dificeis de obter do ponto de vista pratico uma

vez que é necessario conhecer previamente a solucdo exata).
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Um conjunto completo de blocos valores proprios (ou um conjunto completo de solventes) pode ser
obtido com a utilizagdo de uma deflagdo (Block Wielandt Deflation ou Block Hotelling Deflation).
Sempre que o polinémio tenha valores préprios infinitos, ha que determinar blocos valores préprios
quer relativamente & equacao BV = AV X quer em relagao a AV = BV X. Ou seja ha que resolver

dois sistemas e identificar 2nm x m + 2m? variaveis.

5.1 Trabalho Futuro

A formulagao usada na construgdo dos método Método do Ponto Fixo e de Newton Vetorial, resul-
tante da transformagdo da equacao polinomial matricial original numa equacao vetorial equivalente
com base no método dos produtos de Kronecker, é extensivel aos restantes métodos iterativos pro-
prios dos sistemas de equagoes nao lineares, nomeadamente o método de Broyden que consiste na

generalizacao do método da secante para sistemas de equagdes nao lineares.

Ainda no que se refere ao método de Newton Vetorial, sempre que, nalguma iteracdo, a matriz
Jp(x®)) for singular entdo rank(J) < n? e o método é obrigado a parar.

Uma alternativa consiste na utilizacio da inversa generalizada J' de Jp(z®): se o sistema
Jp(x"NQy, = —F (™) for impossivel, J!F(x(®) representa o minimo de ||Jp(z*)Q + F(z™)|;
se sistema Jp(z*))Q) = —F(2®) for indeterminado, neste caso, JF(z(*)) representa o minimo
de ||Q|| quando sujeito & condicio Jp(z*))Q + F(x*®)) = 0.

Segundo a Definicao 2.4.8, um bloco vetor proprio V. € C™*™ deverd ter carateristica maxima
n. Na concecao do método Newton Vetorial para Blocos Valores Proprios, definido no capitulo 4,
Algoritmo 4.1.1, consideraram-se blocos vetores normalizados da forma V. =[ I, V, |1. Isto é,
partiu-se do principio que as primeiras n linhas do bloco sao linearmente independentes o que, em
certa medida, corresponde a considerar um caso particular de blocos valores préprios nao englo-
bando portanto todas as possibilidades (ver Observacao 4.1.1, o fato de a matriz V' ter caracteristica
maxima implica que tem 7 linhas linearmente independentes mas nao tém que ser necessariamente
as primeiras n linhas). Permanece a convicgdo que, num trabalho futuro, é possivel alargar esta
construcao para um bloco vetor préprio qualquer, ou seja, um bloco vetor préprio em que as n
linhas linearmente independentes nao sejam necessariamente as primeiras.

Da mesma forma, na constru¢do do método de Newton Vetorial para Feixes Proprios, sec¢ao 4.2,

Algoritmo 4.2.1, onde foram considerados vetores V e W normalizados na forma V=1, V, |T
eW =[1, Ws,]T, pensa-se também ser vidvel alargar este método para qualquer bloco vetor
proprio.
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Apéndice A

Anexos

A.1 Algoritmos dos métodos referidos

O Algoritmo do método de Newton (ver Kratz [21], pag. 359),

Algoritmo A.1.1 MN

1: E dada uma aproximacao inicial X(©) e uma margem de erro £ > 0.
2: para k =1,2,... fazer

3: se |[P(X®)| < ¢ entdo

4: o método péra.

5:  caso contrario

6: Q™ solucio de P/(X*)[Q®)] = —P(X k),
7. XE+1) — x (k) 4 Q)

O Algoritmo do método Bernoulli, (ver Dennis [9] e [11], pag. 69 e 529),

Algoritmo A.1.2 MB

1: Dadas as matrizes iniciais X(© = X(1) =... = X(m=2) =g e X(m=-1) =
2: para k =m — 1,m, ... definem-se as matrizes Xy por fazer
3 S=X®(xE-D)-L

4:  se ||P(9)| < € entao

5: o método para.

6: caso contrario

7 X (k+1) — _AIX(/C) = AmX(k_m'H),
8 X =5

O Algoritmo do método de Traub (ver Dennis [11], pag. 524),

Algoritmo A.1.3 MT

1: Dada uma aproximacio inicial X9, [ e uma margem de erro ¢ > 0.
2: Go(X) =1, =T9X™" 1 ... 479 XO
3: para j =0,...,1 — 1, fazer
Gi(X)=>ic1..m FgX"_L_l3
Gaa(X) = XG,(X) - T{P(X);
ei(X) = GI(X)G I (X);
: para k=0,..., fazer
se ||[P(X™)|| < ¢ entdo

o método péra.
10:  caso contrario
11: XD — o (X R)),

>
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O Algoritmo do método da Poténcia (ver Dennis [9], pag. 83),

Algoritmo A.1.4 (MP)

1: Dados 4, X VO e >0.

2: para k=0,1,... fazer

se [VEXE) — AV || < ¢ entdo
o método péra.

caso contrario
WD = Ay (K),
VY k+1) — p(e+1) ((W(k+1))j)_1;
X (k+1) — (Av(kJrl))j

:V=V® e X = (AV®); tais que AV = VX.

w
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Glossario

Corpo dos nimeros reais.

Corpo dos niimeros complexos.

Corpo R ou C.

Espaco vetorial das matrizes n X m com entradas complexas.
Matriz identidade em C™*".

Matriz nula em C™*",

Produto de Kronecker das matrizes X e Y.

Funcédo vetor de uma matriz X € C™*".

Matriz companheira.

Polinémio matricial.

(Ou = f/(X)[H]) Derivada de Frechét de f em X na diregio de
H e gmxm,

Derivada de f em x na dire¢do de h € C".

A-Matriz.

Feixe AB — A.

Feixe companheiro.

Um bloco de Jordan de dimensao k x k£ com \; na diagonal principal.

Forma canénica de Jordan da matriz A.
Forma canoénica de Weierstrass do feixe (4, B).

Matriz bloco de Vandermonde dos solventes X1, ..., X,,.
Matriz bloco diagonal com as matrizes Ji,...,J; na diagonal
principal.

Matriz soma direta das matrizes J; e Jo (0 mesmo que Diag(Jy, J2)).

Espectro da A-Matriz P(A).

A-Matrizes equivalentes. A A-Matriz P()\) é equivalente a Q(\)
Funcao identidade id : K — K.

O resto da divisao de m por n, m,n € N.

O quociente da divisao de m por n, m,n € N.
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Indice Remissivo

A-matriz, 1, 9
associada, 10
cadeia de Jordan da, 9, 26
defini¢ao, 9
determinante, 11
equivalente, 11
fatorizacao, 13
regular, 10
valor préprio de, 7, 10, 22, 28
valor préprio infinito, 11

Bloco valor préprio, 1, 5-8, 28, 55, 56, 6163,
66, 67, 69, 71-75, 91, 92
conjunto completo, 31
da matriz companheira, 28, 55, 64
definicao, 28
Bloco vetor préprio, 28, 55, 61-64, 66, 67, 69,
71, 72, 92
definicdo, 28

Companheira
bloco valor préprio da matriz, 28, 55, 64
blocos valores proprios da matriz, 5
defini¢do, matriz, 15
forma canodnica de Jordan da matriz, 19
matriz, 4-7, 15, 17-19, 26, 31, 32, 64, 65

Espectro, 27, 73
definigao, 11

Feixe, 7, 66, 91
bloco valor proéprio, 75, 85
bloco vetor préprio, 67
companheiro, 6, 7, 16-18, 21, 31
companheiro, defini¢io, 67
definicao, 10
forma canénica, 74
forma Canonica de Weierstrass, 5
proprio, 7, 8, 85, 91
proprio, definigao, 75
regular, 17
valor préprio do, 14

Feixe Companheiro, 86

Fréchet
derivada, 31, 32, 36, 40, 41, 52

Jordan
bloco de, 16-18, 28
cadeia de, 9, 11-13, 18, 22, 26, 28
cadeia de, multiplicidade parcial, 12, 13

forma canénica de, 4, 17, 19, 74

Lyapunov

equacao de, 2

Newton

método classico, 6, 31, 43

meétodo classico, algoritmo, 97

método vetorial, 7, 8, 39, 49, 56, 58, 59, 91,
92

método vetorial para blocos valores proprios,
7, 8, 62, 65, 91, 92

meétodo vetorial para blocos valores proprios,
algoritmo, 56

meétodo vetorial para blocos valores proprios,
convergéncia, 56

método vetorial para feixes proprios, 7, 8,
75, 91, 92

método vetorial para feixes proprios, algo-
ritmo, 76

método vetorial para feixes proprios, con-
vergéncia, 78

meétodo vetorial, algoritmo, 42

método vetorial, convergéncia, 43

Polinémio matricial, 6, 7, 13, 32, 34, 40
definicao, 9
derivada de Fréchet, 31
grau 2, 40
moénico, 10, 15, 19, 64
solvente dominante, 27
solventes, 5, 7, 27, 31
Problema dos valores proprios quadratico, 2
Produto de Kronecker, 8, 15, 31, 40
definicao, 14
lema, 15
método dos, 7, 92

Riccati

equagcao de, 2
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Silvester
equagao de, vii, 2, 7, 8, 14, 32, 40, 51, 52,
91
Solvente, 1, 5-7, 9, 10, 13, 14, 26, 28, 31, 35, 37,
42, 48, 55

a direita, 10

& esquerda, 10

com coeficientes complexos, 38

conjunto completo de, 5, 10, 27, 31-33, 92
definicao, 10

dominante, 6, 31-33, 39

dominante, defini¢do, 27

e bloco valor préprio, 28, 64

exsiténcia e contabilizacao de, 5

relagao com cadeia de Jordan, 26

valores proprios do, 13, 14

Valores proéprios, 2, 11, 17-19, 21
da A\-Matriz, 13, 17
da matriz companheira, 28
de maior valor absoluto, 27
do bloco valor préprio, 28
do solvente, 13, 14, 27
finitos, 5, 11, 17, 22
infinito, 5, 92
problema dos, 2
Vandermonde
defini¢ao, matriz bloco de, 27
matriz bloco de, 5
nao singular, 27
Vandermonde, matriz bloco de, 32
Vetores proprios, 2, 3, 57, 18
blocos, &, 9, 26, 31, 67
generalizados, 9, 12

namero de, 11

Weierstrass

forma canénica de, 5, 17, 81, 82
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