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Resumo

Descrevemos como a operação de somar um unitão surge através do método de Dorfmeister, Pe-
dit e Wu (DPW) que permite obter aplicações harmónicas em espaços simétricos Riemannianos
compactos a partir de certas 1-formas holomorfas. Exploramos este ponto de vista para investi-
gar quais os unitões que preservam a propriedade do tipo finito das aplicações harmónicas. Em
particular, provamos que o fibrado de Gauss de uma aplicação harmónica do tipo finito numa
Grassmanniana também é do tipo finito.

Provamos que qualquer aplicação harmónica φ da esfera de dimensão 2 num grupo de Lie
compacto semi-simples de matrizes pode ser reduzida a uma constante usando as acções de
revestimento singular, isto é, as “singular dressing actions” introduzidas por Bergvelt e Guest.
Encontramos também geradores para o grupo dos lacetes racionais das representações funda-
mentais de Sp(n)C e SU(n)C: em ambos os casos a classe dos geradores é um pouco maior do
que a classe de factores simples (lacetes racionais com um número mínimo de singularidades,
cuja acção de revestimento pode ser calculada explicitamente).

Estabelecemos fórmulas explícitas para as factorizações canónicas de soluções estendidas
que correspondem a aplicações harmónicas com número de unitão finito no grupo de Lie ex-
cepcional G2 em termos do modelo Grassmanniano. É dada uma descrição dos geradores do
referencial de Frenet para estas aplicações harmónicas. Em particular, mostramos que aplica-
ções harmónicas da esfera de dimensão 2 em G2 correspondem a soluções de certos sistemas
algébricos de equações quadráticas e cúbicas.

Palavras-chave

Aplicações Harmónicas, Grupos de Lacetes, Unitão, Tipo Finito, Acções de Revestimento,
Factores Simples, Modelo Grassmanniano
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Abstract

We describe how the operation of adding a uniton arises via the Dorfmeister, Pedit and Wu
(DPW) method of obtaining harmonic maps into compact Riemannian symmetric spaces out of
certain holomorphic one forms. We exploit this point of view to investigate which unitons
preserve finite type property of harmonic maps. In particular, we prove that the Gauss bundle
of a harmonic map of finite type into a Grassmannian is also of finite type.

We prove that any harmonic map φ from a two-sphere into an arbitrary compact semisimple
matrix Lie group may be reduced to a constant by using the singular dressing actions introduced
by Bergvelt and Guest. We also prove generating theorems for the group of rational loops of
the fundamental representations of Sp(n)C and SU(n)C: in both cases the class of generators
is slightly larger than the class of simple factors (rational loops having a minimum number of
singularities, whose dressing action can be computed explicitly).

We establish explicit formulae for canonical factorizations of extended solutions correspon-
ding to harmonic maps of finite uniton number into the exceptional Lie group G2 in terms of
the Grassmannian model. A description of the “Frenet frame data” for such harmonic maps
is given. In particular, we show that harmonic maps from a two-sphere into G2 correspond to
solutions of certain algebraic systems of quadratic and cubic equations.

Keywords

Harmonic Maps, Loop Groups, Uniton, Finite Type, Dressing Actions, Simple Factors, Grass-
mannian Model
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Aplicações Harmónicas

Introdução

Dadas (M, g) e (N,h) variedades Riemannianas e φ : M → N uma aplicação suave, o funcional
energia é dado por

E(φ,D) =
1

2

∫
D

‖dφ‖2dvg,

onde D ⊆ M é compacto e dvg é o elemento volume em M. Dizemos que φ é uma aplicação
harmónica se for um ponto crítico do funcional energia, para todo o D ⊆ M compacto; temos
assim uma generalização natural do conceito de geodésica, pois quando M tem dimensão 1

as aplicações harmónicas são as geodésicas de N. Para uma introdução e desenvolvimento
de alguns resultados sobre aplicações harmónicas, acompanhados de exemplos, sugerimos os
exaustivos trabalhos de Eells e Lemaire [16, 17].

Outra forma de, dada uma aplicação suave φ : M → N, decidir se φ é uma aplicação
harmónica é verificar se φ satisfaz a equação de Euler-Lagrange associada τφ = tr∇dφ = 0,
onde ∇ é a conexão em T ∗M ⊗ φ−1TN induzida pelas conexões de Levi-Civita de M e N.
Por exemplo, uma aplicação suave φ : M → Rn é harmónica se ∆φ = 0. Quando M é uma
superfície de Riemann podemos tomar (U, z) um sistema complexo de coordenadas locais e a
equação de Euler-Lagrange escreve-se

τφ =
(
∇φ
−1TN
∂
∂z̄

)
dφ

(
∂

∂z

)
= 0. (1)

Em geometria diferencial, diferentes classes de superfícies podem ser caracterizadas pela
harmonicidade de alguma aplicação conveniente. Por exemplo, uma superfície f : R2 → R3 é
uma superfície de curvatura média constante se, e só se, a sua aplicação de Gauss ϕ : R2 → S2

é harmónica.

O objecto de estudo no nosso trabalho são as aplicações harmónicas φ : M → G, em que M é
uma superfície de Riemann e G um grupo de Lie compacto. A teoria moderna destas aplicações
harmónicas baseia-se numa observação fundamental de Uhlenbeck, em [35]: uma aplicação
harmónica φ de C para um espaço simétrico Riemanniano compacto G/K corresponde a uma
família de conexões no fibrado trivial g = M × g de curvatura nula

d+ αλ com λ ∈ S1 = {λ ∈ C : |λ| = 1} ;

por integração directa desta família de conexões obtemos uma aplicação homolorfa

Φ : M → ΩG =
{
γ : S1 → G | γ é suave e γ(1) = e

}
designada por solução estendida associada a φ; a aplicação φ dada por φ(z) = Φ(z)(−1), para
todo o z ∈ M, é harmónica. Esta situação é apresentada, com alguns detalhes, no Capítulo
1. A formulação de curvatura nula leva a uma acção # de certos grupos de lacetes no espaço
das aplicações harmónicas, que designamos por acção de revestimento. Por detrás desta acção
está a existência de decomposições do tipo Iwasawa de grupos de lacetes e álgebras de lacetes
[2, 7, 15, 22, 35]. Num caso limite temos uma acção de revestimento de G0, o grupo dos germes
em zero das aplicações holomorfas C→ GC.

Assim, muitos resultados da teoria geral sobre grupos de lacetes [30] vão ter implicações
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directas no estudo das aplicações harmónicas de M em G.

Por outro lado, Uhlenbeck também introduziu em [35] o conhecido processo de somar uni-
tões, que é outra forma de obter novas aplicações harmónicas a partir de uma aplicação har-
mónica dada, e provou que todas as aplicações harmónicas de S2 para o grupo unitário U(n)

podem ser factorizadas num produto finito de factores bandeira S2 → U(n). Este processo foi
posteriormente generalizado por Burstall e Guest [5] ao caso de um grupo de Lie G semi-simples
compacto.

As soluções estendidas são também usadas para classificar as aplicações harmónicas de su-
perfícies de Riemann em grupos de Lie e respectivos espaços simétricos. Quando a solução
estendida pode ser obtida por integração de um certo par de campos vectoriais Hamiltonianos
comutativos dizemos que a correspondente aplicação harmónica é do tipo finito [4, 6]. Quando
a solução estendida associada a uma aplicação harmónica tem série de Fourier com um número
finito de termos não nulos, dizemos que a aplicação harmónica correspondente tem número
de unitão finito. Por exemplo, todas as aplicações de S2 num grupo de Lie G compacto tem
número de unitão finito [35].

No Capítulo 2 descrevemos como a operação de somar unitões é obtida através de trans-
formações de gauge nas 1-formas holomorfas µ, indicadas por Dorfmeister, Pedit e Wu [15],
e usamos esta descrição para determinar quais os unitões que preservam o tipo finito. Em
particular, provamos, de uma forma alternativa à apresentada por Pacheco na sua Tese de
Doutoramento [28], que o fibrado de Gauss de uma aplicação harmónica do tipo finito numa
Grassmanniana ainda é uma aplicação harmónica do tipo finito. Este trabalho foi realizado em
conjunto com Pacheco e pode ser encontrado em [12].

Consideremos uma curva {γa} em G0, onde o germe γa admite um representante definido
no disco |λ| < a, e Φ uma solução estendida. Se o limite de γa#Φ quando a tende para 0 existe
em toda a parte, então Φ̃(z) = lim

a→0
γa#Φ(z) define uma nova solução estendida. Dizemos neste

caso que Φ̃ é obtida por um processo de completação. Acontece que, em geral, lim
a→0

γa#Φ pode
não estar definido em toda a parte. No entanto, as respectivas singularidades podem eventual-
mente ser removíveis e, deste modo, obtemos ainda uma nova solução estendida – processo
de completação modificada. Em [2] Bergvelt e Guest, inspirados por Uhlenbeck, provaram que
qualquer aplicação harmónica de S2 para o espaço projectivo complexo CPn pode ser reduzido
a uma constante aplicando duas vezes o processo de completação modificada. Mais tarde, Jiao
[25] provou que qualquer aplicação harmónica φ de S2 no grupo unitário U(n) pode ser reduzida
a uma constante aplicando n acções de revestimento singular, isto é, n vezes o processo de
completação modificada. Estas n acções de revestimento singular são obtidas a partir de curvas
{γa} representadas por lacetes racionais da forma γa(λ) = π⊥V + ζa(λ)πV , onde

ζa(λ) =
λ− a
aλ− 1

a− 1

1− a
.

Estes lacetes racionais são os factores simples de Uhlenbeck e geram o grupo dos lacetes racio-
nais no grupo de Lie de matrizes Gl(n,C) que satisfazem a condição de realidade relativamente
a U(n): γ(λ) = γ

(
1/λ̄
)

[35] (a condição de realidade implica que γ(λ) ∈ U(n) sempre que
λ ∈ S1). Em [14], os autores introduziram uma nova definição de factores simples, coerente
com a anterior, para um qualquer grupo de Lie redutivo complexo e uma representação qual-
quer, e provaram que nos casos SO(n)C e GC2 , com a representação fundamental, os factores
simples geram o grupo de lacetes racionais que satisfazem a condição de realidade.

No Capítulo 3 generalizamos os resultados de Bergvelt e Guest [2] e Jiao [25]: provamos que
qualquer aplicação harmónica φ com número de unitão finito num grupo de Lie G compacto
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semi-simples de matrizes pode ser reduzida a uma constante aplicando um número finito de
acções de revestimento singular; as acções de revestimento singular são obtidas a partir de
curvas de factores simples em GC. Também apresentamos uma versão deste resultado para
aplicações harmónicas de S2 num espaço simétrico G/K interno. Determinamos também os
geradores dos lacetes racionais, para a representação fundamental, de Sp(n)C e SU(n)C: em
ambos os casos a classe dos geradores é ligeiramente maior do que a classe dos factores simples.
Estes resultados foram obtidos em conjunto com Pacheco em [13].

Uhlenbeck [35] observou que as soluções estendidas que correspondem a aplicações har-
mónicas com número de unitão finito no grupo unitário admitem factorizações em factores
lineares. Mais tarde, Burstall e Guest [5] generalizaram esse resultado para outros grupos de
Lie, descrevendo as aplicações harmónicas com número de unitão finito em termos de certas
funções meromorfas em M. Para isso consideraram o funcional de energia E : ΩG → R dado
por E(γ) =

∫
S1 |γ′|2. Este define uma função de Morse-Bott na variedade de Kähler ΩG e as suas

variedades críticas são precisamente as classes de conjugação dos homomorfismos S1 → G. Se
Ωξ é uma tal classe e Uξ é a variedade instável de Ωξ em relação ao fluxo do campo vectorial
gradiente −∇E, então vamos ter a decomposição

ΩalgG =
{
γ ∈ ΩG : γ e γ−1 têm série de Fourier finita

}
=
⋃
ξ

Uξ.

Mais, dada uma aplicação harmónica φ : M → G com número de unitão finito, os autores
provaram que esta admite uma solução estendida Φ : M \ D′ → ΩalgG que toma valores em
algum Uξ, onde D′ ⊂ M é um conjunto discreto. As variedades instáveis Uξ admitem uma
descrição em termos de grupos de lacetes adequada, a qual pode ser aplicada no estudo das
aplicações harmónicas. Em particular, um lacete em Uξ admite uma “factorização canónica”
que induz, consequentemente, uma factorização canónica nas soluções estendidas. No Capítulo
4 descrevemos esta factorização em termos do modelo Grassmanniano para o caso de aplicações
harmónicas em G2.

Em [32] Segal descreveu as equações de harmonicidade em termos do modelo Grassmanniano
para os grupos de lacetes ΛG. Desde então, este modelo tem vindo a ser utilizado com sucesso
na obtenção de fórmulas explícitas para a construção de aplicações harmónicas em grupos de
Lie clássicos e nos seus espaços simétricos [29, 34]. Nesta formulação, como Guest observou
em [21], os geradores holomorfos de aplicações harmónicas pode ser apresentado em termos
de referenciais de Frenet. Damos uma descrição dos geradores de referenciais de Frenet para
aplicações harmónicas com número de unitão finito em G2 e no seu espaço simétrico G2/SO(4),
a Grassmanniana dos espaços de dimensão 3 associativos. Em particular, mostramos que as
aplicações harmónicas de S2 em G2 podem ser obtidas através da solução de um certo sistema
algébrico de equações quadráticas e cúbicas. Parte dos resultados do Capítulo 4 são também
apresentados em conjunto com Pacheco [11], embora no presente trabalho a nossa abordagem
seja exclusivamente em termos do modelo Grassmanniano.
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Capítulo 1

Aplicações Harmónicas e Grupos de Lacetes

Começamos por apresentar alguns grupos de lacetes e decomposições desses grupos. Mais
pormenores podem ser encontrados em [30], ou na bibliografia indicada. Essas decomposições
irão ser bastante importantes no estudo das aplicações harmónicas.

Recordamos o essencial da teoria das aplicações harmónicas num grupo de Lie G e seus
espaços simétricos, em particular a sua formulação em termos de grupos de lacetes.

Na parte final introduzimos o modelo Grassmanniano de um grupo de lacetes. O livro de
Pressley e Segal [30] é referência fundamental para este assunto, e Segal [32] estabelece as
condições de harmonicidade no quadro do modelo Grassmanniano.

Ao longo do presente capítulo, G representa um grupo de Lie compacto conexo semi-simples
de matrizes, com identidade e, e g representa a sua álgebra de Lie; recorde-se que G ⊆ U(n)

para algum n.

1.1 Grupo de Lacetes

Equipemos G com uma métrica bi-invariante. Seja GC o complexificado de G, com álgebra de
Lie gC (assim gC = g⊗C). Consideremos S1 = {λ ∈ C : |λ| = 1} como habitualmente.

Definimos o grupo de lacetes

ΛG =
{
γ : S1 → G | γ é suave

}
e o grupo de lacetes com base e

ΩG =
{
γ : S1 → G | γ é suave e γ(1) = e

}
.

É fácil ver que ΛG e ΩG são grupos e pode ser demonstrado que são grupos de Lie de dimensão
infinita [30]. Definimos ainda as álgebras de lacetes

Λg =
{
ξ : S1 → g | ξ é suave

}
e

Ωg =
{
ξ : S1 → g | ξ é suave e ξ(1) = 0

}
,

as correspondentes álgebras de Lie (de dimensão infinita) de ΛG e de ΩG, respectivamente.

1.1.1 Grupo de Lacetes Algébricos

Dado um lacete γ ∈ ΩG, dizemos que γ é um lacete algébrico se γ e γ−1 tiverem série de
Fourier finita, e denotamos por ΩalgG o subgrupo de ΩG dos lacetes algébricos, isto é

ΩalgG =

{
γ ∈ ΩG : γ(λ) =

r∑
i=−r

Aiλ
i , γ−1(λ) =

s∑
i=−s

Biλ
i

}
.
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1.2 Decomposições de Grupos de Lacetes

Nas próximas subsecções vamos ver algumas formas de decompor vários grupos de lacetes. Estas
ferramentas desempenharão um papel fundamental nos próximos capítulos.

1.2.1 Grupos de Lacetes Torcidos

Sejam τ : G→ G um automorfismo de ordem k, isto é, τk = Id; e K ⊂ G o conjunto dos pontos
fixos por τ . Denotamos por ω = e

2π
√
−1
k a k-ésima raíz da unidade. Definimos o grupo de Lie de

dimensão infinita de lacetes τ -torcidos

ΛGτ =
{
γ ∈ ΛG | τ(γ(λ)) = γ(ωλ) para todo o λ ∈ S1

}
.

Mais, fixamos uma decomposição de Iwasawa do grupo redutivo KC: KC = KB e K ∩ B =

{e}, onde B é um subgrupo de Lie solúvel de KC. Assim, qualquer elemento ĝ ∈ KC pode ser
escrito de forma única ĝ = gb, onde g ∈ K e b ∈ B.

Consideremos ainda os seguintes grupos de Lie de dimensão infinita de lacetes τ -torcidos

ΛGCτ =
{
γ : S1 → GC | γ é suave e τ(γ(λ)) = γ(ωλ) para todo o λ ∈ S1

}
(1.1)

Λ+
BG

C

τ =
{
γ ∈ ΛGCτ | γ estende-se holomorficamente a |λ| < 1 e γ(0) ∈ B

}
.

Temos a seguinte decomposição:

Teorema 1.1. [15] A multiplicação ΛGτ × Λ+
BG

C
τ → ΛGCτ é um difeomorfismo sobrejectivo.

1.2.2 Grupos de Lacetes em C

Fixemos 0 < ε < 1. Sejam Cε e C1/ε as circunferências de raio ε e 1/ε com centro em 0 ∈ C,
respectivamente. Definimos os seguintes subconjuntos abertos de P1 = C ∪ {∞}:

Iε =
{
λ ∈ P1 : |λ| < ε

}
, I1/ε =

{
λ ∈ P1 : |λ| > 1/ε

}
e Eε =

{
λ ∈ P1 : ε < |λ| < 1/ε

}
.

Denotando Iε = Iε ∪ I1/ε e Cε = Cε ∪ C1/ε temos P1 = Iε ∪ Cε ∪ Eε.
Consideremos, como em [7], os grupos de Lie de dimensão infinita

ΛεG =
{
γ : Cε → GC | γ é suave e γ(λ) = γ

(
1/λ̄
)

para todo o λ ∈ Cε
}

ΩεEG =
{
γ ∈ ΛεG | γ estende-se holomorficamente a γ : Eε → GC e γ(1) = e

}
ΛεIG =

{
γ ∈ ΛεG | γ estende-se holomorficamente a γ : Iε → GC

}
e as correspondentes álgebras de Lie de dimensão infinita

Λεg =
{
ξ : Cε → gC | ξ é suave e ξ(λ) = ξ

(
1/λ̄
)

para todo o λ ∈ Cε
}

(1.2)

ΩεEg =
{
ξ ∈ Λεg | ξ estende-se holomorficamente a ξ : Eε → gC e ξ(1) = 0

}
ΛεIg =

{
ξ ∈ Λεg | ξ estende-se holomorficamente a ξ : Iε → gC

}
.

A condição γ(λ) = γ
(
1/λ̄
)

garante que para determinar γ basta conhecer o lacete em Cε

ou em C1/ε; ou seja, dado γ = (γ+, γ−) : Cε → GC em que γ+ : Cε → GC é suave, temos
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γ− : C1/ε → GC dado por γ−
(
1/λ̄
)

= γ+(λ) para todo o λ ∈ Cε. Esta condição é também
conhecida como condição de realidade, porque quando λ ∈ S1 implica que γ(λ) toma valores
em G; por isso, indicamos apenas ΛεG, apesar dos lacetes tomarem valores em GC.

Temos a seguinte decomposição do tipo Iwasawa:

Teorema 1.2. [27] A multiplicação ΩεEG × ΛεIG → ΛεG é um difeomorfismo. Em particular,
cada γ ∈ ΛεG pode ser escrito de forma única γ = γEγI, onde γE ∈ ΩεEG e γI ∈ ΛεIG.

Observação 1.3. No caso limite ε → 1, do teorema anterior obtemos a decomposição mais
familiar ΩG× Λ+G

C → ΛGC [30], onde

ΛGC =
{
γ : S1 → GC | γ é suave

}
Λ+G

C =
{
γ ∈ ΛGC | γ estende-se holomorficamente a |λ| < 1

}
.

1.3 Aplicações Harmónicas num Grupo de Lie

Sejam G um grupo de Lie compacto conexo de matrizes e g a sua álgebra de Lie, e equipemos
G com uma métrica bi-invariante. Tomemos θ a forma de Maurer-Cartan (à esquerda) de G;
ou seja, temos θg(X) = g−1X ∈ g para cada X ∈ TgG (θ é uma 1-forma com valores na
álgebra de Lie g). Usando a invariância à esquerda de θ, é fácil ver que θ satisfaz a equação de
Maurer-Cartan

dθ +
1

2
[θ ∧ θ] = 0, (1.3)

onde [σ ∧ υ] (X,Y ) = [σ(X), υ(Y )]− [σ(Y ), υ(X)] para todo o X,Y ∈ TgG.
Consideremos φ : M → G uma aplicação suave e tomemos α = φ∗θ, que é uma 1-forma

em M com valores em g. Então, usando o pull-back por φ, α também satisfaz a equação de
Maurer-Cartan (1.3), isto é,

dα+
1

2
[α ∧ α] = 0. (1.4)

Observação 1.4. Como trabalhamos com grupos de matrizes, iremos escrever φ∗θ na sua forma
mais habitual: α = φ−1dφ.

A equação de Maurer-Cartan torna-se importante porque nos fornece uma condição de inte-
grabilidade, isto é, garante a existência de uma aplicação φ : M → G tal que φ−1dφ = α; como
vemos no seguinte teorema:

Teorema 1.5. [33] Sejam M uma variedade simplesmente conexa e α uma 1-forma em M com
valores em g. Então existe φ : M → G uma aplicação suave tal que α = φ−1dφ se e só se
α satisfaz a equação de Maurer-Cartan (1.4). Neste caso, φ é única a menos de translação à
esquerda por um elemento constante de G.

Observação 1.6. Se a 1-forma α verificar a equação (1.4), então a conexão no fibrado G-prin-
cipal trivial M × G → M dada por dα = d + α é plana, ou seja, a sua curvatura é nula; e por
isso, à equação (1.4) também chamamos equação da curvatura-nula.

Teorema 1.7. [36] A aplicação suave φ : M → G é harmónica se e só se α = φ−1dφ é co-fe-
chada, isto é,

d∗α = 0. (1.5)

Assim, se φ : M → G é harmónica, a 1-forma em M dada por α = φ−1dφ satisfaz as equações
(1.4) e (1.5). Inversamente, se M é simplesmente conexa, dada α uma 1-forma em M com
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valores em g satisfazendo a equação (1.4), pelo Teorema 1.5 podemos encontrar φ : M → G tal
que φ−1dφ = α; então, se α satisfaz a equação (1.5), φ é harmónica [36]. Deste modo, temos
que a equação (1) se pode escrever como as equações (1.4) e (1.5).

De agora em diante vamos considerar que M é uma superfície de Riemann. A 1-forma
α = φ−1dφ em M estende-se por linearização complexa a TMC = TM (1,0) ⊕ TM (0,1) e admite
a decomposição

α = α′ + α′′

relativamente à estrutura complexa de M, onde α′ é uma (1, 0)-forma com valores em gC e
α′′ = α′ é uma (0, 1)-forma com valores em gC, em que a conjugação em gC é relativa a g.
Podemos ainda escrever a decomposição dα = ∂α+∂α induzida pela estrutura complexa de M;
como M tem dimensão real 2, temos ainda que dα = ∂̄α′ + ∂α′′.

Como M é uma superfície de Riemann, a equação (1.5) pode ser escrita na forma

∂̄α′ − ∂α′′ = 0. (1.6)

Por cálculo directo, concluimos o seguinte:

Proposição 1.8. [35, 36] As equações (1.4) e (1.6) são equivalentes ao sistema{
∂α′ + 1

2 [α′ ∧ α′′] = 0

∂α′′ + 1
2 [α′ ∧ α′′] = 0

. (1.7)

1.3.1 Solução Estendida

Seja φ : M → G uma aplicação suave e α = φ−1dφ, com α = α′ + α′′ como vimos antes. Para
cada λ ∈ S1 definimos

αλ =
1

2
Aλ com Aλ =

(
1− λ−1

)
α′ + (1− λ)α′′, (1.8)

uma 1-forma em M com valores em Ωg, uma vez que α1 = 0. Observemos ainda que α−1 = α.

Dada uma aplicação suave Φ : M → ΩG, dizemos que Φ é uma solução estendida se
Φ−1
λ dΦλ = αλ para todo o λ ∈ S1, em que αλ é da forma (1.8); usamos a notação Φλ(z) =

Φ(z)(λ). O conceito de solução estendida foi primeiramente introduzido por Uhlenbeck [35].

Repare-se que d + αλ é uma conexão plana para todo o λ ∈ S1 se e só se α satisfaz as
equações (1.7).

Temos o seguinte resultado:

Teorema 1.9. [35] Sejam M uma superfície de Riemann simplesmente conexa e αλ como em
(1.8) um lacete de 1-formas em M com valores em g. Temos que:

1. se Φ : M → ΩG é uma solução estendida, então a aplicação φ : M → G definida por
φ(z) = Φ−1(z), para todo o z ∈M, é harmónica.

2. se φ : M → G é uma aplicação harmónica, então existe uma solução estendida (associada
a φ) Φ : M → ΩG tal que Φ−1(z) = φ(z), para todo o z ∈ M; a qual é única a menos de
multiplicação à esquerda por um lacete γ ∈ ΩG tal que γ(−1) = e.

Ou seja, numa superfície de Riemann simplesmente conexa M, dada uma aplicação harmó-
nica φ : M → G temos uma solução estendida Φ : M → ΩG tal que Φ−1 = φ; e, inversamente,
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dada uma solução estendida Φ : M → ΩG obtemos uma aplicação harmónica φ = Φ−1. Con-
tudo, a menos que G seja abeliano, para qualquer α ∈ S1 \ {−1} as aplicações Φλ : M → G não
são harmónicas, em geral [36].

1.3.2 Aplicações Harmónicas com Número de Unitão Finito

Dada uma aplicação harmónica φ : M → G, dizemos que φ é uma aplicação harmónica com
número de unitão finito se tem uma solução estendida Φ : M → ΩG cuja série de Fourier tem
um número finito de termos, isto é,

Φλ(z) =

s∑
i=r

Φi(z)λ
i, com r, s ∈ Z

para todo o z ∈ M. Ao valor mínimo de s − r chamamos número de unitão de φ, e indicamos
por r(φ). No entanto, este número de unitão não coindice com o número de unitão mínimo de
φ estimado por Burstall e Guest [5] para um grupo de Lie compacto semi-simples.

Uhlenbeck [35] provou que qualquer solução estendida definida numa superfície de Riemann
compacta tem número de unitão finito. Em particular, como a esfera S2 é simplesmente conexa,
todas as aplicações harmónicas de S2 em G são aplicações harmónicas com número de unitão
finito.

1.4 Aplicações Harmónicas num Espaço G-Simétrico

Tomemos τ : g → g uma involução, isto é, um automorfismo de ordem 2 (τ2 = Id); em que k é
o subespaço fixo por τ . Sejam kC e mC os espaços próprios de τ associados aos valores próprios
1 e −1, respectivamente. Temos a decomposição gC = kC ⊕mC, onde m = g ∩mC e k = g ∩ kC

verificam
[k, k] ⊂ k, [k,m] ⊂ m, [m,m] ⊂ k,

sendo assim uma decomposição simétrica.

Suponhamos que podemos exponenciar a involução τ para obter uma involução em G, ainda
denotada por τ : G → G. Seja K ⊂ G tal que (Gτ )0 ⊆ K ⊆ Gτ , onde (Gτ )0 é a componente
identidade de Gτ = {g ∈ G : τ(g) = g}. Assim, k é a álgebra de Lie de K e dizemos que o espaço
homogéneo redutivo G/K é um espaço G-simétrico.

Quando a involução τ for interna, isto é, τ(h) = ghg−1 para algum g ∈ G, dizemos que
G/K é um espaço G-simétrico interno. Além disso, estamos também interessados no caso em
que G é um grupo de Lie compacto semi-simples. Neste caso, a forma de Killing de g, B,
é definida negativa e então −B fornece uma métrica G-invariante no espaço simétrico G/K.
Assim, estamos perante um espaço G-simétrico Riemanniano compacto.

Seja N uma variedade na qual o grupo de Lie G actua transitivamente. Tomemos um ponto
base x0 ∈ N com subgrupo de isotropia K; então N é difeomorfo a G/K. Suponha-se que
N = G/K é redutivo. Temos então uma decomposição g = k ⊕ m, onde m é AdK-invariante.
Para cada x ∈ N e g ∈ G tais que x = g · x0, a aplicação

g → TxN

ξ 7→ d
dt

∣∣
t=0

exp(tξ) · x

9
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tem kernel Adgk e logo, considerando a restrição da aplicação a Adgm, temos um isomorfismo
Adgm→ TxN. Definimos a aplicação inversa (também um isomorfismo) desta última

βx : TxN → Adgm

e, denotando por [m] o subfibrado do fibrado trivial g = N × g definido por [m]g·x0
= Adg(m),

temos β : TN → [m] ⊂ gC uma 1-forma com valores em g à qual chamamos forma de Maurer-
Cartan de N, como Burstall e Rawnsley [8]. O uso do nome forma de Maurer-Cartan faz sentido,
uma vez que se N coincidir com o grupo G que actua sobre si mesmo por translações à direita,
a forma de Maurer-Cartan de N agora definida coincide com a forma de Maurer-Cartan de G.

Seja N um espaço G-simétrico com involução τ , e denotemos por ι o mergulho de Cartan,
definido por

ι : N → G

g · x0 7→ τ(g)g−1
.

Recordemos que o mergulho de Cartan ι : G/K → G é sempre totalmente geodésico [10].
Assim, temos que ψ : M → N é harmónica se e só se ι ◦ ψ : M → G é harmónica. Por outro
lado:

Lema 1.10. [8] Sejam ψ : M → G/K uma aplicação suave e ι : G/K → G o mergulho de
Cartan, então φ∗θ = −2ψ∗β, onde φ = ι ◦ ψ.

Logo, ψ é harmónica se e só se
d∗ψ∗β = 0. (1.9)

De agora em diante vamos considerar que M é uma superfície de Riemann e que N = G/K

é um espaço G-simétrico Riemanniano.

Seja ψ : M → N uma aplicação suave e tomemos φ : M → G um levantamento de ψ, isto
é, ψ = π ◦ φ onde π : G → N é a projecção natural. Relativamente à decomposição g = k ⊕ m

podemos escrever α = φ−1dφ na forma

α = αk + αm.

Mais, temos ainda a decomposição αm = α′m+α′′m, onde α′m é uma (1, 0)-forma de M com valores
em mC e α′′m = α′m. Assim, temos que

α = α′m + αk + α′′m.

Por cálculo directo, obtemos o seguinte resultado, análogo ao da Proposição 1.8.

Proposição 1.11. [15] Seja ψ : M → G/K uma aplicação suave com levantamento φ : M → G

e a respectiva forma de Maurer-Cartan de G, α = φ−1dφ = α′m +αk +α′′m. Então ψ é harmónica
se e só se 

dα′m + [αk ∧ α′m] = 0

dαk + 1
2 [αk ∧ αk] + [α′m ∧ α′′m] = 0

dα′′m + [αk ∧ α′′m] = 0

. (1.10)

Inversamente, se M for simplesmente conexa, dadas αk e αm 1-formas de M soluções de (1.10)
com valores em k e m, respectivamente, existe uma aplicação harmónica ψ = π◦φ : M → G/K,
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onde φ : M → G é tal que φ−1dφ = αk + αm; esta aplicação é única a menos de multiplicação
por um elemento de G.

1.4.1 Referencial Estendido

Similar às soluções estendidas introduzidas por Uhlenbeck em [35] para aplicações harmónicas
em grupos de Lie, visto na Subsecção 1.3.1, vamos relembrar a construção de referenciais
estendidos em [6, 15] para aplicações harmónicas num espaço simétrico. Para cada λ ∈ S1,
consideramos

αλ = λ−1α′m + αk + λα′′m, (1.11)

que se trata de uma 1-forma de M com valores em Λgτ . Observemos ainda que α1 = α.

Dada uma aplicação suave F : M → ΛGτ , dizemos que F é um referencial estendido se
F−1
λ dFλ = αλ para todo o λ ∈ S1, em que αλ é da forma (1.11); voltamos a usar a notação
Fλ(z) = F (z)(λ).

Observe-se que αλ satisfaz a equação de Maurer-Cartan para todo o λ ∈ S1 se e só se satisfaz
as condições (1.10). Assim temos o seguinte resultado:

Teorema 1.12. [6] Seja M uma superfície de Riemann simplesmente conexa. Então, a aplica-
ção suave ψ : M → G/K é harmónica se e só se existe um referencial estendido F : M → ΛGτ

tal que π ◦ F1 = ψ.

No teorema anterior dizemos que F é um referencial estendido associado a ψ. Uma vez
que a 1-forma αλ verifica as equações (1.10) para todo o λ ∈ S1, a aplicação ψλ = π ◦ Fλ é
harmónica para todo o λ ∈ S1, ao contrário do que acontecia com as aplicações harmónicas num
grupo de Lie. Assim, o referencial estendido Fλ fornece uma família de aplicações harmónicas
associadas a ψ.

1.5 Soluções Estendidas e Referenciais Estendidos

Ao longo do presente trabalho iremos usar preferencialmente soluções estendidas em detri-
mento dos referenciais estendidos; no entanto, podemos relacionar facilmente as soluções
estendidas com os referenciais estendidos, como iremos ver.

Sabemos que ψ : M → N é harmónica se e só se ι ◦ ψ : M → G é harmónica. Seja F um
referencial estendido associado a ψ. Então prova-se facilmente que Φ = FF−1

1 é uma solução
estendida associada a φ = ι ◦ ψ, de facto:

Φ−1
λ dΦλ = F1F

−1
λ

(
dFλ F

−1
1 − FλF−1

1 dF1 F
−1
1

)
= F1

(
λ−1α′m + αk + λα′′m

)
F−1

1 − F1 (α′m + αk + α′′m)F−1
1

=
1− λ−1

2
2AdF1 (−α′m) +

1− λ
2

2AdF1 (−α′′m) = αλ

em que αλ é da forma (1.8), e Φ−1 = F−1F
−1
1 = τ (F1)F−1

1 = ι ◦ π ◦ F1 = ι ◦ ψ = φ.

Por outro lado, todo o grupo de Lie G pode ser visto como o espaço simétrico (G×G) /∆G,
onde ∆G = {(g, g) : g ∈ G}, e então podemos aplicar todos os resultados vistos na Secção 1.4 a
aplicações suaves φ : M → G.
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1.6 O Modelo Grassmanniano

Fixemos em Cn a métrica hermitiana habitual. Seja H(n) o espaço de Hilbert L2
(
S1;Cn

)
, das

funções de quadrado somável definidas em S1 com valores em Cn. Tomemos e1, . . . , en a base
canónica de Cn, então as funções λ 7→ λiej com i ∈ Z e j = 1, . . . , n formam uma base de H(n),
isto é,

H(n) = Span
{
λiej : i ∈ Z , j = 1, . . . , n

}
.

As funções com i > 0 geram um subespaço de H(n) fechado, que indicamos por

H(n)
+ = Span

{
λiej : i > 0 , j = 1, . . . , n

}
.

Denotemos por H(n)
− o ortogonal de H(n)

+ em H(n).
Seja Grass

(
H(n)

)
o espaço de todos os subespaços vectoriais W ⊆ H(n) tais que:

1. W é fechado

2. a projecção W → H(n)
+ é Fredholm e a projecção W → H(n)

− é Hilbert-Schmidt

3. as imagens das projecções W⊥ → H(n)
+ e W → H(n)

− são funções suaves.

Não vamos usar explicitamente os conceitos de operador de Fredholm e de Hilbert-Schmidt, no
entanto, mais detalhes podem ser encontrados no livro de Pressley e Segal [30].

Definimos ainda
Gr(n) =

{
W ∈ Grass

(
H(n)

)
: λW ⊆W

}
.

Pressley e Segal [30] mostraram que ΛU(n) actua transitivamente em Gr(n), em que a acção é
dada por γ ·W = {γf : f ∈W}. Mais, o subgrupo de isotropia de Gr(n) em H(n)

+ é U(n) e logo
temos o seguinte teorema:

Teorema 1.13. [30] Gr(n) ∼= ΛU(n)/U(n) ∼= ΩU(n).

Dizemos que Gr(n) é o modelo Grassmanniano para ΩU(n).

Observação 1.14. Dado W ∈ Gr(n), também temos que dimW 	 λW = n, onde W 	 λW

representa o complemento ortogonal de λW em W . Assim, tomando w1, . . . , wn uma base
ortonormal de W 	λW , podemos colocar as funções vectoriais wi lado a lado de modo a formar
γ, uma matriz n × n de funções definidas em S1, isto é, γ ∈ ΛU(n). É possível mostrar que
γ · H(n)

+ = W , tal pode ser visto em [30].

Quando G é um subgrupo de U(n), denotaremos o respectivo modelo Grassmanniano de ΩG

por Gr(G) ⊂ Gr(n).

1.6.1 O Modelo Grassmanniano para ΩSO(n)

Consideremos o grupo ortogonal especial SO(n) como um subgrupo de U(n). Para cada X em
Cn denotamos por X o seu conjugado complexo. O modelo Grassmanniano para ΩSO(n) é dado
pela proposição seguinte.

Proposição 1.15. [30] Dado um subespaço W ∈ Gr(n), W corresponde a um lacete γ ∈ ΩSO(n)

se e só se W pertence a

Gr(SO(n)) =
{
W ∈ Gr(n) : W

⊥
= λW

}
.
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1.6.2 A Grassmanniana Algébrica

O grupo dos lacetes algébricos ΩalgU(n) actua na Grassmanniana algébrica

Gr
(n)
alg =

{
W ∈ Gr(n) : λkH(n)

+ ⊆W ⊆ λ−kH(n)
+ para algum k ∈ N

}
mais, temos Gr(n)

alg
∼= ΩalgU(n) como é descrito em [30]. Novamente, quando G é um subgrupo

de U(n) também temos Gralg(G) ∼= ΩalgG.

Observação 1.16. Observemos que cada W ∈ Gr(n)
alg pode ser visto como um subespaço de

EN = λ−NH(n)
+ /λN+1H(n)

+
∼=

N∑
i=−N

λiCn,

para algum N. Como EN tem dimensão finita temos as seguintes igualdades

(A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥ e (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥

(A+B) ∩ C = A+ (B ∩ C) sempre que A ⊂ C
,

onde A, B e C são subespaços de EN .

1.6.3 Aplicações Harmónicas num Grupo de Lie via Modelo Grassmanniano

Seja M uma superfície de Riemann. Segal [32] provou que as equações de harmonicidade de
uma solução estendida Φ : M → ΩU(n) associada a uma aplicação harmónica φ : M → U(n)

podem ser reformuladas para o modelo Grassmanniano Gr(n) como vamos ver de seguida.

Temos o seguinte resultado:

Proposição 1.17. [32] Φ é uma solução estendida se e só se W = Φ · H(n)
+ satisfaz as seguintes

condições

Wz ⊆ λ−1W (1.12)

Wz̄ ⊆W. (1.13)

A condição (1.12) significa que para toda a aplicação suave s : M → H(n) tal que s(z) ∈W (z)

temos ∂s
∂z (z) contido no subespaço λ−1W (z) de H(n). A condição (1.13) significa que W é um

subfibrado holomorfo de M ×H(n).

Assim, dada uma aplicação harmónica φ : M → U(n) com solução estendida associada
Φ : M → ΩU(n), podemos tomar W = Φ · H(n)

+ associado a φ com valores em Gr(n) que verifica
(1.12) e (1.13). Mais geralmente, se φ : M → G é uma aplicação harmónica com solução
estendida associada Φ : M → ΩG, temos W = Φ · H(n)

+ com valores em Gr(G) e que verifica
(1.12) e (1.13).

Terminamos esta secção mostrando que quando temos M uma superfície de Riemann com-
pacta, basta considerar apenas a Grassmanniana algébrica, tendo em vista o estudo das aplica-
ções harmónicas.

Teorema 1.18. [35] Seja M uma superfície de Riemann compacta. Se Φ : M → ΩU(n) é uma
solução estendida, então existe um lacete γ ∈ ΩU(n) tal que γΦ é um lacete polinomial em λ

e em λ−1, ou seja, γΦ : M → ΩalgU(n).
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E, consequentemente, temos um resultado análogo para o modelo Grassmanniano.

Teorema 1.19. [32] Seja M uma superfície de Riemann compacta. Se W : M → Gr(n) verifica
(1.12) e (1.13), então existe um lacete γ ∈ ΛU(n) tal que γW : M → Gr

(n)
alg .

No teorema anterior γW deve ser entendido da seguinte forma: como W = Φ · H(n)
+ com

Φ : M → ΩU(n), temos γW = γΦ · H(n)
+ .

Mas o Teorema 1.18 (e logo o Teorema 1.19) pode ser estendido a qualquer subgrupo G de
U(n), uma vez que:

Proposição 1.20. [28] Se M é uma superfície de Riemann compacta e Φ : M → ΩG é uma
solução estendida, então existe um lacete γ ∈ ΩG tal que γΦ : M → ΩalgG.

Demonstração: Supondo que Φ : M → ΩG ⊂ ΩU(n) é uma solução estendida, pelo Teorema
1.18 podemos tomar γ̂ de modo que γ̂Φ seja algébrico. Fixemos z0 ∈M, logo γ̂Φ (z0) é também
algébrico. Assim, tomando γ = Φ (z0)

−1, temos que

γΦ := Φ (z0)
−1

Φ = (γ̂Φ (z0))
−1
γ̂Φ

é um lacete em ΩG e algébrico.

�
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Capítulo 2

O Método de DPW na soma de Unitões

Dorfmeister, Pedit e Wu [15] introduziram um método para obter aplicações harmónicas num
espaço simétrico Riemanniano compacto G/K a partir de 1-formas holomorfas com valores no
subespaço

Λ−1,∞ =
{
ξ ∈ ΛgC | λξ se estende holomorficamente a |λ| < 1

}
, (2.1)

designadas por potenciais holomorfos. Provaram ainda que a correspondência entre essas
1-formas e as aplicações harmónicas é equivariante relativamente à acção de revestimento
de Λ+G e certas transformações de gauge naturais no espaço dos potenciais holomorfos.

Outra forma de obter aplicações harmónicas a partir de uma dada aplicação harmónica
é a soma de unitões introduzida por Uhlenbek [35]. Neste capítulo vamos estudar como a
operação de somar um unitão é obtida através de transformações de gauge no espaço dos
potenciais holomorfos. Usamos esta abordagem para determinar unitões que preservam as
aplicações harmónicas do tipo finito. Em particular, tomamos uma aplicação harmónica do tipo
finito numa Grassmanniana e provamos que a aplicação harmónica correspondente ao fibrado
de Gauss ainda é uma aplicação harmónica do tipo finito.

Para obter estes resultados precisamos de alargar o espaço de potenciais holomorfos envol-
vido no método original de Dorfmeister, Pedit e Wu (DPW).

2.1 Potenciais Holomorfos e Referenciais Estendidos

Comecemos por recordar o método de DPW introduzido em [15], que foi estabelecido para
uma superfície de Riemann simplesmente conexa. Mas no nosso caso vamos mesmo considerar
M = C de forma a simplificar a escrita.

Consideremos o subespaço dos lacetes de ΛgC que se estendem holomorficamente ao inte-
rior do disco |λ| < 1, com um polo simples na origem, Λ−1,∞, definido em (2.1). Se µ é uma
1-forma holomorfa de C com valores em Λ−1,∞, dizemos que µ é um potencial holomorfo; e
denotamos o espaço de todos os potenciais holomorfos por P.

Recordemos o grupo de lacetes ΛGCτ definido em (1.1). Como agora estamos perante espaços
simétricos (k = 2), a sua correspondente álgebra de Lie de dimensão infinita vem dada por

ΛgCτ =
{
ξ : S1 → gC | ξ é suave e τ(ξ(λ)) = ξ(−λ) para todo o λ ∈ S1

}
.

Dado ξ ∈ ΛgCτ , a sua série de Fourier é escrita na forma

ξ(λ) =
∑

ξiλ
i onde ξi ∈ gC,

e τ (ξi) = (−1)iξi para todo o i, ou seja, temos de ter ξpar ∈ kC e ξímpar ∈ mC.

Se µ ∈ P for um potencial holomorfo com valores em Λτ−1,∞ = ΛgCτ ∩Λ−1,∞, dizemos que µ
é um potencial holomorfo τ -torcido; e denotamos o espaço de todos os potenciais holomorfos
τ -torcidos por Pτ .
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Assim, µ ∈ Pτ se e só se
µ(λ) =

∑
k>−1

µkλ
k,

onde µpar é uma 1-forma holomorfa de C com valores em kC e µímpar é uma 1-forma holomorfa
de C com valores em mC.

Se µ ∈ Pτ , como µ é holomorfo a sua parte (0, 1) é nula, então µ = ξdz para alguma função
holomorfa ξ : C→ Λτ−1,∞. Assim,

dµ+
1

2
[µ ∧ µ] = ∂̄µ = 0,

ou seja, µ verifica a equação de Maurer-Cartan (1.4) e, portanto, podemos integrar (a conexão
dµ = d + µ é plana) para obter uma aplicação única Υµ : C → ΛGCτ tal que Υ−1

µ dΥµ = µ e
Υµ(0) = e.

Usando a decomposição ΛGτ × Λ+
BG

C
τ → ΛGCτ (ver Teorema 1.1), podemos factorizar Υµ e

obtemos uma aplicação suave Fµ : C → ΛGτ tal que Υµ = Fµb, onde b : C → Λ+
BG

C
τ . Temos o

seguinte resultado:

Teorema 2.1. [15] Dado µ ∈ Pτ , então Fµ : C→ ΛGτ é um referencial estendido.

Teorema 2.2. [15] Seja ψ : C→ G/K uma aplicação harmónica. Então, existe µ ∈ Pτ tal que
a aplicação harmónica associada ao referencial estendido Fµ é ψ.

2.2 Potenciais Holomorfos e Soluções Estendidas

Agora, vamos alargar o espaço dos potenciais holomorfos de DPW. Além disso, vamos usar
soluções estendidas em vez de referenciais estendidos.

Fixamos 0 < ε < 1 e consideramos o subespaço de Λεg (ver (1.2)) definido por

Λε−1,∞ = {ξ ∈ Λεg | λξ estende-se holomorficamente a Iε} ;

ou seja, os elementos de Λεg que se estendem meromorficamente a Iε com no máximo pólos
simples em 0 e em ∞. Dado ξ ∈ Λε−1,∞, podemos escrever ξ = (ξ+, ξ−), onde ξ+ : Cε → gC

estende-se meromorficamente a Iε com no máximo um polo simples na origem e ξ− : C1/ε → gC

que é determinado pela igualdade ξ−(λ) = ξ+
(
1/λ̄
)
.

Seja µ = (µ+, µ−) uma 1-forma em C com valores em Λε−1,∞. Se µ+ é holomorfa, dizemos
que µ é um potencial ε-holomorfo; e denotamos o espaço dos potenciais ε-holomorfos por Pε.

Seja µ um potencial ε-holomorfo, então µ verifica a equação de Maurer-Cartan (1.4) e pode-
mos integrar (a conexão dµ = d + µ é plana) para obter uma aplicação única Ψµ : C → ΛεG,
com Ψ−1

µ dΨµ = µ e Ψµ(0) = e. Dizemos que Ψµ é uma solução estendida complexa.

Observação 2.3. O já conhecido espaço dos potenciais holomorfos P pode ser visto como o
caso limite do espaço dos potenciais ε-holomorfos Pε, em que ε → 1. Assim, ainda no caso
limite ε → 1, se µ for um potencial holomorfo podemos obter uma aplicação única Ψµ : C →
ΛGC (recordemos a Observação 1.3) tal que Φ−1

µ dΨµ = µ, à qual também chamamos solução
estendida complexa.

Recordemos que dada uma aplicação harmónica, temos alguma liberdade na escolha de uma
solução estendida complexa associada, de facto:
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Proposição 2.4. [21] Sejam Ψ : C → ΛGC uma solução estendida complexa e Υ : C → Λ+G
C

uma aplicação holomorfa. Então, o produto ΨΥ é uma solução estendida complexa associada
à mesma aplicação harmónica.

E assim, podemos sempre escolher Υ de uma forma conveniente.

Usando a decomposição ΩεEG×ΛεIG→ ΛεG (ver Teorema 1.2), podemos factorizar a solução
estendida complexa Ψµ : C → ΛεG e obtemos uma aplicação suave Φµ : C → ΩεEG tal que
Ψµ = Φµb, onde b : C → ΛεIG. Observemos que, como Ψµ(0) = e, devido à decomposição
referida temos de ter Φµ(0) = e e b(0) = e.

Teorema 2.5. Dado µ ∈ Pε, então Φµ : C→ ΩεEG ⊂ ΩG é uma solução estendida.

Demonstração: Tendo em conta a decomposição de Iwasawa referida no Teorema 1.2 para o
grupo de Lie ΛεG, temos que a correspondente álgebra de Lie Λεg pode ser escrita como soma
directa de álgebras de Lie

Λεg = ΩεEg⊕ ΛεIg. (2.2)

Como Φµ = Ψµb
−1 e Ψ−1

µ dΨµ = µ, temos

Φ−1
µ dΦµ = bΨ−1

µ

(
dΨµb

−1 −Ψb−1db b−1
)

= Adb(µ)− db b−1. (2.3)

Mas b toma valores em ΛεIG, isto é

b(z) = b0(z) + b1(z)λ+ b2(z)λ2 + . . .

para todo o λ ∈ Iε, então db b−1 toma valores em ΛεIg, de (2.2) e (2.3) concluímos que

Φ−1
µ dΦµ = (Adb(µ))ΩεEg .

Agora µ é uma 1-forma em C com valores em Λε−1,∞ e ΛεIG actua em Λε−1,∞; em Cε podemos
escrever µ =

∑
k>−1

µkλ
k; assim

(Adb(µ))ΩεEg =
(
λ−1 − 1

)
Adb0(µ−1) + (λ− 1) Adb0(µ−1).

Como µ é holomorfo, µ−1 é uma 1-forma holomorfa com valores em gC e logo podemos
escrever µ−1 = ξ−1dz para alguma função holomorfa ξ−1 : C→ gC; então

Φ−1
µ dΦµ =

1− λ−1

2
α′ +

1− λ
2

α′′, (2.4)

onde
α′ = −2Adb0 (µ−1) = −2Adb0 (ξ−1) dz (2.5)

e α′′ = α′. Assim, Φµ é uma solução estendida.

�

Como consequência imediata do teorema anterior, temos que, dado um potencial ε-holo-
morfo µ e a correspondente solução estendida Φµ : C → ΩG, a aplicação φµ : C → G dada
por φµ(z) = Φµ(z)(−1) é harmónica e φµ(0) = Φµ(0)(−1) = e. Também dizemos que φµ é a
aplicação harmónica associada à solução estendida complexa Ψµ.
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Consideremos b0 o termo independente de λ em b, como na demonstração do Teorema 2.5,
e µ = (µ+, µ−) com µ+ =

∑
k>−1

µkλ
k. O coeficiente em λ−1 de Φ−1

µ dΦµ é dado por b0µ−1b
−1
0 .

Assim, se µ−1 = 0, a aplicação harmónica φµ é constante.

Observação 2.6. Novamente, tomando o caso limite do Teorema 2.5, com ε → 1, concluímos
que dado um potencial holomorfo µ ∈ P, Φµ : C → ΩG é uma solução estendida e obtemos
uma aplicação harmónica φµ : C → G dada por φµ(z) = Φµ(z)(−1) para todo o z ∈ C; facto
também provado em [15].

Observação 2.7. Mais, ainda no caso limite ε → 1, consideremos um potencial da forma µ =

λ−1η, com η uma função meromorfa. Este potencial dá origem a uma aplicação harmónica φµ, a
qual está bem definida excepto num conjunto discreto de pontos. Por vezes estas singularidades
são removíveis e φµ pode ser estendido a todo o C. Em [15], os autores mostraram que toda a
aplicação harmónica de C em G pode ser obtida, a menos de multiplicação à esquerda por uma
constante, a partir de um potencial da forma µ = λ−1η, se η for uma função meromorfa.

Observação 2.8. Se tomarmos αλ como foi definido em (1.8), no fibrado Cn = C×Cn podemos
decompor a conexão trivial d e a conexão dαλ = d+ αλ nas formas

d = ∂ + ∂̄ e dαλ = ∂αλ + ∂̄αλ .

Igualando as partes (0, 1) das equações (2.3) e (2.4) obtemos que (1− λ)α′′ = −2∂̄b b−1. Assim,
b :
(
C
n, ∂̄
)
→
(
C
n, ∂̄αλ

)
é um isomorfismo holomorfo, visto que dada uma secção s holomorfa

em
(
C
n, ∂̄
)
, isto é ∂̄s = 0, temos ∂̄αλ(bs) = ∂̄(bs) + 1−λ

2 α′′(bs) = ∂̄bs+ b∂̄s− ∂̄b b−1bs = 0.

Qualquer aplicação harmónica de C em G é obtida, a menos de multiplicação à esquerda
por uma constante, através de um potencial holomorfo µ ∈ P:

Teorema 2.9. Seja φ : C → G uma aplicação harmónica tal que φ(0) = e. Então existe um
potencial holomorfo µ ∈ P tal que φ = φµ.

Demonstração: Tomemos Φ : C→ ΩG uma solução estendida associada à aplicação harmónica
φ, isto é,

Φ−1dΦ = αλ =
1− λ−1

2
α′ +

1− λ
2

α′′, com φ−1dφ = α′ + α′′.

Consideremos a (0, 1)-forma θ = − 1−λ
2 α′′ que tem valores em Λ+g

C. Tal como no Apêndice
∂̄-problem de [15], podemos determinar em C a única solução de

∂̄b b−1 = θ , b(0) = e;

seja b : C→ Λ+G
C essa solução e tomamos Ψ = Φb : C→ ΩGC. Então

Ψ−1dΨ = b−1Φ−1 (dΦ b+ Φdb) = Adb−1 (αλ) + b−1db.

Por construção, µ = Ψ−1dΨ é uma 1-forma com valores em Λ−1,∞. Mais, a parte (0, 1) de µ é

b−1 1− λ
2

α′′b+ b−1∂̄b = −b−1θb+ b−1θb = 0,

pelo que µ é uma (1, 0)-forma, em particular, devido à equação de Maurer-Cartan temos

0 = dµ+
1

2
[µ ∧ µ] = ∂̄µ,
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ou seja, µ é holomorfa, e portanto µ ∈ P. Assim, tomando a aplicação harmónica associada a
µ, φµ como na Observação 2.6, temos que φµ = φ.

�

Interessa-nos ainda considerar a seguinte classe de potenciais. Denotemos por P̂ o espaço
de todas as 1-formas µ em C tais que

1. µ toma valores em Λ−1,∞

2. dµ = d+ µ é uma conexão plana

3. a parte (0, 1) de µ toma valores em Λ+g
C; a álgebra de Lie de Λ+G

C.

Dado µ ∈ P̂, apesar de µ não ser holomorfo, como dµ é uma conexão plana, podemos
integrar e obtemos Ψµ : C→ ΛGC tal que Ψ−1

µ dΨµ = µ. Aplicando a decomposição de Iwasawa
referida na Observação 1.3, podemos escrever Ψµ = Φµb em que b : C → Λ+G

C, mas estamos
particularmente interessados na aplicação suave Φµ : C→ ΩG, uma vez que:

Proposição 2.10. Dado µ ∈ P̂, Φµ : C→ ΩG é uma solução estendida.

Demonstração: A prova deste resultado segue a demonstração do Teorema 2.5, com ε → 1. A
única diferença reside no facto de µ−1 não ser holomorfo, apesar disso, pelo facto da parte
(0, 1) de µ tomar valores em Λ+g

C podemos escrever (µ−1)Ωg = ξ−1dz e logo

Φ−1
µ dΦµ =

1− λ−1

2
α′ +

1− λ
2

α′′ com α′ = −2Adb0(ξ−1)dz,

ou seja, Φµ é uma solução estendida.

�

Consideremos um potencial holomorfo µ ∈ P em que Φµ é a solução estendida associada
referida na Observação 2.6; denotemos por Sµ o conjunto de todas as transformações de gauge
h : C→ ΛGC tais que h ·µ = Adh(µ)−dhh−1 está em P̂. Pela Proposição 2.10 temos o seguinte
resultado:

Corolário 2.11. Dado µ ∈ P, para cada h ∈ Sµ temos h · µ ∈ P̂, e logo Φh·µ : C → ΩG é uma
solução estendida.

Os potenciais em P̂ e o conjunto Sµ terão um papel mais importante no final da Secção 2.4
e na Secção 2.5.

2.3 Referenciais Estendidos e Soluções Estendidas

Nas duas secções anteriores vimos os dois processos para obter aplicações hamónicas através
de um potencial µ. Primeiro usando referenciais estendidos, em que se µ é um potencial holo-
morfo τ -torcido, obtemos uma aplicação harmónica ψ : C → G/K; e depois usando soluções
estendidas, com µ um potencial holomorfo, obtemos uma aplicação harmónica φ : C→ G.

Nesta secção mostramos que φ e ψ são essencialmente a mesma aplicação harmónica, isto
quando µ é um potencial holomorfo τ -torcido.
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Tomamos um potencial holomorfo τ -torcido µ ∈ Pτ e integrando obtemos uma solução es-
tendida complexa Ψ : C → ΛGC. Pela Observação 1.3 podemos factorizar Ψ de uma forma
única Ψ = Φb, onde Φ : C → ΩG é uma solução estendida e b : C → Λ+G

C. A correspondente
aplicação harmónica é dada por φ = Φ−1 : C→ G.

Por outro lado, podemos ver Ψ como uma aplicação de C em ΛGCτ e usar o Teorema 1.1 para
factorizar Ψ na forma Ψ = F b̃, onde F : C→ ΛGτ é um referencial estendido e b̃ : C→ Λ+

BG
C
τ .

A correspondente aplicação harmónica é dada por ψ = π ◦ F1 : C→ G/K.
Seja ι : G/K → G o mergulho de Cartan. Acontece que φ toma valores em ι(G/K) e

φ = ι ◦ψ. De facto, temos que ι ◦ψ = ι ◦π ◦F1 = ι (F1 · x0) = τ (F1)F−1
1 = F−1F

−1
1 ; além disso,

pela unicidade da decomposição
Ψ = F b̃ = FF−1

1 F1b̃,

como F1F
−1
1 = e temos de ter Φ = FF−1

1 e b = F1b̃; e então ι ◦ ψ = Φ−1 = φ. Assim, Φ e F dão
origem à mesma aplicação harmónica em G.

2.4 Acções de Revestimento e Transformações de Gauge

A decomposição de ΛεG do tipo Iwasawa referida no Teorema 1.2 também nos permite definir
uma acção natural #ε de ΛεIG em ΩεEG definida do seguinte modo: dados h ∈ ΛεIG e g ∈ ΩεEG,
então h#εg = (hg)ΩεEG

.
Aplicando esta acção pontualmente, da solução estendida Φ : C → ΩG obtemos uma nova

aplicação h#εΦ : C→ ΩG definida por (h#εΦ) (z) = h#εΦ(z), para todo o z ∈ C.

Teorema 2.12. [7, 15, 22] Se Φ é uma solução estendida, então h#εΦ é uma solução estendida.

De [7] vamos recordar como estas acções variam com ε. Para 0 < ε < ε′ < 1 temos as
inclusões Λε

′

I G ⊂ ΛεIG e ΩεEG ⊂ Ωε
′

EG. Definimos o subespaço

ΩholG =
⋂

0<ε<1

ΩεEG,

e é facil ver que

ΩholG =
{
γ : C∗ → GC | γ é holomorfo , γ(λ) = γ

(
1/λ̄
)

e γ(1) = e
}
.

Assim, para 0 < ε < 1, temos ΩholG ⊂ ΩεEG e o seguinte resultado:

Teorema 2.13. [7] Para 0 < ε < ε′ < 1, dados γ ∈ Λε
′

I G ⊂ ΛεIG e g ∈ ΩεEG ⊂ Ωε
′

EG, temos
γ#ε′g = γ#εg ∈ ΩεEG.

Corolário 2.14. [7] A acção de cada Λε
′

I G preserva ΩholG e, para 0 < ε < ε′ < 1, dados
γ ∈ Λε

′

I G ⊂ ΛεIG e g ∈ ΩholG, temos γ#ε′g = γ#εg.

Assim, podemos tomar o limite com ε→ 0 e obtemos uma acção de G0, o grupo dos germes
em zero das aplicações holomorfas C → GC, em ΩholG; e vamos escrever apenas γ#g para
esta acção, à qual chamamos acção de revestimento.

Por outro lado, o grupo de gauge ε-holomorfo

Gε =
{
h = (h+, h−) : C→ ΛεIG | ∂̄h+ = 0

}
actua no espaço dos potenciais ε-holomorfos, Pε, por transformações de gauge da seguinte
forma: dado h ∈ Gε e µ ∈ Pε, então h · µ = Adh(µ) − dhh−1 ∈ Pε. Esta acção assume
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importância porque a correspondência entre os potenciais ε-holomorfos e soluções estendidas
µ→ Φµ é equivariante relativamente à acção:

Teorema 2.15. Dados h ∈ Gε e µ ∈ Pε, então Φh·µ = h(0)#Φµ.

A prova deste teorema é uma adaptação imedidata da prova do Lema 4.4 em [15].

Observação 2.16. O caso limite do teorema anterior, quando ε → 1 pode ser estabelecido da
seguinte forma:

Tal como já vimos na Observação 1.3, quando ε→ 1, temos a decomposição do tipo Iwasawa:
ΩG × Λ+G

C → ΛGC, relativamente à qual definimos a acção de revestimento de Λ+G
C em

ΩG, que também indicaremos por #; também já vimos na Observação 2.3 que o caso limite
de Pε é precisamente P (com ε → 1). Assim, dados µ ∈ P e G o grupo de gauge holomorfo
de todas as aplicações h : C → Λ+G

C tais que ∂̄h = 0 (caso limite de Gε com ε → 1), então
Φh·µ = h(0)#Φµ.

Em particular, como G ⊂ Sµ, se h ∈ G então a solução estendida referida no Corolário 2.11
é dada por Φh·µ = h(0)#Φµ.

Observação 2.17. No caso em que M é uma superfície de Riemann compacta, φ : M → G

é uma aplicação harmónica com número de unitão finito se admitir uma solução estendida
Φ : M → ΩG [35]. Neste caso, se γ é um germe em zero de uma aplicação holomorfa M →
GC, então γ#Φ é uma nova solução estendida definida em M. Logo, a aplicação harmónica
φ̃ = (γ#Φ)−1 : M → G também tem número de unitão finito.

2.5 A Soma de Unitões e as Transformações de Gauge

Outro processo para gerar novas soluções estendidas a partir de uma solução estendida foi intro-
duzido por Uhlenbeck [35], a chamada soma de unitões. Nesta secção vamos descrever como
podemos chegar a este processo através da acção de transformações de gauge nos potenciais
holomorfos.

Recordemos o seguinte resultado de Uhlenbeck:

Teorema 2.18. [35] Tomemos φ : C → U(n) uma aplicação harmónica e Φ : C → ΩU(n) uma
solução estendida associada; e escrevemos α0 = 1

2φ
−1dφ = Azdz + Az̄dz̄. Seja ˆ̀ um subfibrado

de Cn com projecção hermitiana π̂ : Cn → ˆ̀e Φ̃ : C→ ΩU(n) definida por Φ̃λ = Φλ
(
π̂ + λπ̂⊥

)
.

Φ̃ é uma solução estendida se e só se

π̂⊥Azπ̂ = 0 (2.6)

π̂⊥
(
∂̄π̂ +Az̄π̂

)
= 0. (2.7)

Às condições (2.6) e (2.7) chamamos condições de unitão. A condição (2.6) afirma que
Az : ˆ̀ → ˆ̀, enquanto que a condição (2.7) afirma que ˆ̀ é um subfibrado holomorfo de Cn

relativamente à estrutura holomorfa ∂̄α0
= ∂̄ +Az̄.

A este processo, em que obtemos aplicações harmónicas a partir de outra aplicação harmó-
nica, chamamos soma de unitão, como em [35].

Recordemos do trabalho de Uhlenbeck [35] como somar um unitão no caso particular em
que temos uma aplicação harmónica de C numa Grassmanniana:
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Seja Gk (Cn) a Grassmanniana complexa, isto é, a variedade constituída pelos subespaços
complexos de Cn com dimensão k. O grupo unitário U(n) actua transitivamente em Gk (Cn),
com estabilizador (ou subgrupo de isotropia) U(k) × U(n − k), pelo que Gk (Cn) tem uma
estrutura de espaço homogéneo

Gk (Cn) ∼=
U(n)

U(k)×U(n− k)
.

Fixemos V0 ∈ Gk (Cn), um subespaço complexo de Cn de dimensão k, com estabilizador K
e seja π0 : Cn → V0 a projecção hermitiana. Consideremos τ a involução de U(n) dada por
conjugação com Q0 = π0 − π⊥0 ; isto é τ(α) = Q0αQ

−1
0 para todo o α ∈ U(n). A componente

da identidade do conjunto fixo por τ é K, e então Gk (Cn) é um espaço simétrico (interno)
com involução τ . Para cada V ∈ Gk (Cn) tomemos α ∈ U(n) tal que α (V0) = V . O corres-
pondente mergulho de Cartan ιk : Gk (Cn) → U(n) é dado por ιk(V ) = ιk(α (V0)) = τ(α)α−1 =

Q0αQ
−1
0 α−1 = Q0

(
πV − π⊥V

)
, onde πV é a projecção hermitiana de Cn em V .

Teorema 2.19. [35] Tomemos ψ : C → Gk (Cn) uma aplicação harmónica e Φ uma solução
estendida associada a φ = ιk ◦ ψ. Seja ˆ̀ um subfibrado de Cn com projecção hermitiana
π̂ : Cn → ˆ̀ tal que [φ, π̂] = 0 e satisfazendo as condições de unitão (2.6) e (2.7). Então
Φ̃ : C → ΩU(n) definida por Φ̃λ = Φλ

(
π̂ + λπ̂⊥

)
é uma solução estendida associada a uma

aplicação harmónica com valores numa certa Grassmaniana Gk̃ (Cn): Φ̃−1 = ιk̃ ◦ ψ̃.

Agora vamos descrever como a acção de certos elementos h ∈ Sµ em µ corresponde a somar
um unitão à solução estendida Φµ.

Seja ` um subfibrado holomorfo de
(
C
n, ∂̄
)
, com projecção hermitiana π : Cn → `. Tomemos

um potencial holomorfo µ ∈ P tal que π⊥µ−1π = 0. Definimos γ` : C→ ΩG como

γ` = π⊥ + λπ. (2.8)

A aplicação γ` transforma a conexão (plana) dµ = d + µ numa conexão (plana) associada à
1-forma

γ` · µ = Adγ`(µ)− dγ` γ−1
` = γ`µγ

−1
` − dγ` γ

−1
`

=
(
π⊥ + λπ

)∑
k>−1

µkλ
k

(π⊥ + λ−1π
)

+ (1− λ) dπ
(
π⊥ + λ−1π

)
.

Na expressão acima, o coeficiente em λ−2 é nulo, uma vez que π⊥µ−1π = 0; pelo que γ` ·µ toma
valores em Λ−1,∞. Mais, como ` é um subfibrado holomorfo de

(
C
n, ∂̄
)
, temos que ∂̄ππ = 0, e

logo o coeficiente de γ` · µ em λ−1 tem a sua parte em (0, 1) nula; pelo que a parte (0, 1) de
γ` · µ toma valores em Λ+g

C. Então γ` · µ ∈ P̂ e logo γ` ∈ Sµ.

Teorema 2.20. Sejam ` um subfibrado holomorfo de
(
C
n, ∂̄
)
, com projecção hermitiana π :

C
n → ` e µ ∈ P tal que π⊥µ−1π = 0. Então, a solução estendida Φγ`·µ é obtida a partir da

solução estendida Φµ somando um unitão. Mais concretamente: consideremos a decomposição
de Iwasawa de Ψµ, Ψµ = Φµb, o subfibrado ˆ̀ = b0`, onde b0(z) = b(z)(0), e a projecção
hermitiana π̂ : Cn → ˆ̀; então ˆ̀ satisfaz as condições de unitão e

Φγ`·µ =
(
π̂0 + λ−1π̂⊥0

)
Φµ
(
π̂ + λπ̂⊥

)
,
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onde π̂0 é a projecção hermitiana na fibra de ˆ̀ em z = 0.

Demonstração: Como γ` · µ ∈ P̂, já sabemos que podemos integrar e obtemos uma única
aplicação Ψγ`·µ : C→ ΛGC tal que Ψ−1

γ`·µdΨγ`·µ = γ` ·µ e Ψγ`·µ(0) = e. Por outro lado, tomando
Ψ̃ = γˆ̀(0)Ψµγ

−1
` temos

Ψ̃−1dΨ̃ = γ`Ψ
−1
µ γˆ̀(0)−1

(
γˆ̀(0)dΨµ γ

−1
` − γˆ̀(0)Ψµγ

−1
` dγ` γ

−1
`

)
= γ`Ψ

−1
µ dΨµ γ

−1
` − dγ` γ

−1
` = γ`µγ

−1
` − dγ` γ

−1
` = γ` · µ

e Ψ̃(0) = γˆ̀(0)Ψµ(0)γ`(0)−1 =
(
π̂⊥0 + λπ̂0

) (
π⊥0 + λ−1π0

)
= b0(0) = e, pelo que

Ψγ`·µ = Ψ̃ =
(
π̂⊥0 + λπ̂0

)
Ψµ

(
π⊥ + λ−1π

)
.

Agora, factorizando Ψγ`·µ de acordo com a decomposição de Iwasawa, temos

Ψγ`·µ =
(
π̂⊥0 + λπ̂0

)
Ψµ

(
π⊥ + λ−1π

)
=
(
π̂⊥0 + λπ̂0

)
Φµb

(
π⊥ + λ−1π

)
=
(
π̂⊥0 + λπ̂0

)
Φµ
(
π̂⊥ + λ−1π̂

) (
π̂⊥ + λπ̂

)
b
(
π⊥ + λ−1π

)
. (2.9)

Tomemos b̂ =
(
π̂⊥ + λπ̂

)
b
(
π⊥ + λ−1π

)
e

Φγ`·µ =
(
π̂⊥0 + λπ̂0

)
Φµ
(
π̂⊥ + λ−1π̂

)
=
(
π̂0 + λ−1π̂⊥0

)
Φµ
(
π̂ + λπ̂⊥

)
e vamos ver que (2.9) se trata de uma decomposição do tipo Iwasawa.

Precisamos que b̂ tome valores em Λ+G
C; b̂ é holomorfo em λ = 0 se o seu coeficiente em

λ−1 for nulo, isto é, se π̂⊥b0π = 0; o que é verdade, visto que ˆ̀ = b0` e logo b0π está em ˆ̀.
Aplicando o mesmo argumento a b̂−1, concluimos o que precisávamos.

Também é necessário que Φγ`·µ tome valores em ΩG; o que acontece visto que Φγ`·µ(z)(1) =(
π̂0 + π̂⊥0

)
Φµ(z)(1)

(
π̂ + π̂⊥

)
= e. Assim, Φγ`·µ é uma solução estendida. Em particular ˆ̀satisfaz

as condições de unitão.

�

Reciprocamente, qualquer unitão pode ser somado através da acção de um γ`, da forma
(2.8), num potencial holomorfo µ:

Teorema 2.21. Sejam µ ∈ P e Φµ a respectiva solução estendida. Suponhamos que ˆ̀ é um
subfibrado de Cn com projecção hermitiana π̂ : Cn → ˆ̀ e que satisfaz as condições de unitão
relativamente a Φµ. Seja ` = b−1

0
ˆ̀, então

1. ` é holomorfo relativamente à estrutura holomorfa trivial ∂̄;

2. π⊥µ−1π = 0;

3. Φγ`·µ =
(
π̂0 + λ−1π̂⊥0

)
Φµ
(
π̂ + λπ̂⊥

)
.

Demonstração: 1. Já vimos na Observação 2.8 que b :
(
C
n, ∂̄
)
→
(
C
n, ∂̄αλ

)
é um isomorfismo

holomorfo. Além disso, como ˆ̀ satisfaz a condição de unitão (2.7), logo é um subfibrado
holomorfo de

(
C
n, ∂̄α0

)
, e então ` é um subfibrado holomorfo de

(
C
n, ∂̄
)
.

2. De (2.5) sabemos que µ−1 = −b−1
0 Azb0dz, e portanto

π⊥µ−1π = −π⊥b−1
0 Azb0πdz = −π̂⊥Azπ̂dz = 0,

pela condição de unitão (2.6).
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3. Pelo Teorema 2.20.

�

2.6 Aplicações Harmónicas em Grassmannianas e Subfibrados

Na Secção 2.7 iremos aplicar as ideias introduzidas na Secção 2.5 num caso em que temos
aplicações harmónicas do tipo finito, melhorando alguns resultados de Pacheco [28]. Mas antes
vamos recordar de Burstall e Wood [9] alguns factos relevantes sobre aplicações harmónicas em
Grassmannianas.

Consideremos novamente a Grassmanniana Gk (Cn). Denotemos por u(n) a álgebra de Lie de
U(n) e fixemos V0 ∈ Gk (Cn) como ponto base. A decomposição simétrica associada u(n) = k⊕m
é dada por

kC = {ξ ∈ u(n) : τ (ξ) = ξ} = Hom (V0, V0)⊕Hom
(
V ⊥0 , V ⊥0

)
mC = {ξ ∈ u(n) : τ (ξ) = −ξ} = Hom

(
V0, V

⊥
0

)
⊕Hom

(
V ⊥0 , V0

)
. (2.10)

Seja T → Gk (Cn) o subfibrado tautológico de Gk (Cn)×Cn cuja fibra no ponto V ∈ Gk (Cn) é o
próprio subespaço V ⊆ Cn. Existe um isomorfismo natural β(1,0) : T (1,0)Gk (Cn)→ Hom

(
T, T⊥

)
dado por β(1,0)(X)σ = πT⊥(X · σ), onde X ∈ T (1,0)Gk (Cn), σ é uma secção de T e πT⊥ : Cn →
T⊥ é a projecção ortogonal.

Inspirados por [9], identificamos a aplicação suave ψ : C → Gk (Cn) com o subfibrado
complexo suave ψ, do fibrado trivial Cn = C×Cn, de rank k cuja fibra no ponto z é ψ(z) para
todo o z ∈ C.

Denotando por πψ a projecção hermitiana no fibrado vectorial ψ, definimos os morfismos
entre fibrados vectoriais A′ψ, A

′′
ψ : ψ → ψ⊥ por

A′ψ(v) = πψ⊥

(
∂v

∂z

)
e A′′ψ(v) = πψ⊥

(
∂v

∂z̄

)
,

onde v é uma secção suave do fibrado ψ. A A′ψ (respectivamente A′′ψ) chamamos ∂- (respectiva-
mente ∂̄-)segunda forma fundamental de ψ em C

n. Observemos que A′ψ é menos a adjunta de
A′′ψ⊥, isto é 〈A′ψ(v), w〉 = −〈v,A′′ψ⊥(w)〉 para todas as secções suaves v, w do fibrado ψ.

As ∂- e ∂̄- segundas formas fundamentais de ψ em C
n, A′ψ e A′′ψ, representam, através de

β(1,0), as componentes (1, 0) das derivadas parciais ∂ψ e ∂̄ψ ([9]):

ψ∗β

(
∂

∂z

)
= ψ∗β(1,0)

(
∂

∂z

)
+ ψ∗β(0,1)

(
∂

∂z

)
= A′ψ +A′ψ⊥ . (2.11)

Tendo em conta o Lema 1.10 e a igualdade acima (2.11), obtemos a seguinte expressão em
que está envolvida a derivada de φ = ι ◦ ψ em termos das segundas formas fundamentais de ψ
em C

n:

φ−1∂φ = φ∗θ

(
∂

∂z

)
= −2ψ∗β

(
∂

∂z

)
= −2

(
A′ψ +A′ψ⊥

)
. (2.12)

Neste espírito, recordando o conhecido resultado de Koszul-Malgrange:

Teorema 2.22. [26] Seja E um fibrado vectorial complexo com conexão∇ sobre uma superfície
de Riemann M. Então, existe uma única estrutura complexa em E para a qual E é um fibrado
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vectorial holomorfo, e uma secção local suave σ é holomorfa se e só se ∇Zσ = 0 para todo o
Z ∈ T (0,1)M.

E seguindo [9] vamos reformular as condições de harmonicidade. Equipamos cada subfibrado
de Cn com a conexão induzida pela conexão trivial de Cn e com a correspondente estrutura
holomorfa de Koszul-Malgrange. Uma aplicação suave ψ : C → Gk (Cn) é harmónica se e só
se A′ψ é holomorfa; o que é equivalente a dizer que A′′ψ é anti-holomorfa. Temos o seguinte
resultado:

Proposição 2.23. [9] Dados dois fibrados holomorfos E e F sobre uma superfície de Riemann
e um morfismo holomorfo entre fibrados A : E → F , existem dois únicos subfibrados holomor-
fos que vamos indicar por KerA e ImA, subfibrados de E e de F respectivamente, tais que
coincidem com KerA e com ImA em quase todo o lado.

Assim, podemos definir o fibrado ∂-Gauss de uma dada aplicação harmónica ψ : C→ Gk (Cn)

por G′(ψ) = ImA′ψ. A correspondente aplicação suave associada é uma aplicação harmónica
numa Grassmanniana [9]. De forma análoga, definimos o fibrado ∂̄-Gauss por G′′(ψ) = ImA′′ψ,
que também dá origem a uma nova aplicação harmónica.

Por forma a iterar este processo, denotamos G(0)(ψ) = ψ e tomamos G(i)(ψ) = G′(G(i−1)(ψ))

e G(−i)(ψ) = G′′(G(−i+1)(ψ)), para todo o i ∈ N; ou seja, G(1)(ψ) = G′(ψ) e G(−1)(ψ) = G′′(ψ).
Ao fibrado G(i)(ψ) chamamos iésimo fibrado de Gauss de ψ.

Observação 2.24. Seja ψ o fibrado associado à aplicação harmónica ψ : C → Gk(Cn), com
ι ◦ ψ = Q0(π − π⊥) e ` o fibrado dado por ` = kerA′ψ⊥, que verifica as condições de unitão.
Observemos que Cn = ψ ⊕ ψ⊥ = ψ ⊕ ImA′′ψ ⊕ kerA′ψ⊥ = ψ ⊕ G(−1)(ψ) ⊕ `. Assim, somando o
unitão `, obtemos

Q0

(
π − π⊥

) (
π` − π⊥`

)
= Q0(πG(−1)(ψ) − π⊥G(−1)(ψ)),

ou seja, a aplicação harmónica associada ao fibrado ∂̄-Gauss, G(−1)(ψ).

2.7 Unitões que preservam Aplicações Harmónicas do Tipo Fi-

nito

Para além das aplicações harmónicas com número de unitão finito, existem as aplicações har-
mónicas do tipo finito; as quais não serão objecto principal do nosso trabalho, mas para as
quais vamos apresentar alguns resultados neste final de capítulo. Comecemos por definir as
aplicações harmónicas do tipo finito.

Dada uma aplicação harmónica φ : C → G, dizemos que φ é aplicação harmónica do tipo
finito, tal como em [6], se pode ser obtida através de uma solução estendida Φµ : C → ΩG

cujo potencial holomorfo associado µ = ξdz é constante da forma ξ = λd−1η, para algum ímpar
d ∈ N, com

η ∈ Ωdg =

η ∈ Ωg| η =
∑
|k|6d

ηkλ
k

 .

Ou seja, µ pode ser escrito na forma

µ = µ−1λ
−1 + µ0 + . . .+ µ2d−1λ

2d−1 =
(
η−dλ

−1 + η−d+1 + . . .+ ηdλ
2d−1

)
dz.
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Teorema 2.25. Seja φµ : C → G uma aplicação harmónica do tipo finito, com µ = λd−1ηdz e
η ∈ Ωdg. Fixemos um subfibrado constante de Cn, `0, e seja π0 : Cn → `0 a correspondente
projecção hermitiana. Se γ`0 = π⊥0 + λπ0 ∈ Sµ, então a aplicação harmónica φγ`0 ·µ também é
do tipo finito.

Demonstração: Do Teorema 2.20 já sabemos que φγ`0 ·µ é uma aplicação harmónica. Mais,
como µ é um potencial holomorfo constante e γ`0 é constante, também γ`0 · µ é um potencial
holomorfo constante.

�

Consideremos o subespaço vectorial `0 = ker η−d ⊆ Cn, e indiquemos por π0 a habitual
projecção hermitiana em `0; neste caso, temos γ`0 · µ =

(
π⊥0 + λπ0

)
µ
(
π⊥0 + λ−1π0

)
cujo termo

em λ−2 é dado por π⊥0 µ−1π0 = π⊥0 η−dπ0dz que é nulo, logo γ`0 · µ ∈ Λ−1,∞. Assim, γ`0 ∈ Sµ.
Ou seja, temos um unitão γ`0 que, pelo Teorema 2.25, preserva o tipo finito nas aplicações
harmónicas.

Temos ainda um exemplo de unitões que preservam o tipo finito das aplicações harmónicas
na Grassmanniana:

Teorema 2.26. Se ψ : C→ Gk (Cn) é uma aplicação harmónica do tipo finito, então a aplicação
harmónica correspondente ao fibrado de Gauss G(r)(ψ) é do tipo finito, para todo o r ∈ Z.

Demonstração: Fixemos ψ(0) como ponto base de Gk (Cn). Sejam K o subgrupo de isotropia de
U(n) em ψ(0) e τ o automorfismo correspondente. Seja µ = ξdz ∈ Pτ um potencial holomorfo
τ -torcido constante associado a ψ, em que ξ = λd−1η para algum d ∈ N ímpar, com η =∑
|k|6d

ηkλ
k ∈ Ωdg. Uma vez que d é ímpar e µ é τ -torcido, temos que η−d ∈ mC.

Usando a decomposição de mC em (2.10), podemos decompor mC nas suas partes (1, 0) e
(0, 1), com mC = m+ ⊕ m− em que m+ = Hom

(
ψ(0), ψ(0)⊥

)
e m− = Hom

(
ψ(0)⊥, ψ(0)

)
; e

escrevemos η−d = η+
−d + η−−d de acordo com essa decomposição.

Fixemos o subespaço vectorial `0 = ker η−−d e tal como antes, temos γ`0 ∈ Sµ. Assim, pelo
Teorema 2.25, a solução estendida Φγ`0 ·µ dá origem a uma aplicação harmónica do tipo finito.
Vamos ver que esta aplicação harmónica é precisamente a mesma a que o fibrado de Gauss
G(−1)(ψ) dá origem:

Seja Ψµ a solução estendida complexa associada a µ. Factorizemos Ψµ de acordo com a
Observação 1.3, Ψµ = Φb, com Φ : C → ΩG e b : C → Λ+G

C. Por outro lado, fixemos
uma decomposição de Iwasawa KC = KB e factorizemos Ψµ de acordo com o Teorema 1.1,
Ψµ = F b̃, com F : C→ ΛGτ e b̃ : C→ Λ+

BG
C
τ .

Como i) b̃0 toma valores em B ⊂ KC; ii) ψ = π ◦F1 (ver Teorema 1.12), isto é, ψ = F1 ·ψ(0);
e iii) b0 = F1b̃0 (ver Secção 2.3), concluimos que para b0 : C → Gl(n,C) também temos
ψ = b0 · ψ(0) e ψ⊥ = b0 · ψ(0)⊥. Em particular, ψ∗

[
mC
]
ψ(z)

= ψ∗
[
mC
]
b0(z)·ψ(0)

= Adb0(z)

(
mC
)

e

Hom
(
ψ∗T, ψ∗T⊥

)
z

= Adb0(z)

(
m+
)

, Hom
(
ψ∗T⊥, ψ∗T

)
z

= Adb0(z)

(
m−
)

(2.13)

para todo o z ∈ C. Por outro lado, de (2.5) e de (2.12) concluimos que

Adb0 (η−d) = A′ψ +A′ψ⊥ . (2.14)

Assim, de (2.13) e (2.14) concluimos que Adb0
(
η−−d

)
= A′ψ⊥, e logo

kerA′ψ⊥ = kerAdb0
(
η−−d

)
= b0`0.
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Pelo Teorema 2.20 e usando a Observação 2.24 obtemos o que queríamos.
Iterando este processo podemos provar para todo o G(r)(ψ) com r < 0.
Por outro lado, invertendo a orientação, isto é, trocando z com z̄, os fibrados de ∂-Gauss

coincidem com os anteriores fibrados ∂̄-Gauss e obtemos o pretendido para todo o r > 0.

�

Contudo, a soma de unitões nem sempre preserva as aplicações harmónicas do tipo finito,
de facto: dadas φ : C → Gk (Cn) uma aplicação harmónica do tipo finito (não-constante) e
δ : C → Gs (Cm) uma aplicação holomorfa (não-constante). Podemos tomar ψ = φ ⊕ δ : C →
Gk+s (Cn ⊕Cm) que é uma aplicação harmónica que pode ser obtida através de φ somando
o unitão δ. Sempre que A′δ tenha pontos singulares, o mesmo acontece com A′ψ = A′φ ⊕ A′δ;
e nesse caso ψ não pode ser uma aplicação harmónica do tipo finito, uma vez que a equação
(2.14) garante que as segundas formas fundamentais A′ψ e A′′ψ (pois esta é precisamente menos
a adjunta de A′ψ⊥) associadas à aplicação harmónica ψ : C → Gk (Cn) do tipo finito não tem
pontos singulares (isto é, pontos onde o rank de ImA′ψ cai).
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Capítulo 3

Acções de Revestimento Singular em Aplicações
Harmónicas

No final do capítulo anterior apresentámos alguns resultados para aplicações harmónicas do tipo
finito, mas neste capítulo (e também no seguinte) iremos considerar aplicações harmónicas com
número de unitão finito.

Uhlenbeck [35] provou que os seus factores simples, γa(λ) = π⊥ + ζa(λ)π, com

ζa(λ) =
λ− a
aλ− 1

a− 1

1− a
, (3.1)

geram o grupo dos lacetes racionais em Gl(n,C) satisfazendo a condição de realidade relati-
vamente a U(n). Em [14], Donaldson, Fox e Goertsches introduziram uma definição de factor
simples, consistente com a de Uhlenbeck, para um grupo de Lie complexo redutivo e provaram
que nos casos SO(n)C e GC2 , relativamente às suas representações fundamentais, esses factores
simples geram o grupo dos lacetes racionais que satisfazem a condição de realidade.

Inspirados por [14], começamos por determinar geradores dos grupos de lacetes racionais,
relativamente às representações fundamentais, de Sp(n)C e SU(n)C; em ambos os casos, a
classe dos geradores é ligeiramente maior do que os factores simples anteriormente definidos.

Através dessa classe de factores simples provamos que qualquer aplicação harmónica φ de
S2 para um grupo de Lie compacto semi-simples matricial (logo φ tem número de unitão finito)
pode ser reduzida a uma constante aplicando um número finito de acções de revestimento sin-
gular, as quais são produzidas a partir de curvas de factores simples em GC. Essa redução induz
uma factorização de φ. No final, apresentamos uma versão deste resultado para aplicações
harmónicas num espaço G-simétrico interno.

As duas secções iniciais deste capítulo introduzem alguns conceitos e resultados que nos
permitem definir as acções de revestimento singular. Os resultados fundamentais apresentados
neste capítulo podem ser encontrados no trabalho em conjunto com Pacheco [13].

3.1 Sistema de Raízes e Subálgebras Parabólicas

Primeiro vamos recordar algumas definições e resultados em álgebras de Lie, que nos permitem
relacionar os sistemas de raízes com as subálgebras parabólicas, mais pormenores podem ser
encontrados no trabalho de Burstall e Rawnsley [8]. Esses resultados serão usados na secção
seguinte.

Seja gC uma álgebra de Lie complexa semi-simples. Tomemos a uma subálgebra de Cartan
de gC, isto é, um conjunto maximal abeliano de elementos semi-simples. Dada α no espaço
dual a∗, definimos

gα =
{
X ∈ gC : [H,X] = α(H)X, para todo o H ∈ a

}
, (3.2)
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então g0 = a e para os outros α com gα 6= 0 dizemos que α são raízes e gα são espaços raízes;
vamos ainda indicar o conjunto das raízes por ∆.

Teorema 3.1. [23] Com as notações anteriores, temos as seguintes propriedades:

1. gC = a⊕
∑
α∈∆

gα;

2. gα tem dimensão 1;

3. se α ∈ ∆ então −α ∈ ∆;

4. dadas α, β ∈ ∆, se α+ β ∈ ∆ então
[
gα, gβ

]
= gα+β.

Dado um subconjunto ∆+ de ∆, dizemos que ∆+ é um sistema de raízes positivas se para
quaisquer α, β ∈ ∆+ tais que α+ β é uma ráiz, então α+ β ∈ ∆+; e se o complementar de ∆+

em ∆ for −∆+. Aos elementos de ∆+ chamamos raízes positivas. Dada α ∈ ∆+, dizemos que
α é uma raíz positiva simples se não pode ser escrita como a soma de outras duas raízes em
∆+.

Teorema 3.2. [23] Com as notações anteriores, sejam α1, . . . , αl as raízes positivas simples
relativamente a ∆+. Temos as seguintes propriedades:

1. {α1, . . . , αl} são linearmente independentes;

2. se α ∈ ∆+, então α =
l∑
i=1

niαi, onde ni são inteiros não-negativos;

3. dimC a = l.

Seja g uma álgebra de Lie compacta, se t ⊂ g é um torus maximal, então tC é uma subálgebra
de Cartan de gC. Mais, para cada raíz α ∈ ∆ temos que α ∈

√
−1t∗ e gα = g−α, em que temos

a conjugação em gC relativamente a g.

Dada uma subálgebra q de gC, dizemos que q é uma subálgebra parabólica de gC se q⊥ é
uma subálgebra nilpotente de gC, onde q⊥ denota o polar de q relativamente à forma de Killing
em gC, que sabemos não ser degenerada. A relação entre subálgebras parabólicas e sistema de
raízes vem dada pelo seguinte resultado:

Teorema 3.3. [24] Seja a uma subálgebra de Cartan de gC e ∆+ um sistema de raízes positivas
com raízes simples α1, . . . , αl. Para cada subconjunto I de {1, . . . , l} definimos a função peso nI

em ∆ da seguinte forma: nI(α) =
∑
i∈I
ni, onde α =

l∑
i=1

niαi. Então

pI = a⊕
∑

nI(α)>0

gα

é uma subálgebra parabólica.

Tomemos
gj =

∑
nI(α)=j

gα,

temos que [gi, gj ] ⊆ gi+j e

gC =

k∑
j=−k

gj .
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De [8], em concreto do seu Teorema 4.4 (e respectiva prova), concluímos que existe um ele-
mento único ξI ∈ gC tal que adξI = j

√
−1 em gj para todo o j ∈ {−k, . . . , k}; e que ξI pertence

ao centro de h = pI ∩ pI ∩ g em g, isto é, Cg(h) = {X ∈ g : [X,Y ] = 0 para todo o Y ∈ h}.
Dizemos que ξI é o elemento canónico de pI.

Observemos que adξI tem valores em g, quando restringido a g. Por outro lado, como g é
álgebra de Lie compacta e semi-simples, tem centro trivial

Z(g) = {X ∈ g : [X,Y ] = 0 para todo o Y ∈ g} = {0}.

Assim ξI ∈ g.
Consideremos os elementos ξ1, . . . , ξl ∈ t como sendo os duais de α1, . . . , αl, no sentido que

αi(ξj) = δij
√
−1. Então ξI =

∑
i∈I
ξi (ver [8]).

3.2 Potenciais Meromorfos e Aplicações Harmónicas com Núme-

ro de Unitão Finito

Nesta secção vamos recordar quais os potenciais meromorfos que geram aplicações harmónicas
com número de unitão finito, mais detalhes podem ver vistos em [5, 21].

No seguimento da secção anterior, definimos

p
(i)
I =

⊕
j>i

gj =
⊕

nI(α)>i

gα,

temos que pI = p
(0)
I é uma subálgebra parabólica e p

(i+1)
I ⊂ p

(i)
I para todo o i.

Teorema 3.4. [5, 21] Seja Ψ uma solução estendida complexa associada à aplicação harmónica
com número de unitão finito φ : C → G. Então, existe uma subálgebra parabólica pI e
uma transformação de gauge (no sentido de Υ da Proposição 2.4) que transforma Ψ na forma
canónica Ψ(z)(λ) = expB(z, λ), onde

B(z, λ) = λ−1B1(z) + λ−2B2(z) + . . .+ λ−kBk(z) (3.3)

para alguns B1, . . . , Bk, com Bi uma função meromorfa com valores em p
(i)
I .

Inversamente, seja B1 : C → p
(1)
I uma função meromorfa. Sejam B2, . . . , Bk, com Bi

uma função meromorfa com valores em p
(i)
I , obtidas resolvendo recursivamente o sistema de

equações diferenciais meromorfas

(expB)
−1

(expB)
′

= λ−1B′1,

com B dada por (3.3). Então Ψ = expB é uma solução estendida complexa associada a uma
aplicação harmónica com número de unitão finito φ : C→ G.

Assim, é fácil concluir que o potencial meromorfo µ = λ−1B′1dz em C dá origem a uma
aplicação harmónica com número de unitão finito com solução estendida complexa associada
Ψµ = expB.

Observação 3.5. Seja φ : C → G uma aplicação harmónica com número de unitão finito; a
série de Fourier de uma solução estendida complexa associada Ψ : C→ ΛGC ⊂ ΛGl(n,C) tem
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um número finito de termos:

Ψλ =

k∑
i=−k

Aiλ
i.

Neste caso, de [20, 32] sabemos que Ψ corresponde, através do modelo Grassmanniano para
grupos de lacetes (recordar a Secção 1.6), a um subfibrado vectorial holomorfo W = Ψ · H(n)

+

do fibrado trivial de dimensão finita sobre C dado por

E =

k⊕
i=−k

λiCn.

Se Ψ é meromorfa em C (as matrizes Ai têm entradas meromorfas), W admite um campo de
referenciais formado por secções meromorfas s1, . . . , sr de E sobre C. Assim, s1 ∧ . . . ∧ sr é
uma secção meromorfa de

∧r
E. Se s1 ∧ . . . ∧ sr tiver um pólo de ordem k0 em z0, então

s1∧ . . .∧sr = (z − z0)
−k0 S, onde S é uma secção local holomorfa de

∧r
E tal que S(z0) 6= 0 e S

é decomponível para todo o z numa vizinhança de z0. Então S define um subfibrado holomorfo
local com rank r que coincide com W excepto em z0. Pelo que W pode ser holomorficamente
estendido a todo o C, isto é, as singularidades de φ são removíveis. Observemos que, se Ψ é
da forma canónica, Ψ = expB, então a série de Fourier de Ψ tem um número finito de termos
e Ψ é meromorfa, uma vez que B é nilpotente e meromorfa. Ou seja, a aplicação harmónica
associada à solução estendida complexa Ψ = expB admite uma extensão a todo o C.

3.3 Geradores de Grupos de Lacetes Racionais Clássicos

Dado um subespaço V ⊂ Cn e a respectiva projecção hermitiana πV , consideramos as curvas
{γa} de lacetes racionais da forma

γa(λ) = π⊥V + ζa(λ)πV , (3.4)

onde ζa(λ) é dado por (3.1); estes lacetes são os factores simples, referidos em [35], para a
acção do grupo dos germes em zero das aplicações holomorfas de C em Gl(n,C) em ΩholU(n).
A sua acção de revestimento pode ser calculada explicitamente e geram o grupo dos lacetes
racionais em Gl(n,C) que satisfazem a condição de realidade γ(λ) = γ

(
1/λ̄
)
.

Sejam G um grupo de Lie de matrizes e ΩratG o grupo de lacetes racionais em GC que satis-
fazem a condição de realidade e que γ(1) = e. Este grupo actua por uma acção de revestimento
no espaço das aplicações harmónicas em G; e por isso, é importante conhecer os geradores de
ΩratG e saber como calcular a sua acção de revestimento no espaço das aplicações harmónicas.

Inspirados por [3, 14] vamos redefinir os nossos factores simples.

Definição 3.6. Seja G um grupo de Lie de matrizes compacto semi-simples. Para todo o a ∈
C \

{
S1
}

e ξ na rede inteira J = (2π)−1 exp−1(e) ∩ g, dizemos que o lacete

pa,ξ(λ) = exp
(
− ln (ζa(λ))

√
−1ξ

)
(3.5)

é um factor simples, onde ζa(λ) é dado por (3.1).

O facto de ξ ∈ J garante que pa,ξ está bem definido. Recordando que Ā = A∗−1 em G

e que Ā = −A∗ em g, por cálculo directo podemos observar que ζa
(
1/λ̄
)−1

= ζa(λ) de onde
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concluímos que

pa,ξ
(
1/λ̄
)

= exp

(
− ln

(
ζa

(
1

λ̄

))√
−1ξ

)
= exp

(
ln

(
ζa

(
1

λ̄

))√
−1ξ

)

= exp

(
ln

(
ζa

(
1

λ̄

))√
−1ξ

)
= exp

(
ln
(
ζa (λ)

−1
)√
−1ξ

)
= exp

(
− ln (ζa(λ))

√
−1ξ

)
= pa,ξ(λ),

ou seja, pa,ξ(λ) satisfaz a condição de realidade, isto é, pa,ξ(λ) = pa,ξ
(
1/λ
)
. Mais, pa,ξ é um

lacete racional.

Em [14] os autores mostraram que para o caso G = SO(n) o grupo ΩratG é gerado pelos
factores simples da forma (3.5). No entanto, como iremos ver, no caso G = SU(n) e no caso
G = Sp(n) temos de alargar a classe dos nossos geradores.

Observação 3.7. Os factores simples da Definição 3.6 são compatíveis com os factores simples
de Uhlenbeck, uma vez que dado HV o elemento de g tal que

HV =

{ √
−1 em V

0 em V ⊥
,

temos pa,HV (λ) = exp
(
− ln (ζa(λ))

√
−1HV

)
= π⊥V + ζa(λ)πV = γa(λ).

Observação 3.8. Consideremos as raízes positivas simples αi ∈ ∆+, com i ∈ {1, . . . , l}, e ξi os
seus duais no sentido que já conhecemos: αi (ξj) = δij

√
−1. Dado X ∈ gαj , temos que

Adexp(2πξi)X = exp (ad2πξi(X)) =
∑
n=0

(2πadξi)
n

(X)

n!
=
∑
n=0

(2παj (ξi))
n

(X)

n!

=
∑
n=0

(
2πδji

√
−1
)n
X

n!
= e2πδji

√
−1X = X

e logo Adexp(2πξi) = Id, o que equivale a dizer que exp (2πξi) ∈ Z(G), o centro de G. Como
G é semi-simples, Z(G) é discreto; como G é compacto Z(G) é finito. Além disso, Z(G) é
naturalmente abeliano, assim Z(G) é cíclico. Então, existe mi ∈ N tal que exp (2πmiξi) = e.
Concluímos então o seguinte: apesar de ξi não estar necessariamente em J, temos miξi ∈ J

para algum mi ∈ N.

3.3.1 Os casos SO(n) e Sp(n)

Seja V um espaço vectorial complexo de dimensão n com um produto interno hermitiano 〈·, ·〉.
Suponhamos que V possui uma j-estrutura, isto é, uma aplicação j : V → V linear em R tal
que: j2 = ±1; j(zu) = z̄j(u) para todo o z ∈ C e u ∈ V ; e 〈ju, jv〉 = 〈u, v〉 para todo o
u, v ∈ V . Consideremos a aplicação bilinear ω : V 2 → C definida por ω(u, v) = 〈u, jv〉 para todo
o u, v ∈ V ; chamada algumas vezes de 2-forma fundamental. Seja G ⊂ U(n) o grupo de Lie
compacto semi-simples que preserva ω, isto é, ω(gu, gv) = ω(u, v) para todo o u, v ∈ V e g ∈ G;
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então, temos que

ω(u, gv) = ω
(
g−1u, v

)
⇔ 〈u, jgv〉 = 〈g−1u, jv〉 ⇔ 〈u, jgv〉 = 〈u, gjv〉,

e logo jg = gj. Assim, G = {g ∈ U(n) : jg = gj}.
Observemos que

ω(v, u) = 〈v, ju〉 = ±〈j2v, ju〉 = ±〈jv, u〉 = ±〈u, jv〉 = ±ω(u, v),

ou seja, ω é simétrica se j2 = 1 e ω é anti-simétrica se j2 = −1. Assim, quando j2 = 1 temos
G = SO(n), enquanto que quando j2 = −1 temos G = Sp(n).

Recordemos que dado L um subespaço de V , dizemos que L é j-isotrópico se jL é ortogonal
a L, ou seja, jL ⊆ L⊥.

Lema 3.9. Consideremos um lacete γ ∈ ΛU(n) da forma

γ(λ) =
(
π⊥L + λ−1πL

) (
π⊥W + λπW

)
,

onde dimL = dimW = 1. Então, γ é um lacete em ΛG com G = SO(n) ou G = Sp(n) se e só se
L e W são j-isotrópicos e W ⊂ L⊕ jL (ou equivalentemente, L ⊂W ⊕ jW ). Se j2 = 1 (o caso
SO(n)), então ou W = L ou W = jL.

Demonstração: Se γ ∈ ΛG, então jγ(λ) = γ(λ)j, ou seja γ(λ) = ±jγ(λ)j para todo o λ ∈ C∗,
isto é,

(
π⊥L + λ−1πL

) (
π⊥W + λπW

)
= ±j

(
π⊥L + λ−1πL

) (
π⊥W + λπW

)
j

= j
(
π⊥L + λ−1πL

)
jj
(
π⊥W + λπW

)
j

=
(
π⊥jL + λπjL

) (
π⊥jW + λ−1πjW

)
,

em que na última igualdade usámos o facto de j(zu) = z̄ju para todo o z ∈ C e u ∈ V .
Comparando os coeficientes em λ−1 e os independentes de λ, obtemos

πLπ
⊥
W = π⊥jLπjW e πLπW + π⊥Lπ

⊥
W = πjLπjW + π⊥jLπ

⊥
jW .

No caso não trivial L 6= W , logo πLπ
⊥
W 6= 0, e então π⊥jLπjW 6= 0. Da primeira igualdade

acima, e como dimL = 1, logo L ⊆ jL⊥, o que equivale a jL ⊆ L⊥, ou seja, L é j-isotrópico.
Como γ−1 ∈ ΛG, usando o mesmo argumento, provamos que W é j-isotrópico.

Por outro lado, tendo em conta a decomposição Cn = jL⊕(jL)⊥, escrevemos w = w1 +w2 ∈
W . Da segunda equação concluímos que πL(w) = π⊥jL(w), e logo L 3 πL(w) = w2. Assim,
W ⊂ L⊕ jL.

Vamos agora supor que j2 = 1. Como W ⊂ L ⊕ jL, qualquer elemento w ∈ W pode ser
tomado como w = v1 + jv2, com v1, v2 ∈ L. Como L e W são j-isotrópicos, temos que

0 = 〈w, jw〉 = 〈v1 + jv2, jv1 + v2〉 = 〈v1, v2〉+ 〈jv2, jv1〉

= 〈v1, v2〉+ 〈v2, v1〉 = 2〈v1, v2〉.

Assim, ou v1 = 0 o que significa que W = jL, ou v2 = 0 o que significa que W = L.

�
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Em [14], os autores provaram que o grupo ΩratSO(n) é gerado pelos factores simples. Mas
no caso de G = Sp(n) a classe de geradores é ligeiramente maior.

Teorema 3.10. O grupo dos lacetes racionais ΩratG, com G = Sp(n) ou G = SO(n), é gerado
pelos lacetes da forma

qa,L,W (λ) =
(
π⊥L + ζa(λ)−1πL

) (
π⊥W + ζa(λ)πW

)
, (3.6)

onde L e W são dois espaços j-isotrópicos de dimensão 1 tais que L ⊂W ⊕ jW , e a ∈ C\
{

S1
}
.

Demonstração: A prova que apresentamos é inspirada no trabalho de [14]. Tomemos um lacete
Φ ∈ ΩratG. Usando a fracção linear ζa : P1 → P1 definida em (3.1) podemos mover as singula-
ridades de Φ em a e em 1/ā para 0 e para ∞, com a ∈ C \

{
S1
}
. Consideremos que a série de

Laurent de Φ ◦ ζ−1
a em potências de λ tem a forma

Φ ◦ ζ−1
a (λ) = λ−kΦ−k + λ−k+1Φ−k+1 + λ−k+2Φ−k+2 + . . . ,

com Φ−k 6= 0. Como Φ toma valores em GC, preserva a forma bilinear ω, e logo

ω
(
Φ ◦ ζ−1

a (λ)u,Φ ◦ ζ−1
a (λ)v

)
= ω(u, v)

para todo o u, v ∈ V e para todo o λ 6= 0,∞. Comparando os coeficientes em λ temos que

ω (Φ−ku,Φ−kv) = 0 (3.7)

ω (Φ−k+1u,Φ−kv) + ω (Φ−ku,Φ−k+1v) = 0. (3.8)

Da equação (3.7) concluímos que ImΦ−k é j-isotrópico. Então, podemos escrever

V = ImΦ−k ⊕ (ImΦ−k ⊕ jImΦ−k)
⊥ ⊕ jImΦ−k.

Para quaisquer espaços L e W de dimensão 1, temos

∞∑
i=−k−1

λiΨi := (qa,L,WΦ) ◦ ζ−1
a (λ)

= λ−k−1πLπ
⊥
WΦ−k + λ−k

(
π⊥Lπ

⊥
WΦ−k + πLπWΦ−k + πLπ

⊥
WΦ−k+1

)
+ . . . .

Assim, tomemos W ⊂ ImΦ−k (logo j-isotrópico) e L também j-isotrópico. Pelo Lema 3.9, o
lacete racional qa,L,W (λ) é um lacete em ΛG se e só se L ⊂W ⊕ jW ; recordemos ainda que no
caso de j2 = 1 (o caso G = SO(n)) temos apenas duas possibilidades: ou L = W ou L = jW .
Então

∞∑
i=−k−1

λiΨi = λ−k−1πLπjWΦ−k + λ−k
(
π⊥Lπ

⊥
WΦ−k + πLπWΦ−k + πLπjWΦ−k+1

)
+ . . . .

Como ImΦ−k é j-isotrópico temos

ImΦ−k ⊂ jImΦ⊥−k ⊂ jW⊥ = kerπjW ,

e logo πjWΦ−k = 0 o que implica que Ψ−k−1 é nulo; assim, a multiplicação à esquerda por
qa,L,W não aumenta a ordem do pólo de Φ em a.
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Para uma escolha conveniente de L o rank de Ψ−k é menor do que o rank de Φ−k. De facto,
tomando u ∈ ker Φ−k temos Ψ−ku = πLπjWΦ−k+1u. Além disso, pela equação (3.8), temos que
ω (Φ−k+1u,Φ−kv) = 0 para todo o v ∈ V ; ou seja, 〈Φ−k+1u, jΦ−kv〉 = 0 para todo o v ∈ V .
Assim

Φ−k+1(ker Φ−k) ⊥ jImΦ−k ⊃ jW,

o que em particular significa que Ψ−ku = 0 e logo ker Φ−k ⊆ ker Ψ−k. Seja v0 ∈ V tal que
Φ−kv0 ∈W \ {0} e escolhemos L o espaço de dimensão 1 gerado por

j (Φ−kv0 + πjWΦ−k+1v0) .

No caso j2 = 1, se na equação (3.8) tomarmos u, v = v0 e usando a simetria de ω temos
Φ−k+1v0 ∈ jW⊥ e logo L = jW , por isso, L é j-isotrópico; quando j2 = −1, temos 〈u, ju〉 =

ω(u, u) = 0, como L é um subespaço de dimensão 1, logo é j-isotrópico. Com esta escolha, a
inclusão ker Φ−k ⊂ ker Ψ−k é própria, ou seja, rankΨ−k < rankΦ−k.

Podemos continuar este processo até removermos a singularidade de Φ em a; é claro que, ao
fazermos isso, ao mesmo tempo também removemos a singularidade em 1/ā, devido à condição
de realidade. Assim, como Φ tem um número finito de singularidades, depois de multiplicarmos
à esquerda por um número finito de lacetes da forma (3.6), obtemos uma aplicação holomorfa
P1 → GC. Como as únicas aplicações holomorfas em compactos são as aplicações constantes,
concluímos que os lacetes da forma (3.6) geram o grupo ΩratG.

�

Observação 3.11. O lacete racional qa,L,W é um factor simples não trivial, como na Definição
3.6, se e só se W = jL. Assim, como no Teorema 5.1 em [14], concluímos que o grupo dos
lacetes racionais em SO(n) é gerado pelos factores simples qa,L,jL; neste caso, vamos denotar
qa,L,jL apenas por qa,L.

De forma a calcular a acção de revestimento destes geradores, vamos usar a fórmula de
Uhlenbeck [35] para acções de revestimento dos factores simples, definidos em (3.4), em
ΩholU(n); a qual temos de adaptar uma vez que os seus factores simples e os nossos são li-
geiramente diferentes. Recordemos então que dado pa,HV como na Observação 3.7, e Φ uma
solução estendida, então

pa,HV #Φ = pa,HV Φp−1
a,HV̂

,

onde V̂ = Φ(a)−1V ; da mesma forma, como ζa(λ)−1 = ζ1/ā(λ), temos que

p−1
a,HV

#Φ = p1/ā,HV #Φ = p1/ā,HV Φp−1
1/ā,HV̂

= p−1
a,HV

Φpa,HV̂ ,

onde V̂ = Φ (1/ā)
−1
V . Mais concretamente, aplicamos duas vezes esta fórmula:

Denotemos por HL o elemento de u(n) dado por
√
−1 em L e por 0 em L⊥; e de forma

análoga, denotemos HW ∈ u(n). Como vimos na Observação 3.7, os lacetes pa,HL e pa,HW são
da forma (3.4); e como qa,L,W = p−1

a,HL
pa,HW , temos

qa,L,W#Φ = p−1
a,HL

# (pa,HW #Φ) = p−1
a,HL

#
(
pa,HW Φp−1

a,HŴ

)
= p−1

a,HL
pa,HW Φp−1

a,HŴ
pa,HL̂ = qa,L,WΦqa,Ŵ ,L̂

= qa,L,WΦq−1

a,L̂,Ŵ
∈ ΩholG ⊂ ΩholU(n),

onde Ŵ = Φ(a)−1W e L̂ = (pa,HW #Φ) (1/ā)
−1
L. Então, o Lema 3.9 garante que os espaços de
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dimensão 1, L̂ e Ŵ , são j-isotrópicos e que L̂ ⊂ Ŵ ⊕ jŴ . Quando G = SO(n) (ou seja, j2 = 1)
temos de ter, no caso não trivial, W = jL e Ŵ = jL̂ e, assim, recuperamos a fórmula indicada
em [3, 14] para as acções de revestimento de qa,L em Φ, dada por

qa,L#Φ = qa,LΦq−1

a,L̂
,

onde L̂ = Φ(a)−1L.

3.3.2 O caso SU(n)

Observemos que um lacete γ ∈ ΛU(n) da forma

γ(λ) =
(
π⊥L + λ−1πL

) (
π⊥W + λπW

)
está em ΛSU(n) se e só se dimL = dimW . Temos o seguinte teorema.

Teorema 3.12. O grupo dos lacetes racionais ΩratSU(n) é gerado pelos lacetes da forma

qa,L,W (λ) =
(
π⊥L + ζa(λ)−1πL

) (
π⊥W + ζa(λ)πW

)
onde L e W são subespaços tais que dimL = dimW , e a ∈ C \

{
S1
}
.

Demonstração: Seja Φ : P1 → Sl(n,C) um lacete racional satisfazendo a condição de reali-
dade. Fixemos um pólo a ∈ C \

{
S1
}
. Novamente, podemos usar a fracção linear ζa para mover

as singularidades em a e 1/ā para 0 e ∞. Indicamos a série de Laurent de Φ ◦ ζ−1
a em λ da

seguinte forma

Φ ◦ ζ−1
a (λ) = λ−kΦ−k + λ−k+1Φ−k+1 + λ−k+2Φ−k+2 + . . .

em que Φ−k 6= 0.

Como det
(
λkΦ ◦ ζ−1

a (λ)
)

= λkn, tomando λ = 0 temos que det Φ−k = 0. Consideremos
W = ImΦ−k e pa,HW ◦ ζ−1

a (λ) = γa,W ◦ ζ−1
a (λ) = π⊥W + λπW , e então

Ψ ◦ ζ−1
a (λ) =

∞∑
i=−k+1

λiΨi := (γa,WΦ) ◦ ζ−1
a (λ)

= λ−k+1
(
πWΦ−k + π⊥WΦ−k+1

)
+ λ−k+2

(
πWΦ−k+1 + π⊥WΦ−k+2

)
+ . . . .

Observemos que
det
(
λk−1Ψ ◦ ζ−1

a (λ)
)

= λ(k−1)n+m,

onde dimW = m. Tomando λ = 0 obtemos det
(
πWΦ−k + π⊥WΦ−k+1

)
= 0; em particular

R := Im⊥
(
πWΦ−k + π⊥WΦ−k+1

)
6= {0}.

Tomemos L um subespaço de dimensão m contendo pelo menos uma linha de R, e então
temos que

rankπL
(
πWΦ−k + π⊥WΦ−k+1

)
< rankΦ−k.
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Como p−1
a,HL

◦ ζ−1
a (λ) = π⊥L + λ−1πL temos

(qa,L,WΦ) ◦ ζ−1
a (λ) =

(
p−1
a,HL

Ψ
)
◦ ζ−1

a (λ) = λ−kπL
(
πWΦ−k + π⊥WΦ−k+1

)
+ λ−k+1

[
π⊥L
(
πWΦ−k + π⊥WΦ−k+1

)
+ πL

(
πWΦ−k+1 + π⊥WΦ−k+2

)]
+ . . . ,

e podemos continuar com este processo, analogamente ao que foi feito na demonstração do
Teorema 3.10, até remover todas as singularidades em a e logo em 1/ā.

�

Novamente, tal como no caso anterior, a acção de revestimento dos geradores dos lacetes
racionais em SU(n), qa,L,W , pode ser calculada aplicando duas vezes a fórmula da acção de
revestimento dos factores simples (3.4).

3.4 Acções de Revestimento em Aplicações Harmónicas com Nú-

mero de Unitão Finito

Suponhamos que φ : C→ G é uma aplicação harmónica com número de unitão finito e energia
finita, isto é,

∫
C
|dφ|2 < ∞. Neste caso, de [31] sabemos que φ se estende a uma aplicação

suave harmónica definida em S2. Por outro lado, em [2] os autores provaram que as acções de
revestimento preservam a energia. Assim, qualquer nova aplicação harmónica φ̃ obtida a partir
de φ por meio de uma acção de revestimento também tem energia finita e logo admite uma
extensão a S2.

3.4.1 Acções de Revestimento Singular ou Processo de Completação Modificada

Consideremos uma curva {γa} em G0 e Φ : C → ΩG uma solução estendida. Consideremos o
limite Φ̃ = lim

a→0
(γa#Φ). Suponhamos que Φ̃ tem um número finito de singularidades removíveis;

removendo essas singularidades obtemos uma nova solução estendida que também indicamos
por Φ̃. Este processo de obter Φ̃ a partir de Φ é chamado de processo de completação modifi-
cada em [2] ou acção de revestimento singular em [25].

Em [2], Bergvelt e Guest provaram que qualquer aplicação harmónica S2 → CPn pode ser
reduzida a uma constante aplicando duas vezes o processo de completação modificada. Jiao
[25] generalizou este resultado e provou que qualquer aplicação harmónica S2 → U(n) pode ser
reduzida a uma constante aplicando n acções de revestimento singular. Mais, para uma escolha
conveniente de subespaços complexos V de Cn na expressão (3.4), a acção de revestimento
singular Φ̃ = lim

a→0
(γa#Φ) equivale a somar um unitão a Φ [2, 35]. No entanto, nem todos os

unitões podem ser somados através de acções de revestimento singular, como foi observado em
[2].

Quando pa,ξ é um factor simples, como definido em (3.5), dizemos que a acção de revesti-
mento singular Φ̃ = lim

a→0
(pa,ξ#Φ) é uma acção de revestimento singular simples.

Em seguida, provamos que qualquer aplicação harmónica φ de S2 num grupo de Lie de
matrizes compacto semi-simples G pode ser reduzida a uma constante aplicando um número
finito de acções de revestimento singular, mais concretamente acções de revestimento singular
simples; esta redução induz uma factorização de φ em factores bandeira S2 → G.
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3.5 Factorizações de Aplicações Harmónicas por Acções de Re-

vestimento Singular Simples

Seja G um grupo de Lie de matrizes compacto semi-simples e tomemos T um torus maximal
de G; denotemos por t e g as álgebras de Lie de T e de G, respectivamente. Tal como na
Secção 3.1, seja ∆ o conjunto das raízes de gC relativamente a tC; fixemos um sistema de
raízes positivas ∆+ com raízes simples α1, . . . , αl e tomemos I = {i1, . . . , ik} um subconjunto de
{1, . . . , l}.

Tendo presente as notações do Teorema 3.4, consideremos Ψ = expB : C \ D′ → ΛGC

uma solução estendida complexa, onde D′ é um subconjunto discreto, associada ao potencial
meromorfo µ = λ−1B′1dz, correspondente a uma aplicação harmónica φ : C → G com número
de unitão finito, sendo Φ : C \D′ → ΩholG a solução estendida associada. Em particular, B1 é
uma função meromorfa com valores em p

(1)
I . E nestas condições, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.13. A aplicação harmónica com número de unitão finito φ pode ser reduzida a
uma constante aplicando k acções de revestimento singular simples. Assim, qualquer aplicação
harmónica de S2 para G pode ser reduzida a uma constante aplicando um número finito de
acções de revestimento singular simples.

Demonstração: Recordemos a Secção 3.1. Sejam ξ1, . . . , ξl ∈ t os elementos duais de α1, . . . , αl,

no sentido em que αi(ξj) = δij
√
−1. Dada uma raíz α ∈ ∆, escrevemos α =

l∑
i=1

ni(α)αi; quando

α ∈ ∆+ temos que ni(α) é um inteiro não negativo. Além disso, recordemos a Observação 3.8,
miξi ∈ J para todo o i ∈ {1, . . . , l}, para algum mi ∈ N.

Consideremos o factor simples pa,mi1ξi1 , com 0 < |a| < 1 e a sua acção no potencial mero-
morfo µ = λ−1B′1dz, que indicaremos por µi1,a, e temos

µi1,a := pa,mi1ξi1 · µ = λ−1Adexp(− ln(ζa(λ))
√
−1mi1ξi1) (B′1dz)

= λ−1 exp
(
− ln (ζa(λ))

√
−1mi1adξi1

)
(B′1dz)

= λ−1
+∞∑
n=0

(
− ln (ζa(λ))

√
−1mi1

)n
n!

(
adξi1

)n
(B′1dz)

= λ−1
∑

nI(α)>1

+∞∑
n=0

(
− ln (ζa(λ))

√
−1mi1

)n
n!

(
adξi1

)n
(B′1αdz)

= λ−1
∑

nI(α)>1

+∞∑
n=0

(
− ln (ζa(λ))

√
−1mi1

)n
n!

(√
−1
)n
ni1(α)nB′1αdz

= λ−1
∑

nI(α)>1
ni1 (α)=0

B′1αdz + λ−1
∑

nI(α)>1
ni1 (α)>0

+∞∑
n=0

(ln (ζa(λ))mi1)
n

n!
ni1(α)nB′1αdz

= λ−1
∑

nI(α)>1
ni1 (α)=0

B′1αdz + λ−1
∑

nI(α)>1
ni1 (α)>0

ζa(λ)mi1ni1 (α)B′1αdz,

visto que B′1 ∈ p
(1)
I ⇔ B′1 =

∑
nI(α)>1

B′1α e adξi1 (B′1α) = α (ξi1)B′1α =
√
−1ni1(α)B′1α.

Assim, apesar de pa,mi1ξi1 não pertencer a Λ+G
C, o novo potencial µi1,a estende-se mero-

morficamente em λ ao disco unitário I = {λ ∈ C : |λ| 6 1} com no máximo um pólo simples em
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0, e consideremos a solução estendida complexa dada por

Ψi1,a = Adpa,mi1 ξi1
(Ψ) : C \D′ → ΛGC,

associada a µi1,a, visto que
(
Ψi1,a

)−1
dΨi1,a = µi1,a.

Se factorizarmos Ψi1,a de acordo com a Observação 1.3, obtemos uma solução estendida

Φi1,a : C \D′ → ΩG.

Observemos que Ψi1,a pode ser vista como uma aplicação em ΛεG para todo o 0 < ε < |a|
da seguinte forma: em Cε é precisamente Ψi1,a, em C1/ε é determinada pela condição de
realidade. Do mesmo modo, µi1,a pode ser visto como um potencial ε-holomorfo para todo o
0 < ε < |a|. Assim, como Φi1,a é a solução estendida associada ao potencial µi1,a = pa,mi1ξi1 · µ,
pelo Teorema 2.15 temos Φi1,a = pa,mi1ξi1 #Φ.

Agora, vamos tomar o limite Ψi1 = lim
a→0

Ψi1,a em ΛGC e temos

Ψi1 = exp
(
− ln(λ)

√
−1mi1ξi1

)
exp(B) exp

(
ln(λ)

√
−1mi1ξi1

)
= exp

(
exp

(
− ln(λ)

√
−1mi1ξi1

)
B exp

(
ln(λ)

√
−1mi1ξi1

))
= exp

(
Adexp(− ln(λ)

√
−1mi1ξi1)B

)
,

ou seja
Ψi1 = exp

(
Bi1
)

: C \D′ → ΛGC

onde
Bi1 = Adexp(− ln(λ)

√
−1mi1ξi1)(B).

A solução estendida complexa Ψi1 integra o potencial

µi1 := lim
a→0

µi1,a = λ−1
∑

nI(α)>1
ni1 (α)=0

B′1αdz +
∑

nI(α)>1
ni1 (α)>0

λmi1ni1 (α)−1B′1αdz.

Novamemte, podemos factorizar Ψi1 usando a Observação 1.3 e obtemos uma solução estendida
Φi1 : C \ D′ → ΩG; mas pela continuidade dessa mesma factorização, temos Φi1 = lim

a→0
Φi1,a.

Por outro lado, como Bi1 é meromorfa e nilpotente, pela Observação 3.5 a correspondente
aplicação harmónica φi1 pode ser estendida a todo o C. Assim, φi1 : C → G é uma aplicação
harmónica obtida a partir de φ através de uma acção de revestimento singular simples.

Se aplicarmos a φi1 a acção de revestimento singular simples definida por pa,mi2ξi2 , iremos
obter um novo potencial meromorfo

µi1i2 = λ−1µi1i2−1 + µi1i20 + λ1µ
i1i2 + . . .

com
µi1i2−1 =

∑
nI(α)>1

ni1 (α)=ni2 (α)=0

B′1αdz.

O potencial meromorfo µi1i2 dá origem a uma solução estendida complexa Ψi1i2 bem definida
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excepto nas suas singularidades. Mais, tal como antes Ψi1i2 = exp
(
Bi1i2

)
com

Bi1i2 = Adexp(− ln(λ)
√
−1mi2ξi2)

(
Bi1
)
.

Novamente, Bi1i2 é meromorfa e nilpotente e então Ψi1i2 corresponde a uma aplicação harmó-
nica φi1i2 definida em todo C.

Se continuarmos com este processo, alcançaremos um potencial µi1i2...ik em que o coefici-
ente associado a λ−1 é nulo. Assim, a corresponde aplicação harmónica φi1i2...ik é constante.

Se partirmos de uma aplicação harmónica φ : C → G que admita uma extensão suave a S2,
então todas as aplicações φi1i2...ik também admitem uma extensão a S2. Como toda a aplicação
harmónica de S2 em G tem número de unitão finito, toda a aplicação harmónica de S2 em
G pode ser reduzida a uma constante aplicando um número finito de acções de revestimento
singular simples.

�

Quando G é um grupo de Lie semi-simples compacto clássico, esta factorização pode ser
refinada numa factorização de factores lineares. De facto, seja g ⊂ u(n) uma álgebra de Lie
semi-simples compacta clássica; e escolhemos um torus maximal t. A subálgebra t é gerada por
elementos da forma H = H+ + H−, em que: H± ∈ u(n); H+ actua diagonalmente em Cn

com valores próprios 0 e
√
−1; H− ∈ u(n) actua diagonalmente em Cn com valores próprios 0

e −
√
−1 (denote-se por V ±0 e V ±1 os espaços próprios de H± correspondentes a 0 e a ±

√
−1),

temos dimV +
1 = dimV −1 = 1 e V +

1 é ortogonal a V −1 . Em particular, H ∈ J e temos que

pa,H(λ) = exp
(
− ln (ζa(λ))

√
−1H+

)
exp

(
− ln (ζa(λ))

√
−1H−

)
=
(
π⊥
V +

1
+ ζa(λ)πV +

1

)(
π⊥
V −1

+ ζa(λ)−1πV −1

)
.

Como cada pa,mikξik é um produto de lacetes racionais pa,H, concluímos que a factoriza-
ção indicada anteriormente pode ser refinada numa factorização de factores lineares – a fac-
torização que corresponde à acção de revestimento singular dos factores lineares γa(λ) =

π⊥
V ±1

+ ζa(λ)±1πV ±1
.

3.5.1 Factorizações de Aplicações Harmónicas em Espaços Simétricos

Terminamos este capítulo com uma extensão destas técnicas ao caso de aplicações harmónicas
com número de unitão finito em espaços simétricos.

Consideremos uma aplicação harmónica ψ com número de unitão finito de C num espaço
simétrico N = G/K. Recordando a Secção 1.5, através da imersão de Cartan de G/K em G

podemos identificar ψ com uma aplicação harmónica de φ = ι ◦ ψ : C → G. Seja Φ : C → ΩG

uma solução estendida associada a φ. Pelo Teorema 3.13, podemos reduzir φ a uma constante
aplicando um número finito de acções de revestimento singular simples. No entanto, em geral,
nem pa,ξ#Φ nem lim

a→0
pa,ξ#Φ correspondem a aplicações harmónicas em espaços G-simétricos.

Em seguida descrevemos como reduzir φ a uma constante aplicando um número finito de
acções de revestimento singular, mas ao mesmo tempo preservando a simetria do espaço. Fare-
mos isso no caso de espaços G-simétricos internos, que devido ao seguinte resultado de Burstall
e Guest tem uma formulação mais simples.

Proposição 3.14. [5] Seja G um grupo de Lie compacto (conexo). Então cada componente
conexa de

√
e =

{
g ∈ G : g2 = e

}
é um espaço simétrico compacto interno.
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Inversamente, qualquer espaço simétrico compacto interno (conexo) pode ser imerso num
grupo de Lie G como componente conexa de

√
e.

A imersão referida na proposição anterior é totalmente geodésica; assim, as aplicações
harmónicas em espaços simétricos internos podem ser vistas como aplicações harmónicas espe-
ciais em grupos de Lie G. Como em [5, 32, 35], vamos caracterizar a correspondente solução
estendida especial:

Consideremos a involução I : ΩG→ ΩG tal que

I(γ)(λ) = γ(−λ)γ(−1)−1,

e denotamos o conjunto fixado por I por

ΩGI = {γ ∈ ΩG : I(γ) = γ} .

Se Φ : C → ΩG for uma solução estendida, é fácil verificar que I(Φ) também é uma solução
estendida; isto é que I(Φ)−1dI(Φ) = αλ, para algum αλ da forma (1.8). Se Φ : C→ ΩGI, logo
Φ−1 = Φ1Φ−1

−1 ⇒ Φ−1
2 = Φ1 = e, ou seja, Φ−1 ∈

√
e. Temos o seguinte Teorema.

Teorema 3.15. [5, 32, 35] Seja Φ : C → ΩGI uma solução estendida. Então φ = Φ−1 define
uma aplicação harmónica de C numa componente conexa de

√
e.

Inversamente, seja φ : C →
√
e uma aplicação harmónica. Então, existe uma solução

estendida Φ : C→ ΩGI tal que Φ−1 = φ.

Observemos que φ toma valores em
√
e se e só se φ = πV − π⊥V , para algum subespaço

V ⊆ Cn. De facto, se φ = Φ−1 = πV − π⊥V temos φ2 = Id e, portanto, φ toma valores em
√
e. Por outro lado, se φ toma valores em

√
e, ou seja, φ2 = Id, φ é diagonizável com valores

próprios 1 e −1, assim φ = πV − π⊥V para algum V ⊆ Cn.

O próximo lema apresenta os elementos de G0, o grupo dos germes em zero das aplicações
holomorfas de C em GC, que preservam ΩGI segundo uma acção de revestimento.

Lema 3.16. Seja Φ ∈ ΩGI e γ ∈ G0 tal que γ(λ) = γ(−λ). Então γ#Φ ∈ ΩGI.

Demonstração: Comecemos por observar que (γΦ)(−λ) = γ(−λ)Φ(−λ) = γ(λ)Φ(λ)Φ(−1) =

(γΦ)(λ)Φ(−1), e então temos

I (γ#Φ) (λ) = I ((γΦ)E) (λ)︸ ︷︷ ︸
∈ΩεEG

= (γΦ)E(−λ)(γΦ)E(−1)−1

= (γΦ)(−λ)(γΦ)I(−λ)−1(γΦ)E(−1)−1

= (γΦ)(λ)Φ(−1)(γΦ)I(−λ)−1(γΦ)E(−1)−1

= (γΦ)E(λ) (γΦ)I(λ)Φ(−1)(γΦ)I(−λ)−1(γΦ)E(−1)−1︸ ︷︷ ︸
∈ΛεIG

.

Assim, pela unicidade da decomposição I ((γΦ)E) = (I ((γΦ)E))E (I ((γΦ)E))I referida no Teo-
rema 1.2, temos (γΦ)I(λ)Φ(−1)(γΦ)I(−λ)−1(γΦ)E(−1)−1 = e e I ((γΦ)E) = (γΦ)E.

�

Agora consideremos os germes referidos no lema anterior, isto é,

GI0 = {γ ∈ G0 : γ(λ) = γ(−λ)} .
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Seja γ ∈ GI0 um lacete racional satisfazendo a condição de realidade γ(λ) = γ
(
1/λ
)
. Se γ tiver

uma singularidade em a ∈ C∗, então, além de ter uma singularidade em λ = 1/a, também
λ = −a será um ponto singular de γ. Assim, não existe nenhum factor simples não trivial em
GI0 .

Definição 3.17. Dado um factor simples pa,ξ, definimos p̂a,ξ(λ) = pa,ξ
(
λ2
)
. É imediato que

p̂a,ξ é um lacete racional satisfazendo a condição de realidade e que p̂a,ξ ∈ GI0 . À acção de
revestimento singular Φ̃ = lim

a→0
(p̂a,ξ#Φ) chamamos acção de revestimento singular I-simples.

Seja φ : C → N ↪→ G uma aplicação harmónica com número de unitão finito com Φ :

C → ΩGI solução estendida e Ψµ solução estendida complexa associadas. Usando as mesmas
notações que na demonstração do Teorema 3.13, a acção de revestimento singular I-simples
de p̂a,mi1ξi1 , para algum mi1 ∈ N, origina uma nova aplicação harmónica φ̂i1, com solução
estendida complexa Ψ̂i1 e potencial µ̂i1 dado por

µ̂i1 = λ−1
∑

nI(α)>1
ni1 (α)=0

B′1αdz +
∑

nI(α)>1
ni1 (α)>0

λ2mi1ni1 (α)−1B′1αdz.

Tal como anteriormente, se continuarmos com este processo, iremos obter um potencial
µ̂i1i2...ik em que o seu coeficiente em λ−1 é zero. Ou seja, provámos o seguinte Teorema:

Teorema 3.18. Qualquer aplicação harmónica ψ : C → N com número de unitão finito pode
ser reduzida a uma constante aplicando k vezes uma acção de revestimento singular I-simples.
Em particular, qualquer aplicação harmónica de S2 em N pode ser reduzida a uma constante
aplicando um número finito de vezes uma acção de revestimento singular I-simples.
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Capítulo 4

Aplicações Harmónicas com Número de Unitão
Finito em G2

Neste Capítulo, usando o modelo Grassmanniano para o grupo de lactes de base em G2, vamos
obter fórmulas explícitas para as factorizações canónicas de soluções estendidas que corres-
pondem a aplicações harmónicas com número de unitão finito no grupo de Lie excepcional G2,
assim como para aplicações harmónicas com número de unitão finito em espaços simétricos
internos de G2. Os resultados obtidos neste capítulo coincidem com os do trabalho realizado
em conjunto com Pacheco [11], onde a definição de uma relação de ordem parcial em I desem-
penha um papel fundamental nas provas dos mesmos. No entanto, na presente tese utilizamos
exclusivamente o modelo Grassmanniano.

4.1 Decomposição de Bruhat de Gralg(G)

Recordemos as notações da Secção 3.1, a rede inteira I = (2π)−1 exp−1(e) ∩ t pode ser iden-
tificada com o grupo dos homomorfismos S1 → T associando a cada ξ ∈ I o homomorfismo γξ

definido por γξ(λ) = exp
(
− ln(λ)

√
−1ξ

)
; que coincide precisamente com pa,ξ(λ) definido em

(3.5) quando a→ 0.

Denotemos por gξi o espaço próprio de adξ associado ao valor próprio
√
−1i, para todo o

i ∈ Z, ou seja,
gξi =

{
X ∈ gC : adξX =

√
−1iX

}
;

e temos em gC uma estrutura de álgebra de Lie graduada

gC =
⊕

i∈{−r(ξ),...,r(ξ)}

gξi ,
[
gξi , g

ξ
j

]
⊆ gξi+j ,

onde r(ξ) = max
{
i : gξi 6= 0

}
. É fácil verificar que

gξi =
⊕

α(ξ)=
√
−1i

gα,

com gα definido por (3.2).

Para cada ξ ∈ I, podemos tomar a classe de conjugação dos homomorfismos S1 → T que
contém γξ, e escrevemos

Ωξ =
{
gγξg

−1 : g ∈ G
}
.

Dado γ ∈ Ωξ, dizemos que γ é um lacete S1-invariante. De acordo com [2], trata-se de um
espaço homogéneo complexo, pois

Ωξ ∼= GC/
(
γξΛ

+GCγ−1
ξ

)
.

Tomemos uma câmara de Weyl fundamental W em t e seja I′ = I ∩W. Então:

45



Aplicações Harmónicas

Teorema 4.1. [30] Temos a decomposição de Bruhat Gralg(G) =
⋃
ξ∈I′

Λ+
algG

CγξH(n)
+ .

Agora, definimos Uξ ⊂ ΩalgG tal que UξH(n)
+ = Λ+

algG
CγξH(n)

+ ; este também é um espaço
homogéneo complexo, visto que

Uξ ∼= Λ+
algG

C/
(

Λ+
algG

C ∩ γξΛ+GCγ−1
ξ

)
.

Mais, Uξ tem uma estrutura de fibrado vectorial holomorfo sobre Ωξ e usando as identificações
com os respectivos espaços homogéneos complexos, temos a projecção do fibrado uξ : Uξ → Ωξ

dada por [γ]→ [γ(0)] (os detalhes podem ser encontrados em [5]). Como referido na Introdução,
esta decomposição de Bruhat admite uma interpretação alternativa em termos da teoria de
Morse-Bott.

Tomemos γ ∈ Uξ ⊂ ΩalgG e seja W = γ · H(n)
+ ∈ Gralg(G), logo λrH(n)

+ ⊆ W ⊆ λ−sH(n)
+ ; por

definição de Uξ podemos tomar Ψ ∈ Λ+
algG

C tal que W = Ψγξ · H(n)
+ . Escrevemos

γξ · H(n)
+ = λ−sAξ

−s + . . .+ λr−1Aξ
r−1 + λrH(n)

+

onde os subespaços Aξ
i definem uma bandeira

{0} = Aξ
−s−1 ( Aξ

−s ⊆ . . . ⊆ Aξ
r−1 ( Aξ

r = Cn.

Relativamente ao modelo Grassmanianno, a aplicação uξ : Uξ → Ωξ definida anteriormente fica

uξ(W ) = uξ

(
Ψγξ · H(n)

+

)
= λ−sA−s + . . .+ λr−1Ar−1 + λrH(n)

+ ,

com
Ai = Ψ(0)Aξ

i = pi

(
W ∩ λiH(n)

+

)
, (4.1)

onde pi : H(n) → Cn é a projecção definida por pi
(∑

ajλ
j
)

= ai. A filtração de W por
W ∩ λiH(n)

+

λrH(n)
+ = W ∩ λrH(n)

+ ⊆ · · · ⊆W ∩ λiH(n)
+ ⊆ · · · ⊆W ∩ λ−sH(n)

+ = W

induz a decomposição
W 	 λW = A−s ⊕ · · · ⊕ Ar, (4.2)

onde
Ai ∼=

(
W ∩ λiH(n)

+

)
/
((
λW ∩ λiH(n)

+

)
+
(
W ∩ λi+1H(n)

+

))
∼= Ai/Ai−1. (4.3)

Observação 4.2. Da relação (4.3), concluímos que

W ∩ λiH(n)
+ =

(
λW ∩ λiH(n)

+

)
+
(
W ∩ λi+1H(n)

+

)
,

sempre que Ai e Ai−1 têm a mesma dimensão, ou seja, sempre que Ai é trivial.

4.2 O Grupo G2

Vamos recordar a construção de G2. Observemos que os quaterniões, H, têm base 1, i, j, k sobre
R. O produto em H é totalmente descrito pelas propriedades:
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1. 1 é a identidade

2. i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

Consideremos a álgebra dos octoniões, O, a qual tem dimensão real 8, sendo a álgebra de
divisão normada de maior dimensão. Seja 1, e1, e2, . . . , e7 uma base de O sobre R. O produto
em O pode ser visto de modo a que os quádruplos (1, e1, e2, e4), (1, e2, e3, e5), (1, e3, e4, e6),
(1, e1, e2, e4), (1, e4, e5, e7), (1, e5, e6, e1), (1, e6, e7, e2) e (1, e7, e1, e3) sejam cópias de H. Assim,
é possível construir a Tabela 4.1 da multiplicação em O.

Tabela 4.1: Multiplicação Octoniónica

× e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 −1 e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3

e2 −e4 −1 e5 e1 −e3 e7 −e6

e3 −e7 −e5 −1 e6 e2 −e4 e1

e4 e2 −e1 −e6 −1 e7 e3 −e5

e5 −e6 e3 −e2 −e7 −1 e1 e4

e6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −1 e2

e7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −1

Esta não é uma tabela de fácil memorização, no entanto, tendo presente as seguintes pro-
priedades:

1. e2
i = −1

2. eiej = −ejei para todo o i 6= j

3. eiej = ek ⇒ ei+1ej+1 = ek+1 mod 7

4. eiej = ek ⇒ e2ie2j = e2k mod 7,

e um produto do tipo e1e2 = e4 podemos recuperar essa tabela. Mais detalhes sobre octoniões
podem ser vistos no trabalho de Baez [1].

Podemos dotar O com um produto interno natural, em que dados x, y ∈ O temos

〈x, y〉R = Re(xȳ) =
1

2
(xȳ + yx̄) ,

onde x̄ é o conjugado octoniónico de x.

O grupo dos automorfismos de O, Aut(O), é o grupo de Lie excepcional compacto simples
G2. Como a métrica está definida através da multiplicação, temos G2 ⊂ SO(O).

Dado ξ ∈ G2, como ξ(a) = ξ(a · 1) = aξ(1) = a para todo o a ∈ R, todo o elemento de G2

fixa o subespaço R · 1 ⊂ O e assim preserva o subespaço dos octoniões ortogonais à identidade,
isto é, o subespaço dos octoniões imaginários puros, Im(O), o qual tem dimensão 7. Então,
se identificarmos Im(O) com R7, temos a representação fundamental G2 ⊂ SO(7), a qual é a
mais pequena representação de G2 não trivial.

Seja OC = O ⊗C, então GC2 ⊂ SO(7,C). Dados x, y ∈ C7 ' Im(O) ⊗C temos um produto
em C7 definido por x · y = Im(xy).

Para algumas das afirmações que se seguem não iremos apresentar as respectivas provas, no
entanto, as mesmas e outras observações pertinentes podem ser encontradas no livro de Fulton
e Harris [19].
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Fixemos T um torus maximal de G2, o qual tem dimensão 2 (ver Teorema 3.2). O que induz
uma decomposição ortogonal de C7 em subespaços próprios de dimensão complexa 1:

C
7 =

3⊕
i=−3

Li,

onde L−i representa o espaço Li. Em particular, para i 6= 0, os subespaços Li são isotrópicos,
isto é Li ⊥ Li, o que é equivalente a ter Li ⊆ L⊥i . O diagrama de pesos correspondente é dado
pela Figura 4.1.

Figura 4.1: Diagrama de Pesos em G2

Seja ωi o peso do subespaço Li. Então, se ωi + ωj for um peso, Li · Lj é o correspondente
espaço peso; se ωi + ωj não for um peso, Li · Lj é zero. Assim, do diagrama peso da Figura 4.1
obtemos a Tabela 4.2 de Multiplicação em C7.

Tabela 4.2: Multiplicação em C
7

· L0 L1 L2 L3 L1 L2 L3

L0 0 L1 L2 L3 L1 L2 L3

L1 L1 0 0 L2 L0 L3 0
L2 L2 0 0 0 L3 L0 L1

L3 L3 L2 0 0 0 L1 L0

L1 L1 L0 L3 0 0 0 L2

L2 L2 L3 L0 L1 0 0 0

L3 L3 0 L1 L0 L2 0 0

Dado um subespaço isotrópico D ⊂ C7, chamamos estabilizador de D ao espaço

D0 =
{
x ∈ C7 : x · D ⊆ D

}
e aniquilador de D ao espaço

Da =
{
x ∈ C7 : x · D = 0

}
.

É fácil observar, pela tabela de multiplicação octoniónica, que Li · Li = {0} para todo o i, e
logo Li ⊂ Lai . Além disso, como o grupo G2 actua transitivamente nos subespaços orientados
de dimensão 2 de R7 ([14]), e logo nos subespaços isotrópicos de dimensão 1 de C7, concluímos
que para qualquer subespaço isotrópico D de dimensão 1 temos D ⊂ Da.

Temos ainda os seguintes lemas:
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Lema 4.3. Seja D ⊂ C7 um subespaço isotrópico de dimensão 1. Então dimCDa = 3 e Da ⊂
Da⊥ = D0, pelo que Da também é um subespaço isotrópico e dimCD0 = 4.

Demonstração: Usando o mesmo argumento que acima, podemos tomar, por exemplo, para
modelo de D o espaço L1.

Através da Tabela 4.2 concluímos que Da = L1 ⊕ L2 ⊕ L3, que tem dimensão complexa 3, e
Da ⊂ Da⊥.

Também através dessa tabela, temos que D0 = L0 ⊕ L1 ⊕ L2 ⊕ L3 = Da⊥, o qual tem
dimensão complexa 4.

�

Dado um plano isotrópico D ⊂ C7, dizemos que D é um plano complexo co-associativo se
D · D = {0}.

Dado C um plano complexo co-associativo, logo isotrópico, temos uma decomposição orto-
gonal

C
7 = C ⊕ A⊕ C,

onde A =
(
C ⊕ C

)⊥
, que designamos por espaço complexo associativo, tem dimensão complexa

3.

Lema 4.4. Seja D ⊂ C7 um plano complexo co-associativo. Então Da = D.

Demonstração: Como G2 actua transitivamente nos planos complexos co-associativos ([14]),
usamos a Tabela 4.2 para escolher um qualquer plano complexo co-associativo, por exemplo
D = L1 ⊕ L2.

Da Tabela 4.2 concluímos que Da = L1 ⊕ L2, como pretendíamos.

�

Lema 4.5. Seja D ⊂ C7 um subespaço isotrópico tal que D · D = {0}. Então dimCD < 3.

Demonstração: Usando o mesmo argumento que nos lemas anteriores, sai directamente da
tabela de multiplicação.

�

4.2.1 O Modelo Grassmanniano para ΩG2

Recordemos o modelo Grassmanniano introduzido na Secção 1.6; para o caso G = G2 (como
G2 ⊂ SO(7)) temos n = 7. Por isso, para simplificar a notação, não faremos referência a n

escrevendo apenas H e H+.

O modelo Grassmanniano para o grupo de lacetes ΩG2 é dado pela seguinte proposição:

Proposição 4.6. Dado um subespaço W ∈ Gr(SO(7)), W corresponde a um lacete γ ∈ ΩG2 se
e só se W pertence a

Gr(G2) = {W ∈ Gr(SO(7)) : W su ·W su ⊆W su} ,

onde W su é o subespaço das funções suaves em W , o qual é denso.
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Demonstração: A prova do Teorema 8.6.2 de [30] pode ser adaptada ao nosso caso. Seja γ ∈
ΩG2 eW = γ·H+ o correspondente subespaço deGr(SO(7)), entãoW satisfazW su·W su ⊆W su

uma vez que G2 actua em C7 por automorfismos.
Inversamente, suponha-se que W ∈ Gr(SO(7)) é tal que W su · W su ⊆ W su. Como W ∈

Gr(SO(7)) temos λW ⊆ W e W
⊥

= λW ; e logo W 	 λW = W ∩W . Como as imagens das
projecções (λW )⊥ → H+ e W → H⊥+ são funções suaves e uma função f em W 	 λW tem
projecções suaves f1 e f2 em H+ e H⊥+ respectivamente, logo f = f1 + f2 é suave. Como
dimW 	 λW = 7, então W ∩ W é uma subálgebra de H de dimensão 7 relativamente ao
produto induzido pelo produto octoniónico em R7. Assim, para cada λ ∈ S1, a aplicação
evλ : W ∩W → C7 define um isomorfismo tal que evλ(α · β) = evλ(α) · evλ(β) = α(λ) · β(λ).
Tomemos γ definido por γ(λ) = evλ◦ev−1

1 . Além disso, evλ comuta com a conjugação complexa e
evλ é um isomorfismo para todo o λ ∈ S1, então γ é um lacete em ΩG2. Assim, pela Observação
1.14 temos que W = γ · H+.

�

Como estamos interessados em aplicações harmónicas φ : S2 → G2 com número de unitão
finito, a correspondente solução estendida Φ toma valores no grupo dos lacetes algébricos
(recordemos a Proposição 1.20) e W = Φ · H+ está na Grassmanniana algébrica. Assim, a
condição do teorema anterior W su ·W su ⊆W su pode ser escrita apenas na forma W ·W ⊆W ,
uma vez que todas as funções em W são suaves.

4.3 Lacetes Algébricos em G2

Usando as notações da Secção 4.1, tomemos γ um lacete algébrico em G2 e o correspondente
subespaço W = γ · H+ ∈ Gralg(G2) = Gralg ∩ Gr(G2), a Grassmanniana algébrica em G2.
Consideremos os subespaços Ai dados por (4.1), temos o seguinte lema:

Lema 4.7. 1. Ai ⊆ Aj se i < j;

2. Ai = A
⊥
−i−1, para todo o i > 0;

3. Ai ·Aj ⊆ Ai+j, para todo o i, j;

4. A−i−1 é isotrópico, para todo o i > 0.

Demonstração: Tendo em conta (4.1) podemos supor que γ é S1-invariante. Então

W = γ · H(n)
+ = λ−sA−s + . . .+ λr−1Ar−1 + λrH+.

As três primeiras condições seguem directamente de λW ⊆ W , λW = W
⊥

e W ·W ⊆ W , de
facto:

1. Seja j − i > 0, dado ai ∈ Ai temos que aiλi ∈ W ∩ λiH+ e logo aiλj ∈ λj−iW ∩ λjH+ ⊆
W ∩ λjH+ de onde concluímos que ai ∈ Aj.

2. Como λW = W
⊥

temos

λ−s+1A−s + . . .+ λrAr−1 + λr+1H+ =
(
λsA−s + . . .+ λ−r+1Ar−1 + λ−rH+

)⊥
= λsA

⊥
−s + . . .+ λ−r+1A

⊥
r−1 + λ−r+1H+

e logo Ai = A
⊥
−i−1.
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3. Como W ·W ⊆W temos

λ−2sA−s ·A−s + . . .+ λi+j (. . .+ Ai ·Aj + . . .) + . . .+ λ2rH+

⊆ λ−sA−s + . . .+ λr−1Ar−1 + λrH+

e logo Ai ·Aj ⊆ Ai+j.

Finalmente, das duas primeiras condições concluímos que A−i−1 ⊆ Ai = A
⊥
−i−1, ou seja, A−i−1

é isotrópico.

�

Lema 4.8. Seja W ∈ Gralg(G2) tal que λkH+ ⊆ W ⊆ λ−kH+. Para algum inteiro l, com
0 6 l 6 k

2 , temos:

1. dim A−j−1 = 3 e dim A−k+j = 1, sempre que 0 6 j 6 l − 1;

2. dim A−j−1 = 2, sempre que l 6 j 6 k − l − 1.

Neste caso, dizemos que W e o correspondente lacete γ, W = γ · H+, são do tipo (k, l).

Demonstração: Pela condição 1. do Lema anterior temos

{0} ( A−k ⊆ A−k+1 ⊆ . . . ⊆ A−1 ⊆ A0 ⊆ A1 ⊆ . . . ⊆ Ak−1 ( Ak = C7.

E das condições 2. e 4. do mesmo, A−j−1 é isotrópico e Aj = A
⊥
−j−1 para todo o j > 0, então

temos de ter dim A−j−1 6 3 e dim Aj > 4.

Por outro lado, para 0 6 j < k
2 , a condição 3. do Lema 4.7 implica que A−k+j · A−k+j ⊆

A−2k+2j ⊆ A−k−1 = {0}. Assim, pelo Lema 4.5, dim A−k+j < 3. Então, para algum 0 6 l 6 k
2 ,

temos dim A−k+j = 1 quando 0 6 j 6 l − 1 e dim A−k+j = 2 quando l 6 j < k
2 . O que prova

parte da primeira afirmação do Lema.

Consideremos 0 < l < k
2 e vamos provar a afirmação 2. Observemos que

A−k+l ·A−l−1 ⊆ A−k−1 = {0} .

Assim, A−l−1 está contido no aniquilador de A−k+l, Aa
−k+l. Como A−k+l · A−k+l = {0} e

dim A−k+l = 2, pelo Lema 4.4, temos que Aa
−k+l = A−k+l. Então, como A−k+l ⊆ A−l−1,

concluímos que A−l−1 = A−k+l, ou seja

dim A−k+l = dim A−k+l+1 = . . . = dim A−l−1 = 2.

Para provar a outra parte da primeira afirmação do lema, observemos que

dim A−k = dim A−k+1 = . . . = dim A−k+l−1 = 1

e A−k · Al−1 ⊆ A−k+l−1 = A−k. Então Al−1 está contido no estabilizador de A−k, A0
−k, o qual

tem dimensão 4, pelo Lema 4.3. Por outro lado, já vimos que dim Aj > 4, para j > 0. Assim,
dim Al−1 = 4 e, consequentemente dim Aj = 4 para todo o 0 6 j 6 l − 1. Como Aj = A

⊥
−j−1,

concluímos que dim A−j−1 = 3 para todo o 0 6 j 6 l − 1, isto é

dim A−l = dim A−l+1 = . . . = dimA−1 = 3.

51



Aplicações Harmónicas

Quando l = 0, a primeira afirmação do lema é vazia (logo verdadeira) e a segunda prova-se
como acima, sendo que dim A−j = 2 para todo o 1 6 j 6 k.

Quando l = k
2 , a segunda afirmação do lema é vazia (logo verdadeira) e a outra parte da

primeira afirmação prova-se como acima, sendo que dim A−j−1 = 3 e dim A−k+j = 1 para todo
o 0 6 j 6 k

2 − 1.

�

4.4 Factorizações de Lacetes Algébricos em G2

Para cada k > 0 inteiro, definimos

ΩkG2 =

{
γ ∈ ΩalgG2 : γ(λ) =

k∑
i=−k

λiξi , ξk = ξ−k 6= 0

}
.

Observemos que γ ∈ ΩkG2 se e só se o correspondente espaço Wγ = γ · H+ ∈ Gralg(G2) é tal
que Wγ ⊆ λ−kH+ e Wγ * λ−k+1H+.

Dado γ ∈ ΩkG2, chamamos factorização de γ com comprimento N do tipo (k1, k2, . . . , kN )

a uma sequência de lacetes γ1, γ2, . . . , γN−1, γN tais que γ = γ1γ2 . . . γN−1γN , onde γi ∈ ΩkiG2

para cada i = 1, . . . , N.
Seja W i = γ1 . . . γi · H+. Uma factorização como acima corresponde a uma sequência

Wγ = WN ,WN−1, . . . ,W 1,W 0 = H+,

em que λkiW i ⊆ W i−1. De facto, tomando Φi = γ1 . . . γi e Wγi = γi · H+ ⊆ λ−kiH+, onde
γi ∈ ΩkiG2; temos que W i = Φi · H+ e Φi = Φi−1γi e logo

W i = Φi−1γi · H+ = Φi−1Wγi ⊆ λ−kiΦi−1 · H+ = λ−kiW i−1.

4.4.1 O caso S1-invariante

Consideremos γ ∈ ΩkG2 um lacete S1-invariante e o correspondente subespaço W k = γ · H+.
Pelo Lema 4.8 (e sua demonstração) para algum 0 6 l 6 k

2 , podemos escrever

W k = λ−kA+ . . .+ λ−k+l−1A+ λ−k+lD + . . .+ λ−l−1D

+ λ−lAa + . . .+ λ−1Aa +Aa
⊥

+ . . .+ λl−1Aa
⊥

+ λlD
⊥

+ . . .+ λk−l−1D
⊥

+ λk−lA
⊥

+ . . .+ λk−1A
⊥

+ λkH+, (4.4)

onde A é um subespaço complexo isotrópico de dimensão 1, D é um plano complexo co-associa-
tivo, Aa é o aniquilador de A, o qual tem dimensão 3 (pelo Lema 4.3), e A ⊂ D ⊂ Aa.

Para um dado plano complexo co-associativo C, tomamos HC ∈ g2 dado por −
√
−1 em C,

√
−1 em C e 0 em

(
C ⊕ C

)⊥
e consideramos o lacete S1-invariante γHC ∈ Ω1G2, que indicamos

apenas por γC, definido por

γC(λ) = exp
(
− ln(λ)

√
−1HC

)
= λ−1πC + π⊥

(C⊕C) + λπC .

Tomemos B = A⊕ (Aa 	D), onde Aa	D é o complemento ortogonal de D em Aa; escolhendo
um modelo, por exemplo: A = L1, D = L1 ⊕ L2 e B = L1 ⊕ L3; e usando a Tabela 4.2 é fácil
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verificar que B é um plano complexo co-associativo.

Suponhamos que 0 6 l < k
2 , é fácil verificar que γ = γk−lD γlB. Mas, como γB e γD comutam,

também podemos escrever γ = γk−2l
D (γBγD)

l. A sequência de lacetes S1-invariantes

Φk = γ = γk−2l
D (γBγD)l, . . . ,Φk−i = γk−2l−i

D (γBγD)l, . . . ,

Φ2l = (γBγD)l,Φ2l−1 = γD(γBγD)l−1, . . . ,

Φ2(l−j) = (γBγD)l−j ,Φ2(l−j)−1 = γD(γBγD)l−j−1, . . . ,

Φ2 = γBγD,Φ1 = γD (4.5)

onde 0 6 i 6 k − 2l e 0 6 j 6 l − 1, dá uma factorização de γ com comprimento k do tipo
(1, 1, . . . , 1), à qual iremos chamar factorização canónica de γ.

Suponhamos agora que k é par com k = 2l. Neste caso,

W 2l = λ−2lA+ . . .+ λ−l−1A+ λ−lAa + . . .+ λ−1Aa

+Aa
⊥

+ . . .+ λl−1Aa
⊥

+ λlA
⊥

+ . . .+ λ2l−1A
⊥

+ λ2lH+. (4.6)

Escolhemos dois planos complexos co-associativos B,D ⊂ Aa tais que B ∩ D = A e B =

A ⊕ (Aa 	D). É fácil verificar que γ = (γDγB)
l. Observemos que com a escolha de outros

planos complexos co-associativos B̃, D̃ ⊂ Aa nas condições anteriores, teremos γD̃γB̃ = γDγB.
A sequência de lacetes S1-invariantes

γ = Φl, . . . ,Φl−i = (γBγD)
l−i

, . . . ,Φ1 = γBγD

onde 0 6 i 6 l − 1, dá uma factorização de γ com comprimento l do tipo (2, 2, . . . , 2), à qual
iremos chamar factorização canónica de γ.

Assim, para um lacete do tipo (k, l) com k 6= 2l temos a factorização canónica com compri-
mento k do tipo (1, 1, . . . , 1), e para um lacete do tipo (2l, l) temos a factorização canónica com
comprimento l do tipo (2, 2, . . . , 2).

4.4.2 O caso geral

Com base na Observação 4.2 vamos estabelecer o seguinte lema que iremos usar nos resultados
fundamentais.

Lema 4.9. Sejam α < β inteiros tais que dim Aα−1 < dim Aα = . . . = dim Aβ < dim Aβ+1, ou
seja, Ai é trivial para todo o α < i 6 β. Então

W ∩ λiH+ = λi−α (W ∩ λαH+) +
(
W ∩ λβ+1H+

)
,

para todo o α < i 6 β.
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Demonstração: Usando sucessivamente a Observação 4.2, temos que

W ∩ λiH+ =
(
λW ∩ λiH+

)
+
(
W ∩ λi+1H+

)
= λ

(
W ∩ λi−1H+

)
+
(
W ∩ λi+1H+

)
= λ

(
λW ∩ λi−1H+

)
+ λ

(
W ∩ λiH+

)
+
(
λW ∩ λi+1H+

)
+
(
W ∩ λi+2H+

)
= λ2

(
W ∩ λi−2H+

)
+ λ

(
W ∩ λiH+

)
+
(
W ∩ λi+2H+

)
= λ2

(
W ∩ λi−2H+

)
+ λ

(
λW ∩ λiH+

)
+ λ

(
W ∩ λi+1H+

)
+
(
W ∩ λi+2H+

)
= λ2

(
W ∩ λi−2H+

)
+ λ2

(
W ∩ λi−1H+

)
+
(
λW ∩ λi+2H+

)
+
(
W ∩ λi+2H+

)
= λ2

(
W ∩ λi−2H+

)
+
(
W ∩ λi+2H+

)
= . . .

= λi−α (W ∩ λαH+) +
(
W ∩ λβ+1H+

)
.

�

Consideremos um lacete γ ∈ ΩkG2 do tipo (k, l) tal que γ ∈ Uξ para algum ξ ∈ I′, e seja
W = γ · H+ ∈ Gralg(G2) o correspondente subespaço.

Teorema 4.10. Se 0 6 l < k
2 , a sequência de subespaços

W = W k, . . . ,W k−i, . . . ,W 2l,W 2l−1, . . . ,W 2(l−j),W 2(l−j)−1, . . . ,W 2,W 1,

onde 0 6 i 6 k − 2l e 0 6 j 6 l − 1, definida por

W k−i = λi
(
W ∩ λ−kH+

)
+
(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ−i

(
W ∩ λl+iH+

)
W 2(l−j) = λk−2l+j

(
W ∩ λ−k+jH+

)
+ λj

(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ−j

(
W ∩ λjH+

)
+ λ−k+2l−j (W ∩ λk−lH+

)
+ λ2(l−j)H+

W 2(l−j)−1 = λk−2l+j
(
W ∩ λ−k+j+1H+

)
+ λj+1

(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ−j−1

(
W ∩ λj+1H+

)
+ λ−k+2l−j (W ∩ λk−l−1H+

)
+ λ2(l−j)−1H+

dá uma factorização com comprimento k do tipo (1, 1, . . . , 1) de γ, a factorização canónica.

Demonstração: Comecemos por ver que cada um dos subespaços Wα corresponde a um lacete
algébrico de G2.

A condição λWα ⊆Wα é facilmente verificada, pois sai directamente da hipótese λW ⊆W .

É evidente que λβH+ ⊆Wα ⊆ λ−βH+ para algum β, sendo assim Wα = γα · H+ com γα um
lacete algébrico.

Escrevendo W k−i =
(
λiW ∩ λ−k+iH+

)
+
(
W ∩ λ−lH+

)
+
(
λ−iW ∩ λlH+

)
e tendo presente
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a Observação 1.16 temos que

W k−i⊥ =
(
λ−iW

⊥
+ λk−iH+

⊥) ∩ (W⊥ + λlH+
⊥) ∩ (λiW⊥ + λ−lH+

⊥)
= λ

[(
λ−iW + λk−iH+

)
∩
(
W + λlH+

)
∩
(
λiW + λ−lH+

)]
= λ

[(
λ−iW + λk−iH+

)
∩
[
λiW +

((
W + λlH+

)
∩ λ−lH+

)]]
= λ

[(
λ−iW + λk−iH+

)
∩
[
λiW +

(
W ∩ λ−lH+

)
+ λlH+

]]
= λ

[(
λ−iW + λk−iH+

)
∩
[(
λiW ∩ λ−k+iH+

)
+
(
W ∩ λ−lH+

)
+ λlH+

]]
= λ

[(
λiW ∩ λ−k+iH+

)
+
(
W ∩ λ−lH+

)
+
(
λ−iW ∩ λlH+

)
+ λk−iH+

]
= λ

[(
λiW ∩ λ−k+iH+

)
+
(
W ∩ λ−lH+

)
+
(
λ−iW ∩ λlH+

)]
= λW k−i,

onde na penúltima igualdade usámos o facto de λkH+ ⊆ W ⇒ λk−iH+ ⊆ λ−iW e λk−iH+ ⊆
λlH+ para todo o 0 6 i 6 k − 2l.

Analogamente se mostrava esta condição para os restantes Wα.

Vamos agora ver que Wα corresponde a um lacete de G2. Para isso, falta ver que Wα ·Wα ⊆
Wα. Consideremos novamente W k−i, para os restantes será de forma análoga.

Tendo em conta o Lema 4.9 temos

W k−i = λi
(
W ∩ λ−kH+

)
+
(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ−i

(
W ∩ λl+iH+

)
= λi

(
W ∩ λ−kH+

)
+
(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ−iλl+i−l

(
W ∩ λlH+

)
+ λ−i

(
W ∩ λk−lH+

)
= λi

(
W ∩ λ−kH+

)
+
(
W ∩ λ−lH+

)
+
(
W ∩ λlH+

)
+ λ−i

(
W ∩ λk−lH+

)
= λi

(
W ∩ λ−kH+

)
+
(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ−i

(
W ∩ λk−lH+

)
.

Comecemos por observar que

λi
(
W ∩ λ−kH+

)
· λi
(
W ∩ λ−kH+

)
⊆ λ2i

(
W ∩ λ−2kH+

)
= λi

(
λiW ∩ λ−2k+iH+

)
⊆ λi

(
W ∩ λ−2k+iH+

)
= λi

(
W ∩ λ−kH+

)
⊆W k−i

λi
(
W ∩ λ−kH+

)
·
(
W ∩ λ−lH+

)
⊆ λi

(
W ∩ λ−k−lH+

)
= λi

(
W ∩ λ−kH+

)
⊆W k−i

λi
(
W ∩ λ−kH+

)
· λ−i

(
W ∩ λk−lH+

)
⊆W ∩ λ−lH+ ⊆W k−i

λ−i
(
W ∩ λk−lH+

)
· λ−i

(
W ∩ λk−lH+

)
⊆ λ−2i

(
W ∩ λ2k−2lH+

)
= λ−2iW ∩ λ2k−2l−2iH+ ⊆ λ2k−2l−2iH+

= λk−i+(k−2l−i)H+ ⊆ λk−iH+ ⊆W k−i

Mas para
(
W ∩ λ−lH+

)
·
(
W ∩ λ−lH+

)
apenas podemos dizer que está em W ∩λ−2lH+. Para

obter o pretendido temos de contornar alguns aspectos técnicos.

Dado r ∈W ∩ λ−lH+ podemos escrever

r = r−lλ
−l + r−l+1λ

−l+1 + r−l+2λ
−l+2 + . . . ,
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em que r−l ∈ A−l e rm ∈ C7 ∼= A−l ⊕ A⊥−l para todo o m > −l + 1. Como dim A−l = 3, temos
que A−l ∼= L1 ⊕ L2 ⊕ L3 é um modelo, por exemplo.

Podemos assim decompor r−l e os rm, com m > −l + 1, na forma

r−l = r12
−l + r3̄

−l e rm = r>m + r⊥m,

onde r12
α ∈ A12

−l
∼= L1 ⊕ L2, r3̄

α ∈ A3̄
−l
∼= L3, r>m ∈ A−l e r⊥m ∈ A−l

⊥.

Sejam W 12
n e W 3̄

n, com −l 6 n 6 −1, os espaços gerados pelos elementos

r12
n λ

n + r>n+1λ
n+1 + r>n+2λ

n+2 + . . .+ r>−1λ
−1 + r0 + r1λ+ . . .

e
r3̄
nλ

n + r⊥n+1λ
n+1 + r⊥n+2λ

n+2 + . . .+ r⊥−1λ
−1 + r0 + r1λ+ . . . ,

respectivamente. É fácil observar que

W ∩ λ−lH+ = W 12
−l +W 3̄

−l + . . .+W 12
−1 +W 3̄

−1 + (W ∩H+) .

Mais, dado r = r12
n λ

n + r>n+1λ
n+1 + r>n+2λ

n+2 + . . . ∈W 12
n existe v ∈W ∩ λ−l−iH+ dado por

v = r12
n λ
−l−i + r>n+1λ

−l−i+1 + . . .+ r>−1λ
−l−i−n−1

+ v−l−i−nλ
−l−i−n + v−l−i−n+1λ

−l−i−n+1 + . . . ,

já que o termo de v em λ−l−i está em A−l−i ∼= L1 ⊕ L2. Logo temos r − λn+l+iv ∈W ∩H+, de
onde concluimos que

r ∈ λn+l+i
(
W ∩ λ−l−iH+

)
+ (W ∩H+) ⊆ λi

(
W ∩ λ−kH+

)
+ (W ∩H+) .

Então
W ∩ λ−lH+ ⊆W 3̄

−l + . . .+W 3̄
−1 + λi

(
W ∩ λ−kH+

)
+ (W ∩H+) ,

e como

a) W 3̄
n · W 3̄

m ⊆ W ∩ λn+mH+. O termo em λn+m é r3̄
ns

3̄
m ∈ L3 · L3 = {0}; e portanto,

W 3̄
n ·W 3̄

m ⊆W ∩ λn+m+1H+. Agora o termo em λn+m+1 é

r3̄
ns
⊥
m+1 + r⊥n+1s

3̄
m ∈ L3 ·

(
L0 ⊕ L3 ⊕ L1 ⊕ L2

)
⊆ L0 ⊕ L2 ⊕ L3

e ao mesmo tempo tem de estar em An+m+1 ⊆ A−l−1
∼= L1 ⊕L2, logo, é nulo; e portanto

W 3̄
n ·W 3̄

m ⊆W ∩ λn+m+2H+. Assim, o termo em λn+m+2 tem parcelas do tipo

r3̄
ns
⊥
m+2, r

⊥
n+2s

3̄
m ∈ L3 ·

(
L0 ⊕ L3 ⊕ L1 ⊕ L2

)
⊆ L0 ⊕ L2 ⊕ L3

e do tipo

r⊥n+1s
⊥
m+1 ∈

(
L0 ⊕ L3 ⊕ L1 ⊕ L2

)
·
(
L0 ⊕ L3 ⊕ L1 ⊕ L2

)
⊆ L3 ⊕ L1 ⊕ L2;

e ao mesmo tempo tem de estar em An+m+2 ⊆ A−l−1
∼= L1 ⊕L2, logo, é nulo; e portanto

W 3̄
n ·W 3̄

m ⊆W ∩ λn+m+3H+. Continuando com este processo, concluímos que W 3̄
n ·W 3̄

m ⊆
W ∩ λ−lH+ ⊆W k−i.

56



Aplicações Harmónicas

b) e visto que W 3̄
α ⊆W ∩ λ−lH+, das inclusões vistas anteriormente, temos que as restantes

parcelas também verificam a propriedade;

concluímos assim que
(
W ∩ λ−lH+

)
·
(
W ∩ λ−lH+

)
⊆W k−i.

Para mostrar que
(
W ∩ λ−lH+

)
·λ−i

(
W ∩ λk−lH+

)
⊆W k−i o processo é análogo ao anterior.

Vamos ver que se trata de uma sequência com o comprimento e do tipo pretendido, isto é,
λWα ⊆Wα−1. Vamos verificar para o caso W k−i:

λW k−i = λi+1
(
W ∩ λ−kH+

)
+
(
λW ∩ λ−l+1H+

)
+ λ−i+1

(
W ∩ λk−lH+

)
⊆ λi+1

(
W ∩ λ−kH+

)
+
(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ−i−1

(
W ∩ λk−lH+

)
= W k−(i+1) = W k−i−1,

para os restantes Wα o processo é análogo.

�

Teorema 4.11. Se k = 2l com l > 1, a sequência de subespaços W = W l, . . . ,W l−i, . . . ,W 1,
onde 0 6 i 6 l − 1, definida por

W l−i = λi
(
W ∩ λ−2l+iH+

)
+ λ−i

(
W ∩ λiH+

)
+ λ2(l−i)H+

dá uma factorização com comprimento l do tipo (2, 2, . . . , 2) de γ, a factorização canónica.

Demonstração: Comecemos por ver que os subespaços W l−i correspondem a um lacete algé-
brico de G2.

A condição λW l−i ⊆W l−i é facilmente verificada, pois sai directamente da hipótese λW ⊆
W .

É evidente que λ2(l−i)H+ ⊆ W l−i ⊆ λ2(l−i)H+, sendo assim W l−i = γ2(l−i) · H+ com γ2(l−i)

um lacete algébrico.

Escrevendo W l−i =
(
λiW ∩ λ−2(l−i)H+

)
+
(
λ−iW ∩H+

)
+ λ2(l−i)H+ e tendo presente a

Observação 1.16 temos que

W k−i⊥ =
(
λ−iW

⊥
+ λ2(l−i)H+

⊥) ∩ (λiW⊥ +H+
⊥) ∩ λ−2(l−i)H+

⊥

= λ
[(
λ−iW + λ2(l−i)H+

)
∩
(
λiW +H+

)
∩ λ−2(l−i)H+

]
= λ

[(
λ−iW + λ2(l−i)H+

)
∩
[(
λiW ∩ λ−2(l−i)H+

)
+H+

]]
= λ

[(
λiW ∩ λ−2(l−i)H+

)
+
(
λ−iW ∩H+

)
+ λ2(l−i)H+

]
= λW l−i.

Vamos agora ver que W l−i corresponde a um lacete de G2, para isso, falta ver que W l−i ·
W l−i ⊆W l−i.

Tendo em conta o Lema 4.9 temos

W l−i = λi
(
W ∩ λ−2l+iH+

)
+ λ−i

(
W ∩ λiH+

)
+ λ2(l−i)H+

= λiλ−2l+i+2l
(
W ∩ λ−2lH+

)
+ λi

(
W ∩ λ−l−1+1H+

)
+ λ−iλi (W ∩H+) + λ−i

(
W ∩ λl−1+1H+

)
+ λ2(l−i)H+

= λ2i
(
W ∩ λ−2lH+

)
+ λi

(
W ∩ λ−lH+

)
+ (W ∩H+) + λ−i

(
W ∩ λlH+

)
+ λ2(l−i)H+.
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Ao contrário da demonstração anterior, aqui conseguimos concluir todas as inclusões de uma
forma directa. Deixamos alguns cáculos a título de exemplo:

λ2i
(
W ∩ λ−2lH+

)
· λi
(
W ∩ λ−lH+

)
⊆ λ3i

(
W ∩ λ−3lH+

)
= λ2i

(
λiW ∩ λ−3l+iH+

)
⊆ λ2i

(
W ∩ λ−3l+iH+

)
= λ2i

(
W ∩ λ−2lH+

)
⊆W l−i

λ2i
(
W ∩ λ−2lH+

)
· λ−i

(
W ∩ λlH+

)
⊆ λi

(
W ∩ λ−lH+

)
⊆W l−i

λi
(
W ∩ λ−lH+

)
· λ2(l−i)H+ = λ−i

(
W ∩ λ−lH+

)
· λ2lH+

⊆ λ−i
(
W ∩ λlH+

)
⊆W l−i.

Para terminar, falta apenas ver que se trata de uma sequência com o comprimento e do tipo
pretendido, isto é, λ2W l−i ⊆W l−i−1:

λ2W l−i = λi+1
(
λW ∩ λ−2l+i+1H+

)
+ λ−i−1

(
λ3W ∩ λi+3H+

)
+ λ2(l−i)+2H+

⊆ λi+1
(
W ∩ λ−2l+(i+1)H+

)
+ λ−(i+1)

(
W ∩ λi+1H+

)
+ λ2(l−(i+1))H+

= W l−(i+1) = W l−i−1.

�

Na demonstração dos dois teoremas anteriores, indicamos várias vezes que para os cálculos
não apresentados o processo decorre de uma forma análoga; no entanto, a veracidade desses
resultados pode ser confirmada em [11], na Secção 5. O aspecto decisivo usado em [11] é a
definição de uma relação de ordem parcial em I, o que permite estabelecer uma sequência de
ξi ∈ I que por sua vez factorizam o lacete γ, e logo fixam uma sequência de subespaços W i,
precisamente os que indicamos para as factorizações canónicas.

4.5 Aplicações Harmónicas com Número de Unitão Finito em G2

Sejam M uma superície de Riemann, φ : M → G uma aplicação harmónica com número de
unitão finito, onde para já G é um grupo de Lie compacto semi-simples, e Φ : M → ΩalgG uma
solução estendida associada a φ.

Na Subsecção 4.4.2 usámos o termo “caso geral” para uma situação em que tínhamos um
lacete γ em Uξ; talvez fosse um pouco abusivo, no entanto, como trabalhamos com soluções
estendidas, o teorema seguinte permite-nos sempre tomar uma solução estendida Φ : M \D′ →
Uξ.

Teorema 4.12. [5] Seja Φ : M → ΩalgG uma solução estendida. Então existe ξ ∈ I e um
subconjunto discreto D′ ⊂M tais que Φ (M \D′) ⊆ Uξ.

Mais, usando a aplicação uξ : Uξ → Ωξ temos o seguinte resultado:

Proposição 4.13. [5] Se Φ : M \D′ → Uξ é uma solução estendida, então uξ ◦Φ : M \D′ → Ωξ

também é uma solução estendida.
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Voltemos ao nosso objecto de estudo G = G2. Consideremos φ : M → G2 uma aplicação
harmónica com número de unitão finito, Φ : M \ D′ → Ωξ uma solução estendida associada a
φ do tipo (k, l) e W = Φ · H+ ∈ Gralg(G2) definido em M \D′. Aplicando o Teorema 4.10 ou o
Teorema 4.11 (conforme o caso) obtemos uma factorização canónica para a solução estendida
Φ.

Observação 4.14. De facto, todos os elementos Wα das sequências referidas nos Teoremas
4.10 e 4.11 verificam as condições de harmonicidade: Wα

z̄ ⊆Wα e Wα
z ⊆ λ−1Wα; visto que W

também verifica essas condições (1.12) e (1.13).

Nos próximos resultados usamos o modelo Grassmanianno, para partindo de uma dada so-
lução estendida obter uma solução estendida constante; através dela obtemos uma solução
estendida chamada normalizada, associada à mesma aplicação harmónica, o que nos permite
estimar o número de unitão de φ, r(φ).

Teorema 4.15. Se 0 < 2l < k, então V dado por

V = λ3
(
W ∩ λ−kH+

)
+ λ2

(
W ∩ λ−k+lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ−1 (W ∩ λH+) + λ−2

(
W ∩ λl+1H+

)
+ λ−3

(
W ∩ λk−l+1H+

)
definido em M \D′ com valores em Gralg(G2) corresponde a um lacete constante de G2.

Demonstração: A condição λV ⊆ V é facilmente verificada, pois sai directamente da hipótese
λW ⊆W .

Como λkH+ ⊆ W ⇒ λk−3H+ ⊆ λ−3W e λk−3H+ ⊆ λk−l−2H+ temos λk−3H+ ⊆ λ−3W ∩
λk−l−2H+ e podemos escrever

V =
(
λ3W ∩ λ−k+3H+

)
+
(
λ2W ∩ λ−k+l+2H+

)
+
(
λW ∩ λ−l+1H+

)
+
(
λ−1W ∩H+

)
+
(
λ−2W ∩ λl−1H+

)
+
(
λ−3W ∩ λk−l−2H+

)
+ λk−3H+,

usando os mesmos argumentos que na demonstração dos Teoremas 4.10 e 4.11 concluímos que
V
⊥

= λV , pelo que V corresponde a um lacete de SO(7).

Tendo em conta o Lema 4.9 temos

V = λ3
(
W ∩ λ−kH+

)
+ λ2

(
W ∩ λ−k+lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ (W ∩H+) + λ−1

(
W ∩ λlH+

)
+ λ−1

(
W ∩ λlH+

)
+ λ−2

(
W ∩ λk−lH+

)
+ λ−2

(
W ∩ λk−lH+

)
+ λ−3

(
W ∩ λkH+

)
= λ3

(
W ∩ λ−kH+

)
+ λ2

(
W ∩ λ−k+lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ (W ∩H+) + λ−1

(
W ∩ λlH+

)
+ λ−2

(
W ∩ λk−lH+

)
+ λk−3H+,

este V é precisamente o mesmo do que em [11]. Agora, para ver que V · V ⊆ V o processo é
completamente análogo ao efectuado na demonstração do Teorema 4.10, e logo V corresponde
a um lacete de G2.

Uma vez que Wz ⊆W temos

Vz = λ3
(
Wz ∩ λ−kH+

)
+ λ2

(
Wz ∩ λ−k+lH+

)
+ λ

(
Wz ∩ λ−lH+

)
+ (Wz ∩H+) + λ−1

(
Wz ∩ λlH+

)
+ λ−2

(
Wz ∩ λk−lH+

)
+ λk−3H+

⊆ λ3
(
W ∩ λ−kH+

)
+ λ2

(
W ∩ λ−k+lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ (W ∩H+) + λ−1

(
W ∩ λlH+

)
+ λ−2

(
W ∩ λk−lH+

)
+ λk−3H+ = V

59



Aplicações Harmónicas

e logo V é holomorfo. Como Wz ⊆ λ−1W temos (usando o Lema 4.9)

Vz = λ3
(
Wz ∩ λ−kH+

)
+ λ2

(
Wz ∩ λ−k+lH+

)
+ λ

(
Wz ∩ λ−lH+

)
+ (Wz ∩H+) + λ−1

(
Wz ∩ λlH+

)
+ λ−2

(
Wz ∩ λk−lH+

)
+ λk−3H+

⊆ λ3
(
λ−1W ∩ λ−kH+

)
+ λ2

(
λ−1W ∩ λ−k+lH+

)
+ λ

(
λ−1W ∩ λ−lH+

)
+
(
λ−1W ∩H+

)
+ λ−1

(
λ−1W ∩ λlH+

)
+ λ−2

(
λ−1W ∩ λk−lH+

)
+ λk−3H+

= λ2
(
W ∩ λ−k+1H+

)
+ λ

(
W ∩ λ−k+l+1H+

)
+
(
W ∩ λ−l+1H+

)
+ λ−1 (W ∩ λH+) + λ−2

(
W ∩ λl+1H+

)
+ λ−3

(
W ∩ λk−l+1H+

)
+ λk−3H+

⊆ V + λ2
(
W ∩ λ−k+1H+

)
+ λ

(
W ∩ λ−k+l+1H+

)
+
(
W ∩ λ−l+1H+

)
= V + λ3

(
W ∩ λ−kH+

)
+ λ2

(
W ∩ λ−k+lH+

)
+ λ2

(
W ∩ λ−k+lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ (W ∩H+) ⊆ V

e logo V é anti-holomorfo. Assim, concluimos que V é constante.

�

Além disso,

λ3V =
(
λ6W ∩ λ−k+6H+

)
+
(
λ5W ∩ λ−k+l+5H+

)
+
(
λ4W ∩ λ−l+4H+

)
+
(
λ3W ∩ λ3H+

)
+
(
λ2W ∩ λl+2H+

)
+
(
λW ∩ λk−l+1H+

)
+ λkH+ ⊆W,

e logo λ3V ⊆W ⊆ λ−3V . Consideremos o lacete constante γ de G2 tal que V = γ · H+. Assim,
W n = γ−1Φ · H+ também corresponde a uma solução estendida associada a φ (a menos de
multiplicação por uma constante) e λ3H+ ⊆ W n ⊆ λ−3H+, pelo que r(φ) 6 6. Então γ−1Φ é
uma solução estendida normalizada para este caso: 0 < 2l < k.

Usando o Teorema 4.10, a solução estendida W n pode ainda ser factorizada, de facto

W 3 = W n

W 2 = λ
(
W n ∩ λ−3H+

)
+
(
W n ∩ λ−1H+

)
+ λ−1

(
W n ∩ λ2H+

)
(4.7)

W 1 = λ
(
W n ∩ λ−2H+

)
+ λ−1 (W n ∩ λH+) + λH+ (4.8)

W 0 = H+,

é uma factorização de comprimento 3 do tipo (1, 1, 1) tal como também é referido em [11]. Além
disso, usando (4.4) no caso k = 3 e l = 1, a correspondente solução estendida S1-invariante
vem dada por

uξ (W n) = λ−3A+ λ−2D + λ−1Aa +Aa
⊥

+ λD
⊥

+ λ2A
⊥

+ λ3H+, (4.9)

onde A é um subfibrado complexo isotrópico de dimensão 1, D é um subfibrado complexo
co-associativo de dimensão 2, Aa é o aniquilador de A e A ⊂ D ⊂ Aa.

Teorema 4.16. Se k = 2l, então V dado por

V = λ2
(
W ∩ λ−2lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ−1 (W ∩ λH+) + λ−2

(
W ∩ λl+1H+

)
definido em M \D′ com valores em Gralg(G2) corresponde a um lacete constante de G2.

Demonstração: A condição λV ⊆ V é facilmente verificada, pois sai directamente da hipótese
λW ⊆W .
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Como λ2lH+ ⊆ W ⇒ λ2l−2H+ ⊆ λ−2W e λ2l−2H+ ⊆ λl−1H+ temos λ2l−2H+ ⊆ λ−2W ∩
λl−1H+ e podemos escrever

V =
(
λ2W ∩ λ−2l+2H+

)
+
(
λW ∩ λ−l+1H+

)
+
(
λ−1W ∩H+

)
+
(
λ−2W ∩ λl−1H+

)
+ λ2l−2H+,

usando os mesmos argumentos que na demonstração dos Teoremas 4.10 e 4.11 concluímos que
V
⊥

= λV , pelo que V corresponde a um lacete de SO(7).

Tendo em conta o Lema 4.9 temos

V = λ2
(
W ∩ λ−2lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ (W ∩H+)

+ λ−1
(
W ∩ λlH+

)
+ λ−1

(
W ∩ λlH+

)
+ λ−2

(
W ∩ λ2lH+

)
= λ2

(
W ∩ λ−2lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ (W ∩H+) + λ−1

(
W ∩ λlH+

)
+ λ2l−2H+,

este V é precisamente o mesmo do que em [11]. Agora, para ver que V · V ⊆ V o processo é
completamente análogo ao efectuado na demonstração do Teorema 4.11, e logo V corresponde
a um lacete de G2.

Uma vez que Wz ⊆W temos

Vz = λ2
(
Wz ∩ λ−2lH+

)
+ λ

(
Wz ∩ λ−lH+

)
+ (Wz ∩H+) + λ−1

(
Wz ∩ λlH+

)
+ λ2l−2H+

⊆ λ2
(
W ∩ λ−2lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ (W ∩H+) + λ−1

(
W ∩ λlH+

)
+ λ2l−2H+ = V

e logo V é holomorfo. Como Wz ⊆ λ−1W temos (usando o Lema 4.9)

Vz = λ2
(
Wz ∩ λ−2lH+

)
+ λ

(
Wz ∩ λ−lH+

)
+ (Wz ∩H+) + λ−1

(
Wz ∩ λlH+

)
+ λ2l−2H+

⊆ λ2
(
λ−1W ∩ λ−2lH+

)
+ λ

(
λ−1W ∩ λ−lH+

)
+
(
λ−1W ∩H+

)
+ λ−1

(
λ−1W ∩ λlH+

)
+ λ2l−2H+

= λ
(
W ∩ λ−2l+1H+

)
+
(
W ∩ λ−l+1H+

)
+ λ−1 (W ∩ λH+) + λ−2

(
W ∩ λl+1H+

)
+ λ2l−2H+

⊆ V + λ
(
W ∩ λ−2l+1H+

)
+
(
W ∩ λ−l+1H+

)
= V + λ2

(
W ∩ λ−2lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ λ

(
W ∩ λ−lH+

)
+ (W ∩H+) ⊆ V

e logo V é anti-holomorfo. Assim, concluimos que V é constante.

�

Além disso,

λ2V =
(
λ4W ∩ λ−2l+4H+

)
+
(
λ3W ∩ λ−l+3H+

)
+
(
λW ∩ λ2H+

)
+
(
W ∩ λl+1H+

)
⊆W,

e logo λ2V ⊆W ⊆ λ−2V . Consideremos o lacete constante γ de G2 tal que V = γ · H+. Assim,
W n = γ−1Φ · H+ também corresponde a uma solução estendida associada a φ (a menos de
multiplicação por uma constante) e λ2H+ ⊆ W n ⊆ λ−2H+, pelo que r(φ) 6 4. Então γ−1Φ é
uma solução estendida normalizada para este caso: k = 2l.

Usando o Teorema 4.11, a solução estendida W n pode ainda ser factorizado, onde obtemos
a factorização trivial W 1 = W n, W0 = H+, isto é uma factorização de comprimento 1 do
tipo (2). Além disso, usando (4.6) no caso k = 2 e l = 1, a correspondente solução estendida
S1-invariante vem dada por

uξ (W n) = λ−2A+ λ−1Aa +Aa
⊥

+ λA
⊥

+ λ2H+, (4.10)
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onde A é um subfibrado complexo isotrópico de dimensão 1 e Aa é o aniquilador de A.

Teorema 4.17. Se l = 0, então V dado por

V = λ
(
W ∩ λ−kH+

)
+ λ−1 (W ∩ λH+)

definido em M \D′ com valores em Gralg(G2) corresponde a um lacete constante de G2.

Demonstração: A condição λV ⊆ V é facilmente verificada, pois sai directamente da hipótese
λW ⊆W .

Como λkH+ ⊆ W ⇒ λk−1H+ ⊆ λ−1W e λk−1H+ ⊆ H+ temos λk−1H+ ⊆ λ−1W ∩ H+ e
podemos escrever

V =
(
λW ∩ λ−k+1H+

)
+
(
λ−1W ∩H+

)
+ λk−1H+,

usando os mesmos argumentos que na demonstração dos Teoremas 4.10 e 4.11 concluímos que
V
⊥

= λV , pelo que V corresponde a um lacete de SO(7).

Tendo em conta o Lema 4.9 temos

V = λ
(
W ∩ λ−kH+

)
+ (W ∩H+) + λ−1

(
W ∩ λkH+

)
= λ

(
W ∩ λ−kH+

)
+ (W ∩H+) + λk−1H+,

este V é precisamente o mesmo do que em [11]. Agora, para ver que V · V ⊆ V o processo é
completamente análogo ao efectuado na demonstração do Teorema 4.11, e logo V corresponde
a um lacete de G2.

Uma vez que Wz ⊆W temos

Vz = λ
(
Wz ∩ λ−kH+

)
+ (Wz ∩H+) + λk−1H+

⊆ λ
(
W ∩ λ−kH+

)
+ (W ∩H+) + λk−1H+ = V

e logo V é holomorfo. Como Wz ⊆ λ−1W temos (usando o Lema 4.9)

Vz = λ
(
Wz ∩ λ−kH+

)
+ (Wz ∩H+) + λk−1H+

⊆ λ
(
λ−1W ∩ λ−kH+

)
+
(
λ−1W ∩H+

)
+ λk−1H+

=
(
W ∩ λ−k+1H+

)
+ λ−1 (W ∩ λH+) + λk−1H+

⊆ V +
(
W ∩ λ−k+1H+

)
= V + λ

(
W ∩ λ−kH+

)
+ (W ∩H+) ⊆ V

e logo V é anti-holomorfo. Assim, V é constante.

�

Além disso,
λV =

(
λ2W ∩ λ−k+2H+

)
+ (W ∩ λH+) ⊆W,

e logo λV ⊆ W ⊆ λ−1V . Consideremos o lacete constante γ de G2 tal que V = γ · H+. Assim,
W n = γ−1Φ · H+ também corresponde a uma solução estendida associada a φ (a menos de
multiplicação por uma constante) e λH+ ⊆ W n ⊆ λ−1H+, pelo que r(φ) 6 2. Então γ−1Φ é
uma solução estendida normalizada para este caso: l = 0.
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Usando o Teorema 4.10, o correspondente subespaço W n pode ainda ser factorizado, onde
obtemos a factorização trivial W 1 = W n, W0 = H+, isto é uma factorização de comprimento 1

do tipo (1). Além disso, usando (4.4) no caso k = 1 e l = 0, a correspondente solução estendida
S1-invariante vem dada por

uξ (W n) = λ−1D +D
⊥

+ λH+, (4.11)

onde D é um subfibrado complexo co-associativo de dimensão 2.

4.5.1 Geradores do Referencial de Frenet para Aplicações Harmónicas em G2

Guest em [21] observou que qualquer aplicação suave W : M → Gr(n) que corresponda a uma
solução estendida Φ : M → ΩkalgU(n) é gerada por um certo subfibrado holomorfo X do fibrado
trivial C2kn 'M × λ−kH(n)

+

/
λkH(n)

+ definindo

W = X + λX(1) + . . .+ λ2k−1X(2k−1) + λkH(n)
+

onde X(i) denota o subfibrado gerado pelas secções locais holomorfas de X e as suas deviradas
até à ordem i.

Observação 4.18. Recordemos ainda a bem-conhecida classificação das aplicações harmónicas
S2 → CPn−1 dada por Eells e Wood [18]: seja ϕ : S2 → CPn−1 uma aplicação holomorfa e f

um função meromorfa em S2 com valores em Cn tal que ϕ = Span{f}, seja i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
e definimos φ : S2 → CPn−1 por

φ = Span
{
f, f ′, . . . , f (i)

}
	 Span

{
f, f ′, . . . , f (i−1)

}
,

então φ é uma aplicação harmónica; inversamente, todas as aplicações harmónicas S2 → CPn−1

obtêm-se desta forma; isto é, qualquer aplicação harmónica S2 → CPn−1 é um elemento do
referencial de Frenet de uma curva racional. Assim, se Span {u1, . . . , ur} = X com ui funções
meromorfas, estes ui são análogos à função meromorfa f de Eells e Wood. Por essa razão, e
seguindo Guest em [21], a u1, . . . , ur chamamos os geradores do referencial de Frenet para a
correspondente aplicação harmónica.

Seja φ : M → G2 uma aplicação harmónica com número de unitão finito com solução es-
tendida Φ : M \ D′ → Uξ ⊂ ΩalgG2, para algum subconjunto discreto D′ e ξ ∈ I. Definimos
W = Φ · H+, o qual satisfaz W

⊥
= λW e W ·W ⊆ W . Como vimos anteriormente, podemos

supor que λ3H+ ⊆ W ⊆ λ−3H+. Se X gera W , então as condições algébricas em W significam
que

〈λi+1s(i), λ−ju(j)〉H = 0 e 〈λi+js(i) · u(j), λ−k−1w(k)〉H = 0 (4.12)

para todo o i, j, k = 0, 1, . . . , 5 e todas as secções meromorfas s, u e w de X, onde 〈·, ·〉H é o
produto interno complexo induzido em H(n) = L2

(
S1;C7

)
.

Observação 4.19. Como todas as funções meromorfas na esfera S2 são funções racionais, po-
demos escolher sempre um conjunto de geradores meromorfos {u1, . . . , ur} de X formados por
polinómios em z se M = S2:

ui(z) = P 0
i (λ) + P 1

i (λ)z + P 2
i (λ)z2 + . . .+ Pnii (λ)zni .

Neste caso, as condições (4.12) transformam-se num sistema algébrico de equações quadráticas
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e cúbicas para os coeficientes em C7 dos polinómios P ji em λ e λ−1. Por outro lado, todas as
aplicações harmónicas de S2 num grupo de Lie compacto têm número de unitão finito; assim,
todas as aplicações harmónicas de S2 em G2 podem ser obtidas resolvendo um sistema algébrico
de equações quadráticas e cúbicas.

Consideremos os conhecidos subfibrados holomorfos Ai = pi
(
W ∩ λiH+

)
. De seguida damos

uma descrição dos geradores do referencial de Frenet associado a tais soluções estendidas.
Novamente, temos três casos: k = 3 e l = 1; k = 2 e l = 1; k = 1 e l = 0.

4.5.1.1 Caso k = 3 e l = 1

Recordemos a expressão (4.9)

uξ(W ) = λ−3A+ λ−2D + λ−1Aa +Aa
⊥

+ λD
⊥

+ λ2A
⊥

+ λ3H+,

onde, para cada z ∈ M, A(z) = A−3(z) é uma linha isotrópica, D(z) = A−2(z) é um plano
complexo co-associativo que contém A(z), e Aa(z) = A−1(z) é o aniquilador de A(z).

Recordemos que dizemos que um subfibrado de Cn é cheio se não está contido num subes-
paço V0 ( Cn. Então, se A é um subfibrado cheio, neste caso W é gerado por um fibrado
linha

X = Span
{
s = s−3λ

−3 + s−2λ
−2 + s−1λ

−1 + s0 + s1λ+ s2λ
2
}
,

com si : M → C7 funções meromorfas satisfazendo (4.12) e s−3 uma secção meromorfa de A.
Relativamente à factorização canónica de Φ dada por (4.7) and (4.8), os fibrados vectoriais de
W 2 e W 1 são dados, respectivamente, por:

X2 = Span
{
λs, λ2s(2), λ4s(5)

}
, X1 = Span

{
λ2s, λ2s(1), λ3s(3), λ3s(4)

}
.

Se A é um subfibrado não cheio, então r(φ) ≤ 4; de facto:

Lema 4.20. Se A não é cheio, então existe um lacete constante γ ∈ ΩG2 tal que λ2H+ ⊆
γ−1W ⊆ λ−2H+.

Demonstração: Começamos por mostrar que se A não é cheio, então ou A é constante ou D é
constante. De facto, fixemos um subespaço V0 ( C7 constante tal que A ⊆ V0. Se A = V0 já
estava; caso contrário, como a co-dimensão de A em D é um e da condição de harmonicidade
(1.12) vem Az ⊆ D, temos de ter D = Az ⊆ V0. Novamente, se D = V0 já estava; caso
contrário, da mesma forma temos de ter Aa = Dz ⊆ V0. Como A não é constante, Aa também
não é constante e temos de ter Aa

⊥
= Aaz ⊆ V0. Aplicando sucessivamente este argumento

concluiríamos que se A e D não são constantes, então V0 = C7, o que é uma contradição.
Quando A é constante (e, logo Aa é também constante), podemos tomar um lacete cons-

tante γ de G2 tal que

γ · H+ = V = λ
(
W ∩ λ−3H+

)
+
(
W ∩ λ−1H+

)
+ λ−1

(
W ∩ λ2H+

)
.

De facto, pelo Teorema 4.10, sabemos que V corresponde a um lacete de G2; além disso, é um
lacete constante porque

Vz ⊆ λ
(
Wz ∩ λ−2H+

)
+ (Wz ∩ λH+) + λ−1

(
Wz ∩ λ3H+

)
⊆
(
W ∩ λ−1H+

)
+ λ−1

(
W ∩ λ2H+

)
+ λ−2

(
W ∩ λ4H+

)
⊆ V
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e Vz̄ ⊆ V . Neste caso, λH+ ⊆ γ−1W ⊆ λ−1H+.
Quando D é constante, podemos tomar um lacete constante de G2 tal que

γ · H+ = V = λ
(
W ∩ λ−2H+

)
+ λ−1 (W ∩ λH+) + λH+.

De facto, pelo Teorema 4.10, sabemos que V corresponde a um lacete de G2; além disso, é um
lacete constante porque

Vz ⊆ λ
(
Wz ∩ λ−1H+

)
+ λ−1

(
Wz ∩ λ2H+

)
+ λH+

⊆ (W ∩H+) + λ−2
(
W ∩ λ3H+

)
+ λH+ ⊆ V

e Vz̄ ⊆ V . Neste caso, λ2H+ ⊆ γ−1W ⊆ λ−2H+.

�

4.5.1.2 Caso k = 2 e l = 1

Recordemos a expressão (4.10)

uξ(W ) = λ−2A+ λ−1Aa +Aa
⊥

+ λA
⊥

+ λ2H+,

onde, para cada z ∈M, A(z) = A−2(z) é uma linha isotrópica.
No máximo, temos de tomar doze funções meromorfas com valores em C7 da seguinte

forma: tomamos quatro secções meromorfas da forma

s = s−2λ
−2 + s−1λ

−1 + s0 + s1λ w = w−1λ
−1 + w0 + w1λ

u = u−1λ
−1 + u0 + u1λ v = v0 + v1λ

que satisfaçam (4.12), e tais que:

A = Span {s−2} , Aa = Span {s−2, w−1, u−1} , Aa
⊥

= Span {s−2, w−1, u−1, v0} .

Então, X é dado por X = Span {s, u, w, v}+ λA
⊥

.

4.5.1.3 Caso k = 1 e l = 0

Recordemos de (4.11) que temos uξ(W ) = λ−1D +D
⊥

+ λH+, onde, para cada z ∈M, D(z) =

A−1(z) é um plano complexo co-associativo. Neste caso, W pode ser obtido a partir de quatro
funções meromorfas com valores em C7 da seguinte forma: tomamos duas secções meromorfas
s = s−1λ

−1 + s0 e w = w−1λ
−1 + w0, satisfazendo (4.12) e tais que D é gerado por s−1 e w−1;

então X = Span {s, w}+D
⊥
.

4.6 Aplicações Harmónicas com Número de Unitão Finito em Es-

paços Simétricos de G2

Recordando as notações da SubSecção 3.5.1, I : ΩG2 → ΩG2 é a involução definida por
I(γ)(λ) = γ(−λ)γ(−1)−1, e o conjunto fixado por I é denotado por

ΩG2
I = {γ ∈ ΩG2 : I(γ) = γ} .
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O Teorema 3.15 garante que se Φ : M → ΩG2
I é uma solução estendida, então φ = Φ−1 é

uma aplicação harmónica de M numa componente conexa de
√
e; por outro lado, se φ : M →

√
e é uma aplicação harmónica, então existe uma solução estendida Φ : M → ΩG2

I tal que
φ = Φ−1, sempre que M for simplesmente conexa.

Usando a identificação ΩG2
∼= Gr (G2) (Proposição 4.6), a involução I induz uma involução

em Gr(G2) que também iremos notar por I, e então o conjunto ΩG2
I pode ser identificado

com o conjunto

Gr (G2)
I

= {W ∈ Gr (G2) : se s(λ) ∈W então s(−λ) ∈W} .

Seja Φ : M → ΩG2
I uma solução estendida e consideremos o correspondente fibrado W =

Φ · H+ : M → Gr (G2)
I. Assim, W = W+⊕W− onde W+ é o espaço próprio associado ao valor

próprio +1 de I e W− é o espaço próprio associado ao valor próprio −1 de I.

Por outro lado, notemos por Gra3
(
C7
)

a Grassmanniana dos espaços complexos associativos
(logo espaços de dimensão complexa 3), e então G2 actua transitivamente em Gra3

(
C7
)

com
subgrupo de isotropia num ponto fixo isomorfo a SO(4); ou seja, Gra3

(
C7
) ∼= G2/SO(4).

Fixemos V0 ∈ Gra3
(
C7
)

e seja πV0
a projecção hermitiana, então este é um espaço simétrico

interno, já que a involução τ é dada por τ(g) = Q0gQ
−1
0 , onde Q0 = πV0

− π⊥V0
; e temos o mer-

gulho de Cartan totalmente geodésico ι : Gra3
(
C7
)
→ G2 dado por ι(V) = Q0

(
πV − π⊥V

)
. Assim,

como referimos anteriormente, as aplicações harmónicas no espaço simétrico interno G2/SO(4)

podem ser vistas como aplicações harmónicas especiais em G2. Então, os resultados anteriores,
relativamente a factorizações de soluções estendidas e soluções estendidas normalizadas de
aplicações harmónicas em G2, também são válidos para espaços G2-simétricos internos.

Consideremos uma aplicação harmónica ψ : M → Gra3
(
C7
)

com número de unitão finito,
que identificamos com a aplicação harmónica φ = Q−1

0 (ι ◦ ψ) : M → G2; sejam Φ : M → ΩG2
I

uma solução estendida associada a φ e W = Φ · H+ : M → Gr (G2)
I. Como W (z)	 λW (z) tem

dimensão 7, recordando a Observação 1.14, podemos tomar Φ̃ ∈ ΛG2, uma matriz cujas colunas
são uma base ortonormada de C7 ∼= W (z) 	 λW (z) e logo Φ = Φ̃g−1 ∈ ΩG2 onde g ∈ ΛG2 é o
lacete constante dado por g = Φ̃1.

Então, usando a decomposição

W (z)	 λW (z) = (W (z)	 λW (z))
+ ⊕ (W (z)	 λW (z))

−

podemos escrever
Φ = Φ̃+g−1 + Φ̃−g−1. (4.13)

Por um lado, fazendo λ = −1 em (4.13) obtemos Φ̃+
1 g
−1 − Φ̃−1 g

−1 = Φ−1 = φ = πV − π⊥V , para
algum V ⊆ Gra3

(
C7
)
; por outro lado, fazendo λ = 1 em (4.13) obtemos Φ̃+

1 g
−1 + Φ̃−1 g

−1 = Φ1 =

Id = πV + π⊥V . Logo Φ̃+
1 g
−1 = πV e Φ̃−1 g

−1 = π⊥V .

Assim, temos de ter dimC (W (z)	 λW (z))
+

= 3. A aplicação harmónica ψ é recuperada
fazendo λ = 1 em (W (z)	 λW (z))

+.

Redordemos a decomposição (4.2) indicada no final da Secção 4.1. A involução I fixa
essa decomposição e actua em cada um dos Ai (ver (4.3)) como (−1)i. Então, temos de ter∑
i par

dimCAi = 3.

Como A−i = A
⊥
i−1, logo dimCAi = dimCA−i e portanto dimCA0 6= 0, 2, de onde concluímos

que dimCA0 = 1, 3.
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4.6.1 Factorização de Aplicações Harmónicas num Espaço Simétrico de G2

A condição que indicamos no final da secção anterior obriga a que tenhamos um dos seguintes
casos:

1. se dimCA0 = 1 e, ou k > 2l e k é ímpar, ou k > 2l e l é ímpar, e nestas condições podemos
factorizar a solução estendida usando o Teorema 4.10,

2. se dimCA0 = 1 e k = 2l e nestas condições podemos factorizar a solução estendida usando
o Teorema 4.11,

3. se dimCA0 = 3 e k é ímpar, podemos factorizar a solução estendida usando o Teorema
4.10 (com l = 0).

Nessas factorizações, de cada vez que obtemos um novo Wα temos uma nova solução estendida
que origina uma aplicação harmónica num espaço G2-simétrico, mas não necessariamente no
mesmo espaço simétrico de G2.

Tal como na Secção 4.5, dada uma aplicação harmónica ψ : M → Gra3
(
C7
)

com número
de unitão finito, ψ admite uma solução estendida normalizada Φn : M \ D′ → ΩG2

I ∩ Uξn tal
que λ3H+ ⊆ W n ⊆ λ−3H+, onde W n = Φn · H+. Essa solução estendida normalizada W n

enquadra-se num dos seguintes casos.

4.6.1.1 Caso k = 3 e l = 1

Quando estamos nas condições do caso 1. indicado acima, a solução estendida S1-invariante
correspondente uξ (W n) é dada por (4.9), à qual corresponde a aplicação harmónica ψξ : M →
Gra3

(
C7
)

dada por ψξ = (D 	A) ⊕
(
Aa
⊥ 	Aa

)
⊕
(
A
⊥ 	D⊥

)
. Se A é cheio, W é gerado por

um fibrado linha X = Span
{
s = s−3λ

−3 + s−1λ
−1 + s1λ

}
, em que s satisfaz (4.12). Se A não é

cheio, pelo Lema 4.20, temos r(φ) 6 4.

4.6.1.2 Caso k = 2 e l = 1

Quando estamos nas condições do caso 2. indicado acima, a solução estendida S1-invariante
correspondente uξ (W n) é dada por (4.10), à qual corresponde a aplicação harmónica ψξ :

M → Gra3
(
C7
)

dada por ψξ = A ⊕
(
Aa
⊥ 	Aa

)
⊕ A. Neste caso, temos de considerar seis

funções meromorfas com valores em C7: tomamos s = s−2λ
−2 + s0, w = w−1λ

−1 + w1λ e
u = u−1λ

−1 + u1λ satisfazendo (4.12) e tais que A = Span {s−2} e Aa = Span {s−2, w−1, u−1}.
Então, X é dado por X = Span {s, w, u}+Aa

⊥
+ λA

⊥
.

4.6.1.3 Caso k = 1 e l = 0

Quando estamos nas condições do caso 3. indicado acima, a solução estendida é necessaria-
mente S1-invariante e é dada por (4.11), à qual corresponde a aplicação harmónica ψξ : M →
Gra3

(
C7
)

dada por ψξ = D
⊥ 	D.
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Conclusões

Ao longo deste trabalho, descrevemos como a operação de somar um unitão a uma solução
estendida associada a uma dada aplicação harmónica, introduzida por Uhlenbeck [35], surge
através do método de DPW em [15]; e usámos esse ponto de vista para determinar os unitões
que preservam a propriedade do tipo finito nas aplicações harmónicas, em particular provámos
que o fibrado de Gauss de uma aplicação harmónica do tipo finito numa Grassmanniana também
é do tipo finito.

Tomando os geradores para os lacetes racionais das representações fundamentais de Sp(n)C

e SU(n)C, que são ligeiramente mais do que os factores simples de Uhlenbeck, redefinimos o
conceito de factor simples; e provámos que qualquer aplicação harmónica φ com número de
unitão finito num grupo de Lie G compacto semi-simples de matrizes (em particular, φ pode
estar definida sobre S2) pode ser reduzida a uma constante usando um número finito de acções
de revestimento singulares simples produzidas a partir de curvas de factores simples em GC,
redução essa que induz uma factorização de φ em factores bandeira S2 → G. Para o caso
de uma aplicação harmónica com número de unitão finito num espaço simétrico G/K interno
temos um resultado equivalente.

Usando o modelo Grassmanniano para o grupo de lactes de base em G2, obtivemos fórmulas
explícitas para as factorizações canónicas de soluções estendidas que correspondem a aplica-
ções harmónicas com número de unitão finito no grupo de Lie excepcional G2, assim como
para aplicações harmónicas com número de unitão finito em espaços simétricos internos de
G2. Através da descrição dos geradores do referencial de Frenet para estas aplicações harmó-
nicas, foi mostrado que as aplicações harmónicas φ : S2 → G correspondem a soluções de um
certo sistema algébrico de equações quádricas e cúbicas, esperamos em breve obter fórmulas
explicítas resolvendo esses sistemas. Por outro lado, pretendemos avançar nos grupos de Lie
excepcionais, estudando aplicações harmónicas em F4, o grupo dos automorfismos de h3 (O)

(ver [1]).
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