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Resumo

Descrevemos como a operacdo de somar um unitao surge através do método de Dorfmeister, Pe-
dit e Wu (DPW) que permite obter aplicacdes harmdnicas em espacos simétricos Riemannianos
compactos a partir de certas 1-formas holomorfas. Exploramos este ponto de vista para investi-
gar quais os unitdes que preservam a propriedade do tipo finito das aplicacdes harmonicas. Em
particular, provamos que o fibrado de Gauss de uma aplicagao harmonica do tipo finito numa
Grassmanniana também é do tipo finito.

Provamos que qualquer aplicacdo harmoénica ¢ da esfera de dimensao 2 num grupo de Lie
compacto semi-simples de matrizes pode ser reduzida a uma constante usando as ac¢bes de
revestimento singular, isto é, as “singular dressing actions” introduzidas por Bergvelt e Guest.
Encontramos também geradores para o grupo dos lacetes racionais das representacdes funda-
mentais de Sp(n)® e SU(n)¥: em ambos os casos a classe dos geradores é um pouco maior do
que a classe de factores simples (lacetes racionais com um nimero minimo de singularidades,
cuja accao de revestimento pode ser calculada explicitamente).

Estabelecemos formulas explicitas para as factorizacdes canodnicas de solucdes estendidas
que correspondem a aplicacées harmonicas com nimero de unitao finito no grupo de Lie ex-
cepcional G, em termos do modelo Grassmanniano. E dada uma descricao dos geradores do
referencial de Frenet para estas aplicacdes harmdnicas. Em particular, mostramos que aplica-
coes harmonicas da esfera de dimensao 2 em G, correspondem a solucdes de certos sistemas
algébricos de equacdes quadraticas e clbicas.

Palavras-chave

Aplicacbes Harmoénicas, Grupos de Lacetes, Unitdo, Tipo Finito, Accdes de Revestimento,
Factores Simples, Modelo Grassmanniano
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Abstract

We describe how the operation of adding a uniton arises via the Dorfmeister, Pedit and Wu
(DPW) method of obtaining harmonic maps into compact Riemannian symmetric spaces out of
certain holomorphic one forms. We exploit this point of view to investigate which unitons
preserve finite type property of harmonic maps. In particular, we prove that the Gauss bundle
of a harmonic map of finite type into a Grassmannian is also of finite type.

We prove that any harmonic map ¢ from a two-sphere into an arbitrary compact semisimple
matrix Lie group may be reduced to a constant by using the singular dressing actions introduced
by Bergvelt and Guest. We also prove generating theorems for the group of rational loops of
the fundamental representations of Sp(n)¥ and SU(n)%: in both cases the class of generators
is slightly larger than the class of simple factors (rational loops having a minimum number of
singularities, whose dressing action can be computed explicitly).

We establish explicit formulae for canonical factorizations of extended solutions correspon-
ding to harmonic maps of finite uniton number into the exceptional Lie group G, in terms of
the Grassmannian model. A description of the “Frenet frame data” for such harmonic maps
is given. In particular, we show that harmonic maps from a two-sphere into G, correspond to
solutions of certain algebraic systems of quadratic and cubic equations.

Keywords

Harmonic Maps, Loop Groups, Uniton, Finite Type, Dressing Actions, Simple Factors, Grass-
mannian Model
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Introducao

Dadas (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas e ¢ : M — N uma aplicacao suave, o funcional
energia é dado por

1
B(6.D) = 5 [ 4ol

onde D C M é compacto e dv, é o elemento volume em ). Dizemos que ¢ é€ uma aplicacdo
harmonica se for um ponto critico do funcional energia, para todo o D C M compacto; temos
assim uma generalizacdo natural do conceito de geodésica, pois quando M tem dimensao 1
as aplicacdes harmdnicas sdo as geodésicas de N. Para uma introducao e desenvolvimento
de alguns resultados sobre aplicagdes harmoénicas, acompanhados de exemplos, sugerimos os
exaustivos trabalhos de Eells e Lemaire [16), [17].

Outra forma de, dada uma aplicacdo suave ¢ : M — N, decidir se ¢ & uma aplicacado
harmonica é verificar se ¢ satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange associada 75 = tr Vd¢ = 0,
onde V é a conexao em T*M ® ¢~ 'TN induzida pelas conexdes de Levi-Civita de M e N.
Por exemplo, uma aplicacdo suave ¢ : M — IR™ é harmodnica se A¢ = 0. Quando M é uma
superficie de Riemann podemos tomar (U, z) um sistema complexo de coordenadas locais e a
equacao de Euler-Lagrange escreve-se

o= (V% ™) do <(,i> — 0. (1)

Em geometria diferencial, diferentes classes de superficies podem ser caracterizadas pela
harmonicidade de alguma aplicacao conveniente. Por exemplo, uma superficie f : R? — R3 é
uma superficie de curvatura média constante se, e so se, a sua aplicacdo de Gauss ¢ : R? — S?
€ harmonica.

0 objecto de estudo no nosso trabalho sao as aplicacoes harmonicas ¢ : M — G, em que M é
uma superficie de Riemann e G um grupo de Lie compacto. A teoria moderna destas aplicacoes
harménicas baseia-se numa observacdo fundamental de Uhlenbeck, em [35]: uma aplicacao
harmonica ¢ de C para um espaco simétrico Riemanniano compacto G/K corresponde a uma
familia de conexdes no fibrado trivial g = M x g de curvatura nula

d+ay com XeS'={\eC: |\=1};
por integracado directa desta familia de conexdes obtemos uma aplicacdo homolorfa
®:M—QG={y:S" = G|yésuaveey(1) =}

designada por solucdo estendida associada a ¢; a aplicacao ¢ dada por ¢(z) = ®(z)(—1), para
todo o z € M, é harmonica. Esta situacdo € apresentada, com alguns detalhes, no Capitulo
[l A formulagao de curvatura nula leva a uma accdo # de certos grupos de lacetes no espago
das aplicagdes harmonicas, que designamos por accdo de revestimento. Por detras desta accao
esta a existéncia de decomposicdes do tipo Iwasawa de grupos de lacetes e algebras de lacetes
[2, 7, 15, 22], [35]. Num caso limite temos uma accao de revestimento de G, o grupo dos germes
em zero das aplicacées holomorfas C — GT.

Assim, muitos resultados da teoria geral sobre grupos de lacetes [30] vao ter implicacdes
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directas no estudo das aplicacées harmonicas de M em G.

Por outro lado, Uhlenbeck também introduziu em [35] o conhecido processo de somar uni-
toes, que é outra forma de obter novas aplicacées harmonicas a partir de uma aplicacdo har-
monica dada, e provou que todas as aplicagcoes harmonicas de S? para o grupo unitario U(n)
podem ser factorizadas num produto finito de factores bandeira 5S> — U(n). Este processo foi
posteriormente generalizado por Burstall e Guest [5] ao caso de um grupo de Lie G semi-simples
compacto.

As solugdes estendidas sao também usadas para classificar as aplicacdes harmoénicas de su-
perficies de Riemann em grupos de Lie e respectivos espacos simétricos. Quando a solucao
estendida pode ser obtida por integracao de um certo par de campos vectoriais Hamiltonianos
comutativos dizemos que a correspondente aplicacdo harmoénica é do tipo finito [4, [6]. Quando
a solucao estendida associada a uma aplicacdo harmonica tem série de Fourier com um nimero
finito de termos nao nulos, dizemos que a aplicacdo harmonica correspondente tem ndmero
de unitdo finito. Por exemplo, todas as aplicacdes de S? num grupo de Lie G compacto tem
numero de unitao finito [35]].

No Capitulo [2| descrevemos como a operacao de somar unitoes é obtida através de trans-
formacdes de gauge nas 1-formas holomorfas ., indicadas por Dorfmeister, Pedit e Wu [15],
e usamos esta descricao para determinar quais os unitdes que preservam o tipo finito. Em
particular, provamos, de uma forma alternativa a apresentada por Pacheco na sua Tese de
Doutoramento [28], que o fibrado de Gauss de uma aplicacdo harmonica do tipo finito numa
Grassmanniana ainda é uma aplicacdo harménica do tipo finito. Este trabalho foi realizado em
conjunto com Pacheco e pode ser encontrado em [12].

Consideremos uma curva {v,} em Gy, onde o germe ~, admite um representante definido
no disco || < a, € ® uma solucao estendida. Se o limite de ~,#® quando a tende para 0 existe
em toda a parte, entdo ®(z) = iii%%#q)(z) define uma nova solucao estendida. Dizemos neste

caso que d é obtida por um processo de completac@o. Acontece que, em geral, iig%%#@ pode
nao estar definido em toda a parte. No entanto, as respectivas singularidades podem eventual-
mente ser removiveis e, deste modo, obtemos ainda uma nova solucdo estendida - processo
de completacdo modificada. Em [2] Bergvelt e Guest, inspirados por Uhlenbeck, provaram que
qualquer aplicacao harmonica de S? para o espaco projectivo complexo CIP"™ pode ser reduzido
a uma constante aplicando duas vezes o processo de completacao modificada. Mais tarde, Jiao
[25] provou que qualquer aplicacao harmdnica ¢ de S? no grupo unitario U(n) pode ser reduzida
a uma constante aplicando n accdes de revestimento singular, isto €, n vezes o processo de
completacao modificada. Estas n accoes de revestimento singular sao obtidas a partir de curvas
{7a} representadas por lacetes racionais da forma ~,()\) = 7> + (,(\)mv, onde

_ A—aa—1
T aN—-11-a’

(a (A)

Estes lacetes racionais sao os factores simples de Uhlenbeck e geram o grupo dos lacetes racio-
nais no grupo de Lie de matrizes Gl(n, C) que satisfazem a condicao de realidade relativamente
a U(n): v(A\) = ~v(1/X) [35] (a condicdo de realidade implica que v()\) € U(n) sempre que
A € SY). Em [14], os autores introduziram uma nova definicao de factores simples, coerente
com a anterior, para um qualquer grupo de Lie redutivo complexo e uma representacao qual-
quer, e provaram que nos casos SO(n)* e GY, com a representacao fundamental, os factores
simples geram o grupo de lacetes racionais que satisfazem a condicao de realidade.

No Capitulo (3| generalizamos os resultados de Bergvelt e Guest [2] e Jiao [25]: provamos que
qualquer aplicacdo harménica ¢ com nimero de unitdo finito num grupo de Lie G' compacto

2
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semi-simples de matrizes pode ser reduzida a uma constante aplicando um numero finito de
accoes de revestimento singular; as accoes de revestimento singular sao obtidas a partir de
curvas de factores simples em G®. Também apresentamos uma versdo deste resultado para
aplicacoes harmonicas de S? num espaco simétrico G/K interno. Determinamos também os
geradores dos lacetes racionais, para a representacao fundamental, de Sp(n)® e SU(n)®: em
ambos os casos a classe dos geradores é ligeiramente maior do que a classe dos factores simples.
Estes resultados foram obtidos em conjunto com Pacheco em [13].

Uhlenbeck [35] observou que as solucdes estendidas que correspondem a aplicacées har-
monicas com nUimero de unitdo finito no grupo unitario admitem factorizacées em factores
lineares. Mais tarde, Burstall e Guest [5] generalizaram esse resultado para outros grupos de
Lie, descrevendo as aplicacdes harmonicas com numero de unitao finito em termos de certas
funcoes meromorfas em M. Para isso consideraram o funcional de energia £ : QG — R dado
por E(y) = [q |7/|>. Este define uma funcéo de Morse-Bott na variedade de Kahler QG e as suas
variedades criticas sdo precisamente as classes de conjugacao dos homomorfismos S! — G. Se
Q¢ € uma tal classe e U, € a variedade instavel de Q em relacao ao fluxo do campo vectorial
gradiente —V F, entao vamos ter a decomposicao

QugG = {7 € QG : v e y~! tém série de Fourier finita} = U Ue.
§

Mais, dada uma aplicacdo harmoénica ¢ : M — G com numero de unitdo finito, os autores
provaram que esta admite uma solucdo estendida ® : M \ D’ — Q.G que toma valores em
algum Ug, onde D’ C M é um conjunto discreto. As variedades instaveis Us admitem uma
descricao em termos de grupos de lacetes adequada, a qual pode ser aplicada no estudo das
aplicacdes harmonicas. Em particular, um lacete em U, admite uma “factorizacdo canoénica”
que induz, consequentemente, uma factorizacao canodnica nas solucées estendidas. No Capitulo
[4]descrevemos esta factorizagdo em termos do modelo Grassmanniano para o caso de aplicagdes
harmonicas em Gs.

Em [32] Segal descreveu as equacoes de harmonicidade em termos do modelo Grassmanniano
para os grupos de lacetes AG. Desde entado, este modelo tem vindo a ser utilizado com sucesso
na obtencao de formulas explicitas para a construcdo de aplicagdées harmonicas em grupos de
Lie classicos e nos seus espacos simétricos [29, [34]. Nesta formulacdo, como Guest observou
em [21]], os geradores holomorfos de aplicacbes harmonicas pode ser apresentado em termos
de referenciais de Frenet. Damos uma descricao dos geradores de referenciais de Frenet para
aplicagbes harmonicas com nimero de unitao finito em G2 e no seu espaco simétrico G»/SO(4),
a Grassmanniana dos espacos de dimensao 3 associativos. Em particular, mostramos que as
aplicacoes harmonicas de S? em G, podem ser obtidas através da solucao de um certo sistema
algébrico de equacdes quadraticas e clbicas. Parte dos resultados do Capitulo |4 sdo também
apresentados em conjunto com Pacheco [11], embora no presente trabalho a nossa abordagem
seja exclusivamente em termos do modelo Grassmanniano.
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Capitulo 1

Aplicacées Harmoénicas e Grupos de Lacetes

Comecamos por apresentar alguns grupos de lacetes e decomposicdes desses grupos. Mais
pormenores podem ser encontrados em [30], ou na bibliografia indicada. Essas decomposicoes
irao ser bastante importantes no estudo das aplicagdes harmonicas.

Recordamos o essencial da teoria das aplicacbes harmdnicas num grupo de Lie G e seus
espacos simétricos, em particular a sua formulagao em termos de grupos de lacetes.

Na parte final introduzimos o modelo Grassmanniano de um grupo de lacetes. O livro de
Pressley e Segal [30] é referéncia fundamental para este assunto, e Segal [32] estabelece as
condicoes de harmonicidade no quadro do modelo Grassmanniano.

Ao longo do presente capitulo, G representa um grupo de Lie compacto conexo semi-simples
de matrizes, com identidade ¢, e g representa a sua algebra de Lie; recorde-se que G C U(n)
para algum n.

1.1 Grupo de Lacetes

Equipemos G' com uma métrica bi-invariante. Seja G* o complexificado de G, com algebra de
Lie g¥ (assim g& = g ® C). Consideremos S! = {\ € C : |A\| = 1} como habitualmente.
Definimos o grupo de lacetes

AG ={v:S" = G|~ ésuave}
e o grupo de lacetes com base ¢
QG ={y:8' > G|yésuavee (1) =e}.

E facil ver que AG e QG sdo grupos e pode ser demonstrado que sao grupos de Lie de dimensao
infinita [30]. Definimos ainda as dlgebras de lacetes

Ag={¢:8' = g| ¢ ésuave}

Qg={¢:S" > g|¢ésuavee (1) =0},

as correspondentes algebras de Lie (de dimensao infinita) de AG e de QG, respectivamente.

1.1.1 Grupo de Lacetes Algébricos

Dado um lacete v € QG, dizemos que v é um lacete algébrico se v e y~! tiverem série de
Fourier finita, e denotamos por ,,G 0 subgrupo de QG dos lacetes algébricos, isto &

QaigG = {’y e QG: y(\) = Z AN TN = Z Bq;)\z} .

i1=—T 1=—35
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1.2 Decomposicdes de Grupos de Lacetes

Nas proximas subseccdes vamos ver algumas formas de decompor varios grupos de lacetes. Estas
ferramentas desempenhardo um papel fundamental nos proximos capitulos.

1.2.1 Grupos de Lacetes Torcidos

Sejam 7 : G — G um automorfismo de ordem k, isto é, 7% = Id; e K C G o conjunto dos pontos
fixos por 7. Denotamos por w = e #=" a k-ésima raiz da unidade. Definimos o grupo de Lie de
dimensao infinita de lacetes 7-torcidos

AG. = {7 € AG | 7(¥(\)) = y(wA) paratodoo X € S'} .

Mais, fixamos uma decomposicdo de Iwasawa do grupo redutivo K¥: K¥ = KBe KNB =
{e}, onde B é um subgrupo de Lie soluvel de K. Assim, qualquer elemento g € K* pode ser
escrito de forma Unica § = gb, onde g € K e b € B.

Consideremos ainda os seguintes grupos de Lie de dimensao infinita de lacetes -torcidos

AGE = {y:8' - G | v é suave e 7(7(\)) = v(wA) para todo o A € S'} (1.1)
ALGY = {y € AGY | v estende-se holomorficamente a [\| < 1 e 4(0) € B} .
Temos a seguinte decomposicao:

Teorema 1.1. [[15] A multiplicagdo AG, x ALGE — AGY é um difeomorfismo sobrejectivo.

1.2.2 Grupos de Lacetes em C

Fixemos 0 < ¢ < 1. Sejam C. e (. as circunferéncias de raio < e 1/ com centroem 0 € C,
respectivamente. Definimos os seguintes subconjuntos abertos de P! = C U {co}:

L={XeP': |\<e} , Li={ eP': |\>1/e}

eE ={NeP': c<|A\<1/e}.

Denotando I¢ = I. UI;,. e C* = C. UC} . temos P! = I U C® U E=.
Consideremos, como em [[7], os grupos de Lie de dimensao infinita

A°G = {7 :C° — G | y é suave e y(\) = v (1/X) paratodoo A € Cs}
Q%G = {v € A°G | v estende-se holomorficamente a v : E° — G e v(1) = ¢}
AG = {v € A°G | v estende-se holomorficamente a v : I* — GC}

e as correspondentes algebras de Lie de dimensao infinita

Atg = {g S Of S g@ | Eé suave e@ =¢ (1/;\) para todoo \ € CE} (1.2)
50 = {5 € A%g | £ estende-se holomorficamente a ¢ : E° — g“e £(1) = 0}

Asg = {5 € A®g | £ estende-se holomorficamente a ¢ : I° — g@} .

A condicao y(\) = v (1/5\) garante que para determinar ~ basta conhecer o lacete em C.
ou em C,.; ou seja, dado v = (y4,7-) : C° — G© em que v, : C. — G é suave, temos

6
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v- : Cye — GY dado por v_ (1/X) = 4 () para todo o A € C.. Esta condicao é também
conhecida como condi¢do de realidade, porque quando A € S* implica que v()\) toma valores
em G; por isso, indicamos apenas A°G, apesar dos lacetes tomarem valores em G©.

Temos a seguinte decomposicao do tipo Iwasawa:

Teorema 1.2. [27] A multiplicacdo Q5,G x A;G — A°G é um difeomorfismo. Em particular,
cada -y € A°G pode ser escrito de forma unica v = yg7y, onde vg € Q%G e v € ASG.

Observacao 1.3. No caso limite ¢ — 1, do teorema anterior obtemos a decomposicao mais
familiar QG x A, G — AGT [30], onde

AG® = {v:8" - G | v é suave}

ALGY = {y € AG" | v estende-se holomorficamente a |A| < 1} .

1.3 Aplicagées Harmoénicas num Grupo de Lie

Sejam G um grupo de Lie compacto conexo de matrizes e g a sua algebra de Lie, e equipemos
G com uma métrica bi-invariante. Tomemos 6 a forma de Maurer-Cartan (a esquerda) de G,
ou seja, temos 6,(X) = g7'X € g para cada X € T,G (/ € uma 1-forma com valores na
algebra de Lie g). Usando a invariancia a esquerda de 9, é facil ver que 6 satisfaz a equacdo de
Maurer-Cartan

d9+%[9/\9]:0, (1.3)

onde [0 Av] (X,Y) = [o(X),v(Y)] — [0(Y),v(X)] para todo 0 X,Y € T,G.

Consideremos ¢ : M — G uma aplicacdo suave e tomemos o = ¢*0, que € uma 1-forma
em M com valores em g. Entdo, usando o pull-back por ¢, a também satisfaz a equacao de
Maurer-Cartan (1.3)), isto é,

da—!—%[a/\a]:(). (1.4)

Observacao 1.4. Como trabalhamos com grupos de matrizes, iremos escrever ¢*6 na sua forma
mais habitual: o = ¢~ 1do.

A equacao de Maurer-Cartan torna-se importante porque nos fornece uma condicao de inte-
grabilidade, isto é, garante a existéncia de uma aplicacdo ¢ : M — G tal que ¢~ 'd¢ = o; como
vemos no seguinte teorema:

Teorema 1.5. [33] Sejam M uma variedade simplesmente conexa e « uma 1-forma em M com
valores em g. Entdo existe ¢ : M — G uma aplicagdo suave tal que o = ¢~'d¢ se e so se
« satisfaz a equagdo de Maurer-Cartan (1.4). Neste caso, ¢ é Unica a menos de translagdo a
esquerda por um elemento constante de G.

Observacao 1.6. Se a 1-forma « verificar a equacao (1.4), entao a conexao no fibrado G-prin-
cipal trivial M x G — M dada por d, = d + « € plana, ou seja, a sua curvatura € nula; e por
isso, a equacao (1.4) também chamamos equacdo da curvatura-nula.

Teorema 1.7. [36] A aplicacdo suave ¢ : M — G é harmonica se e s6 se a = ¢~ 'd¢ é co-fe-
chada, isto é,
d*a = 0. (1.5)

Assim, se ¢ : M — G é harmonica, a 1-forma em M dada por a = ¢~ 'd¢ satisfaz as equacoes
(1.4) e (1.5). Inversamente, se M é simplesmente conexa, dada o« uma 1-forma em M com
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valores em g satisfazendo a equacao (1.4), pelo Teorema 1.5 podemos encontrar ¢ : M — G tal
que ¢~ ld¢ = a; entdo, se a satisfaz a equacao (1.5), ¢ € harmonica [36]. Deste modo, temos
que a equacao (T) se pode escrever como as equacées (1.4) e (1.5).

De agora em diante vamos considerar que M é uma superficie de Riemann. A 1-forma
a = ¢~ 'dp em M estende-se por linearizacdo complexa a TM® = TM 9 ¢ TAM (O e admite
a decomposicao

Oé:a/"‘ol”

relativamente a estrutura complexa de M, onde o’ é uma (1,0)-forma com valores em g* e
o' = o/ é uma (0,1)-forma com valores em g®, em que a conjugacdo em g% é relativa a g.
Podemos ainda escrever a decomposicao da = da + da induzida pela estrutura complexa de M;
como M tem dimensao real 2, temos ainda que da = do/ + do”’.

Como M é uma superficie de Riemann, a equacao pode ser escrita na forma

da’ — 0" = 0. (1.6)

Por calculo directo, concluimos o seguinte:

Proposicdo 1.8. [35, 36]] As equacées e (1.6) sao equivalentes ao sistema

a4/ 17,/ "n —
{604 +35@AN"=0 (1.7)

9o/ + Lo/ A =0

1.3.1 Solucao Estendida

Seja ¢ : M — G uma aplicacao suave e o = ¢~ 'dg, com a = o’ + o’' como vimos antes. Para
cada ) € S! definimos

1
oy = 514)\ com Ay, = (1—)\_1) a'+(1—/\) a", (18)

uma 1-forma em M com valores em g, uma vez que a; = 0. Observemos ainda que a_; = a.
Dada uma aplicacao suave & : M — QG, dizemos que ® é uma solucdo estendida se

cI>;1d<I>A = ay para todo 0 A € S', em que a, é da forma ; usamos a notacao ¢,(z) =

®(z)(A). O conceito de solucao estendida foi primeiramente introduzido por Uhlenbeck [35].
Repare-se que d + a, € uma conexao plana para todo o A € S! se e s0 se « satisfaz as

equacdes (1.7).

Temos o seguinte resultado:

Teorema 1.9. [35] Sejam M uma superficie de Riemann simplesmente conexa e a, como em
(7.8) um lacete de 1-formas em M com valores em g. Temos que:

1. se ® : M — QG é uma solucdo estendida, entdo a aplicacGo ¢ : M — G definida por
¢(z) = ®_1(z), para todo o z € M, é harmonica.

2. se ¢ : M — G é uma aplicacdo harménica, entédo existe uma solucdo estendida (associada
ago)d: M — QG tal que &_1(z) = ¢(z), para todo o = € M; a qual é unica a menos de
multiplicacé@o a esquerda por um lacete v € QG tal que v(—1) = e.

Ou seja, numa superficie de Riemann simplesmente conexa M, dada uma aplicacao harmo-
nica ¢ : M — G temos uma solucao estendida @ : M — QG tal que ®_; = ¢; e, inversamente,
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dada uma solucédo estendida ® : M — QG obtemos uma aplicacdo harménica ¢ = ®_;. Con-
tudo, a menos que G seja abeliano, para qualquer o € St \ {—1} as aplicacdes @, : M — G nao
sdo harmonicas, em geral [36].

1.3.2 Aplicacées Harmonicas com Numero de Unitao Finito

Dada uma aplicacdo harmoénica ¢ : M — G, dizemos que ¢ é uma aplicacGdo harménica com
numero de unitdo finito se tem uma solucdo estendida ® : M — QG cuja série de Fourier tem
um nUmero finito de termos, isto &,

Ox(2) =Y _ ®i(2)X, comr,s € 7

para todo o z € M. Ao valor minimo de s — r chamamos nimero de unitdo de ¢, e indicamos
por 7(¢). No entanto, este nimero de unitdo ndo coindice com o ndmero de unitGo minimo de
¢ estimado por Burstall e Guest [5] para um grupo de Lie compacto semi-simples.

Uhlenbeck [35] provou que qualquer solucédo estendida definida numa superficie de Riemann
compacta tem nimero de unitdo finito. Em particular, como a esfera S? é simplesmente conexa,
todas as aplicacées harmonicas de S? em G sao aplicacdes harmonicas com nimero de unitao
finito.

1.4 Aplicacées Harmoénicas num Espaco GG-Simétrico

Tomemos 7 : g — g uma involucéo, isto &€, um automorfismo de ordem 2 (72 = Id); em que ¢ é
o subespaco fixo por 7. Sejam ¥ e m® os espacos proprios de T associados aos valores proprios
1 e —1, respectivamente. Temos a decomposicao g& =t @ m®, ondem = gNm® e ¢ = gN ¢~
verificam

[t,¢)ce [EmlCm, [mm]CE¢

sendo assim uma decomposicdo simétrica.

Suponhamos que podemos exponenciar a involucao 7 para obter uma involucao em G, ainda
denotada por 7 : G — G. Seja K C G tal que (G.), € K C G, onde (G,), € a componente
identidade de G- = {g € G : 7(g) = g}. Assim, ¢ é a &lgebra de Lie de K e dizemos que o espaco
homogéneo redutivo G/K é um espaco G-simétrico.

Quando a involugao 7 for interna, isto é, 7(h) = ghg~! para algum g € G, dizemos que
G/K é um espaco G-simétrico interno. Além disso, estamos também interessados no caso em
que G é um grupo de Lie compacto semi-simples. Neste caso, a forma de Killing de g, B,
é definida negativa e entdo — B fornece uma métrica G-invariante no espaco simétrico G/K.
Assim, estamos perante um espaco G-simétrico Riemanniano compacto.

Seja N uma variedade na qual o grupo de Lie GG actua transitivamente. Tomemos um ponto
base o € N com subgrupo de isotropia K; entdao N é difeomorfo a G/K. Suponha-se que
N = G/K é redutivo. Temos entdo uma decomposicao g = £ ® m, onde m é Adg-invariante.
Para cada x € N e g € G tais que z = g - xg, a aplicacao

g — TN

£ = %‘tzoexp(tg)w
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tem kernel Ad,¢ e logo, considerando a restricao da aplicacao a Ad,m, temos um isomorfismo
Adym — T, N. Definimos a aplicacdo inversa (também um isomorfismo) desta ultima

By : TpyN — Adgm

e, denotando por [m] o subfibrado do fibrado trivial g = N x g definido por [m],.,, = Ad,(m),
temos 3 : TN — [m] C g© uma 1-forma com valores em g a qual chamamos forma de Maurer-
Cartan de N, como Burstall e Rawnsley [8]. O uso do nome forma de Maurer-Cartan faz sentido,
uma vez que se N coincidir com o grupo G que actua sobre si mesmo por translacdes a direita,
a forma de Maurer-Cartan de N agora definida coincide com a forma de Maurer-Cartan de G.

Seja N um espaco G-simétrico com involucao 7, e denotemos por . o mergulho de Cartan,
definido por
t:N — G

gz — T(9)gt

Recordemos que o mergulho de Cartan « : G/K — G é sempre totalmente geodésico [10].
Assim, temos que ) : M — N é harmonica se e s se 1o : M — G é harmonica. Por outro
lado:

Lema 1.10. [8] Sejam ¢ : M — G/K uma aplicacéo suave e . : G/K — G o mergulho de
Cartan, entdo ¢*0 = —2¢*3, onde ¢ = L o).

Logo, ¢) € harmdnica se e so6 se
a8 = 0. (1.9)

De agora em diante vamos considerar que M é uma superficie de Riemann e que N = G/K
€ um espaco G-simétrico Riemanniano.

Seja ¢ : M — N uma aplicacao suave e tomemos ¢ : M — G um levantamento de v, isto
€, =mog¢onder:G — N éa projeccao natural. Relativamente a decomposicdo g =€t m
podemos escrever o = ¢~ 'd¢ na forma

O = Qg + Q.

Mais, temos ainda a decomposicao o, = a, +ai,, onde o, € uma (1,0)-forma de M com valores
em m® e o/ = al,. Assim, temos que

/ 1
Q= + ap + 0.

Por calculo directo, obtemos o seguinte resultado, analogo ao da Proposicao|1.8

Proposicao 1.11. [15] Seja ¢ : M — G/K uma aplicacéo suave com levantamento ¢ : M — G
e a respectiva forma de Maurer-Cartan de G, o = ¢~ 'd¢ = o, + a¢ + alh. Entdo +» é harmonica
se e sO se
dol, + [ae ANl ] =0
dae + 3 [ A o] + [y Aalp] =0 (1.10)
dall + e ANall] =0
Inversamente, se M for simplesmente conexa, dadas o; e oy, 1-formas de M solucées de @
com valores em t e m, respectivamente, existe uma aplicacGo harménica ) = ro¢ : M — G/K,
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onde ¢ : M — G é tal que ¢~'dp = o + auy; esta aplicacdo é unica a menos de multiplicacdo
por um elemento de G.

1.4.1 Referencial Estendido

Similar as solucodes estendidas introduzidas por Uhlenbeck em [35] para aplicacées harmoénicas
em grupos de Lie, visto na Subseccéo [1.3.1, vamos relembrar a construcdo de referenciais
estendidos em [6), [15] para aplicacdes harmonicas num espaco simétrico. Para cada \ € S!,
consideramos

ay = A"tk +ap + ok, (1.11)

que se trata de uma 1-forma de M com valores em Ag,. Observemos ainda que «; = a.

Dada uma aplicacdo suave F : M — AG,, dizemos que F' é um referencial estendido se
F{'dF) = a, para todo o A € S, em que o, é da forma ; voltamos a usar a notacao
Fx(z) = F(2)(A).

Observe-se que «, satisfaz a equacdo de Maurer-Cartan para todo o \ € S se e s se satisfaz
as condicées (1.10). Assim temos o seguinte resultado:

Teorema 1.12. [6] Seja M uma superficie de Riemann simplesmente conexa. Entédo, a aplica-
¢do suave ¢ : M — G/K é harmdnica se e so se existe um referencial estendido F : M — AG-
tal que wo Fy = 1.

No teorema anterior dizemos que F é um referencial estendido associado a ). Uma vez
que a 1-forma «) verifica as equacoes para todo o A € S', a aplicacdo ¢, = mo F) é
harmoénica para todo o \ € S', ao contrario do que acontecia com as aplicacdes harmonicas num
grupo de Lie. Assim, o referencial estendido F), fornece uma familia de aplicacées harmonicas
associadas a 1.

1.5 Solucdes Estendidas e Referenciais Estendidos

Ao longo do presente trabalho iremos usar preferencialmente solucdes estendidas em detri-
mento dos referenciais estendidos; no entanto, podemos relacionar facilmente as solucées
estendidas com os referenciais estendidos, como iremos ver.

Sabemos que ) : M — N é harmonica se e s se 1o : M — G é harmonica. Seja F' um
referencial estendido associado a ¢. Entdo prova-se facilmente que ® = FF; " é uma solucao
estendida associada a ¢ = ¢ o v, de facto:

&1 dey = By Fy ' (dFy Fy ' — ENFdE FTY)
=F (Aol +ae+Aall) By — By (o 4+ o+ o)) B!

1—X"1 1—A
= 2Adp1 (—Oz:.n) + TZAdFl (—04;/1) = Q)

em que «a) é da forma , ed  =F Fi'=7(R)F'=1onoF, =10%¢ = ¢.

Por outro lado, todo o grupo de Lie G pode ser visto como o espaco simétrico (G x G) /AG,
onde AG = {(g,9) : g € G}, e entdo podemos aplicar todos os resultados vistos na Seccao[1.4a
aplicacoes suaves ¢ : M — G.
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1.6 O Modelo Grassmanniano

Fixemos em C™ a métrica hermitiana habitual. Seja H(™ o espago de Hilbert L? (S';C"), das

funcdes de quadrado somavel definidas em S! com valores em C™. Tomemos ey, ...,e, a base
canonica de €™, entdo as fungdes A\ — \e; comi€ Z e j=1,...,n formam uma base de H),
isto é,

H™) :Span{)\iej ci€Z,j=1,...,n}.
As funcées com i > 0 geram um subespaco de #(") fechado, que indicamos por
’HT) :Span{)\iej 120, 5= 1,...,n}.
Denotemos por H™ o ortogonal de Hﬂf) em H(™),
Seja Grass (7—[(”)) o espaco de todos os subespacos vectoriais W C 7" tais que:
1. W é fechado
2. a projeccao W — Hf) € Fredholm e a projeccao W — #™) é Hilbert-Schmidt
3. as imagens das projeccoes W+ — 7—[5:” e W — H™ sao funcdes suaves.

Nao vamos usar explicitamente os conceitos de operador de Fredholm e de Hilbert-Schmidt, no
entanto, mais detalhes podem ser encontrados no livro de Pressley e Segal [30].
Definimos ainda
Gr™ = {W € GTass(H(”)) D AW C W} .

Pressley e Segal [30] mostraram que AU(n) actua transitivamente em Gr("), em que a accdo é
dada por v- W = {yf: f € W}. Mais, o subgrupo de isotropia de Gr(™ em Hi") € U(n) e logo
temos o seguinte teorema:

Teorema 1.13. [30] Gr™ = AU(n)/U(n) = QU(n).
Dizemos que Gr(™ é o modelo Grassmanniano para QU(n).

Observacdo 1.14. Dado W € Gr(™, também temos que dimW & AW = n, onde W © AW
representa o complemento ortogonal de AW em W. Assim, tomando ws,...,w, uma base
ortonormal de W & AW, podemos colocar as funcoes vectoriais w; lado a lado de modo a formar
7, uma matriz n x n de fungdes definidas em S!, isto é, v € AU(n). E possivel mostrar que
v - Hﬂr") = W, tal pode ser visto em [30].

Quando G é um subgrupo de U(n), denotaremos o respectivo modelo Grassmanniano de QG
por Gr(G) C Gr(™,

1.6.1 O Modelo Grassmanniano para 2SO(n)

Consideremos o grupo ortogonal especial SO(n) como um subgrupo de U(n). Para cada X em
C™ denotamos por X o seu conjugado complexo. O modelo Grassmanniano para 2SO(n) é dado
pela proposicao seguinte.

Proposicdo 1.15. [30] Dado um subespaco W € Gr™), W corresponde a um lacete v € QSO(n)
se e so se W pertence a

Gr(SO(n)) = {W e Grm . W = AW}.
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1.6.2 A Grassmanniana Algébrica

O grupo dos lacetes algébricos 2,1, U(n) actua na Grassmanniana algébrica
Gré?g) = {W e Gr™ : Ay ¢ w c A1 para algum k € ]N}

mais, temos Grg?g) &~ QagU(n) como é descrito em [30]. Novamente, quando G € um subgrupo
de U(n) também temos Gr,.(G) = Q,,G.

Observacao 1.16. Observemos que cada W € Gr;’lg pode ser visto como um subespaco de

N
E'N — /\*NHEF”)/)\NJAHSZ) o~ Z /\i(]jn7
i=—N

para algum N. Como EV tem dimensao finita temos as seguintes igualdades

(A+ Bt =AtnNnB+ e (AnB)t=A4t+Bt
(A+B)NnC=A+(BNnC) sempreque ACC

onde A, B e C sao subespacos de EV.

1.6.3 Aplicacées Harmonicas num Grupo de Lie via Modelo Grassmanniano

Seja M uma superficie de Riemann. Segal [32] provou que as equacdes de harmonicidade de

uma solucdo estendida ® : M — QU(n) associada a uma aplicacdo harmoénica ¢ : M — U(n)

podem ser reformuladas para o modelo Grassmanniano Gr(") como vamos ver de seguida.
Temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.17. [32] ® é uma solucgdo estendida se e s6 se W = @ - Hﬁf) satisfaz as seguintes
condicoes

W, C AW (1.12)
Ws C W. (1.13)

A condicao significa que para toda a aplicacdo suave s : M — H(™ tal que s(z) € W(z)
temos %(z) contido no subespaco AW (z) de H(™. A condicdo significa que W é um
subfibrado holomorfo de M x H(™),

Assim, dada uma aplicacdo harménica ¢ : M — U(n) com solucdo estendida associada
®: M — QU(n), podemos tomar W = - HSF”) associado a ¢ com valores em Gr(™ que verifica
e (1.13). Mais geralmente, se ¢ : M — G é uma aplicacdo harménica com solucao
estendida associada ® : M — QG, temos W = & - ’H(f) com valores em Gr(G) e que verifica

012 e (.13).

Terminamos esta seccao mostrando que quando temos M uma superficie de Riemann com-
pacta, basta considerar apenas a Grassmanniana algébrica, tendo em vista o estudo das aplica-
coes harmoénicas.

Teorema 1.18. [35] Seja M uma superficie de Riemann compacta. Se ® : M — QU(n) é uma
solucdo estendida, entdo existe um lacete v € QU(n) tal que v® é um lacete polinomial em A
eem A\, ou seja, v® : M — Q,,U(n).
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E, consequentemente, temos um resultado analogo para o modelo Grassmanniano.

Teorema 1.19. [32] Seja M uma superficie de Riemann compacta. Se W : M — Gr™ verifica
e , entdo existe um lacete v € AU(n) tal que YW : M — Grfﬁg).

No teorema anterior yW deve ser entendido da seguinte forma: como W = & - ’H,Sr") com
®: M — QU(n), temos /W = & - # (.

Mas o Teorema [1.18] (e logo o Teorema [1.19) pode ser estendido a qualquer subgrupo G de
U(n), uma vez que:

Proposicao 1.20. [28] Se M é uma superficie de Riemann compacta e ® : M — QG é uma
solugdo estendida, entdo existe um lacete v € QG tal que v® : M — Q,,G.

Demonstragdo: Supondo que ® : M — QG C QU(n) é uma solucao estendida, pelo Teorema
podemos tomar 4 de modo que 4@ seja algébrico. Fixemos 2o € M, logo 4@ (z;) € também
algébrico. Assim, tomando v = ® (20)71’ temos que

7P =P (20) " D= (3P (20)) 4P

€ um lacete em QG e algébrico.
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Capitulo 2

O Método de DPW na soma de Unitoes

Dorfmeister, Pedit e Wu [15] introduziram um método para obter aplicacdes harmonicas num
espaco simétrico Riemanniano compacto G/K a partir de 1-formas holomorfas com valores no
subespaco

Ao ={¢€ Ag® | X¢ se estende holomorficamente a |\| < 1}, (2.1)

designadas por potenciais holomorfos. Provaram ainda que a correspondéncia entre essas
1-formas e as aplicacées harmonicas é equivariante relativamente a accao de revestimento
de A, G e certas transformacodes de gauge naturais no espaco dos potenciais holomorfos.

Outra forma de obter aplicacées harmonicas a partir de uma dada aplicacdo harménica
€ a soma de unitées introduzida por Uhlenbek [35]. Neste capitulo vamos estudar como a
operacao de somar um unitdo é obtida através de transformacdes de gauge no espaco dos
potenciais holomorfos. Usamos esta abordagem para determinar unitdes que preservam as
aplicacbes harmonicas do tipo finito. Em particular, tomamos uma aplicacao harmonica do tipo
finito numa Grassmanniana e provamos que a aplicacdo harmonica correspondente ao fibrado
de Gauss ainda é uma aplicacao harmonica do tipo finito.

Para obter estes resultados precisamos de alargar o espaco de potenciais holomorfos envol-
vido no método original de Dorfmeister, Pedit e Wu (DPW).

2.1 Potenciais Holomorfos e Referenciais Estendidos

Comecemos por recordar o método de DPW introduzido em [[15], que foi estabelecido para
uma superficie de Riemann simplesmente conexa. Mas no nosso caso vamos mesmo considerar
M = C de forma a simplificar a escrita.

Consideremos o subespaco dos lacetes de Ag® que se estendem holomorficamente ao inte-
rior do disco |A| < 1, com um polo simples na origem, A_; ,, definido em . Se 1 é uma
1-forma holomorfa de € com valores em A_; .., dizemos que p € um potencial holomorfo; e
denotamos o espaco de todos os potenciais holomorfos por P.

Recordemos o grupo de lacetes AGT definido em . Como agora estamos perante espacos
simétricos (k = 2), a sua correspondente algebra de Lie de dimensao infinita vem dada por

Agt ={¢:8" - g¥ | ¢ ésuave e 7(£(\) = ¢(—\) paratodoo A € S'} .
Dado ¢ € Ag¥, a sua série de Fourier é escrita na forma
EN) =) &\ onde ¢ €g”,

e 7 (&) = (—1); para todo o0 i, ou seja, temos de ter &par € €7 € Eimpar € m®.

Se 1 € P for um potencial holomorfo com valores em A™; = AgP N A_; ., dizemos que .
€ um potencial holomorfo r-torcido; e denotamos o espaco de todos os potenciais holomorfos
T-torcidos por P, .
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Assim, u € P, se e s se
k
pN) = D A,
E>—1
onde ppar € uma 1-forma holomorfa de € com valores em ¢© e Iimpar € UMa 1-forma holomorfa
de © com valores em m®.

Se u € P, como u é holomorfo a sua parte (0,1) € nula, entdo x = £dz para alguma funcédo
holomorfa  : C — AT, . Assim,

1 _
dp+ 5 [pAp]=0p=0,

ou seja, p verifica a equagao de Maurer-Cartan (1.4) e, portanto, podemos integrar (a conexao
d, = d+ p é plana) para obter uma aplicagdo unica T, : C — AGY tal que T;ldTH =pue
T,(0) =e.

Usando a decomposicao AG, x ALGY — AGY (ver Teorema , podemos factorizar T, e
obtemos uma aplicagao suave F, : C — AG- tal que Y, = F,,b, onde b : C — ALGY. Temos o
seguinte resultado:

Teorema 2.1. [[15] Dado . € P-, entdo F,, : C — AG, é um referencial estendido.

Teorema 2.2. [[15] Seja ¢y : C — G/K uma aplicacdo harmonica. Entdo, existe . € P, tal que
a aplicacdo harmoénica associada ao referencial estendido F), é 1.

2.2 Potenciais Holomorfos e Solucdes Estendidas

Agora, vamos alargar o espaco dos potenciais holomorfos de DPW. Além disso, vamos usar
solucoes estendidas em vez de referenciais estendidos.
Fixamos 0 < ¢ < 1 e consideramos o subespaco de A<g (ver (1.2))) definido por

A%, o ={§ € A°g | ¢ estende-se holomorficamente a I} ;

ou seja, os elementos de A®g que se estendem meromorficamente a I com no maximo polos
simples em 0 e em oo. Dado { € A%, ,, podemos escrever { = ({4,{_), onde &, : C. — g®
estende-se meromorficamente a /. com no maximo um polo simples na origeme ¢_ : Cy /. — g®
que é determinado pela igualdade £ () = &, (1/A).

Seja pn = (pu4,p—) uma 1-forma em € com valores em A®, . Se . € holomorfa, dizemos
que p € um potencial e-holomorfo; e denotamos o espaco dos potenciais e-holomorfos por P<.

Seja ;. um potencial e-holomorfo, entéo p verifica a equacéo de Maurer-Cartan (1.4) e pode-
mos integrar (a conexao d,, = d + p é plana) para obter uma aplicacao unica ¥, : C — A°G,
com ¥ 1d¥, =y e ¥, (0) = e. Dizemos que ¥, é uma solucdo estendida complexa.

Observagao 2.3. O ja conhecido espaco dos potenciais holomorfos P pode ser visto como o
caso limite do espaco dos potenciais s-holomorfos P¢, em que ¢ — 1. Assim, ainda no caso
limite ¢ — 1, se u for um potencial holomorfo podemos obter uma aplicacdo Unica ¥, : C —
AG® (recordemos a Observacao tal que (I);ld\llu = u, a qual também chamamos solucao
estendida complexa.

Recordemos que dada uma aplicacdo harmdnica, temos alguma liberdade na escolha de uma
solucao estendida complexa associada, de facto:
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Proposicdo 2.4. [21] Sejam ¥ : C — AG® uma solucdo estendida complexae Y : C — A, G®
uma aplicacdo holomorfa. Entdo, o produto ¥Y é uma solucdo estendida complexa associada
a mesma aplicagGo harmonica.

E assim, podemos sempre escolher T de uma forma conveniente.
Usando a decomposicao Q5,G x A5G — A°G (ver Teorema , podemos factorizar a solucao
estendida complexa ¥, : C — A°G e obtemos uma aplicagao suave ¢, : C — Q5G tal que

v, = ®,b, onde b : C — A5G. Observemos que, como ¥,(0) = e, devido a decomposicao
referida temos de ter ¢,(0) = e e b(0) =e.

Teorema 2.5. Dado . € P¢, entdo @, : C — Q3G C QG é uma solucdo estendida.

Demonstracdo: Tendo em conta a decomposicao de Iwasawa referida no Teorema [1.2] para o
grupo de Lie A°G, temos que a correspondente algebra de Lie A°g pode ser escrita como soma
directa de algebras de Lie

A°g = Q%9 D ATg. (2.2)

Como &, = ¥,b~" e ¥, 'd¥, = p, temos
o dd, = bVt (dU,b — Wb dbbT!) = Ady(p) — dbb (2.3)
Mas b toma valores em A5G, isto é
b(2) = bo(2) + by (2)A + ba(2)A* + . ..
para todo o \ € I, entdo dbb~! toma valores em Asg, de e concluimos que

A, = (Ady (1)) g o -
Agora p € uma 1-forma em € com valoresem A=, e A7G actuaem A=

escrever = 5. upAF; assim
k>—1

em C. podemos

1,007

(Ady(1))gs g = (A" = 1) Ady (u—1) + (A — 1) Adyy (1),

Como p é holomorfo, p_; € uma 1-forma holomorfa com valores em g© e logo podemos
escrever u_; = £_1dz para alguma funcao holomorfa ¢_; : C — g©; entéo
1—Xt , 1=\

CI);ld@M: 5 o + 5 o, (2.4)

onde
of = —2Ads, (p-1) = —2Ady, (§-1) dz (2.5)

e o/ = . Assim, ®, é uma solucao estendida.
|

Como consequéncia imediata do teorema anterior, temos que, dado um potencial ¢-holo-
morfo 1 e a correspondente solucao estendida ¢, : C — QG, a aplicacdo ¢, : C — G dada
por ¢,(z) = ®,(z)(—1) é harmodnica e ¢,(0) = ©,(0)(—1) = e. Também dizemos que ¢, é a
aplicacao harmonica associada a solucao estendida complexa V,,.
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Consideremos b, o termo independente de A em b, como na demonstracao do Teorema

e i = (up,pu—) com py = > pupAk. O coeficiente em A~! de @, 'd®, é dado por bou—_1b; .
k>—1
Assim, se u_; = 0, a aplicacdo harmonica ¢, € constante.

Observagao 2.6. Novamente, tomando o caso limite do Teorema (2.5, com ¢ — 1, concluimos
que dado um potencial holomorfo pn € P, ¢, : C — QG é uma solucdo estendida e obtemos
uma aplicagdo harmoénica ¢, : C — G dada por ¢,(z) = ®,(z)(—1) para todo o z € C; facto
também provado em [15]].

Observacao 2.7. Mais, ainda no caso limite ¢ — 1, consideremos um potencial da forma p =
A~!n, com n uma fungdo meromorfa. Este potencial d4 origem a uma aplicacdo harménica ¢,,, a
qual esta bem definida excepto num conjunto discreto de pontos. Por vezes estas singularidades
sao removiveis e ¢, pode ser estendido a todo o C. Em [15], os autores mostraram que toda a
aplicacao harmonica de C em G pode ser obtida, a menos de multiplicacdo a esquerda por uma
constante, a partir de um potencial da forma ;. = A~'n, se n for uma funcdo meromorfa.

Observacgao 2.8. Se tomarmos «, como foi definido em (1.8)), no fibrado C" = C x C™ podemos
decompor a conexao trivial d e a conexao d,, = d + «) nas formas

d=0+40 € do, =0u, +0n,.

Igualando as partes (0, 1) das equacoes (2.3) e (2.4) obtemos que (1 — \)a” = —209bb~ L. Assim,
b:(C",0) — (C",da,) € um isomorfismo holomorfo, visto que dada uma secgao s holomorfa
em (C",0), isto é ds = 0, temos Jq, (bs) = O(bs) + 152" (bs) = Obs + bds — Obb~1bs = 0.

Qualquer aplicacao harmonica de C em G ¢é obtida, a menos de multiplicacdo a esquerda
por uma constante, através de um potencial holomorfo i € P:

Teorema 2.9. Seja ¢ : C — G uma aplicacdGo harménica tal que $(0) = e. Entdo existe um
potencial holomorfo . € P tal que ¢ = ¢,,.

Demonstracdo: Tomemos ® : C — QG uma solucao estendida associada a aplicacdo harmonica
¢, isto é,

11—t -
! o, com ¢ tdop =o' + .

4D = oy, = o+

Consideremos a (0,1)-forma § = —152a” que tem valores em A, g®. Tal como no Apéndice
0-problem de [15], podemos determinar em C a Unica solucao de

1-X
2

b=t =0 , b0)=e;
sejab: C — A, GT essa solucao e tomamos ¥ = ®b: C — QGT. Entao
UV = b0 (dD b + ®db) = Ady—1 (an) + b Ldb.
Por construcao, p = ¥~!d¥ é uma 1-forma com valores em A_; ... Mais, a parte (0,1) de . é
b‘1¥a”b +b710b=—b"'0b+b"'0b =0,
pelo que 1 é uma (1,0)-forma, em particular, devido a equacao de Maurer-Cartan temos
Ozdqu%[uAu] = p,
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ou seja, p € holomorfa, e portanto p € P. Assim, tomando a aplicacdo harménica associada a
1, ¢, como na Observacao (2.6, temos que ¢, = ¢.

Interessa-nos ainda considerar a seguinte classe de potenciais. Denotemos por P o espaco
de todas as 1-formas . em C tais que

1. 1 toma valores em A_; o
2. d,, = d+ p é uma conexao plana
3. aparte (0,1) de i toma valores em A, g*; a algebra de Lie de A, G*.

Dado ;. € P, apesar de p ndo ser holomorfo, como d,, € uma conexao plana, podemos
integrar e obtemos ¥, : C — AG® tal que \I'/jldlllM = u. Aplicando a decomposicao de lwasawa
referida na Observagéo podemos escrever ¥, = ®,b em que b : C — A, G*, mas estamos
particularmente interessados na aplicagao suave ¢, : C — QG, uma vez que:

Proposicdo 2.10. Dado i € P, ®, : C — QG é uma solucdo estendida.

Demonstracdo: A prova deste resultado segue a demonstracao do Teorema come — 1. A
Unica diferenca reside no facto de u_; nao ser holomorfo, apesar disso, pelo facto da parte
(0,1) de p tomar valores em A, g¥ podemos escrever (1-1)qq = -1dz € logo

11—t , 1-x,

ledéﬂ =—G @ + 5 com o = —2Ady, (£-1)dz,

ou seja, ¢, € uma solucado estendida.
O

Consideremos um potencial holomorfo 1 € P em que @, é a solucdo estendida associada
referida na Observacao @, denotemos por S, 0 conjunto de todas as transformagoes de gauge
h:C — AG® tais que h-p = Ady, () —dh h~' estd em P. Pela Proposicao temos o seguinte
resultado:

Corolario 2.11. Dado 1. € P, para cada h € S, temos h - j1 € P, e logo ., C — QG é uma
solucdo estendida.

Os potenciais em P e o conjunto S,, terdo um papel mais importante no final da Seccao
e na Secgao 2.5

2.3 Referenciais Estendidos e Solu¢des Estendidas

Nas duas seccoes anteriores vimos os dois processos para obter aplicacées hamonicas através
de um potencial . Primeiro usando referenciais estendidos, em que se ;1 € um potencial holo-
morfo 7-torcido, obtemos uma aplicacdo harmoénica v : C — G/K; e depois usando solucoes
estendidas, com . um potencial holomorfo, obtemos uma aplicacdo harmonica ¢ : C — G.

Nesta seccdo mostramos que ¢ e ¢ sdo essencialmente a mesma aplicagcao harménica, isto
quando ;. é um potencial holomorfo 7-torcido.
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Tomamos um potencial holomorfo 7-torcido 1 € P, e integrando obtemos uma solucao es-
tendida complexa ¥ : C — AG®. Pela Observacao podemos factorizar ¥ de uma forma
Unica ¥ = ®b, onde ® : C — QG é uma solucao estendidae b: C — A, G¥. A correspondente
aplicacao harmonica é dada por ¢ = ®_; : C — G.

Por outro lado, podemos ver ¥ como uma aplicacdo de C em AGT e usar o Teorema para
factorizar ¥ na forma ¥ = Fb, onde F : C — AG, é um referencial estendidoe b : C — A};G?.
A correspondente aplicacdo harmoénica € dada por ¢y =710 F} : C — G/K.

Seja v : G/K — G o mergulho de Cartan. Acontece que ¢ toma valores em ((G/K) e
¢ = 1o1). De facto, temos que totp = tomo Fy = 1 (Fy - xo) = 7 (Fy) Fy ' = F_F;*; além disso,
pela unicidade da decomposicao

U = Fb= FF'Fb,

como F1F; ! =ctemosdeter ® = FF, ' eb= Fib;eentdo o) = d_; = ¢. Assim, & e F dao
origem a mesma aplicacdo harmonica em G.

2.4 Accdes de Revestimento e Transformacdes de Gauge

A decomposicdo de A°G do tipo lwasawa referida no Teorema também nos permite definir
uma accao natural #. de A5G em Q%G definida do seguinte modo: dados h € A7G e g € Q3G,

entao h#.g = (hg)asc-
Aplicando esta accao pontualmente, da solucao estendida ® : C — QG obtemos uma nova
aplicacao h#.® : C — QG definida por (h#.®) (z) = h#.P(z), paratodoo z € C.

Teorema 2.12. [7,[15],122]] Se ® é uma solugdo estendida, entdo h+#.® é uma solucdo estendida.

De [7] vamos recordar como estas accoes variam com ¢. Para 0 < ¢ < & < 1 temos as
inclusdes A5 G C A5G e Q5,G € Q5,G. Definimos o subespaco

MaG = (] %G,

0<e<1

e é facil ver que

QoiG = {7: ©* = G | 7 é holomorfo ,7(X) = (1/3) e (1) =e}.

Assim, para 0 < ¢ < 1, temos Q4,,G C Q%G e o seguinte resultado:
Teorema 2.13. [7] Para 0 < ¢ < & < 1, dados v € A5 G C A5G e g € Q05,G C Q5,G, temos
V#erg = V#eg € QpG.
Corolario 2.14. [7]] A accdo de cada Ai'G preserva ,,G e, para 0 < ¢ < ¢ < 1, dados
v e AT G CASG e g e NG, temos v g = Y#.g.

Assim, podemos tomar o limite com ¢ — 0 e obtemos uma accao de G,, o grupo dos germes
em zero das aplicacdes holomorfas C — G¥, em Q,,,G; e vamos escrever apenas y#g para
esta accao, a qual chamamos accdo de revestimento.

Por outro lado, o grupo de gauge ¢-holomorfo

G5 ={h=(hy,h_): C = A;G | Dhy =0}

actua no espac¢o dos potenciais e-holomorfos, P¢, por transformacdes de gauge da seguinte
forma: dado h € G° e p € P%, entdo h - u = Ady(u) — dhh™! € P, Esta accao assume
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importancia porque a correspondéncia entre os potenciais e-holomorfos e solugdes estendidas
w — @, é equivariante relativamente a acgao:

Teorema 2.15. Dados h € G° e u € P¢, entdo ., = h(0)#®,.
A prova deste teorema é uma adaptacao imedidata da prova do Lema 4.4 em [15].

Observacgao 2.16. O caso limite do teorema anterior, quando ¢ — 1 pode ser estabelecido da
seguinte forma:

Tal como ja vimos na Observagéo quando ¢ — 1, temos a decomposicao do tipo Iwasawa:
QG x AL GY — AG®, relativamente a qual definimos a accdo de revestimento de A, G* em
QG, que também indicaremos por #; também ja vimos na Observacao [2.3| que o caso limite
de P¢ é precisamente P (com ¢ — 1). Assim, dados ¢ € P e G o grupo de gauge holomorfo
de todas as aplicacbes h : C — A, G tais que Oh = 0 (caso limite de G° com ¢ — 1), entdo
. = h(0)#P,.

Em particular, como G C S, se h € G ent&o a solucao estendida referida no Corolario [2.11]
é dada por ®,.,, = h(0)#P,,.

Observagao 2.17. No caso em que M é uma superficie de Riemann compacta, ¢ : M — G
€ uma aplicacdo harmonica com nimero de unitdo finito se admitir uma solucao estendida
®: M — QG [35]. Neste caso, se v &€ um germe em zero de uma aplicacdo holomorfa M —
G, entdao y#® € uma nova solucdo estendida definida em M. Logo, a aplicacdo harménica

¢ = (y#®)_, : M — G também tem numero de unitao finito.

2.5 A Soma de Unitdes e as Transformacées de Gauge

Outro processo para gerar novas solucoes estendidas a partir de uma solucdo estendida foi intro-
duzido por Uhlenbeck [35], a chamada soma de unitbes. Nesta seccao vamos descrever como
podemos chegar a este processo através da accao de transformacdes de gauge nos potenciais
holomorfos.

Recordemos o seguinte resultado de Uhlenbeck:

Teorema 2.18. [35] Tomemos ¢ : C — U(n) uma aplicacdo harménica e ® : C — QU(n) uma
solucdo estendida associada; e escrevemos «y = %qﬁ_ldqb = A.dz + Asdz. Seja 7 um subfibrado
de C" com projeccdo hermitiana 7 : C" — { e & : € — QU(n) definida por & = &, (7 + A\it).
® é uma solucdo estendida se e so se

A

A, (2.6)
7t (0F + Asd

=0
=0. 2.7)

~ X

As condicées e chamamos condicoes de unitdo. A condicao afirma que
A, : ¢ — I, enquanto que a condicdo afirma que ¢ é um subfibrado holomorfo de C"
relativamente a estrutura holomorfa d,, = 0 + A-.

A este processo, em que obtemos aplicacbes harmonicas a partir de outra aplicacdo harmo-
nica, chamamos soma de unitdo, como em [35].

Recordemos do trabalho de Uhlenbeck [35] como somar um unitdao no caso particular em
que temos uma aplicacdo harménica de C numa Grassmanniana:
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Seja Gy (C™) a Grassmanniana complexa, isto €, a variedade constituida pelos subespacos
complexos de €™ com dimensao k. O grupo unitario U(n) actua transitivamente em G (C"),
com estabilizador (ou subgrupo de isotropia) U(k) x U(n — k), pelo que G (C™) tem uma
estrutura de espaco homogéneo

U(n)

G (€)= U(k) x Un— k)’

Fixemos V; € G, (C™), um subespaco complexo de C™ de dimensao k, com estabilizador K
e seja mp : C™ — V; a projeccdo hermitiana. Consideremos 7 a involucao de U(n) dada por
conjugacao com Qo = my — mp-; isto é 7(a) = Qoanl para todo o « € U(n). A componente
da identidade do conjunto fixo por = é K, e entdo G (C") € um espaco simétrico (interno)
com involucao 7. Para cada V € Gy (C") tomemos o € U(n) tal que o (Vp) = V. O corres-
pondente mergulho de Cartan ¢, : G (C") — U(n) € dado por 1(V) = wx(a(Vp)) = 7(a)a™t =
QoaQy o™t = Qo (my — i), onde 7y é a projec¢ao hermitiana de C" em V.

Teorema 2.19. [35] Tomemos ¢ : C — Gg (C™) uma aplicacGo harménica e ® uma solucao
estendida associada a ¢ = 1, o ¢. Seja ¢ um subfibrado de C" com projeccdo hermitiana
7 : C" — 0 tal que [¢,7] = 0 e satisfazendo as condicées de unitdo e . Entdo
d:C = QU(n) definida por D, = P, (7r + Afrl) é uma solucdo estendida associada a uma
aplicagdo harménica com valores numa certa Grassmaniana G (C"): ®_; = 1} o 1.

Agora vamos descrever como a accao de certos elementos 1 € S, em p corresponde a somar
um unitado a solucao estendida ®,,.

Seja ¢ um subfibrado holomorfo de (Q", 5), com projeccao hermitiana = : C"* — ¢. Tomemos
um potencial holomorfo ;. € P tal que 7+ u_;7 = 0. Definimos v, : C — QG como

e =Tt 4 Ar. (2.8)

A aplicacao v, transforma a conexao (plana) d, = d + p numa conexao (plana) associada a
1-forma

Yoo p=Ady, (1) — dvev; " =yt — dyery

= (7" + M) Z A | (7t 4+ AT ) + (1= A dr (7 + A ).
k>—1

Na expressao acima, o coeficiente em A~2 é nulo, uma vez que 7t u_;7 = 0; pelo que v,- ;. toma
valores em A_; ... Mais, como ¢ é um subfibrado holomorfo de (C", d), temos que drm = 0, e
logo o coeficiente de 7, - © em A~! tem a sua parte em (0,1) nula; pelo que a parte (0,1) de
~¢ - 1« toma valores em A, g©. Entdo v, - u € P e logo , € Sy

Teorema 2.20. Sejam ¢ um subfibrado holomorfo de (C",d), com projeccdo hermitiana = :
C" — (epc P tal que ntpu_ym = 0. Entdo, a solucdo estendida ®.,., € obtida a partir da
solucdo estendida ®,, somando um unitdo. Mais concretamente: consideremos a decomposi¢éo
de Iwasawa de V,, Vv, = ®,b, o subfibrado ! = byl, onde bo(z) = b(2)(0), e a projeccdo
hermitiana # : C" — ¢; entdo { satisfaz as condicées de unitdo e

D, = (o + A1) @, (7 + A7),
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onde #q € a projeccGo hermitiana na fibra de ¢ em > = 0.

Demonstracdo: Como v, - u € P, j& sabemos que podemos integrar e obtemos uma Unica
aplicacao V.., : C — AG" tal que ‘I’Jel‘ud‘l’wu = -pev,,.,(0)=e. Poroutrolado, tomando
¥ = 7,(0)¥,7, " temos

U1 A0 = 50, ;(0) 1 (70004 %, v, — 7 (0) Wy tdye v )

=W AV, v = dyeyy = eyt = dyey =

& ¥(0) = 7;(0) W, (0)e(0) " = (i + Aito) (md +A~"m0) = bo(0) = e, pelo que
W, =" = (75 + Mo) ¥, (7 + A717)
Agora, factorizando ¥.,.,, de acordo com a decomposicao de lwasawa, temos

o = (g + Ao) U, (7t + A1) = (7g + Ag) @b (7 + A7)
= (fg + Ag) @, (FE + A7) (7 + A7) b (nh + A M) (2.9)

Tomemos b = (i + A«t) b (7t + A ~'x) e
D, = (Fg + Ao) @, (7 + A7) = (Fo + A ag) @, (7 4+ A7)

e vamos ver que (2.9) se trata de uma decomposicao do tipo Iwasawa.

Precisamos que b tome valores em AL GT; b é holomorfo em A\ = 0 se o seu coeficiente em
A1 for nulo, isto é, se #1bym = 0; 0 que é verdade, visto que ¢ = b/ e logo bym esta em /.
Aplicando o mesmo argumento a b=1, concluimos o que precisavamos.

Também é necessario que ®.,., tome valores em QG; o que acontece visto que ®.,.,(z)(1) =
(7to + 7tg) @u(2)(1) (7 + 74) = e. Assim, @.,.,, é uma solugdo estendida. Em particular ¢ satisfaz
as condicoes de unitao.

O

Reciprocamente, qualquer unitdo pode ser somado através da accao de um ~,, da forma
(2.8), num potencial holomorfo s:

Teorema 2.21. Sejam p € P e &, a respectiva solugdo estendida. Suponhamos que 7 éum
subfibrado de C" com projeccdo hermitiana # : C" — { e que satisfaz as condicées de unitdo
relativamente a ®,,. Seja { = bo‘lf, entdo

1. ¢ é holomorfo relativamente a estrutura holomorfa trivial 0;
2. mhp_m=0;
3. %, = (Fo+ A1) By (74 A7),

Demonstracdo: 1. Javimos na Observac;éoque b: (C",0) = (C",0a,) é um isomorfismo
holomorfo. Além disso, como / satisfaz a condicao de unitéo , logo é um subfibrado
holomorfo de (C",d,,), € entéo ¢ é um subfibrado holomorfo de (C",9).

2. De (2.5) sabemos que 111 = —by * A.bydz, e portanto
7TL,u,17r = —ﬂLbalAzboﬂ'dZ = 7t A, 7dz =0,

pela condicao de unitao (2.6)).
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3. Pelo Teorema

2.6 Aplicacdes Harmoénicas em Grassmannianas e Subfibrados

Na Seccéo [2.7] iremos aplicar as ideias introduzidas na Seccdo [2.5] num caso em que temos
aplicacbes harmonicas do tipo finito, melhorando alguns resultados de Pacheco [28]. Mas antes
vamos recordar de Burstall e Wood [9] alguns factos relevantes sobre aplicacdes harmonicas em
Grassmannianas.

Consideremos novamente a Grassmanniana G, (C™). Denotemos por u(n) a algebra de Lie de
U(n) e fixemos V; € G, (C™) como ponto base. A decomposicdo simétrica associada u(n) = ¢&m
¢é dada por

t% = {¢ cu(n) : 7 (€) = &} = Hom (Vp, Vo) ® Hom (V5*, Vi+)
m® = {€ € u(n) : 7 (§) = —¢} = Hom (Vp, Vg+) @ Hom (V5-, V) . (2.10)

SejaT — Gi (C™) o subfibrado tautoldgico de G, (C™) x C™ cuja fibra no ponto V € G, (C™) é o
proprio subespago V C €. Existe um isomorfismo natural 30 : 7L G, (C™) — Hom (T, T%)
dado por f(19(X)o = mp (X - o), onde X € THO Gy, (C™), o é uma seccdo de T e mpr : C" —
T+ é a projeccao ortogonal.

Inspirados por [9], identificamos a aplicacao suave ¢y : C — Gg (C™) com o subfibrado
complexo suave v, do fibrado trivial C" = C x €™, de rank k cuja fibra no ponto z € 9(z) para
todoo z € C.

Denotando por m, a projeccao hermitiana no fibrado vectorial ¢, definimos os morfismos
entre fibrados vectoriais A, Ay : ¢ — QL por

ov Jv
Aip(’l}) = Ty L (82) e A{(Z,(U) = Ty L (%) 5

onde v € uma seccéo suave do fibrado 1. A Aip (respectivamente Ag}) chamamos 9- (respectiva-
mente 0-)segunda forma fundamental de ) em C". Observemos que A, € menos a adjunta de
Ay, isto é (A} (v),w) = —(v, Ay (w)) para todas as seccoes suaves v, w do fibrado ¢.

As 0- e 0- segundas formas fundamentais de ¢ em C", Aib e AQL, representam, através de

B9 as componentes (1,0) das derivadas parciais 9y e 0y ([9]):

0B (;) _ a0 (i) PPICRY (i) — AL AL (2.11)

Tendo em conta o Lema[T.10| e a igualdade acima (2.711), obtemos a seguinte expressdo em
que esta envolvida a derivada de ¢ = . o ¢) em termos das segundas formas fundamentais de 1
em C":

0 0
—1 % — _ * — _ / /
¢ 0P = ¢ 9((92) 21 ﬁ(@z) 2(Aw+AwJ_). (2.12)
Neste espirito, recordando o conhecido resultado de Koszul-Malgrange:

Teorema 2.22. [26] Seja E um fibrado vectorial complexo com conexdo V sobre uma superficie
de Riemann M. Entéo, existe uma unica estrutura complexa em E para a qual E é um fibrado
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vectorial holomorfo, e uma seccdo local suave o é holomorfa se e sé se Vzo = 0 para todo o
Z e TODM,

E seguindo [9] vamos reformular as condi¢cdes de harmonicidade. Equipamos cada subfibrado
de C" com a conexao induzida pela conexao trivial de C" e com a correspondente estrutura
holomorfa de Koszul-Malgrange. Uma aplicacédo suave ¢ : C — Gy (C") é harmonica se e s6
se A;, € holomorfa; o que é equivalente a dizer que A, é anti-holomorfa. Temos o seguinte
resultado:

Proposicao 2.23. [9] Dados dois fibrados holomorfos E e F sobre uma superficie de Riemann
e um morfismo holomorfo entre fibrados A : E — F, existem dois unicos subfibrados holomor-
fos que vamos indicar por KerA e ImA, subfibrados de E e de F respectivamente, tais que
coincidem com KerA e com ImA em quase todo o lado.

Assim, podemos definir o fibrado 9-Gauss de uma dada aplicagao harménica ) : C — Gy (C™)
por G'(¢) = IQA;/}. A correspondente aplicacdo suave associada € uma aplicacao harmonica
numa Grassmanniana [9]. De forma analoga, definimos o fibrado 9-Gauss por G” (+)) = @A;’),
gue também da origem a uma nova aplicacao harmonica.

Por forma a iterar este processo, denotamos G(¥) () = ¢ e tomamos G () = G'(G=V(y))
e G () = G"(GH(y)), para todo 0 i € N; ou seja, GV () = G'(¢) e GV () = G ().
Ao fibrado G'¥) (1) chamamos i¢s™ fibrado de Gauss de ).

Observacdo 2.24. Seja ¢ o fibrado associado a aplicacao harménica ) : € — G;(C"), com
Lo = Qo(m —mt) e ¢ o fibrado dado por ¢ = @A,’w, que verifica as condicées de unitao.
Observemos que C" = ¢ @ QL =9 @Ag} D @A;}L =9 & GV (y) @ ¢. Assim, somando o
unitao ¢, obtemos

Qo (W - WL) (W - Wl) = Qo(Ta-v(y) — Wé(*l)(w))’

ou seja, a aplicacado harmoénica associada ao fibrado 9-Gauss, G~ ().

2.7 Unitdes que preservam Aplicacdes Harmoénicas do Tipo Fi-
nito

Para além das aplicacdes harmonicas com nimero de unitao finito, existem as aplicacdes har-
monicas do tipo finito; as quais nao serao objecto principal do nosso trabalho, mas para as
quais vamos apresentar alguns resultados neste final de capitulo. Comecemos por definir as
aplicacbes harmonicas do tipo finito.

Dada uma aplicacdo harmonica ¢ : C — G, dizemos que ¢ é aplicacdo harmonica do tipo
finito, tal como em [6], se pode ser obtida através de uma solucdo estendida ¢, : C — QG
cujo potencial holomorfo associado y1 = £dz é constante da forma ¢ = A%~ 'y, para algum impar
d € N, com

nengz{nngm: anA’“}

|k|<d

Ou seja, p pode ser escrito na forma

= oA o e g AT = (nma AT g N2 de
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Teorema 2.25. Seja ¢, : C — G uma aplicag@o harmonica do tipo finito, com y = X?~1ndz e
n € Qqg. Fixemos um subfibrado constante de C", {y, e seja my : C" — {y a correspondente
projecgdo hermitiana. Se ~,, = 7y + Amo € S, entdo a aplicagdo harmonica Grye, - tambeém e
do tipo finito.

Demonstracdo: Do Teorema ja sabemos que - € uma aplicacdo harmoénica. Mais,
como p € um potencial holomorfo constante e +,, é constante, também ~,, - 1 € um potencial
holomorfo constante.

]

Consideremos o subespaco vectorial ¢y = kern_4 C C", e indiquemos por 7, a habitual
projeccdo hermitiana em ¢;; neste caso, temos vy, - 11 = (mg- + Amo) p (7g- + A~'mo) cujo termo
em \~2 é dado por 7y p_1m9 = g n_amodz que € nulo, l0go vy, - 1t € A1 . Assim, vy, € S,
Ou seja, temos um unitéo -, que, pelo Teorema [2.25], preserva o tipo finito nas aplicacdes
harmonicas.

Temos ainda um exemplo de unitdes que preservam o tipo finito das aplicacées harmonicas
na Grassmanniana:

Teorema 2.26. Se v : C — Gy (C™) é uma aplicacdo harmonica do tipo finito, entdo a aplicacdo
harménica correspondente ao fibrado de Gauss G'") (1)) é do tipo finito, para todo o r € Z.

Demonstracao: Fixemos (0) como ponto base de G, (C™). Sejam K o subgrupo de isotropia de
U(n) em ¢(0) e 7 o automorfismo correspondente. Seja . = £dz € P, um potencial holomorfo
T-torcido constante associado a 1), em que ¢ = X!y para algum d € N impar, com =

S AR € Q4. Uma vez que d é impar e i é 7-torcido, temos que 7_4 € m®.
kl<d

Usando a decomposicao de m® em , podemos decompor m" nas suas partes (1,0) e
(0,1), com m® = m™ & m~ em que m* = Hom (¢/(0),%(0)*) e m~ = Hom (¥(0)*,4(0)); e
escrevemos 1_4 = nt, +n_, de acordo com essa decomposicao.

Fixemos o subespaco vectorial ¢, = kern_, e tal como antes, temos ~,, € S,. Assim, pelo
Teorema a solucao estendida @, ., da origem a uma aplicacdo harmonica do tipo finito.
Vamos ver que esta aplicacdo harmonica € precisamente a mesma a que o fibrado de Gauss
G-V (+) d& origem:

Seja V¥, a solucdo estendida complexa associada a p. Factorizemos ¥, de acordo com a
Observagao U, =®,com®:C - QGeb:C — A.G". Por outro lado, fixemos
uma decomposicdo de Iwasawa K© = KB e factorizemos ¥, de acordo com o Teorema
U, =Fb,comF:C — AG,eb:C — A;GC.

Como i) by toma valores em B c K; ii) ¢ = wo Fy (ver Teorema, isto &, v = Fy -9(0);
e iii) by = Fibo (ver Seccao , concluimos que para by : € — Gl(n,C) também temos
1 = by - 1(0) e it = by - 1(0)+. Em particular, 1* [m‘D]w(z) =* [me]bo(z)‘w(o) = Ady,(») (m¥) e

Hom (T, *T+) = Adpyy) (m™) , Hom (¢*T+,¢*T) = Ady,(z) (m7) (2.13)
para todo o z € C. Por outro lado, de (2.5) e de (2.12) concluimos que
Ady, (n-q) = Al + Al . (2.14)
Assim, de e concluimos que Ads, (n~,) = A, e logo
kerA),, = kerAd, (n=4) = bolo.
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Pelo Teorema [2.20| e usando a Observacao obtemos o que queriamos.

Iterando este processo podemos provar para todo o G()(z)) com r < 0.

Por outro lado, invertendo a orientacao, isto é, trocando »z com z, os fibrados de 9-Gauss
coincidem com os anteriores fibrados 9-Gauss e obtemos o pretendido para todo o r > 0.

O

Contudo, a soma de unitdes nem sempre preserva as aplicacdes harmoénicas do tipo finito,
de facto: dadas ¢ : € — G (C") uma aplicacdo harmonica do tipo finito (ndo-constante) e
0: C — G, (C™) uma aplicacao holomorfa (ndo-constante). Podemos tomar v = ¢ ® 6 : C —
Giis (C" @ ©™) que € uma aplicacdo harmonica que pode ser obtida através de ¢ somando
o unitdo ¢. Sempre que A} tenha pontos singulares, o mesmo acontece com A/ = A/¢> ® Aj;
e nesse caso 1 ndo pode ser uma aplicacdo harmonica do tipo finito, uma vez que a equacao
garante que as segundas formas fundamentais A;, e A}, (pois esta & precisamente menos
a adjunta de A’ ,) associadas a aplicacdo harménica ) : C — Gg (C™) do tipo finito nao tem
pontos singulares (isto &, pontos onde o rank de ImA;/} cai).
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Capitulo 3

Accdes de Revestimento Singular em Aplicacdes
Harmoénicas

No final do capitulo anterior apresentamos alguns resultados para aplicacées harmdnicas do tipo
finito, mas neste capitulo (e também no seguinte) iremos considerar aplicacdes harménicas com
numero de unitao finito.

Uhlenbeck [35] provou que os seus factores simples, v,(\) = 7+ 4 (,(\)m, com

A—aa—1

Tar—11-a’ (3-1)

Ca(A)

geram o grupo dos lacetes racionais em Gl(n, C) satisfazendo a condicao de realidade relati-
vamente a U(n). Em [14], Donaldson, Fox e Goertsches introduziram uma definicao de factor
simples, consistente com a de Uhlenbeck, para um grupo de Lie complexo redutivo e provaram
que nos casos SO(n)® e GY, relativamente as suas representacdes fundamentais, esses factores
simples geram o grupo dos lacetes racionais que satisfazem a condicao de realidade.

Inspirados por [14], comecamos por determinar geradores dos grupos de lacetes racionais,
relativamente as representacées fundamentais, de Sp(n)® e SU(n)®; em ambos os casos, a
classe dos geradores é ligeiramente maior do que os factores simples anteriormente definidos.

Através dessa classe de factores simples provamos que qualquer aplicacdo harmonica ¢ de
S? para um grupo de Lie compacto semi-simples matricial (logo ¢ tem nimero de unitao finito)
pode ser reduzida a uma constante aplicando um nimero finito de ac¢des de revestimento sin-
gular, as quais sdo produzidas a partir de curvas de factores simples em G*. Essa reducao induz
uma factorizacao de ¢. No final, apresentamos uma versao deste resultado para aplicacoes
harmonicas num espago G-simétrico interno.

As duas seccoes iniciais deste capitulo introduzem alguns conceitos e resultados que nos
permitem definir as accoes de revestimento singular. Os resultados fundamentais apresentados
neste capitulo podem ser encontrados no trabalho em conjunto com Pacheco [13].

3.1 Sistema de Raizes e Subalgebras Parabdlicas

Primeiro vamos recordar algumas definicoes e resultados em algebras de Lie, que nos permitem
relacionar os sistemas de raizes com as subalgebras parabdlicas, mais pormenores podem ser
encontrados no trabalho de Burstall e Rawnsley [8]. Esses resultados serao usados na seccao
seguinte.

Seja g® uma algebra de Lie complexa semi-simples. Tomemos a uma subdlgebra de Cartan
de g%, isto €, um conjunto maximal abeliano de elementos semi-simples. Dada o no espaco
dual a*, definimos

g°={X eg"”:[H X]=a(H)X, paratodoo H € a}, (3.2)
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entdo g° = a e para os outros o com g® # 0 dizemos que « Sao raizes e g* sdo espacos raizes;
vamos ainda indicar o conjunto das raizes por A.

Teorema 3.1. [23] Com as notacbes anteriores, temos as seguintes propriedades:
1. g% =a® Y g%
aEA

2. g* tem dimenséo 1;
3. seac Aentdo —ac A;
4. dadas o, € A, se a+ 3 € A entdo [g*,g°] = g**F.

Dado um subconjunto A™ de A, dizemos que AT é um sistema de raizes positivas se para
quaisquer o, 3 € AT tais que o + 3 é uma raiz, entdao o + 3 € AT; e se o complementar de AT
em A for —A*. Aos elementos de AT chamamos raizes positivas. Dada o € A™, dizemos que
a € uma raiz positiva simples se nao pode ser escrita como a soma de outras duas raizes em
AT,

Teorema 3.2. [23]] Com as notacbes anteriores, sejam a1, ...,«; as raizes positivas simples
relativamente a A+. Temos as seguintes propriedades:

1. {a1,...,q;} sdo linearmente independentes;

l
2. se a € AT, entdo o = > n,«;, onde n; sdo inteiros nGo-negativos;
=1

3. dimga=1.

Seja g uma algebra de Lie compacta, se t C g € um torus maximal, entao t© é uma subalgebra
de Cartan de g©. Mais, para cada raiz o € A temos que a € \/—1t* e g% = g~®, em que temos
a conjugacao em g relativamente a g.

Dada uma subalgebra q de g€, dizemos que q é uma subdlgebra parabdlica de g se q- é
uma subalgebra nilpotente de g*, onde g denota o polar de q relativamente a forma de Killing
em g¥, que sabemos nao ser degenerada. A relacao entre subalgebras parabdlicas e sistema de
raizes vem dada pelo seguinte resultado:

Teorema 3.3. [24] Seja a uma subdlgebra de Cartan de g© e A+ um sistema de raizes positivas

com raizes simples a1, ..., «;. Para cada subconjunto I de {1,...,1} definimos a funcao peso n;
l
em A da seguinte forma: n;(«) = > .n;, onde o« = > n;«;. Entédo
iel =1
pr=a® Z g”
nr(a)=0

é uma subdlgebra parabdlica.

Tomemos

gi= >, 8%

nr(a)=j
temos que [g;,g,] C gi4; €

k
"= g

i=—k
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De [8]], em concreto do seu Teorema 4.4 (e respectiva prova), concluimos que existe um ele-
mento Unico &; € g¥ tal que ade, = jv/—1 em g; paratodoo j € {—k,...,k}; e que & pertence
ao centrode h = p;Np;Ngem g, isto &, Cy(h) = {X e€g:[X,Y]=0paratodooY € h}.
Dizemos que &7 é o elemento canédnico de p;.

Observemos que ade, tem valores em g, quando restringido a g. Por outro lado, como g é
algebra de Lie compacta e semi-simples, tem centro trivial

Z(g)={Xeg:[X,Y]=0paratodooY € g} = {0}.

Assim &; € g.
Consideremos os elementos &1,...,¢& € t como sendo os duais de aq, ..., a;, no sentido que
Oéq(fj) = (Sij\/fl. Entao f] = ZEZ (Ver [8])

icl

3.2 Potenciais Meromorfos e Aplicacdées Harmoénicas com Nume-

ro de Unitao Finito

Nesta seccdo vamos recordar quais os potenciais meromorfos que geram aplicacdes harmonicas
com numero de unitao finito, mais detalhes podem ver vistos em [5], [21].

No seguimento da seccao anterior, definimos

) =Pa= P o

j=i 711(04)27,'

temos que p; = p'” é uma subalgebra parabdlica e pi"™ c p!”) para todo o i.

Teorema 3.4. [5, 121] Seja ¥ uma solugéo estendida complexa associada a aplicacGo harménica
com numero de unitdo finito ¢ : C — G. Entdo, existe uma subdlgebra parabdlica p; e
uma transformagdo de gauge (no sentido de Y da Proposicdo [2.4) que transforma ¥ na forma
canonica ¥(z)(\) = exp B(z, A), onde

B(z,A) = A'B1(2) + A 2By(2) + ... + A ¥ By(2) (3.3)
para alguns By, ..., By, com B; uma funcdo meromorfa com valores em py).
Inversamente, seja B; : C — pgl) uma funcdo meromorfa. Sejam Bs,..., By, com B;

uma funcdo meromorfa com valores em pg’), obtidas resolvendo recursivamente o sistema de
equacoées diferenciais meromorfas

(expB) ™' (expB) = A"'By,
com B dada por (3.3). Entdo ¥ = exp B é uma solucdo estendida complexa associada a uma

aplicacdo harménica com numero de unitéo finito ¢ : C — G.

Assim, é facil concluir que o potencial meromorfo y = A\~!B{dz em C da origem a uma
aplicacao harmonica com nimero de unitao finito com solucao estendida complexa associada
¥, =expB.

Observacao 3.5. Seja ¢ : C — G uma aplicagdo harmonica com nimero de unitao finito; a
série de Fourier de uma solucao estendida complexa associada ¥ : C — AG® C AGl(n, C) tem
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um numero finito de termos:

Neste caso, de [20, [32] sabemos que ¥ corresponde, através do modelo Grassmanniano para
grupos de lacetes (recordar a Seccao , a um subfibrado vectorial holomorfo W = ¥ - H(f)
do fibrado trivial de dimensao finita sobre C dado por

Se ¥ é meromorfa em C (as matrizes A; tém entradas meromorfas), W admite um campo de
referenciais formado por seccoes meromorfas si,...,s, de E sobre C. Assim, sy A...As,. é
uma seccao meromorfa de A\"E. Se s; A ... A s, tiver um pélo de ordem ky, em z,, entao
S1A...Asp = (z—2) ™ S, onde S é uma seccao local holomorfa de A" E tal que S(z) #0e S
€ decomponivel para todo o z numa vizinhanca de z,. Entdo S define um subfibrado holomorfo
local com rank r que coincide com W excepto em zy. Pelo que W pode ser holomorficamente
estendido a todo o C, isto &, as singularidades de ¢ sao removiveis. Observemos que, se ¥ é
da forma canénica, ¥ = exp B, entdo a série de Fourier de ¥ tem um nUmero finito de termos
e U é meromorfa, uma vez que B é nilpotente e meromorfa. Ou seja, a aplicacdo harmdnica
associada a solucao estendida complexa ¥ = exp B admite uma extensao a todo o C.

3.3 Geradores de Grupos de Lacetes Racionais Classicos

Dado um subespaco V' C C" e a respectiva projeccao hermitiana =y, consideramos as curvas
{~.} de lacetes racionais da forma

Ya(N) =75 + (N7, (3.4)

onde ¢,()\) é dado por ; estes lacetes sao os factores simples, referidos em [35], para a
accao do grupo dos germes em zero das aplicacoes holomorfas de C em Gl(n, C) em Q,,,U(n).
A sua accao de revestimento pode ser calculada explicitamente e geram o grupo dos lacetes
racionais em Gl(n, C) que satisfazem a condicdo de realidade y(\) = v (1/X).

Sejam G um grupo de Lie de matrizes e ,,.G o grupo de lacetes racionais em G* que satis-
fazem a condicao de realidade e que (1) = e. Este grupo actua por uma accao de revestimento
no espaco das aplicacdes harmdnicas em G; e por isso, € importante conhecer os geradores de
Q..:G e saber como calcular a sua accao de revestimento no espaco das aplicacdes harmonicas.

Inspirados por [3|, [14] vamos redefinir os nossos factores simples.

Definicdo 3.6. Seja G um grupo de Lie de matrizes compacto semi-simples. Para todo o a €
C\ {S'} e ¢ narede inteira J = (27) ' exp~'(e) N g, dizemos que o lacete

Pag(V) = exp (= 1In (Ca(V) V=1E) (3.5)
é um factor simples, onde ¢,(\) é dado por (3.1).

O facto de ¢ € J garante que p, ¢ esta bem definido. Recordando que A = A lLem G

e que A = —A* em g, por calculo directo podemos observar que ¢, (1/A) = (,(A) de onde
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concluimos que

o= e (<§>> %)
oo (e (3)) )
oo (i (1) 1))m)

XPp (ln( )Ff)
( \/75) _paE( )s

Il
y\\ »—l

I
@

exp

ou seja, p,.¢()) satisfaz a condicao de realidade, isto €, p,c(A) = pae (1/X). Mais, po e € um
lacete racional.

Em [14] os autores mostraram que para o caso G = SO(n) o grupo ,,;G € gerado pelos
factores simples da forma (3.5). No entanto, como iremos ver, no caso G = SU(n) e no caso
G = Sp(n) temos de alargar a classe dos nossos geradores.

Observacao 3.7. Os factores simples da Definicao sao compativeis com os factores simples
de Uhlenbeck, uma vez que dado Hy o elemento de g tal que

-1 emV
wo{ 4

0 em V-t
temos p, m, (A) = exp (— In (¢, () \/lev) = 71"% + Ny = va(N).

Observacéo 3.8. Consideremos as raizes positivas simples o; € A*, comi € {1,...,1}, e & os
seus duais no sentido que ja conhecemos: «; (¢;) = d;;4/—1. Dado X € g*/, temos que

Adexp(27r§i)X = exp (a‘d27r§7: (X)) = Z (QWadil) (X) - Z (27Taj (f:l)) (X)
n=0 : n=0 )

Z —27“5” =2Vl = X

e 10go Adcp(2x¢,) = Id, 0 que equivale a dizer que exp (27¢;) € Z(G), o centro de G. Como
G é semi-simples, Z(G) é discreto; como G é compacto Z(G) é finito. Além disso, Z(G) é
naturalmente abeliano, assim Z(G) é ciclico. Entdo, existe m; € N tal que exp (2rm;&;) = e.
Concluimos entdo o seguinte: apesar de &; ndo estar necessariamente em J, temos m;¢&; € J
para algum m; € N.

3.3.1 Os casos SO(n) e Sp(n)

Seja V' um espaco vectorial complexo de dimensao n com um produto interno hermitiano (-, -).
Suponhamos que V possui uma j-estrutura, isto €, uma aplicacdo j : V — V linear em R tal
que: j2 = +1; j(2u) = zj(u) para todoo z € C e u € V; e (ju,jv) = (u,v) para todo o
u,v € V. Consideremos a aplicagao bilinear w : V2 — C definida por w(u,v) = (u, jv) para todo
o u,v € V; chamada algumas vezes de 2-forma fundamental. Seja G C U(n) o grupo de Lie
compacto semi-simples que preserva w, isto &, w(gu, gv) = w(u,v) paratodoou,v € Ve g € G;
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entao, temos que
w(u, gv) = w (g7 u,v) & (u, jgv) = (97 u, jo) & (u, jgv) = (u, gjv),

e logo jg = gj. Assim, G ={g € U(n): jg=gj}.
Observemos que

w(v,u) = (v, ju) = +(5v, ju) = £{jv,u) = +{u, jv) = +w(u,v),

ou seja, w € simétrica se j2 = 1 e w é anti-simétrica se j2 = —1. Assim, quando j2 = 1 temos
G = SO(n), enquanto que quando j? = —1 temos G = Sp(n).

Recordemos que dado L um subespaco de V, dizemos que L é j-isotropico se jL é ortogonal
aL,ouseja, jL C L*.

Lema 3.9. Consideremos um lacete v € AU(n) da forma
v(A) = (Wf + )\_17TL) (W#V + )\7TW) ,

onde dim L = dim W = 1. Entdo, v é um lacete em AG com G = SO(n) ou G = Sp(n) se e s6 se
L e W sdo j-isotrépicos e W C L ® jL (ou equivalentemente, L C W & jW). Se j2 =1 (o caso
SO(n)), entGoou W = L ou W = jL.

Demonstracdo: Se v € AG, entao jvy(A\) = v(\)j, ou seja y(\) = £jv(\)j para todo o A € C*,
isto é,

(ﬂi + )\_IWL) (Wﬁ, + )\7rw) ==j (ﬂf + )\_17TL) (Wﬁ, + /\7rw)j

=7 (7f + X 7'mr) 4j (7 + Amw) j

= (ﬂ'j_L + )\ﬂ'jL) (Wj‘w + )flﬂjw) ,

em que na Ultima igualdade usamos o facto de j(zu) = zju paratodoo z € Ceu € V.
Comparando os coeficientes em A~! e os independentes de A, obtemos

7TL7T¢V = 7rle7er e 7mTw + Wfﬁﬁ, = T,;LT;w + W]-LLTF]-LW.

No caso nao trivial L # W, logo m.mi; # 0, e entao ijver # 0. Da primeira igualdade
acima, e como dim L = 1, logo L C jL*, o que equivale a jL C L*, ou seja, L é j-isotropico.
Como v~! € AG, usando 0 mesmo argumento, provamos que W é j-isotropico.

Por outro lado, tendo em conta a decomposicao C" = jL® (jL)*, escrevemos w = w +wq €
W. Da segunda equacao concluimos que 7 (w) = ij(w), e logo L > wp(w) = wy. Assim,
WcCcLa®jL.

Vamos agora supor que j2 = 1. Como W C L @ jL, qualquer elemento w € W pode ser
tomado como w = vy + jve, com vi,vy € L. Como L e W sao j-isotropicos, temos que

0 = (w, jw) = (v1 + jua, ju1 + v2) = (v1,v2) + (Jvo, jur)

= <U1’U2> +m = 2<U1,U2>.

Assim, ou v; = 0 0 que significa que W = jL, ou vo = 0 0 que significa que W = L.
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Em [14], os autores provaram que o grupo Q,,;SO(n) é gerado pelos factores simples. Mas
no caso de G = Sp(n) a classe de geradores é ligeiramente maior.

Teorema 3.10. O grupo dos lacetes racionais Q,,:G, com G = Sp(n) ou G = SO(n), é gerado
pelos lacetes da forma

qa,L,W()‘> = (Wi + Ca()\>_17TL) (T‘-ﬁ/ + Ca()\>7TW) ) (36)

onde L e W sdo dois espacos j-isotropicos de dimensdo 1 taisque L C W @ jW, ea € C\ {81 }

Demonstracado: A prova que apresentamos é inspirada no trabalho de [14]. Tomemos um lacete
® € Q,,,G. Usando a fraccao linear ¢, : P! — P! definida em podemos mover as singula-
ridades de ® em a e em 1/a para 0 e para co, com a € C\ {S'}. Consideremos que a série de
Laurent de ® o (! em poténcias de \ tem a forma

Dol N = A0 XD AT+
com ®_; # 0. Como ® toma valores em G, preserva a forma bilinear w, e logo
w (@ ol (Nu, @0 (M) =w(u,v)
para todo o u,v € V e para todo o A # 0, 0c. Comparando os coeficientes em \ temos que

w(P_pu,®_kv) =0 (3.7)
W (P g1, ®_pv) + w (P_pu, ®_ki1v) = 0. (3.8)

Da equacao (3.7) concluimos que Im®_;, é j-isotropico. Entdo, podemos escrever
V=Im®_; ® (Im®_; @ jIm®_;)" & jImd_.

Para quaisquer espacos L e W de dimensao 1, temos

Do N = (Gurw®) o (N
i=—k—1

= )\_k_lwmr‘}v(b,k + A7k (mequ),k + LT ® g + WL”%/(ILIHl) +o..

Assim, tomemos W C Im®_; (logo j-isotropico) e L também j-isotrépico. Pelo Lema (3.9} o
lacete racional g, 1, w(\) € um lacete em AG se e s6 se L C W & jW; recordemos ainda que no
caso de j2 = 1 (0 caso G = SO(n)) temos apenas duas possibilidades: ou L = W ou L = jW.
Entao

Z )\1\11z = )\_k_lﬂLﬂ'jW(I),k + Ak (Wiﬂﬁ/q),k + mrrw P + WLWjW(I),kJrl) + ...
i=—k—1

Como Im®_;, é j-isotropico temos
Im®_;, C jIm®L, C jW = ker 7w,

e logo 7w ®_; = 0 o que implica que ¥_;_; é nulo; assim, a multiplicacdo a esquerda por
¢a,,w NA0 aumenta a ordem do polo de ¢ em a.
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Para uma escolha conveniente de L o rank de ¥_;, € menor do que o rank de ®_;,. De facto,
tomando u € ker ®_j, temos ¥_,u = mmjw P_k+1u. Além disso, pela equagdo , temos que
w(P_pr1u, P_jv) = 0 para todo o v € V; ou seja, (P_jiiu,jP_rv) = 0 para todoo v € V.
Assim

D_pr1(ker @_p) L jImP_j D jW,

0 que em particular significa que ¥_,u = 0 e logo ker®_; C ker¥_,. Seja vg € V tal que
®_,v9 € W\ {0} e escolhemos L o espaco de dimensao 1 gerado por

J(@_pvo + Tjw P _g41v0) -

No caso j?> = 1, se na equacao tomarmos u,v = vy e usando a simetria de w temos
®_jq1v0 € jWE e logo L = jW, por isso, L é j-isotropico; quando j? = —1, temos (u, ju) =
w(u,u) = 0, como L é um subespaco de dimensao 1, logo é j-isotrépico. Com esta escolha, a
inclusao ker ®_;, C ker ¥_;, € propria, ou seja, rank¥_; < rank®_j.

Podemos continuar este processo até removermos a singularidade de ® em a; é claro que, ao
fazermos isso, ao mesmo tempo também removemos a singularidade em 1/a, devido a condicao
de realidade. Assim, como ® tem um numero finito de singularidades, depois de multiplicarmos
a esquerda por um numero finito de lacetes da forma , obtemos uma aplicacao holomorfa
P! — G®. Como as Unicas aplicacdes holomorfas em compactos sao as aplicacdes constantes,
concluimos que os lacetes da forma geram o grupo ,,;G.

O

Observagdo 3.11. O lacete racional ¢, r,w € um factor simples ndo trivial, como na Definicao
se e sO se W = jL. Assim, como no Teorema 5.1 em [14], concluimos que o grupo dos
lacetes racionais em SO(n) é gerado pelos factores simples ¢, 1, ;1.; neste caso, vamos denotar
Qa,L,jL @PENAS POr ¢4, 1.

De forma a calcular a accdo de revestimento destes geradores, vamos usar a formula de
Uhlenbeck [35] para acgdes de revestimento dos factores simples, definidos em (3.4), em
QnaU(n); a qual temos de adaptar uma vez que os seus factores simples e os nossos sao li-
geiramente diferentes. Recordemos entdo que dado p, r,, como na Observacao [3;7], e & uma
solucao estendida, entao

pa,Hv #@ = pa,Hv (pp;_ylea
onde V = ®(a)~'V; da mesma forma, como ¢,(\)~! = C17a()), temos que
Pa i1y #® = D1 ja,my #P = P1/a, iy Py g i = Doty PPa.ty

onde V = & (1/a)” " V. Mais concretamente, aplicamos duas vezes esta formula:

Denotemos por H;, o elemento de u(n) dado por /—1 em L e por 0 em L*; e de forma
analoga, denotemos Hy, € u(n). Como vimos na Observacao n, os lacetes p, 1, € po,m, SA0
da forma ; € CoMo qo 1w = p;}{Lpa,Hw, temos

QoL wH#® =p, 5y, # (Do #®) = p, y, # (pa,Hw (I)p;le)
= Do 11, Doyt @0 g7, Doty = o, w Pd, yis 7
= Qa,L,Wq)q;E i € QoG C QnaU(n),

onde W = ®(a)"'W e L = (pa,ir,y #®) (1/a)”" L. Entao, o Lema garante que os espacos de
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dimensdo 1, L e W, sdo j-isotropicos e que L ¢ W @ jW. Quando G = SO(n) (ou seja, j2 =1)
temos de ter, no caso nao trivial, W = jL e W = jﬁ e, assim, recuperamos a formula indicada
em [3|, 14] para as accbes de revestimento de ¢, ;, em ¢, dada por

Qa,L#q) = Qa,L(I)q;1£>

onde L = ®(a) ' L.

3.3.2 O caso SU(n)

Observemos que um lacete v € AU(n) da forma
Y(A) = (ﬂi + A (Wﬁ, + Amw)

estd em ASU(n) se e s6 se dim L = dim I¥. Temos o seguinte teorema.

Teorema 3.12. O grupo dos lacetes racionais Q,,,SU(n) é gerado pelos lacetes da forma
QoL w(N) = (71 + V) '7L) (i + Ca(N)7w)

onde L e W sdo subespagos tais que dim L = dimW, ea € C\ {S'}.

Demonstragdo: Seja ® : P! — Sl(n,C) um lacete racional satisfazendo a condicao de reali-
dade. Fixemos um pélo a € C\ {Sl} . Novamente, podemos usar a fraccao linear ¢, para mover
as singularidades em a e 1/a para 0 e co. Indicamos a série de Laurent de ® o ;' em \ da
seguinte forma

o Ca_l()‘) = )‘_kq)sz + /\_k—H(I)karl + )\_k+2®,k+2 +...

em que ¢_; #£ 0.

Como det (\*® o (;*(\)) = A*, tomando A = 0 temos que det®_;, = 0. Consideremos
W =Im®_ € pary 0 A) = Yo 0 LN = 7 + Amw, € entédo

Vol ()= Y NUii=(rw®) o (V)
i=— k41

= Nkt (WWQLk + WIJ;‘V(I)fk+1) + AR (WWCILIﬁl + 7TIJ/_V(P*kJr?) +e

Observemos que
det (Ak71\11 o C{:l(}\)) _ A(kfl)’nrl*m,

onde dim W = m. Tomando A = 0 obtemos det (mw ®_j, + 75 P_j41) = 0; em particular
R:=Tm" (mw®_j, + 7y ®_ps1) # {0}

Tomemos L um subespaco de dimensao m contendo pelo menos uma linha de R, e entao
temos que

rankmy, (7TW<I>,;c + W%VCI),kH) < rank®_.
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Como p, 3, © (.t (N) = 7f + A7y, temos

(Ga.Lw®) o ¢ () = (PJLL‘I’> o N) = AP (rw®_g + Ty P k1)

+ AR [ﬂ'i‘ (TI'W(I)_k- + W‘Jd‘/(b_k_;,_l) + 7L (WW(I)—k,-&-l + W‘J/i/q)_k:_l,_Q)} +...,

e podemos continuar com este processo, analogamente ao que foi feito na demonstracao do
Teorema até remover todas as singularidades em a e logo em 1/a.

]

Novamente, tal como no caso anterior, a accao de revestimento dos geradores dos lacetes
racionais em SU(n), q.,r,w, pode ser calculada aplicando duas vezes a formula da accao de
revestimento dos factores simples (3.4).

3.4 Accdhes de Revestimento em Aplicacées Harménicas com Nu-

mero de Unitao Finito

Suponhamos que ¢ : C — G € uma aplicacao harmonica com nimero de unitdo finito e energia
finita, isto &, [_ |d¢|?> < oo. Neste caso, de [31] sabemos que ¢ se estende a uma aplicagao
suave harmonica definida em S2. Por outro lado, em [2] os autores provaram que as accoes de
revestimento preservam a energia. Assim, qualquer nova aplicacdo harménica ¢ obtida a partir
de ¢ por meio de uma accao de revestimento também tem energia finita e logo admite uma
extensao a S2.

3.4.1 Accoes de Revestimento Singular ou Processo de Completacao Modificada

Consideremos uma curva {v,} em Gy e ® : C — QG uma solucao estendida. Consideremos o
limite & = ili% (74#®). Suponhamos que ® tem um namero finito de singularidades removiveis;
removendo essas singularidades obtemos uma nova solucao estendida que também indicamos
por ®. Este processo de obter & a partir de & é chamado de processo de completacdo modifi-
cada em [2] ou accdo de revestimento singular em [25].

Em [2], Bergvelt e Guest provaram que qualquer aplicacdo harmoénica S> — CIP™ pode ser
reduzida a uma constante aplicando duas vezes o processo de completacao modificada. Jiao
[25] generalizou este resultado e provou que qualquer aplicacao harmoénica S? — U(n) pode ser
reduzida a uma constante aplicando n accles de revestimento singular. Mais, para uma escolha
conveniente de subespacos complexos V' de C™ na expressao (3.4), a accao de revestimento
singular ® = ili% (7.#®) equivale a somar um unitdo a ® [2, 35]. No entanto, nem todos os
unitées podem ser somados através de accoes de revestimento singular, como foi observado em
[2].

Quando p, ¢ € um factor simples, como definido em , dizemos que a accao de revesti-
mento singular & = ilg% (pa,c#®) € uma accdo de revestimento singular simples.

Em seguida, provamos que qualquer aplicacdo harmonica ¢ de S? num grupo de Lie de
matrizes compacto semi-simples G pode ser reduzida a uma constante aplicando um nimero
finito de accdes de revestimento singular, mais concretamente accées de revestimento singular
simples; esta reducao induz uma factorizagao de ¢ em factores bandeira S? — G.

38



Aplicacées Harmoénicas

3.5 Factorizacées de Aplicacées Harmonicas por Accdes de Re-

vestimento Singular Simples

Seja G um grupo de Lie de matrizes compacto semi-simples e tomemos 7' um torus maximal
de G; denotemos por t e g as algebras de Lie de T' e de G, respectivamente. Tal como na
Seccao seja A o conjunto das raizes de g* relativamente a t; fixemos um sistema de
raizes positivas AT com raizes simples a4, ..., «; € tomemos I = {iy, ..., i} um subconjunto de
{1,...,1}.

Tendo presente as notacoes do Teorema consideremos ¥ = expB : C\ D' — AG®
uma solucao estendida complexa, onde D’ é um subconjunto discreto, associada ao potencial
meromorfo ; = A\~ Bjdz, correspondente a uma aplicacdo harmoénica ¢ : C — G com nimero
de unitéo finito, sendo ® : C\ D’ — O,,/G a solucao estendida associada. Em particular, B; é
uma funcao meromorfa com valores em pﬁl). E nestas condicoOes, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.13. A aplicacdo harménica com numero de unitéo finito ¢ pode ser reduzida a
uma constante aplicando k ac¢bes de revestimento singular simples. Assim, qualquer aplicac@o
harmonica de S? para G pode ser reduzida a uma constante aplicando um nimero finito de
accoes de revestimento singular simples.

Demonstracdo: Recordemos a Seccao[3.1} Sejam &1, ..., & € t os elementos duais de o, .. ., ay,
l
no sentido em que «;(&;) = ¢;;/—1. Dada uma raiz o € A, escrevemos o = Y n,(a)«;; quando
=1
a € AT temos que n;(«) é um inteiro ndo negativo. Além disso, recordemos a Observacao
m;&; € Jparatodooi € {1,...,l}, para algum m; € N.

Consideremos o factor simples py ¢, , COM 0 < |a| < 1 e a sua acgao no potencial mero-
morfo u = A\~ Bjdz, que indicaremos por p'1:%, e temos

i

m LA . — Pa,mi &, 1= AilAdeXp(—ln(Ca(A))\/jlmil&l) (B{dz)
=1 exp( 1n( ()\)) V- m“ad&l) (B1dz)

12 Fm“) (ad,,)" (Bd2)

Y Z Fm“) (ade,,)" (B}, dz)
7L1(O¢)>1W =0

Z Z Fm“) (\/jl)nnil(a)"Biadz

nr(a)>1n=0

S Bz A7 Z Z—ln CWO)ma ), () B}z

nr(a)>1 a)=1 n=0

niy ()=0 nll(a)>0

D Biade+ Xt 3 G B
nr(a)>1 nr(a)z1

niy (a)=0 niy (a)>0

visto que Bj € pgl) & By= ) Bj,eadg (B}, =a(&) B, =Vv-1n;,(a)B]

nr(a)>1
Assim, apesar de p, ., ¢, Nao pertencer a A, G®, o novo potencial p'* estende-se mero-
morficamente em ) ao disco unitario I = {\ € C : |A\| < 1} com no maximo um poélo simples em
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0, e consideremos a solucao estendida complexa dada por

Uit = Ad (W) : C\ D' — AG®,

Pa,m;, &y
associada a p'®, visto que (\Il“v“)_1 AU = yive,
Se factorizarmos ¥*1:* de acordo com a Observa(;éo obtemos uma solucao estendida
P C\ D' — QG.

Observemos que W% pode ser vista como uma aplicacdo em A°G para todo 0 0 < ¢ < |a]
da seguinte forma: em C. é precisamente Ui¢ em (4. € determinada pela condicao de
realidade. Do mesmo modo, x’** pode ser visto como um potencial e-holomorfo para todo o
0 < € < |al. Assim, como @+ é a solucao estendida associada ao potencial p*1:¢ = Pa,miy &y " Mo
pelo Teorema m temos ®i1¢ = Pa,mi &, #P-

Agora, vamos tomar o limite ¥t = lin%\Iﬂl’“ em AGT e temos
a—
Tl = exp (— ln()\)\/—lmilfh) exp(B) exp ( n(A)v— m“{“)
= exp (exp (fln( W—1 mille) exp ( Mv— mllle))

= exp (Adexp( () V=Tmi, &, ) B)

ou seja
Uit = exp (B“) :C\ D' — AG®

onde
B — Adexp(, In(A)v=Im;, &, ) (B)

A solucao estendida complexa ¥ integra o potencial

'ui1 = ill,% uiha =)\1 Z Biad'z + Z )\milml(a)_lBiadz.
nr(a)>1 nr(a)>1
niy (a)=0 Ny ()>0

Novamemte podemos factorizar ¥ usando a Observacéoe obtemos uma solucao estendida
: C\ D' — QG; mas pela continuidade dessa mesma factorizacao, temos ®‘ = (}1_%@17

Por outro lado, como B é meromorfa e nilpotente, pela Observacao a correspondente

aplicacdo harmonica ¢ pode ser estendida a todo o C. Assim, ¢* : C — G € uma aplicacao

harmonica obtida a partir de ¢ através de uma accao de revestimento singular simples.

Se aplicarmos a ¢’ a accdo de revestimento singular simples definida por Pa,mi, €, » Ir€MOS
obter um novo potencial meromorfo

zlzz _/\ 1 2112_’_”2112_"_)\1“@1‘2_'_.“

com
/fffr“: Z B, dz.

nr(a)>1
ni; (a)=ni, (a)=0

O potencial meromorfo /12 da origem a uma solucdo estendida complexa ¥“1?2 bem definida
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excepto nas suas singularidades. Mais, tal como antes ¥#1%2 = exp (B*%2) com

Bnt = Adexp(fln()\)\/jlmizﬁm) (B") .
Novamente, B1%z é meromorfa e nilpotente e entdao U2 corresponde a uma aplicacdo harmo-
nica ¢*12 definida em todo C.
Se continuarmos com este processo, alcancaremos um potencial 1% em que o coefici-
ente associado a A~! é nulo. Assim, a corresponde aplicagcao harmdnica ¢ é constante.
Se partirmos de uma aplicacdo harmoénica ¢ : C — G que admita uma extensao suave a S?,
entdo todas as aplicacoes ¢'1%2-» também admitem uma extensao a S2. Como toda a aplicacao
harmonica de S? em G tem nimero de unitdo finito, toda a aplicagdo harmonica de S? em
G pode ser reduzida a uma constante aplicando um nimero finito de accoes de revestimento
singular simples.

O

Quando G é um grupo de Lie semi-simples compacto classico, esta factorizacao pode ser
refinada numa factorizacdo de factores lineares. De facto, seja g C u(n) uma algebra de Lie
semi-simples compacta classica; e escolhemos um torus maximal t. A subalgebra t é gerada por
elementos da forma H = HT + H~, em que: H* € u(n); H* actua diagonalmente em C"
com valores proprios 0 e v/—1; H~ € u(n) actua diagonalmente em C" com valores proprios 0
e —v/—1 (denote-se por Voi e Vli os espacos proprios de H* correspondentes a 0 e a /1),
temos dim V;" = dim V;” = 1 e V;" é ortogonal a V;~. Em particular, H € J e temos que

Patt (V) = exp (— I (Gu(N) V-IH™ ) exp (~ In (¢ (V) V=1H")

= <7T¢1+ + CG(A)WV1+) (W‘J/‘l, + Ca()\)—lwvl_) .

Como cada Pa,mi, &, € um produto de lacetes racionais p, z, concluimos que a factoriza-
cao indicada anteriormente pode ser refinada numa factorizacao de factores lineares - a fac-
torizacdo que corresponde a accao de revestimento singular dos factores lineares ~,(\) =
Wéli + Ca()\)ilﬁvli .

3.5.1 Factorizacoes de Aplicacoes Harmonicas em Espacos Simétricos

Terminamos este capitulo com uma extensao destas técnicas ao caso de aplicacdes harmonicas
com numero de unitdo finito em espacos simétricos.

Consideremos uma aplicacdo harmonica ¥y com numero de unitdo finito de € num espaco
simétrico N = G/K. Recordando a Seccao através da imersdo de Cartan de G/K em G
podemos identificar 1» com uma aplicacdo harmoénicade ¢ = 1oy : C — G. Seja ® : C — QG
uma solucdo estendida associada a ¢. Pelo Teorema [3.13], podemos reduzir ¢ a uma constante
aplicando um nimero finito de accdes de revestimento singular simples. No entanto, em geral,
nem pq ¢ #® nem iii%paé#tb correspondem a aplicacdes harmédnicas em espacos G-simétricos.

Em seguida descrevemos como reduzir ¢ a uma constante aplicando um nimero finito de
accoes de revestimento singular, mas ao mesmo tempo preservando a simetria do espaco. Fare-
mos isso no caso de espacos G-simétricos internos, que devido ao seguinte resultado de Burstall
e Guest tem uma formulacao mais simples.

Proposicao 3.14. [5] Seja G um grupo de Lie compacto (conexo). Entdo cada componente
conexa de /e = {g € G : g> = e} é um espaco simétrico compacto interno.
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Inversamente, qualquer espaco simétrico compacto interno (conexo) pode ser imerso num
grupo de Lie G como componente conexa de +/e.

A imersao referida na proposicdo anterior é totalmente geodésica; assim, as aplicagdes
harmdnicas em espacos simétricos internos podem ser vistas como aplicacdes harmoénicas espe-
ciais em grupos de Lie G. Como em [5}, 32, 35], vamos caracterizar a correspondente solucao
estendida especial:

Consideremos a involucao 7 : QG — QG tal que

e denotamos o conjunto fixado por Z por
QGT ={y€ QG : I(y) =}.

Se & : C — QG for uma solucao estendida, é facil verificar que Z(®) também é uma solucao
estendida; isto é que Z(®)'dZ(®) = a,, para algum «, da forma . Se d: C — QG7, logo
P =0,d_; ' = d_2=d, =e¢, ouseja, P_; € \/e. Temos o seguinte Teorema.
Teorema 3.15. [5], 32, [35]] Seja ® : C — QG* uma solucdo estendida. Entdo ¢ = ®_, define
uma aplicacdo harmédnica de C numa componente conexa de +/e.

Inversamente, seja ¢ : C — +/e uma aplicacGo harmonica. Entdo, existe uma solucdo
estendida ® : C — QG? tal que ®_, = ¢.

Observemos que ¢ toma valores em /e se e s6 se ¢ = my — mz, para algum subespaco
V C C". De facto, se ¢ = &_1 = 7y — 77‘% temos ¢? = Id e, portanto, ¢ toma valores em
Ve. Por outro lado, se ¢ toma valores em /e, ou seja, ¢> = Id, ¢ é diagonizavel com valores
proprios 1 e —1, assim ¢ = my — > para algum V C C".

O proximo lema apresenta os elementos de Gy, o grupo dos germes em zero das aplicagoes
holomorfas de C em G%, que preservam QG7 segundo uma accao de revestimento.

Lema 3.16. Seja ® € QGT e v € Gy tal que v(\) = v(—\). Entdo v#® € QGZ.

Demonstracdo: Comecemos por observar que (y®)(—X) = y(—=A\)®(=A) = y(N)P(N)P(-1) =
(y®)(A\)@(—1), e entdo temos

I (y#®) (N) =Z((v®)p) (N) = (v)p(=N)(v®)p(-1) 7"
€5,a
= (1) (=) (2)r(=N) " (1®)p(-1)7"
= (1) N 2(-1)(v2)r (=N (1®)p(-1) 7

)
= (@) (N (v2)r(NR(—1)(v®) 1 (-A) ' (v®)p(—-1) 7",
EASG

Assim, pela unicidade da decomposicdo Z ((v®)r) = (Z (v®)k)) g (Z (v®)E)); referida no Teo-
rema -2, temos (@), (\)(—1)(70);(~A) " (19)5(~1) = e e T ((19)5) = (vP)z5.
O

Agora consideremos os germes referidos no lema anterior, isto é,

Q% ={y€Go: v(N) =7(-N}.
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Seja v € G& um lacete racional satisfazendo a condicao de realidade v()\) = v (1/X). Se ~ tiver
uma singularidade em a € C*, entdo, além de ter uma singularidade em \ = 1/a, também
A = —a sera um ponto singular de v. Assim, ndo existe nenhum factor simples nao trivial em

Gz.

Defini¢do 3.17. Dado um factor simples p, ¢, definimos pa¢(A) = pae (A?). E imediato que

Pac € um lacete racional satisfazendo a condicdo de realidade e que j, € GF. A accdo de

revestimento singular & = lin% (Pa,e#®) chamamos ac¢do de revestimento singular Z-simples.
a—

Seja ¢ : C - N — G uma aplicacdo harménica com nimero de unitao finito com ® :
C — QG7 solucdo estendida e V¥, solucdo estendida complexa associadas. Usando as mesmas
notagdes que na demonstracao do Teorema [3.13], a accdo de revestimento singular Z-simples
de pa,m, ¢, , Para algum m;, € N, origina uma nova aplicagao harménica ¢, com solucao
estendida complexa ¥ e potencial /it dado por

= 3T Bl de+ YD Nmara(@OTipy dy
nr(a)>1 ny(a)>1
niy ()=0 14y (a)>0
Tal como anteriormente, se continuarmos com este processo, iremos obter um potencial
[z em que o seu coeficiente em \~! é zero. Ou seja, provamos o seguinte Teorema:

Teorema 3.18. Qualquer aplicacdo harménica ¢ : C — N com numero de unitdo finito pode
ser reduzida a uma constante aplicando k vezes uma accdo de revestimento singular Z-simples.
Em particular, qualquer aplicacdo harménica de S*> em N pode ser reduzida a uma constante
aplicando um numero finito de vezes uma ac¢do de revestimento singular Z-simples.
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Capitulo 4

Aplicacées Harmonicas com Numero de Unitao
Finito em G,

Neste Capitulo, usando o modelo Grassmanniano para o grupo de lactes de base em G5, vamos
obter formulas explicitas para as factorizagdes canonicas de solucdes estendidas que corres-
pondem a aplicagdées harmonicas com nimero de unitdo finito no grupo de Lie excepcional Go,
assim como para aplicacbes harmodnicas com nimero de unitdo finito em espacos simétricos
internos de G,. Os resultados obtidos neste capitulo coincidem com os do trabalho realizado
em conjunto com Pacheco [11], onde a definicao de uma relacao de ordem parcial em J desem-
penha um papel fundamental nas provas dos mesmos. No entanto, na presente tese utilizamos
exclusivamente o modelo Grassmanniano.

4.1 Decomposicdo de Bruhat de Gr,,(G)

Recordemos as notacdes da Seccao (3.1}, a rede inteira 3 = (27r) ! exp~!(e) N t pode ser iden-
tificada com o grupo dos homomorfismos S! — T associando a cada ¢ € J o homomorfismo .
definido por y¢(\) = exp (—In(\)v/=1¢); que coincide precisamente com p, ¢(\) definido em
(3.5) quando a — 0.
Denotemos por gf 0 espaco proprio de ad, associado ao valor proprio \/—1i, para todo o
1 € 7, ou seja,
gf = {X €¢" adeX = V-1LiX};

e temos em g® uma estrutura de algebra de Lie graduada

= @ o o] cal,
i€{-7r(§),....,m(§)}

onde r(§) = max {z : gf + 0}. E facil verificar que

com g* definido por (3.2).
Para cada ¢ € J, podemos tomar a classe de conjugacdo dos homomorfismos S! — T que
contém ¢, e escrevemos

Qe = {g’ygg_l ig € G}.

Dado v € €, dizemos que v é um lacete S'-invariante. De acordo com [Z], trata-se de um
espaco homogéneo complexo, pois

Qe =Gv/ (%MG%&*) .
Tomemos uma camara de Weyl fundamental W em t e seja 3’ = 7N W. Entao:
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Teorema 4.1. [30] Temos a decomposi¢do de Bruhat Gr,.(G) = U A;gGC%HT).
€

Agora, definimos Us C ,,G tal que UEH(f) = A;ng@ny(f); este também é um espaco
homogéneo complexo, visto que

Ue = A5,G7/ (A5,G7 Ned GO ).

alg alg

Mais, U: tem uma estrutura de fibrado vectorial holomorfo sobre ()¢ e usando as identificacoes
com os respectivos espacos homogéneos complexos, temos a projeccao do fibrado ue : U — €
dada por [y] — [y(0)] (os detalhes podem ser encontrados em [5]). Como referido na Introducao,
esta decomposicao de Bruhat admite uma interpretacao alternativa em termos da teoria de
Morse-Bott.

Tomemos v € Ug C Qq,G € seja W = - ”Hﬁf) € Grag(G), logo )\”‘Hﬁf) CWwWC )\—SHT); por
definicdo de U, podemos tomar ¥ € AjlgG‘D tal que W = Uy ~’HS:L). Escrevemos

e  H = AT AS A TIAS (Y
onde os subespacos Af definem uma bandeira
{0} =A%, [ CAS C...CAS  CcAi=C™
Relativamente ao modelo Grassmanianno, a aplicacao u¢ : Us — )¢ definida anteriormente fica

ue(W) = ug (e - H ) = A" A g+ A TTA 4 A,

com
Ar = w(0)AS =pi (W), (4.1)

onde p; : H™ — C™ é a projeccao definida por p; (3" a;N) = a;. A filtragao de W por
W XA

NHD =waxHM coocwaxuM o cwnaHY =w

induz a decomposicao
WolM =A_,®--- DA, (4.2)

d
o A; = (Wmm@) / ((Awmmf)) + (melfﬂ(f))) >~ A, /A, 4.3)

Observacao 4.2. Da relacao (4.3)), concluimos que
waNHE = (W HE )+ (W),

sempre que A; e A;_; tém a mesma dimensao, ou seja, sempre que A; é trivial.

4.2 O Grupo G,

Vamos recordar a construcao de G». Observemos que os quaternides, H, tém base 1, i, j, k sobre
R. O produto em H ¢é totalmente descrito pelas propriedades:
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1. 1 é a identidade
2. 2 =352 =k*=ijk=—1.

Consideremos a algebra dos octoniées, O, a qual tem dimensao real 8, sendo a algebra de
divisao normada de maior dimensao. Seja 1,eq,es,...,e; uma base de O sobre R. O produto
em O pode ser visto de modo a que os quadruplos (1,e1,ea,64), (1,e2,e3,€5), (1,e3,€4,¢6),
(1,e1,ea,e4), (1,e4,€5,¢€7), (1,e5,¢e6,€1), (1,e6,¢7,€2) € (1,e7,€1,e3) sejam copias de H. Assim,
é possivel construir a Tabela [4.1] da multiplicagao em O.

Tabela 4.1: Multiplicacao Octonidnica

(<[ e | ex [ es | ea [ e5 | e | er ]
€1 -1 €4 (rd —€9 €g —e€5 —e€3
ey || —eq | —1 es e1 —e3 e7 —eg
€3 —er —E€j5 -1 €g €9 —€y4 €1
ey es —e1 | —eg | —1 er es —es
€5 —€g €3 —€9 —er -1 €1 €4
eg es —er7 ey —e3 | —e1 | —1 es
€7 €3 €6 —€1 €5 —€4 —€9 -1

Esta ndo € uma tabela de facil memorizacdo, no entanto, tendo presente as seguintes pro-
priedades:

1. e2=-1

2. eje; = —eje; para todo 0i # j

3. eiej =er = €ir1€j41 = €41 mod 7
4. ejej = ey = egien; = ez mod 7,

e um produto do tipo e;es = ¢4 podemos recuperar essa tabela. Mais detalhes sobre octonides
podem ser vistos no trabalho de Baez [1].

Podemos dotar © com um produto interno natural, em que dados z,y € O temos

(#,y)m = Re(zp) = = (2§ + yT).,

2
onde Z € o conjugado octonidnico de z.

0 grupo dos automorfismos de O, Aut(D), é o grupo de Lie excepcional compacto simples
Go. Como a métrica esta definida através da multiplicacéo, temos G2 € SO(D).

Dado ¢ € Go, como £(a) = £(a-1) = aé(1l) = a para todo 0 a € R, todo o elemento de G-
fixa o subespaco R -1 C O e assim preserva o subespaco dos octonides ortogonais a identidade,
isto é, o subespaco dos octonides imagindrios puros, Im(D), o qual tem dimensao 7. Entao,
se identificarmos Im(D) com R, temos a representacdo fundamental G, C SO(7), a qual é a
mais pequena representacao de G, nao trivial.

Seja OV = O ® C, entdao GY c SO(7,C). Dados z,y € €7 ~ Im(D) ® C temos um produto
em C7 definido por = - y = Im(zy).

Para algumas das afirmagdes que se seguem nao iremos apresentar as respectivas provas, no
entanto, as mesmas e outras observacoes pertinentes podem ser encontradas no livro de Fulton

e Harris [19].
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Fixemos 7" um torus maximal de G, o qual tem dimenséo 2 (ver Teorema[3.2). O que induz
uma decomposicao ortogonal de C” em subespacos proprios de dimensdo complexa 1:

3
o7 = @ L;,
1=—3

onde L_; representa o espaco L;. Em particular, para i # 0, os subespacos L; sao isotrdpicos,
isto é L; L L;, o que é equivalente a ter L; C L;-. O diagrama de pesos correspondente é dado

pela Figura[4.1]

Ll LQ

Lo Ls

L, L,

Figura 4.1: Diagrama de Pesos em G,

Seja w; 0 peso do subespago L;. Entdo, se w; + w; for um peso, L; - L; é o correspondente
espaco peso; se w; + w; ndo for um peso, L; - L; é zero. Assim, do diagrama peso da Figura
obtemos a Tabela[4.2 de Multiplicacdo em C”.

Tabela 4.2: Multiplicacdo em C”

| [[ Lo | Ly | Lo | Ls[Li [ Ly Ls|
Lol 0 | L1 | Ls | L3 | I | Lo | L3
i Z1 | 0 |0 | Ly | Lo | L3 | O
Io || L2 ]| 0 | 0| 0 | Ly | Lo | In
Is || Lz | L= | O | 0 | 0 | L1 | Lo
T\ [ Lo | Zs | 0 [ 0 | 0 | Lo
To Lo | Lz | Lo | L. | O] 0| O
Tl L3 | 0 | L1 | Lo | L2 | O

Dado um subespaco isotropico D ¢ C7, chamamos estabilizador de D ao espaco
D'={zeC": 2-DCD}
e aniquilador de D ao espaco
Da:{x6®7: a:-D:O}.

E facil observar, pela tabela de multiplicacdo octoniodnica, que L; - L; = {0} para todo o i, e
logo L; ¢ L¢. Além disso, como o grupo G, actua transitivamente nos subespacos orientados
de dimensao 2 de R” ([14]), e logo nos subespacos isotropicos de dimensao 1 de €7, concluimos
que para qualquer subespaco isotropico D de dimensao 1 temos D C De.

Temos ainda os seguintes lemas:
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Lema 4.3. Seja D c C7 um subespaco isotrépico de dimensdo 1. Entdo dimg D® = 3 e D* C
Dat = DY, pelo que D* também é um subespaco isotropico e dimg D° = 4.

Demonstracdo: Usando o mesmo argumento que acima, podemos tomar, por exemplo, para
modelo de D o espaco L;.

Através da Tabela concluimos que D* = L, & L, ® L3, que tem dimensdo complexa 3, e
Do cDa.

Também através dessa tabela, temos que D = Ly ® L1 @ Ly @ Ly = WL, o qual tem
dimensao complexa 4.

O

Dado um plano isotropico D ¢ €7, dizemos que D é um plano complexo co-associativo se
D-D = {0}.
Dado C um plano complexo co-associativo, logo isotropico, temos uma decomposicao orto-
gonal
C"=CoAaC,

onde A = (C ® é)l, que designamos por espaco complexo associativo, tem dimensao complexa
3.

Lema 4.4. Seja D c C" um plano complexo co-associativo. Entdo D* = D.

Demonstracdao: Como G. actua transitivamente nos planos complexos co-associativos ([14]),
usamos a Tabela [4.7] para escolher um qualquer plano complexo co-associativo, por exemplo
D=L, Ls.

Da Tabela concluimos que D* = Ly @ Lo, como pretendiamos.

Lema 4.5. Seja D c C” um subespaco isotrépico tal que D - D = {0}. Entdo dimg D < 3.

Demonstracdo: Usando o mesmo argumento que nos lemas anteriores, sai directamente da
tabela de multiplicacao.

4.2.1 0O Modelo Grassmanniano para QG,

Recordemos o modelo Grassmanniano introduzido na Seccao [1.6} para o caso G = G, (como
Go C SO(7)) temos n = 7. Por isso, para simplificar a notacdo, nao faremos referéncia a n
escrevendo apenas H e H.,.

0 modelo Grassmanniano para o grupo de lacetes QG, é dado pela seguinte proposicao:

Proposicéo 4.6. Dado um subespaco W € Gr(SO(7)), W corresponde a um lacete v € QG4 se
e s6 se W pertence a

Gr(Gg) = {W € Gr(S0(7)) : W . W™ C W},
onde W5 é o subespaco das funcées suaves em W, o qual é denso.
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Demonstracao: A prova do Teorema 8.6.2 de [30] pode ser adaptada ao nosso caso. Seja v €
QG, e W = v-H, o correspondente subespaco de Gr(SO(7)), entdao W satisfaz Wev. W« C W
uma vez que G, actua em C7 por automorfismos.

Inversamente, suponha-se que W € Gr(SO(7)) é tal que Ws* . Ws* C Ws*. Como W €
Gr(SO(7)) temos \W C W e W= AW; e logo W o AW = W N W. Como as imagens das
projeccées (AW)+ — H, e W — Hz sao fungdes suaves e uma fungdo f em W © AW tem
projeccoes suaves f; e fo em H, e Hi respectivamente, logo f = f; + fo € suave. Como
dimW & AW = 7, entdo W N W é uma subalgebra de H de dimensdo 7 relativamente ao
produto induzido pelo produto octonidonico em R’. Assim, para cada A € S!, a aplicacao
evy : WN'W — C7 define um isomorfismo tal que evy(a - 3) = eva(a) - eva(B) = a(N) - B(N).
Tomemos v definido por v()\) = evyoev;'. Além disso, ev, comuta com a conjugacao complexa e
ev, € um isomorfismo para todo o A € S!, entdo v € um lacete em QG,. Assim, pela Observacao

[T.74 temos que W =~ - H,.
O

Como estamos interessados em aplicacdes harmonicas ¢ : S — G, com numero de unitao
finito, a correspondente solucdo estendida ® toma valores no grupo dos lacetes algébricos
(recordemos a Proposicao e W = & - H, esta na Grassmanniana algébrica. Assim, a
condicao do teorema anterior W** . WWs* C W** pode ser escrita apenas na forma W - W C W,
uma vez que todas as fungées em T sao suaves.

4.3 Lacetes Algébricos em G,

Usando as notacdes da Seccao tomemos v um lacete algébrico em G, e o correspondente
subespaco W = v - Hi € Grae(Ga) = Grag N Gr(Gz), a Grassmanniana algébrica em Go.
Consideremos os subespacos A; dados por (4.1)), temos o seguinte lema:

Lema4.7. 1. A; CAjsei<j;
2. A, = K:—,l, para todo o0 i > 0;
3. A;-A; CA,4;, para todooi,j;
4. A_;_, éisotrdpico, para todo o i > 0.

Demonstracdo: Tendo em conta (4.1) podemos supor que ~ é S!-invariante. Entao
W= - H = AA o NTIA, L+ NH

As trés primeiras condicées seguem directamente de A\W C W, AW = W ew. - w C W, de
facto:

1. Seja j —i > 0, dado a; € A; temos que a;\* € W NA'H, e logo a; NV € N W N MVH, C
W N M H, de onde concluimos que a; € A;.

2. Como AW =W temos

ATTAL b N A X = (VR AR AT
S D S WD e T

elogo A, = Ki—,l.
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3. Como W -W C W temos

ANBA A g NI LA A ) AR
CA A+ N TA L NH,

elogo A;-A; C Ay,

. . . .~ , —1 .
Finalmente, das duas primeiras condicoes concluimos que A_;, ; C A, =A", ;,ouseja, A_;, ;
€ isotropico.

O

Lema 4.8. Seja W € Grag(G2) tal que \*H. C W C A~*H,. Para algum inteiro I, com
0< 1<%, temos:

1. dimA_; ;=3 edimA_,;=1,sempreque 0<j<Il—-1;
2. dimA_;_; =2,semprequel <j<k—1-1.
Neste caso, dizemos que W e o correspondente lacete v, W =~ - H,., sdo do tipo (k,1).
Demonstracao: Pela condicdo 1. do Lema anterior temos
{0} CAKCA 41 C...CA1CAICA C...CA1 CA=C".

E das condicoes 2. e 4. do mesmo, A_;_; € isotropico e A; = Kfj,l para todo o j > 0, entao
temos de ter dimA_;_; <3 edimA; > 4.

Por outro lado, para 0 < j < g, a condicao 3. do Lema implica que A_j,.; - A_jy; C
A_opy0; C Ay = {0}. Assim, pelo Lema dimA_,y; < 3. Entdo, para algum 0 < ! < g,
temos dimA_;,; =1quando0 < j <l—1ledimA_jy; =2quandoi < j < § O que prova
parte da primeira afirmacao do Lema.

Consideremos 0 < | < g e vamos provar a afirmacao 2. Observemos que

A gy -A1 CA_ - ={0}.

Assim, A_;_; esta contido no aniquilador de A_;,, A% Como A - A gy = {0} e
dimA_,,; = 2, pelo Lema Ef], temos que A%, , = A_,y. Entdo, como A_,y C Ay,
concluimos que A_; ; = A_,;, ou seja

dim A,]ﬁl = dimA,k+l+1 =...=dim A,l,1 = 2.
Para provar a outra parte da primeira afirmacao do lema, observemos que
diIIlA,k3 = dimA,k+1 =...= dimA,kJrl,l =1

eA A1 CA ., 1=A_4 Entdo A;_; estd contido no estabilizador de A_,, A(ik, o qual
tem dimensao 4, pelo Lema . Por outro lado, ja vimos que dimA; > 4, para j > 0. Assim,
dimA;_; = 4 e, consequentemente dimA; =4 paratodoo 0 < j <! —1. Como A; = Kfj_l,
concluimos que dimA_;_; =3 paratodoo 0 < j<[!—1,istoé

dimA_; =dimA_;;; =...=dimA_; =3.
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Quando ! = 0, a primeira afirmacao do lema é vazia (logo verdadeira) e a segunda prova-se
como acima, sendo que dimA_; =2 paratodoo 1 < j < k.

Quando [ = g, a segunda afirmacao do lema é vazia (logo verdadeira) e a outra parte da
primeira afirmacéo prova-se como acima, sendo que dimA_;_; =3 e dimA_;;; = 1 para todo
00<j<E-—1.

4.4 Factorizacdes de Lacetes Algébricos em G,

Para cada & > 0 inteiro, definimos
k . p—
0FGy = {7 € Quela: YN = D NG, &= # 0} :
i=—k

Observemos que v € Q*G, se e s6 se o correspondente espaco W., = v - Hy € Grae(Go) € tal
que W, CA ", e W, ¢ A F I,

Dado v € Q¥G,, chamamos factorizacdo de v com comprimento N do tipo (ki, ks, ..., ky)
a uma sequéncia de lacetes 1, 7v2,...,vnv_1,7n tais que v = y172 ... yn_17N, onde y; € Q¥ Gy
paracadai=1,...,N.

Seja W' =~;...v; - H,. Uma factorizacdo como acima corresponde a uma sequéncia
N N—-1 1 0
Wy, =W>  Wa= W WP =Hy,

em que \W? C Wil. De facto, tomando ®;, = v;...v; e W,, = v; - Hy C A% H, onde
vi € QFiGy; temos que Wi = &, - H, e &; = ®,_,; e logo

Wi=®, 1y -Hy =0 W, CAXFd0, - H, = \"Fwi—h

4.4.1 O caso S'-invariante

Consideremos v € Q*G, um lacete S'-invariante e o correspondente subespaco W* = ~v - H,.
Pelo Lema (e sua demonstracao) para algum 0 < < g, podemos escrever

WF=XPA+. A FA L M D4 XD
FATIAT b AT A L N e
It k—l1—-171 o k-1t k
+ADT +. 4+ DT+ ATPAT L ATTAT N, (4.4)
onde A é um subespaco complexo isotropico de dimensao 1, D é um plano complexo co-associa-
tivo, A% é o aniquilador de A, o qual tem dimensao 3 (pelo Lemal4.3), e A C D C A°.
Para um dado plano complexo co-associativo C, tomamos H. € g, dado por —/—1 em C,

vV-lemCeOem (C® @)L e consideramos o lacete S!'-invariante vy, € Q'G,, que indicamos
apenas por q¢, definido por

Ye(A) = exp (—In(A\)V—=1Hc) = A" 'me + Tr(lC@E) + AT

Tomemos B = A® (A © D), onde A*© D é o complemento ortogonal de D em A“; escolhendo
um modelo, por exemplo: A=L,, D=L, ® L, e B= L; ® Ls; e usando a Tabela é facil
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verificar que B é um plano complexo co-associativo.

Suponhamos que 0 < I < g, é facil verificar que v = 7’5*[753. Mas, como yp e yp comutam,

também podemos escrever y = %2 (fyB’yD)l. A sequéncia de lacetes S!-invariantes

O =7 =75 (ve10), - Pomi = v (vBD) - -

o = (v8YD0)' Pt = vp(vB YD) .,

Pou—jy = (vB YD) 7, P2 j)—1 = v (veYD) T,

®y =vpvp, L1 =7p (4.5)

onde 0 < i< k—-2le0<j<!-1,da uma factorizacao de v com comprimento k do tipo
(1,1,...,1), a qual iremos chamar factorizacdo canénica de +.

Suponhamos agora que k é par com k£ = 2[. Neste caso,

W2 =X "2 A4+ XA T4+ 4 24l
FACT p NS N A2 2, (4.6)

Escolhemos dois planos complexos co-associativos B, D C A“ taisque BND = Ae B =
A® (Ao D). E facil verificar que v = (VD’yB)l. Observemos que com a escolha de outros
planos complexos co-associativos B, D C A® nas condicdes anteriores, teremos YpY5 = YDVB-
A sequéncia de lacetes S!-invariantes

i
’y:@lv"w(pl—i:(’yB’YD) la"'aq)lzr)/BrYD

onde 0 < i <! — 1, da uma factorizacdo de v com comprimento [/ do tipo (2,2,...,2), a qual
iremos chamar factorizacdo canénica de ~.

Assim, para um lacete do tipo (k,!) com k # 2I temos a factorizagcao candnica com compri-
mento £ do tipo (1,1,...,1), e para um lacete do tipo (2/,7) temos a factorizacdo canonica com
comprimento [ do tipo (2,2,...,2).

4.4.2 O caso geral

Com base na Observacao[4.2] vamos estabelecer o seguinte lema que iremos usar nos resultados
fundamentais.

Lema 4.9. Sejam o < § inteiros tais que dimA,_; < dimA, = ... = dimAg < dimAg4q, ou
seja, A; é trivial para todo o o < i < 3. Entéo

WANHL = X" (WNX"Hy) + (WAL,
para todo o a < i < f3.
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Demonstragdo: Usando sucessivamente a Observacéo 4.2, temos que

WNNHL = (AW NNHL) + (WAXNTHY)
=AWNNTHLY) + (WA
=AAWNANTHL) + A (WNAH,)

+ (AW NNTHL) + (W XNTPH)
=N (WAXNTHL) XN (WNXNHL) + (WA XT2H)
=X (WNXNTPHL) + A (AW N AH,)

FAWNAXNTHL) + (WA
=N (WNAXNTHL) + X (WNXNTTHY)

+ (AW NANTPHL) + (W N AT
=N (WAXNTHL) + (WNNTPHL) = ..
=NTEWAAHL) + (WAL .

Consideremos um lacete v € "G, do tipo (k,1) tal que v € U, para algum ¢ € 7, e seja
W =~ -H4 € Grag(Gz) 0 correspondente subespaco.

Teorema 4.10. Se 0 <[ < g, a sequéncia de subespacos
W=wFk o owk o wR o wRe L wR) wRen=t w2 W
onde 0 <i<k—2le0<j<I-—1, definida por

W= X (WA L) + (WAXNTHL) + A (W ATHY)
W20 = NR=2HT (W A AR L) + X (W N AT Hy)
FATT(WANHL) +XF2 (W nakgg) + 320009,
W2UmD= = NF=200 (W A AR ) 4 M (W AT )
AT (W AN ) AR (W AT ) ARy

dd uma factorizacGo com comprimento k do tipo (1,1,...,1) de v, a factorizac@o candnica.

Demonstracdao: Comecemos por ver que cada um dos subespacos W< corresponde a um lacete
algébrico de G..

A condicao AW« C W< é facilmente verificada, pois sai directamente da hipdtese A\W C W.

E evidente que A?#, C W* C A\~PH, para algum 3, sendo assim W = v, - H, com ~, um
lacete algébrico.

Escrevendo W*=% = (X'W N AR ) + (W N A1) + (AW N A'H,) e tendo presente
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a Observacao [1.16| temos que

Wh=i+ — (VTR 0 (W NE) 0 (N A
AW A NTH) N (W +ANHL) N (AW + A1y
ATW AN O N+ (W + N H) N HY)]]
AW AN O NW A+ (WA L) + A
ATTW A NTH) A [N ANTFTHL) + (W AT HY) + N
=A[NWAXPTH) + (WAXH ) + (AT WA Hy) + A, ]
NW AN + (WA 1) + (AW NNHL)] = AW,

onde na penultima igualdade usamos o facto de \¥H, C W = NFiH, C AW e N, C
A, paratodoo 0 <i<k—2l.

Analogamente se mostrava esta condicao para os restantes W<.

Vamos agora ver que W corresponde a um lacete de G,. Para isso, falta ver que W< W< C
We. Consideremos novamente W*~%, para os restantes sera de forma analoga.

Tendo em conta o Lema[4.9] temos

WHEE= X (WA FHL) + (WA Hy) + A7 (W AT
=X (WNAAPHL) + (WA HL) + AN (W Ay
AT WA
=N (WX L) + (WNATHLY) + (W NN,
AT (W AR
=X (WAXNFHL) + (WA 1) + A7 (WA, .

Comecemos por observar que

N (WAXFHL) N (WXL CA (WA 2
=X (NW AT N (W N AT )
=X (WnAT"H,) cwh?

AN (WAXNFHLY) - (WA 1Y) SN (WA
=X (WNA ") cwh

N WAL AT (WXNTIH) Wi, cwh
ATEWAXNTHL) AT (W AT S AT (W N AR

— )\72’L'W N )\2]6721721‘%_"_ g A2k72l72iH+
_ Ak7i+(k72l7i)7'[+ C )\k*iHJ’_ C Wk*i

Mas para (W N A~'H,) - (W N A~'#,) apenas podemos dizer que esta em WNA~2/7,. Para
obter o pretendido temos de contornar alguns aspectos técnicos.
Dado r € W N A~'H podemos escrever

r = ’I’,l)\_l + T,l+1)\_l+1 + T,l+2)\_l+2 + ...,
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emquer_,€A_jer, € C" A ;&AL paratodoom > —I+1. Como dimA_; = 3, temos
que A_; = L, @ Ly © L3 € um modelo, por exemplo.
Podemos assim decompor r_; e 0s r,,,, com m > —[ + 1, na forma

12 3 T 1
rog=r3+r>,;, € rp=1,+t",.,

onder2c A2 =1, @ Ly, 13 €A%, =Ty, 7] cA jerhcA b

Sejam W2 e Wf’;, com — < n < —1, os espacos gerados pelos elementos

e N e D N R e A PN ot S 2D S P

FEN o AP el A2t AT g A

respectivamente. E facil observar que
WA M, =W2 W2+ W2+ W2+ (W),
Mais, dado r = r22A\" + ] AL 4T A2 4 e W2 existe v € W N AT, dado por

=TI e AT e T ATt

F Ui AT T o AT

jaqueotermodevem A\ '"PestaemA_; ;= L; @ Ly. Logo temos r — A"ty c WNH,, de
onde concluimos que

r € XN (W AN HL) + (W N ML) SN (WNAHL) + (W NHY).

Entao
WAAH, CWE 4+ WE X (WNAMHL) + (W Ny,

a) W3- W3 C WnAt"H,. O termo em A"t é r3s3 < Lz- Lz = {0}; e portanto,

3

m
W3 . W3 C WAty . Agora o termo em A"+t @
T?LS#L—‘,-l + Tf{+13§n €Ly (Lo®Ls® Ly ®Ly) CLo®Lo® Ly

e ao mesmo tempo tem de estarem A,, ., 1 CA_; 1 = L; ® Lo, logo, € nulo; e portanto
W3 . W3 C W nA"™+23, . Assim, o termo em \"t"+2 tem parcelas do tipo

1350 Tiyass € L3 (Lo® Ls® L1 & Ly) C Lo® Ly @ L
e do tipo
T 1S € (Lo®Ls®Li®Lo) (Lo® Ly ® L1 ® La) € Ly ® Ly @ Ly;

e a0 mesmo tempo tem de estar em A, .o C A_;_; = L; & Lo, logo, é nulo; e portanto
W3 . W3 C W nA™+33, . Continuando com este processo, concluimos que W3 - W3 C
WNAH C WL
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b) e visto que Wg C WnA'"H,, das inclusdes vistas anteriormente, temos que as restantes
parcelas também verificam a propriedade;

concluimos assim que (W NA™'H, ) - (W N AT HL) C Wh,
Para mostrar que (W NA™'H,)-A~" (W N A*=IH) € Wk~ o processo é analogo ao anterior.
Vamos ver que se trata de uma sequéncia com o comprimento e do tipo pretendido, isto é,
AWe C W1, Vamos verificar para o caso W+—%:

AWETE= XL (W AATFHL) + (AW N1 ) + A (W n ARy
CAXTLWAAHL) + (WX 1) + A (W A1y
_ Wk*(i*%l) _ V‘/kfifl7

para os restantes W o processo é analogo.
]

Teorema 4.11. Se k = 2] com | > 1, a sequéncia de subespacos W = W' ... Wi . Wl
onde 0 < i <l — 1, definida por

W = X (WA 21 ) + AT (W NAHL) + A0,
dd uma factorizacdo com comprimento [ do tipo (2,2,...,2) de ~, a factorizacdo canénica.

Demonstracdo: Comecemos por ver que os subespacos W'~* correspondem a um lacete algé-
brico de Gs.

A condicdo A\W'!—% C W'~ é facilmente verificada, pois sai directamente da hipotese A\IWW C
w.

E evidente que \2(=9%, C Wi=i € \20-09{,, sendo assim W'~ = 4,y - Hy €OM Yoy
um lacete algébrico.

Escrevendo W' = (XW NA20=9%, ) + (AW N H,) + A2-97, e tendo presente a
Observacao [T. 16| temos que

Wh—i — ()\‘in + A2<l—“?ﬁ> N (AiWL + 7T+L) A A2t
= Kxiw 4 N2 H+) N (AW +Hy ) na—20- )H+}
=2 [(Ww ) a [(XW a0, ) s |
=2 [ (WA ) (8

+ (AW AHL) + Az(l"")’lﬁ} — AW,

Vamos agora ver que W= corresponde a um lacete de G, para isso, falta ver que W= .
Wl—i g Wl—i.
Tendo em conta o Lema[4.9] temos

PR N (WAL AT (W N NHL) + A0,
= NATZHRL W AN L) + N (W AT
FATN (W NHL) AT (W AT )+ a2,
=N (WAAHHL) + X (W)
+(WNHL) AT (WNMNHL) + X203
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Ao contrario da demonstracédo anterior, aqui conseguimos concluir todas as inclusdes de uma
forma directa. Deixamos alguns caculos a titulo de exemplo:

WA HL) N (WA 1) SN (WA Hy)
_ )\22' (}\ZW 2 )\73l+i7_[+) c )\21' (W N A731+i7'l+)
— )\Zi (W n )\—2[7_[+> C Wl—i

MEWANZHY) AT (WNAHY) S (WA Hy) Wi

AW AN HL) - N2E0H, = AT (WA Hy) - A2 Hy
A (WNnAH,) cwi

Para terminar, falta apenas ver que se trata de uma sequéncia com o comprimento e do tipo
pretendido, isto é, \2W! =i C Wi—i—1:

N = N A AT ) AT (S A XTI ) 4 A2
C A (W A /\721+(i+1)7_[+> PR CEY (W A )\i+1H+) T )\2(17(¢+1))H+

— Wl*(i%»l) — Wl*ifl'

O

Na demonstracdo dos dois teoremas anteriores, indicamos varias vezes que para os calculos
ndo apresentados o processo decorre de uma forma analoga; no entanto, a veracidade desses
resultados pode ser confirmada em [11], na Seccao 5. O aspecto decisivo usado em [11] é a
definicdo de uma relacdo de ordem parcial em 7, o que permite estabelecer uma sequéncia de
& € J que por sua vez factorizam o lacete v, e logo fixam uma sequéncia de subespagos W,
precisamente os que indicamos para as factorizagcdes candnicas.

4.5 Aplicagcées Harmoénicas com Numero de Unitdo Finito em G,

Sejam M uma supericie de Riemann, ¢ : M — G uma aplicacdo harmoénica com nimero de
unitdo finito, onde para ja G é um grupo de Lie compacto semi-simples, e ® : M — ,,,G uma
solucao estendida associada a ¢.

Na Subseccéo 4.4.2| usamos o termo “caso geral” para uma situacdo em que tinhamos um
lacete v em Ug; talvez fosse um pouco abusivo, no entanto, como trabalhamos com solugées
estendidas, o teorema seguinte permite-nos sempre tomar uma solucao estendida ® : M\ D’ —
UE.

Teorema 4.12. [5] Seja @ : M — Q,,G uma solucéo estendida. Entdo existe £ € J e um
subconjunto discreto D' C M tais que ® (M \ D) C Uk.

Mais, usando a aplicacao u¢ : Us — Q¢ temos o seguinte resultado:

Proposicéo 4.13. [5] Se @ : M \ D' — U, é uma solucdo estendida, entdo ug o ® : M\ D' — Q¢
também é uma solugdo estendida.
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Voltemos ao nosso objecto de estudo G = G,. Consideremos ¢ : M — Go uma aplicacao
harmoénica com numero de unitao finito, ® : M \ D" — Q¢ uma solucéo estendida associada a
¢ do tipo (k,l) e W = & - H, € Gra4(G2) definido em M \ D’. Aplicando o Teorema[4.10jou o
Teorema |4.11| (conforme o caso) obtemos uma factorizacao candnica para a solucao estendida
d.

Observacao 4.14. De facto, todos os elementos W< das sequéncias referidas nos Teoremas
e verificam as condicoes de harmonicidade: W& C W e W2 C A~1W<; visto que W
também verifica essas condicoes (1.12) e (1.13).

Nos proximos resultados usamos o modelo Grassmanianno, para partindo de uma dada so-
lucdo estendida obter uma solucao estendida constante; através dela obtemos uma solucao
estendida chamada normalizada, associada a mesma aplicacao harmoénica, o que nos permite
estimar o nimero de unitdo de ¢, r(¢).

Teorema 4.15. Se 0 < 2l < k, entdo V dado por

V= X3 (W AATFHL) 22 (WA A 12,) 4 A (W N AHy)
FATE W ANH L) + AT (W AT L) A3 (W 0 AR

definido em M \ D’ com valores em Gra.(G2) corresponde a um lacete constante de Go.

Demonstracdo: A condicdo AV C V é facilmente verificada, pois sai directamente da hipotese
AW CW.

Como MH, C W = MN=3H, C AW e \e731, C M—1727¢, temos \F3H, C A3W N
\E=1=27¢ . e podemos escrever

V= (BW AL + (WAL (AW N AT )
+ (ATTWAHY) + (AW ANTHL) + (AW AN A

usando 0os mesmos argumentos que na demonstracao dos Teoremas e concluimos que
V= AV, pelo que V corresponde a um lacete de SO(7).
Tendo em conta o Lema 4.9l temos

V=X WX FH) N WAXNTH) + XWANTHL) + (W HL) + A7 (WAL
FATTWANHL) + A2 (WX T HL) + A2 (WA HL) + A7 (W ARy
=N (WAAXFHL) + X2 (WX X (WNATHy)
+ (WNHL) AT (WANHL) + A2 (W1 + A3,

este V' é precisamente o mesmo do que em [11]]. Agora, para ver que V -V C V o processo é
completamente analogo ao efectuado na demonstracao do Teorema e logo V corresponde
a um lacete de Gs.

Uma vez que W= C W temos

Ve= X3 (WenA*H L) + 02 (Wen AFHL) + 0 (Wen A1)
+ (W H) + AT (W nNHL) + A2 (W n AL ) + N3,
SN WAXNFHL) + X (WX X (WNATHY)
+WNHL) AT (WANHL) + X2 (WANTHL) £ NP0, =V
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e logo V é holomorfo. Como W, C A=W temos (usando o Lema

V=N (W NN FHL) + X2 (W 0 AP HHL) + X (W N A1)
+ (WoNH) + A (W nNHL) + A2 (W 0N ) + A3,
SN ATTWANFH) X AW AN XA N AT
FATTWAH) AT ATIWANHL) AT (AW NN TG ) AT
=X (WAXNFIH) X (WAL + (WA 9y
FATT WAL A2 (WA HL) A3 (WA ) + A3,
CVAHXRWAXNFH) + XWX + (W)
=VAXR(WAXNFH) + X (WX + 22 (WA iy
FAWANH) +AWNATH) +(WNH) CV

e logo V' é anti-holomorfo. Assim, concluimos que V' é constante.

Além disso,

NV = (W A1) + (W AR L) + (MW N ATy
+ (NBWANHL) + (W AXNTPHL) + (AW NI N W,

e logo A3V C W C A~3V. Consideremos o lacete constante v de G, tal que V =~ - H, . Assim,
Wn = 4~1& . H, também corresponde a uma solucdo estendida associada a ¢ (a menos de
multiplicagdo por uma constante) e A3H, C W™ C A=3H, pelo que r(¢) < 6. Entao v~ 1o é
uma soluc¢do estendida normalizada para este caso: 0 < 2] < k.

Usando o Teorema[4.10], a solucéo estendida W™ pode ainda ser factorizada, de facto

W3 — wn
W2 =AW NATPHL) + (WP AT Hy) + A7 (WP N APHY) (4.7)
Wh=X(WPNAT2Hy) + AT (WP N AHL) + Ay (4.8)
WO =H,,

€ uma factorizacdo de comprimento 3 do tipo (1, 1, 1) tal como também é referido em [11]. Além
disso, usando (4.4) no caso k = 3 e [ = 1, a correspondente solucao estendida S!-invariante
vem dada por

ue (W) = ABA+A2D+ A 1A + A0 40D + XA + N, (4.9)

onde A é um subfibrado complexo isotropico de dimensdao 1, D € um subfibrado complexo
co-associativo de dimenséo 2, A® é o aniquilador de Ae A C D C A“.

Teorema 4.16. Se k = 2I, entdo V dado por
V=22 (WAXZHL) AN (WOANHY) + A (WXL + A2 (W ATy

definido em M \ D' com valores em Gr,,(G2) corresponde a um lacete constante de G..

Demonstragdo: A condicdo AV C V é facilmente verificada, pois sai directamente da hipotese
AW CW.
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Como A2 H, C W = N2H, C A2W e A22H, C N1, temos A2 21, C A 2W N
A=1%, e podemos escrever

V= (NPWnAPH) + AW 0 A1) + (AW AR + (AW AN TIHL) + X

usando 0os mesmos argumentos que na demonstracao dos Teoremas e concluimos que
V= AV, pelo que V corresponde a um lacete de SO(7).

Tendo em conta o Lema[4.9 temos

V=XNWAA 2 H)+AWNATHY) + (W)
AT WANHL) X (WANHL) X2 (WA,
=N WAANTH) +AXWAAHY) + (WnHL) A (WANHL) + 221y,

este VV é precisamente o mesmo do que em [11]]. Agora, para ver que V -V C V o processo é
completamente analogo ao efectuado na demonstracéo do Teorema[4.11], e logo V' corresponde
a um lacete de G,.

Uma vez que W= C W temos

Ve= A2 (Wen A2 Hy ) + AWz N AT HL) + (WenHy) + A7 (W N AHL) + 22241,
SN WAANPH) +AWAANTHY) + (WnH)+ AT (WAAHL) + 2 21, =V

e logo V' é holomorfo. Como W, C A\~'V temos (usando o Lema

Vo= X (WA 1) + AW nA 1y ) + (W0 Hy) + A (W NN ) + N 21
CANTTWANTHLY) +AATTW AT
+ (AW AHL) AT (AW AN + N TPH
= A(WAXZHH L)+ (WAAHHL) AL (WAL + A2 (W AT, ) + 2229,
CVAHAWNAPHHL) + (WA
=VAXRWAAN2H) +AWNAXTH) XWX H) +(WNHL) CV

e logo V é anti-holomorfo. Assim, concluimos que V' é constante.

Além disso,
NV = (MW AL + (BWAXTBHY) + OW NN HY) + (WA HL) CW,

e logo A2V C W C A~2V. Consideremos o lacete constante v de G, tal que V =~ - H . Assim,
Wn = ~~1® . H, também corresponde a uma solucdo estendida associada a ¢ (a menos de
multiplicacdo por uma constante) e \2H, C W™ C A\~2H, pelo que r(¢) < 4. Entao v~ '® é
uma solucdo estendida normalizada para este caso: k = 2I.

Usando o Teorema[4.11], a solucdo estendida W™ pode ainda ser factorizado, onde obtemos
a factorizacao trivial Wt = w», W, = H,, isto € uma factorizacdo de comprimento 1 do
tipo (2). Além disso, usando no caso k = 2 el = 1, a correspondente solucao estendida
S'-invariante vem dada por

ue (W) = A\"2A+ A71A + A0 + AT + \2H,, (4.10)
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onde A é um subfibrado complexo isotropico de dimensao 1 e A é o aniquilador de A.

Teorema 4.17. Se [ = 0, entdo V dado por
V=AXWNXPYHL) + X (WNAH,)
definido em M \ D' com valores em Gr,(G2) corresponde a um lacete constante de G..

Demonstracdo: A condicdo AV C V é facilmente verificada, pois sai directamente da hipotese
AW CW.

Como MH, CW = N=1H, C AW e N"1H, CH, temos Vo 'H, CAXWNH, e
podemos escrever

V= (AWNAX ")+ (AW HL) + AT

usando os mesmos argumentos que na demonstracao dos Teoremas e concluimos que

V= AV, pelo que V' corresponde a um lacete de SO(7).

Tendo em conta o Lema[4.9] temos

V=AWNXP"HL) + (WNHL) + A (W N,
=AW NXNHL) + (W NHL) + N THy,

este V é precisamente o mesmo do que em [11]]. Agora, para ver que V -V C V o processo é
completamente analogo ao efectuado na demonstragao do Teoremal4.11], e logo V corresponde
a um lacete de G,.

Uma vez que W= C W temos

Ve= AWz AFHL) + (WenHy) + N1,
CAWNN"HL) + (WNH)+ N1 =V

e logo V é holomorfo. Como W, C A~'W temos (usando o Lema

Vo= AW NAFHL) + (W NHy) + N1
AATTW AN + (AW N HL) + AT,
= (WNANFPHLY) AW NAHL) + A1y
CV4+(Wna ki)
=VHAWNAF*H)+(WnHL) CV

e logo V é anti-holomorfo. Assim, V' é constante.

Além disso,
AV = (PWNAFPH) + (WNAHL) CW,

e logo AV C W C A~ 'V. Consideremos o lacete constante v de G, tal que V = v - H,. Assim,
Wn = 4~1® . H, também corresponde a uma solucao estendida associada a ¢ (a menos de
multiplicacdo por uma constante) e A\H,. C W" C A\~'#H, pelo que 7(¢) < 2. Entdo v~ ' é
uma solucdo estendida normalizada para este caso: | = 0.
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Usando o Teorema o correspondente subespaco W™ pode ainda ser factorizado, onde
obtemos a factorizagao trivial Wt = W, W, = H., isto € uma factorizacao de comprimento 1
do tipo (1). Além disso, usando no caso k =1 el =0, a correspondente solucao estendida
St-invariante vem dada por

ue (W) = A"1D + D + My, (4.11)

onde D é um subfibrado complexo co-associativo de dimensao 2.

4.5.1 Geradores do Referencial de Frenet para Aplicacoes Harmoénicas em G,

Guest em [21] observou que qualquer aplicacdo suave W : M — Gr(™ que corresponda a uma
solucao estendida ¢ : M — Q’;lgU(n) € gerada por um certo subfibrado holomorfo X do fibrado

trivial €2 ~ M x AFH (™ /xk%) definindo
W= X +AX D 4 22 CemD) g yhgy ()

onde X () denota o subfibrado gerado pelas seccdes locais holomorfas de X e as suas deviradas
até a ordem i.

Observacao 4.18. Recordemos ainda a bem-conhecida classificacdo das aplicacbes harménicas
S? — CP"~! dada por Eells e Wood [18]: seja ¢ : S? — CP"~! uma aplicagcao holomorfa e f
um funcdo meromorfa em S? com valores em C™ tal que ¢ = Span{f}, sejai € {0,1,...,n —1}
e definimos ¢ : S? — CP"~! por

¢ = Span {f, o .,f@)} © Span {f, . f<i*1>} ,

entao ¢ € uma aplicacao harmonica; inversamente, todas as aplicacées harmonicas S? — CP"~!
obtém-se desta forma; isto é, qualquer aplicacdo harmoénica S? — CP"~! é um elemento do
referencial de Frenet de uma curva racional. Assim, se Span {uy,...,u,} = X com u,; funcoes
meromorfas, estes u; sdo analogos a funcao meromorfa f de Eells e Wood. Por essa razao, e
seguindo Guest em [21], a uq,...,u, chamamos os geradores do referencial de Frenet para a
correspondente aplicacdo harménica.

Seja ¢ : M — Gy uma aplicacdo harmonica com nimero de unitao finito com solucao es-
tendida @ : M \ D' — Us C Q.,G2, para algum subconjunto discreto D’ e £ € J. Definimos
W = & -H,, o qual satisfaz W = \WeWw.-w C W. Como vimos anteriormente, podemos
supor que \>H, C W C A 3H,. Se X gera W, entdo as condicoes algébricas em W significam
que

LD ATy =0 e (50 @) AR @) = 0 (4.12)

para todo 0 i,5,k = 0,1,...,5 e todas as seccbes meromorfas s, « € w de X, onde (-,-)y é 0o
produto interno complexo induzido em %™ = L2 (S!; C7).

Observacgéao 4.19. Como todas as fungdes meromorfas na esfera S? sao funcdes racionais, po-
demos escolher sempre um conjunto de geradores meromorfos {us,...,u,} de X formados por
polinémios em z se M = S2:

ui(z) = PY(A\) + P} (N)z + PP (\)2° + ...+ P (N2
Neste caso, as condicoes (4.12)) transformam-se num sistema algébrico de equacdes quadraticas
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e clbicas para os coeficientes em C” dos polindmios Pf em ) e A~!. Por outro lado, todas as
aplicacées harmonicas de S num grupo de Lie compacto tém nimero de unitao finito; assim,
todas as aplicacdes harmonicas de S? em G, podem ser obtidas resolvendo um sistema algébrico
de equacdes quadraticas e cubicas.

Consideremos os conhecidos subfibrados holomorfos A; = p; (W N /\i’}-u). De seguida damos
uma descricao dos geradores do referencial de Frenet associado a tais solucées estendidas.
Novamente, temos trés casos: k=3el=1;k=2el=1;k=1el=0.

4.5.1.1 Casok=3el=1

Recordemos a expressao (4.9)
ue(W) = A BA+ A 2D+ A" TA 1 Aa 40D + AZAT + A*H,,

onde, para cada z € M, A(z) = A_3(z) é uma linha isotropica, D(z) = A_5(z) € um plano

complexo co-associativo que contém A(z), e A%(z) = A_1(z) é o aniquilador de A(z).
Recordemos que dizemos que um subfibrado de C™ é cheio se ndo esta contido num subes-

paco Vo € C". Entdo, se A é um subfibrado cheio, neste caso W é gerado por um fibrado

linha
X = Span {5 = 5_3)\73 45 oA 2 H s AT 4 S0+ S1A+ 52)\2} ,

com s; : M — C7 fungdes meromorfas satisfazendo (4.12) e s_3 uma seccdo meromorfa de A.
Relativamente a factorizagao canonica de ® dada por (4.7) and (4.8), os fibrados vectoriais de
W2 e W' sao dados, respectivamente, por:

X5 = Span {/\s, )\25(2), )\45(5)} , X1 = Span {)\25, )\25(1), /\33(3), )\35(4)} .

Se A é um subfibrado nao cheio, entao r(¢) < 4; de facto:

Lema 4.20. Se A ndo é cheio, entdo existe um lacete constante v € QG, tal que \*H, C
’Y_1W Q )\_27'[_»,_.

Demonstragdo: Comegamos por mostrar que se A nao é cheio, entdo ou A é constante ou D é
constante. De facto, fixemos um subespaco V; C C7 constante tal que A C V;. Se A = 1} ja
estava; caso contrario, como a co-dimensao de A em D é um e da condicdo de harmonicidade
vem A, C D, temos de ter D = A, C V,. Novamente, se D = V, ja estava; caso
contrario, da mesma forma temos de ter A = D, C V. Como A nao é constante, A% também
ndo é constante e temos de ter Ae~ — A? C V. Aplicando sucessivamente este argumento
concluiriamos que se A e D nao sao constantes, entdo 1, = C7, o que é uma contradicao.

Quando A é constante (e, logo A% é também constante), podemos tomar um lacete cons-
tante v de G tal que

YHe=V=AWNAPH)+ (WA 1) + X (WA NHL).

De facto, pelo Teorema[4.10], sabemos que V' corresponde a um lacete de G.; além disso, € um
lacete constante porque

VoCAXWNATPHL) 4+ (W NAHL) + A (W N APH,)
CWNATHY) X T (WANHL) A2 (WNAHL) CV
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e Vz CV. Neste caso, \H, C~ W C A\ 1H,.
Quando D é constante, podemos tomar um lacete constante de G, tal que

YHe =V =AWNA?Hy) + AT (WNAHL) + AH

De facto, pelo Teorema[4.10], sabemos que V' corresponde a um lacete de G»; além disso, é um
lacete constante porque

Vo CAXWo N AT HL) + A7 (W NP HL ) + AHS
CWNHL)+AZ(WNNHL) +IHL CV

e V: C V. Neste caso, \>H, C v "W C A 2H,.

4.5.1.2 Casok=2el=1
Recordemos a expressao (4.10)
ug(W) = A"2A 4+ A71A% + Aat LA A,

onde, para cada z € M, A(z) = A_5(z) € uma linha isotropica.
No maximo, temos de tomar doze funcbes meromorfas com valores em C” da seguinte
forma: tomamos quatro seccdes meromorfas da forma

S=5_9A 24+ s 1AL +50+ 512 w=w_1 A"+ wy + w A
u=u_1 A" +uy+ u v =19+ v\

que satisfacam (4.12), e tais que:
A=Span{s_s}, A = Span{s_o,w_1,u_1}, Aat = Span {s_2,w_1,u_1,V9} .

Entdo, X é dado por X = Span {s,u,w,v} + AT

4.5.1.3 Casok=1el=0

Recordemos de que temos ug (W) = A~1D + D+ AH., onde, paracada z € M, D(z) =
A_1(z) é um plano complexo co-associativo. Neste caso, W pode ser obtido a partir de quatro
funcées meromorfas com valores em C7 da seguinte forma: tomamos duas seccdes meromorfas
s=s 42"t +5syew=w_1 A1+ wp, satisfazendo e tais que D é gerado por s_; € w_1;
entdao X = Span {s,w} + D

4.6 Aplicacées Harménicas com Numero de Unitdo Finito em Es-

pacos Simétricos de G,

Recordando as notacdes da SubSeccdo T : QGs — QGs é a involucao definida por
Z(v)(A) = v(=M)y(=1)"1, e o conjunto fixado por Z é denotado por

QGL = {y€QCy: Z(y) =7}
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O Teorema garante que se ® : M — QG,” é uma solucdo estendida, entdo ¢ = &_; é
uma aplicacao harménica de M numa componente conexa de /e; por outro lado, se ¢ : M —
Ve é uma aplicacdo harménica, entdo existe uma solucio estendida & : M — QG,7 tal que
¢ = d_q1, sempre que M for simplesmente conexa.

Usando a identificacdo QG, = Gr (G2) (Proposicéo[4.6), a involugao 7 induz uma involucao
em Gr(Gy) que também iremos notar por Z, e entdo o conjunto QG,” pode ser identificado
com o conjunto

Gr(Go)E = {W € Gr(Gs) : se s(\) € W entéo s(—\) € W}.

Seja @ : M — QG,” uma solucdo estendida e consideremos o correspondente fibrado W =
®-H, : M — Gr(Gs)*. Assim, W = W+ @ W~ onde W+ é o espaco proprio associado ao valor
proprio +1 de Z e W~ é o espaco proprio associado ao valor proprio —1 de Z.

Por outro lado, notemos por Gr§ (@7) a Grassmanniana dos espacos complexos associativos
(logo espagos de dimenséo complexa 3), e entdo G actua transitivamente em Gr§ (C7) com
subgrupo de isotropia num ponto fixo isomorfo a SO(4); ou seja, Gr§ (C7) = G2/SO(4).

Fixemos V, € Gr§ (@7) e seja my, a projeccao hermitiana, entdo este € um espaco simétrico
interno, ja que a involucao r é dada por 7(g) = Qogle, onde Qy = my, — wﬁo; e temos o mer-
gulho de Cartan totalmente geodésico ¢ : Gr§ (C7) — G2 dado por (V) = Qo (my — 735 ). Assim,
como referimos anteriormente, as aplicacées harmanicas no espaco simétrico interno G, /SO(4)
podem ser vistas como aplicacdes harmdnicas especiais em G,. Entao, os resultados anteriores,
relativamente a factorizacoes de solucdes estendidas e solucdes estendidas normalizadas de
aplicacées harmonicas em G-, também sao validos para espacos Go-simétricos internos.

Consideremos uma aplicacdo harmoénica ¢ : M — Gr$ (®7) com nUmero de unitao finito,
que identificamos com a aplicacdo harménica ¢ = Q' (1o)) : M — Go; sejam & : M — QG*
uma solucéo estendida associadaa g e W = ® - H, : M — Gr (Gy)*. Como W (z) & AW (z) tem
dimensao 7, recordando a Observagéo podemos tomar ® € AG», uma matriz cujas colunas
sd0 uma base ortonormada de C7 = W (z) © AW (z) e logo ® = dg~! € QG, onde g € AG, é 0
lacete constante dado por g = ®.

Entao, usando a decomposicao

W(z) 8 AW (2) = (W(z) 8 AW (2))T & (W(2) 2 AW (2))”

podemos escrever
d=0tg 4+ gL (4.13)

Por um lado, fazendo A = —1 em obtemos &g —~®; g ' =d_, = ¢ =7 — 75, para
algum V C Grg (C€7); por outro lado, fazendo A = 1 em obtemos &g 1 +®;g ! = &) =
Id =y + m55. Logo @fg_l =7y e &)fg_l = .

Assim, temos de ter dimg (W (z) © AW(z))" = 3. A aplicacdo harménica 1 é recuperada
fazendo A = 1 em (W(z) © AW (2))™.

Redordemos a decomposicao (4.2) indicada no final da Seccao [4.1 A involugao 7 fixa
essa decomposicao e actua em cada um dos A; (ver ) como (—1)¢. Entao, temos de ter
> dimg A; = 3.

7 par
Como A_; = Kj,l, logo dim¢ A; = dimg A_; e portanto dimg Ag # 0,2, de onde concluimos
que dimg Ap = 1, 3.
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4.6.1 Factorizacao de Aplicacoes Harmodnicas num Espaco Simétrico de G,

A condicao que indicamos no final da seccao anterior obriga a que tenhamos um dos seguintes
Casos:

1. sedimg Ap = 1€, 0uk > 2l ek éimpar, ou k > 2/ e | € impar, e nestas condicbes podemos
factorizar a solugao estendida usando o Teorema [4.10],

2. sedimg Ag = 1 e k = 2] e nestas condi¢cdes podemos factorizar a solucao estendida usando

o Teorema [4.11],

3. se dimg¢ Ag = 3 e k € impar, podemos factorizar a solucao estendida usando o Teorema
[4.10] (com [ = 0).

Nessas factorizacdes, de cada vez que obtemos um novo W< temos uma nova solucao estendida
que origina uma aplicacao harmédnica num espaco Go-simétrico, mas nao necessariamente no
mesmo espaco simétrico de G..

Tal como na Seccao dada uma aplicagao harmoénica ¢ : M — Gr§ (C") com nimero
de unitdo finito, ¢» admite uma solucao estendida normalizada ®" : M \ D’ — OGN Uen tal
que N*H, C W™ C \3H,, onde W™ = ®" . H,. Essa solucdo estendida normalizada W"
enquadra-se num dos seguintes casos.

4.6.1.1 Casok=3el=1

Quando estamos nas condicdes do caso 1. indicado acima, a solucdo estendida S'-invariante
correspondente . (W") é dada por (4.9), a qual corresponde a aplicagdo harménica ¢ : M —
Gr§ (") dada por ¢ = (DS A) @ @l o Aa) ® (Zl @ﬁl). Se A é cheio, W é gerado por
um fibrado linha X = Span {s = s_sA™® + s_1A~! + 51\ }, em que s satisfaz (4.12). Se A nao é
cheio, pelo Lema[4.20], temos r(¢) < 4.

4.6.1.2 Casok=2el=1

Quando estamos nas condicoes do caso 2. indicado acima, a solucao estendida S!-invariante
correspondente u¢ (W) é dada por (4.10), a qual corresponde a aplicagdo harménica v :
M — Gr§ (C7) dada por ¢ = A ® @@ A“) @ A. Neste caso, temos de considerar seis
funcdées meromorfas com valores em C7: tomamos s = s_sA "2 + 59, w = w_ A" +w ) e
u = u_1A~! + uy X satisfazendo e tais que A = Span{s_2} e A* = Span {s_s,w_1,u_1}.
Entdo, X é dado por X = Span {s,w,u} + At 4 A

4.6.1.3 Casok=1el=0

Quando estamos nas condicdes do caso 3. indicado acima, a solucao estendida é necessaria-

mente S*-invariante e é dada por (4.11), a qual corresponde a aplicagao harménica v : M —
—1

Gr§ (C7) dada por ¢ = D~ © D.
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Conclusoes

Ao longo deste trabalho, descrevemos como a operacao de somar um unitdao a uma solucao
estendida associada a uma dada aplicacdo harmonica, introduzida por Uhlenbeck [35], surge
através do método de DPW em [15]]; e usamos esse ponto de vista para determinar os unitoes
que preservam a propriedade do tipo finito nas aplicacées harménicas, em particular provamos
que o fibrado de Gauss de uma aplicacao harménica do tipo finito numa Grassmanniana também
¢ do tipo finito.

Tomando os geradores para os lacetes racionais das representacées fundamentais de Sp(n)®
e SU(n)®, que sao ligeiramente mais do que os factores simples de Uhlenbeck, redefinimos o
conceito de factor simples; e provamos que qualquer aplicacdo harménica ¢ com nimero de
unitao finito num grupo de Lie G compacto semi-simples de matrizes (em particular, ¢ pode
estar definida sobre S?) pode ser reduzida a uma constante usando um nimero finito de accoes
de revestimento singulares simples produzidas a partir de curvas de factores simples em G®,
reducdo essa que induz uma factorizacdo de ¢ em factores bandeira S> — G. Para o caso
de uma aplicacdo harménica com nimero de unitdo finito num espaco simétrico G/K interno
temos um resultado equivalente.

Usando o modelo Grassmanniano para o grupo de lactes de base em G, obtivemos formulas
explicitas para as factorizagdes canonicas de solucdes estendidas que correspondem a aplica-
coes harmonicas com numero de unitdo finito no grupo de Lie excepcional G., assim como
para aplicacbes harménicas com nimero de unitdo finito em espacos simétricos internos de
Go. Através da descricao dos geradores do referencial de Frenet para estas aplicacdes harmo-
nicas, foi mostrado que as aplicacdes harmonicas ¢ : S> — G correspondem a solucées de um
certo sistema algébrico de equagdes quadricas e cubicas, esperamos em breve obter formulas
explicitas resolvendo esses sistemas. Por outro lado, pretendemos avancar nos grupos de Lie
excepcionais, estudando aplicacées harmonicas em F4, o grupo dos automorfismos de b3 (D)
(ver [1]).
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Condicoes,
Numero, [9]
NUmero Minimo, [9]

Soma, [21]
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