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UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR

Resumo

Unidade de Ciéncias da Engenharia

Departamento de Ciéncias Aeroespaciais

Dissertacao de Mestrado

por Paulo Filipe Faria Machado

O problema da optimizacao e controlo de trajectérias 4D é uma temaética ainda pouco
abordada. A navegacao 4D consiste em definir waypoints, para uma dada missdo, com o
tempo de chegada especificado em cada um deles. A unica possibilidade de projectar tra-
jectérias capazes de executar este tipo de missao é recorrer ao controlo éptimo, também
designado por optimizagao de trajectoria. Para resolver o problema de optimizagao de
trajectoria recorre-se a aplicagdo dos métodos indirectos e dos métodos directos. Os
métodos indirectos assentam no principio do maximo de Pontryagin, enquanto que nos
métodos directos é necessério transcrever o problema para um problema de programacao
nao linear. Em problemas complexos, que é o caso do projecto de trajectérias 4D, sao
normalmente usados os métodos directos, pelo que, estes precisam de esquemas de inte-
gracao para discretizar as equacoes dinamicas do problema. A maior parte dos métodos
de integracao derivam dos esquemas de Runge-Kutta, e dum método bastante popu-
lar é o método da Colocagao. Actualmente os métodos pseudoespectrais comecam a
ser a melhor opcao para resolver alguns dos problemas mais complexos de optimizacao
de trajectoria. O método pseudoespectral utilizando polinémios de Chebyshev conse-
gue solucionar o problema de optimizacao de trajectérias 4D, conseguindo resolver duas
missoes propostas. E proposto uma abordagem de um método de controlo predictivo
que permite controlar um veiculo aeroespacial através de uma trajectéria de referéncia,

este tipo de controlo denomina-se por controlo predictivo de passo tnico.
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Capitulo 1

Estado da Arte

1.1 Introducao

O tema deste trabalho é encontrar um método, que definindo uma determinada missao
através de waypoints (com localizacdo e tempo de chegada ao waypoint), se consiga
gerar uma trajectoria éptima que passe por todos os waypoints minimizando os atrasos

de chegada a cada um deles.

Na realidade nao existe estudos concretos sobre este tema, existe apenas um estudo que
tenta aproximar-se sobre esta temédtica [10] mas nao resolve o problema 4D, resolvendo
sim o problema 3D e para além do mais utiliza restrigoes dindmicas da aeronave para
resolver o problema de navegagao. O que é feito por certas entidades que trabalham
sobre optimizacao de trajectéria para problemas de navegacao, é pegar numa deter-
minada missao definida por waypoints e dividi-la nos vérios segmentos (trajecto entre

waypoints), tratando cada segmento como uma trajectéria unica.

No Capitulo 3 ird ser compreendido o problema de optimizagao de trajectoéria, irao ser
descritos os métodos que resolvem o problema de optimizagao de trajectéria, métodos
directos e métodos indirectos. Ja no Capitulo 4 ird ser aplicado a optimizacao de tra-
jectoria recorrendo unicamente aos métodos directos para resolver o problema de na-
vegacao 4D, ainda durante este capitulo ird ser aplicado um tipo de controlo predictivo

que resolve o problema do controlo segundo uma trajectéria de referéncia.
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@® Waypoint
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[ ) circle of acceptance
s

—~—

N Mission Path

FicuraA 1.1: Navegacao por Waypoints

1.2 Posicao do Problema

A orientacao para a Navegacao consiste em fornecer a Velocidade V,.r o rumo 9. e o
angulo de trajectoria 7,..y para gerar uma trajectoria de voo que passe através de uma
sequéncia pré-definida de waypoints Py, Py, ..., Py, ..., Py (figura (1.1)), com a possi-
bilidade de Py = Py.0s waypoints sao colocados numa base de dados pelo operador.
Para situagoes aplicaveis a vigilancia, o veiculo pode ser guiado através de uma tra-
jectéria de referéncia que pode ser um loiter ou qualquer outra trajetoria de referéncia
continua.

Na navegacao por waypoints pode acontecer que a aeronave nao se consiga passar através
de um waypoint vizinho devido as restricoes dindmicas e estruturais, por exemplo, sa-
turacao dos controlos, limite de rumo ou razao de subida.

Cada waypointPy é descrito numa base de dados, tendo para cada k, um vector de

quatro dimensoes:

Py = (M or by i) (1.1)

- A : longitude, em radianos
- g : latitude, em radianos
- hj : altitude em relagao ao nivel do mar, em metros

- T : tempo de chegada ao waypoint, em segundos
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Esta é a formulagao geral da navegacgao definida por waypoints4D, ou seja, é imposto
um tempo de chegada a cada waypoint com vista a minimizar, por exemplo, o consumo
de combstivel.

O problema do atraso nos varios waypoints tem de ser tido em conta, pois é mais
que provavel, que as condigoes atmosféricas influénciem tempo de voo entre waypoints.
Outro problema nao menos importante, ¢ o de minimizar os desvios de trajectéria em
relagao a rota ortodrémica.

Pretende-se entao optimizar este problema de modo a que as situagoes acima referidas

sejam ultrapasadas.

1.3 Trabalhos Existentes

Um dos objectivos de um veiculo aéreo nao tripulado, por exemplo, é alcancar o seu
destino final sem que colida com qualquer obstaculo. Ja para um missil cruzeiro, é
necessario orientar este em direcgao ao alvo passando por vérias dreas sem que o sistema
defensivo terrestre o detecte. Para conseguir estes objectivos convém que seja gerada
uma boa trajectéria nominal, que pode ser projectada por varios métodos. Um desses
métodos é o projecto de trajectorias para waypoints pré-definidos de acordo com a
missao.

As leis de orientacdo sao frequentemente usadas para gerar trajectérias que passam
através de waypoints especificos.

Actualmente distinguem-se basicamente dois tipos de trabalhos relativos & optimizagao

de trajectorias definidas por waypoints,

i) Trabalhos que utilizam apenas as equagoes de navegagao [9, 12] em que as trajectérias
sao projectadas sem terem em consideracao limites estruturais e dinamicos tais
como limites de manuverabilidade, saturacao dos comandos, raio de volta minima

a uma determinada velocidade.

ii) Trabalhos que para além de utilizarem as equagbes de navegacdo entram com as

equagoes da dinamica do voo [11].

De uma maneira geral, o modelo das equagoes de navegacao assenta na seguinte estru-

tura:

: V cos vy sin
A= —————— 1.2
(Re+ h)cosg (12)
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. Vcosysiny
Sl ek 4 1.3
? T T Reth (13)
h=Vsiny (1.4)

onde

Nos trabalhos em que se utiliza apenas as equacoes de navegagao, constata-se que o mo-
delo de orientacao nao é necessariamente viavel para determinadas aeronaves. Utilizam-
se modelos 3D em que o vector de estado é dado pela velocidade V', pelo angulo de
trajectéria v e pelo angulo de rumo % [9]. Modelos que podem também ser faseados em
dois modelos 2D, um no plano horizontal e outro no plano vertical, cujo modelo do plano
horizontal é utilizado para definir a trajectéria requerida (por exemplo uma trajectoria
de reconhecimento), utilizando-se o modelo do plano vertical para especificagao do relevo
do terreno ou da altura da trajectéria [12]. Este tipo de abordagem tem dificuldades em
encontrar trajectérias optimas entre waypoints.

Por outro lado um método éptimo de geragao de trajectorias 3D foi proposto para a pas-
sagem de waypoints especificos [11]. Neste caso para além das equagoes acima utilizadas

recorreu-se também as equagoes da dinamica de voo:

. 1
V = —Fp — gsiny 4+ w?R cos @(siny cos ¢ — cosysin ¢ sin @) (1.5)
m

1 V2
V4= —Fncos¢p— gcosy + §00s7+2choswcosg0
m

+w? R cos p(cos 7y cos ¢ + sin y sin 1 sin ¢) (1.6)

.1 Fysi V2

Vap = 1fnsing —-cosycosy tan ¢
m  Ccos7y R
2
+2wV (tanysin i cos p — sinp) — Y cos Y sin g cos (1.7)
cosy

Fr=Tcosao— D (1.8)

Fy=Tsina+ L (1.9)
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1
D= 5pVZODS (1.10)
1 2
L= pVCLS (1.11)
CL=0CL,« (1.12)

O problema de optimizacao foi formulado,

ty
minJ:/ [u(t)||% dt (1.13)
t

0

sujeito as equagoes dinamicas,

&= f(z,u,t) (1.14)

e resolvido por uma técnica directa de optimizacgao.

Devido ao facto de o tempo de passagem por cada waypoint nao ser especificado, surge
entao, o aparecimento de varios tempos intermédios inespecificos. Introduzindo varidveis
auxiliares para tempos inespecificos, através da normalizagdao da varidvel tempo,o pro-
blema foi reformulado num problema de optimizacao convencional com tempo fixo. Este
método é limitado ainda por ser necessario encontrar uma estimativa inicial éptima da
trajectéria para que o problema convirja e tenha uma precisao aceitavel, e por outro
lado o modelo proposto para o guidance é bastante complexo exigindo bastante tempo de
computacao. Em todos estes trabalhos existem pontos que os autores desprezam, para
que o problema se torne mais facil de resolver, tais como o tempo de sobrevoo/chegada
nos waypoints, a imposicao de um limite de tempo voo entre waypoints.

O estudo sobre optimizagao e controlo de trajectorias tem sido vasto durante os tltimos
anos, apesar disso, os modelos que os autores utilizam sao bidimensionais ou tridimen-
sionais, nao correspondendo perfeitamente a realidade. Nao se realizaram ainda estudos
sobre trajectoérias 4D. A vantagem deste tipo de trajectéria é que impondo um tempo de
passagem pelos waypoints é possivel constantemente optimizar a trajectéria de forma a
cumprir os requisitos propostos. Este novo método proposto é o objectivo deste traba-
lho.



Capitulo 2

Revisao da Optimizacao

Na actualidade e de hd uns anos a esta parte, tem-se abordado e desenvolvido intimeros
métodos de optmizacao de trajectdria ou controlo 6ptimo paralelamente ao desenvolvi-
mento espacial.

Ira ser feita uma breve revisao de algumas nogoes e conceitos que irao ser utilizados no

processo de otpimizacao do problema proposto.

2.1 Revisao: O que é a Optimizacao?

Todas as situacoes no dia a dia que requerem fazer uma escolha de um objectivo em
mente, envolvem alguma optimizacdo. De uma maneira geral, pode-se afirmar que op-
timizacao é o processo de fazer a melhor escolha baseada em algumas possibilidades.

Para entender os conceitos de uma maneira mais formal, é preciso olhar para o modo de

definir optimizacao matematicamente.

2.2 Modelo Matematico da Optmizacgao

Comece-se entao, por definir restricao. Seja X o conjunto de restrigoes que podem ser
definidas num espago finito (por exemplo: X C R" ou X C {0,1}) ou num espago infi-
nito (por exemplo: X C H em que H é o espaco de Hilbert).

Posto isto, é também necessédrio definir fun¢cao de custo como sendo o mapa do con-
junto de restricoes de X para R, onde f é um escalar. A notagdo para a func¢do de

custo é:

f:X—>R (2.1)
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Por fim diz-se que o objectivo da optimizacao é encontrar z* € X tal que f(z*) <

f(x),Vx € X. Com outra notagao:

min(f(x)),Ve € X (2.2)

2.3 Definicoes

Para que se melhor entenda estes problemas, considere as seguintes definigoes:

Definigao 1. Diz-se que o conjunto X C R" é convexo se para Vz,y € X e A € [0,1], o
vector Ax 4+ (1 — Ny € X.

Defini¢ao 2. Diz-se que a funcao f : R — R é convexa se o epigrafo epi(f) = {(x,y) €
R f(2) <yl

O epigrafo de uma fungao, é conjunto de pontos que estao acima dessa funcao.

Defini¢ao 3. z* é um minimo local se a desigualdade f(z*) < f(x),Vx € X tal que
llz —2*|| < e
xz* é um minimo estritamente local se f(z*) < f(z),Vz € X com x # z* tal que

||z — 2*|| < e. Note-se que o minimo global é o mais pequeno dos minimos locais

Defini¢ao 4. O ponto z* € X é um minimo global (éptimo) se f(z*) < f(x),Vz € X.

x* é um minimo estritamente global se f(z*) < f(z),Vx € X com x # z*

2.4 Programacao Nao Linear

Nesta seccao vai ser explicado de forma geral a metodologia da programagao nao linear.
Esta é apenas um conjunto de métodos que pretendem descobrir qual o minimo ou
maximo, local ou se possivel global, de uma determinada fungdo f(x) que seja néo

linear. Por isso programacao nao linear e optimizacao nao linear sao conceitos iguais.

2.4.1 Métodos Iterativos

Os métodos para a optimizagao de fungoes de varias varidveis podem ser agrupados em
duas classes, métodos de procura que utilizam apenas valores da fungao, comparando-
o0s, para progredir em direc¢ao ao minimizante e métodos do gradiente que utilizam nao
s6 valores de f(z), mas também informagao relativa as derivadas, na forma do vector

gradiente e/ou da matriz Hessiana.
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2.4.1.1 Existéncia do Minimo Global

Considere-se o problema mingcx f(z),z € R", entao existem duas possibilidades:
1) Se o conjunto {f(x)|z € X} nao possuir fronteiras inferiores, entao ndo existe o uma
solucao 6ptima para o problema.

2) Se o conjunto {f(z)|r € X} possuir delimitagao inferior, nesta situagao existem dois

casos para provar a que solugao é éptima.

Teorema 1. (Terorema de Weierstrass’) O minimo de f num dominio X existe se f é

continua.(i.e. X é compacto em R"):

Teorema 2. O minimo global existe se f ¢é continuo e coercivo, e X ¢é fechado. (i.e.

F(@*) = 00, V||2%]] — o).

2.4.1.2 Métodos Iterativos Descendentes

Considere-se a minimizacao de uma fungao sem restrigoes diferencidvel e continua f :
R™ — R. Supondo que f é delimitada inferiormente, f(x) > L,Vz € R". Os métodos
iterativos descendentes, de maneira geral, comecam com um ponto arbitrdrio e em se-
guida geram novos pontos tal que f esteja a decrescer, isto é:

i) Arbitra-se um ponto 2° € R".

ii) Gera-se sucessivamente x', 2%, ... 2% tal que f(z*+1) < f(aF).

2.4.1.3 Método do Gradiente

O método do gradiente é um dos métodos mais utilizados para optimizacao. Considere-
se por isso uma funcao f: X — R e que f é da classe C! em X. Quer-se entdo resolver

o seguinte problema:

min f(z) (2.3)
Gradiente de uma funcao
Gradiente de uma funcao f(x), x € R" é o vector definido por:

C[0f(x)6f(zx)  of(x)]"

| dxy dxe T dxp,

v f(2) (2.4)
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O gradiente de uma funcdo f(x) em Vx é, a direcgao de subida maxima quando se desloca
ao longo de f a partir de .

Um deslocamento sobre f a partir de z na direc¢ao v/ f(x) resulta numa maior subida do
que em qualquer outra direccdo com um percurso do mesmo comprimento. Do mesmo
modo, um percurso na direcgdo oposta (— 57 f(x)) resulta na descida méxima, assim
sendo, seguindo a direccao oposta ao gradiente no percurso sobre a funcao f acaba-se
por encontrar o minimo de f.

O método do gradiente é um método iterativo de procura que parte de um ponto inicial
2% € X.Para que se atinja o minimo de f a sequéncia de pontos z*(k = 0,1,...) é gerada

tal que:

af = gk 4 okgk (2.5)

Onde, para cada passo k, o e d¥ sdo designados por passo de descida e direc¢io de
descida respectivamente. Implicando 7 f(2*)Td* < 0, para que se garanta a descida. O
caso bésico é quando d* = — 57 f(z). O processo iterativo acaba quando ||d*|| < Tol,
seja T'ol um valor proximo de zero.

Uma das vantagens do método do gradiente e de suas variantes é que convergem rapi-
damente. No entanto este método requer a derivabilidade da funcao a ser minimizada e
o calculo do gradiente (composto por derivadas parciais) desta fungao em cada iteracao.

O método do gradiente é recomendado nas seguintes condigoes:

i) A dimensao do problema (isto é o nimero de varidveis monodimensionais envolvidas

no problema) é relativamente pequena.

ii) A expressao da fungao f nao é muito complexa, isto é, a avaliacdo de f nao demora

muito.
iii) A fungao f é derivavel e as derivadas parciais podem ser calculadas facilmente.

iv) Pretende-se achar apenas um minimizador local da fungao f.

2.4.2 Optimizagao sem Restricoes

Considere-se neste topico um problema de optimizacao que nao esta sujeito a restrigoes.
Suponha-se que sao escolhidas n varidveis x para minimizar o escalar funcdo de custo
ou funcdo objectiva f. As condigOes necessdrias para que x* seja um ponto satisfatério

Sa0:
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() =vaflay= | " | =0 (2.6)

6f(z")

0xn

Se for usado o método de Newton para encontrar o ponto onde o gradiente é zero, deve-se

computar a direccao de descida usando:

H(z)d = —c(x) (2.7)

onde H(z) é a matriz Hessiana simétrica das segundas derivadas da fungao de custo.
Apesar disto exitem ainda alguns obstdculos & utilizacdo deste procedimento.

O primeiro é que c¢(z) = 0 é uma condi¢do necessaria mas nao suficiente, porque o
ponto de gradiente nulo tanto pode ser um méaximo ou um minimo. No ponto minimo
a matriz Hessiana é positivamente definida, mas pode ndo o ser para um ponto longe
da solucao.

O segundo, é que existe alguma ambiguidade na escolha da funcao de mérito, se a

direccao de descida é usada para estabilizar método.

2.4.2.1 Escolha da Direccao de Descida

Método de Newton

O método de Newton nio é nada mais que a aplicacao directa da condicio /% f(z*)dF =

— v f(2%), entdo:

d* = (7 f(z") " (= v f")) (2.8)

M =k 1+ (G (E) = S () (2.9)

assumindo que existe inversa.
Método do tipo Quasi-Newton

O método de Newton precisa do cédlculo das segundas derivadas na forma da matriz

Hessiana. Estas derivadas podem ser dificeis de calcular quando f(z) tem uma forma
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complicada. Assim os seguintes métodos tém como caracteristica estimar a matriz Hes-

siana inversa G e determinar a direccao de descida, atrvés de,

d* = -G* 7 f(z) (2.10)
D.E.P(Davidon-Fletcher-Powell)

ququTGk k kT

s"s
Ghpp=G"——7% — (2.11)
¢+ Grgk sk gk
D(Davidon)
k_ gk (sh — qkgk)T
skl gk — g7 Glgk
B.F.G.S(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)
k kT k kT k ok
Gl ==L gk -T2y 0 (2.13)
B.F.G.S Skqu qkTSk Skqu
com,
s = afdh = g+t — ok (2.14)
¢" = v = v fh) (2.15)

Em todos estes métodos a matriz G pode ser arbitréria, desde que seja definida positi-
vamente e simétrica, pois alguns métodos conservam estas propriedades de iteragao para
iteracio. Na maior partes dos casos assume-se G° = I, resultando d° como a direccio

de descida maxima
Método dos Gradientes Conjugados

Nos problemas considerados de grandes dimenstes, em que o niumero de varaveis é
elevado, interessa evitar o cdlculo das segundas derivadas de f(z) e até a resolugao do
sistema de equacoes lineares para o calculo da direccao de procura é desaconselhéavel.
Assim os métodos baseados nas equagoes de Newton e os do tipo Quasi-Newton nao

devem ser implementados. Um desses métodos, entre outros, é o de Polack-Ribiére,
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& = (") (2.16)

(VS =7 f (@) v faF)

k _
7= T f@HIP

(2.17)

dk;-‘rl =—v f(xk-i-l) —i—ﬁkdk (2.18)

2.4.2.2 Escolha do Passo de Descida

Pretende-se agora o passo de descida o que garanta a convergéncia da funcio f. Alguns

dos métodos mais usados na escolha do passo de descida sao:

i) aF é escolhido tal que f(z* + a¥d¥) = ming~o f(z* + ad®).(Regra da Minimizacdo)

k

ii) a* ¢ escolhido como sendo uma constante, o* = s, Vk.(Passo de descida constante)

E obvio que com a escolha deste passo de descida, os pontos gerados nao convergem

necessariamente.

k = s nao for suficientemente

iii) Para k = 1, o = s, em cada passo k + 1 se «
pequeno para que a desigualdade f(z*F 4 ofd*) < f(2¥) seja cumprida, entdo

tentar o = 3¥s para 3 € [0,1].(Regra da Reducio Sucessiva)

Método de Armijo

O método de Armijo néo é nada mais que uma regra para calcular o passo descida. Nao
foi referida no item anterior pois esta regra situa-se entre a Regra da Minimizacao e a
Regra da Redugao Sucessiva. Considere-se entao s > 0 com sendo o passo de descida
inicial, o € [0, 1] como sendo o parametro de tolerancia e 3 € [0, 1] o valor pelo qual o
passo de descida é reduzido em cada iteracdo. Seja af = ﬂmks, onde mF € 0,1,2,... 6

o primeiro inteiro tal que:

Fab) = fak + g sd®) > o™ s 7 f(a®)Td" (2.19)

onde o termo do lado direito é uma quantidade positiva.
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2.4.2.3 Critério de Paragem

Os métodos utilizados na resolugao de um problema de programagao nao linear, sao

k¥ ao minimizante, z* da

iterativos. O processo gera uma sequéncia de aproximacoes x
fungao objectiva f(x). O valor da fungao objectiva é muitas vezes o tinico elemento que
pode ser usado para se verificar o processo de minimizagao. Quando o valor de f(z) néo
diminui ao longo de um conjunto de iteragoes, assume-se que nao é possivel baixar mais
o seu valor e que se atingiu um minimo. No entanto, é quase impossivel afirmar se o
minimo atingido é o minimo global ou um dos locais. Nenhuma das técnicas iterativas
mais usadas em optimizagao nao linear, garante a convergéncia para um minimo global,
quando existem varios minimos.O critério de paragem pode entao ser atingido quando

[|[2F L — 2F|| < e e || — f*|| < e2. Se f(z) tiver derivadas parciais e continuas

pode-se também verificar se 7 f(zF*1) — 0.

Método de Wolfe

é um critério de paragem para problemas de programacao nao linear que considera trés

s [|lz* ! —a*]| LA — £ k+1 =
condigbes, S < €1, Sy < €, ||V f(@7)]] < e, onde €, € e sao

quantidades pequenas e positivas, sendo a norma euclidiana mais aconselhdavel neste

€caso.
Método de Gill e Murray

este critério é baseado também em trés condigdes, |[zFT! —zF|| < e(1+|[xF 1)), || A —
FEI < A+ e || £ (2% < e3(1+]]£¥1]]), onde € é uma quantidade pequena

e positiva que determina a precisao dos resultados no processo iterativo.

2.4.3 Optimizacao com Resticoes
2.4.3.1 Restricoes de Igualdade

Seja f(x) a fung@o objectiva f(x), entdao pretende-se,

mingegn L(z, \))
sujeito a : (2.20)
hi(z)=0,i=1,...,m

onde m < n.

E entdo definida a funcao de Lagrange,L : " x R — R como:
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L(z,\) = f(z) + Y Nihi() (2.21)
i=1
onde \; = A1,..., A\, sao os multiplicadores de lagrange. Pretende-se agora encontrar

as condicOes necessarias da funcao f relativamente as restricoes h;.

As condigbes necessarias para que (z*, \*) seja um minimizador da fungao de Lagrange

Sa0:
Ve L(2*, X)) = Vo f(2*) + YA Ve hi(z™) =0 (2.22)
=1
€
VA L@ A) =) hi(z*) =0 (2.23)

A expressdo anteriores podem ser rescritas fazendo uma mudanca de variavel:

2= ( i ) R G(z) =0 (2.24)

este sistema representa as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para um problema
com restrigoes de igualdade. As condi¢bes KKT sao condigbes necessédrias para que seja
garantida a convergéncia localmente, caso a fungao f(x) seja convexa entao as condigdes
KKT sao suficientes para poder afirmar que exite um minimo local.

Para resolver o problema com equagoes nao-lineares basta, por exemplo, recorrer-mos

ao método de Newton para encontrar a solugao.

2.4.3.2 Restricoes de Desigualdade

Uma importante generalizagao para o problema de optimizacao ocorre quando sao im-
postas restrigoes de desigualdade.

Para minimizar a fungao objectiva f(z) que satisfaca r restri¢oes de desigualdade,
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mingepn f()
sujeito a :
hi(x)=0,i=1,....,m
gi(z) <0, j=1,...,r

(2.25)

Assim para que x* seja um minimo local neste tipo de problemas, tem de existir um

vector tnico A* € R™ e p* € R tal que:

m T
Vo L@ N 1) = Vol (@) + SN Ve hale®) + S0 Ve i) =0 (2.26)
i=1 j=1

com

pE>0, V5 =127

(2.27)
M;f =0, seVj¢{je {1,2,...,7‘}‘9]‘(.%*) =0}

A solucdo das equactes acima ou equacoes KT s@o a base de alguns algoritmos néo-
lineares. Estes algoritmos tentam calcular os multiplicadores de lagrange directamente.
Os métodos derivados do método de Newton garantem a convergéncia das equagdes de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

2.5 Aplicacao

Para que se melhor entenda o processo de optimizacao, vai ser dado um exemplo de
aplicacao das ferramentas de optimizagao.
Considere-se entdao x : & — RT = [0, +0o[ em que x é uma fungao de Hardy definida

por,

X(r)=vVo2+r2, VreReo>0 (2.28)

As fungoes de Hardy sdo muitas vezes utilizadas para realizar, interpolagbes, apro-
ximagao de outras fungoes, entre outras coisas, pois conseguem transformar um conjunto
de dados numa funcéo. Posto isto, pretende-se, por exemplo, aproximar uma tabela de
traccao T cujo valor é funcao da velocidade V' e da altitude h, T'= T'(V, h).

Utilizando a tabela (2.1), as fungdes de Hardy para cada ponto 7, = [V h]T sdo,

e Xk(r):\/ch—l—Hr—rkHQ (2.29)
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em que

min{r*} < o < \/|]rk||2 (2.30)

Com isto pode ser definida uma combinacgao linear de funcoes de Hardy na forma,

T(r)=Y_ofx*(r) (2.31)

J(at,... o) = Z(r(ri) —T(r%))? (2.32)

O resultado da minimizagao sera os valores de a que permitem a aproximacao da ta-
bela, deste modo pode ser utilizada teoria descrita nos itens anterios para a procura de

a=al, ..., a"".

Resultados da Optimizacao

A ferramenta de utilizada para optimizacao foi a funcao fsolve da Otpimization Toolbox
do MatLab, onde foi possivel observar a convergéncia do método. A aplicacdo desta

ferramenta culminou na convergéncia do método (2.1).
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FIGURA 2.1: Representacao grifica dos valores da tabela (& esquerda) e da fungao de
Hardy (& direita)
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Capitulo 3

Optimizacao de Trajectoria

Neste capitulo ird ser abordado a Teoria do Controlo Optimo. Sao varias as areas
que recorrem a esta metodologia, entre as quais, o ramo Aeroespacial, a Robdtica e
até mesmo a Economia. Os problemas de controlo 6ptimo ou optimizacao de trajectéria
podem ser interpretados como uma extensao de um problema de programagao nao linear

para sistemas dinamicos.

3.1 Formulacao do Problema de Optmizacao de Trajectoria
Um problema de optimizacao de trajectéria tem as seguintes caracteristicas,

i) O problema aplica-se aos sistemas dinamicos,
ii) Pode haver restrigdes nalguns parametros ou variaveis do sistema considerado,

iii) O problema implica a determinagao de uma trajectéria 6ptima que satisfaca um

critério de performance especificado,

iv) A determinacao da trajectéria éptima requer a procura de uma sequéncia de con-

trolos para mandar o veiculo seguir esta trajectoria.

A optimizacdo de trajectérias consiste em achar controlos para mandar um sistema

sequir uma trajectoria que optimize um dado critério de performance.

Muitos problemas de optimizacdao no dominio aeroespacial, em robdtica e mesmo em
economia podem ser reformulados sob a forma de problemas de controlo éptimo. O

problema geral da optimizagdo de trajectorias pode ser expresso da seguinte forma,

19
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onde x, u e p sao respectivamente os vectores de estados, de controlos e de parametros,

e t o tempo,

A dinamica do sistema é descrita por um sistema de equagoes diferenciais,

i = f(t,z(t),ut),p)

(3.1)
ty <t <ty

Pmin S p S Pmax

O problema consiste em achar um vector de controlo u(t) ao longo do tempo para

optimizar uma funcao de custo, Indice de Performance do tipo,

J(u) = Bts, alty), ults),p) + / "Lt (), u(t), p)dt (3.2)

to
onde @ e L sao fungbes com valores reais.

Em alguns problemas pode-se vir a ter restrigdes em relacao a trajectérias e/ou aos

controlos permitidos,

Pode-se também ter condicoes de fronteira,

U(a(to), x(ty)) =0 (3.5)

3.1.1 Tipos de Problemas

Estando definido o problema de optimizacao de trajectéria, é necessario definir o conceito
de indice de performance. O indice de performance nao é nada mais que a fungao de custo
que se pretende minimizar num problema de programacao nao linear. Em optimizacao

de trajectoria a definicao do indice de performance assenta em trés problemas distintos.
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3.1.1.1 Problema de Mayer

Seja o indice de performance J, que envolve apenas os estados iniciais e finais:

Ja(t), u(t)] = @ltn, z(tn)] (3.6)

entao o problema é denominado de Mayer.

3.1.1.2 Problema de Lagrange

Caso sejam definido o tempo inicial ¢y e final ¢, e se pretenda minimizar o seguinte

indice de performance,

entao o problema é chamado de Lagrange.

3.1.1.3 Problema de Bolza

A jungao do problema de Mayer e de Lagrange original o caso gerar que é denominado

por problema de Bolza.

Tl (), u(t)] = Bty x(tx)] + / " Lle(t), u(t)dt (3.8)

to
3.1.1.4 Tranformagao do Problema de Bolza num Problema de Mayer

E frequentemente utilizada a passagem de uma formalizacao segundo Bolza para uma
formalizagao segundo Mayer, pois o Indice de Performance resultante é menos complexo.
Considere-se entao a dindmica de um determinado sistema & = f[z(t), u(t)], e o Indice

de Performance representado em (3.8), em que y = L[z(t), u(t)]. Assim,

y(ty) = / " Lla(t), u(t))dt (3.9)

to

Aplicando a mudanca de variavel,
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2= ( v ) (3.10)
y

temos que,

5 = flat),u(t)] = [ fle,w) ] (3.11)

O resultado é o seguinte Indice de Performance na formalizacao de Mayer,
Jx(t), u(t)] = [tn, 2(tn)] + y(ty) (3.12)

3.2 Meétodos de Procura de Trajectorias Optimas

Os métodos de resolugao dos problemas de optimizacao de trajectorias podem ser dividos

em dois grupos, os métodos indirectos e os métodos directos.

3.2.1 Métodos Indirectos

Nos métodos indirectos, o problema de otpimizacao de trajectéria é transformado num
problema de fronteira baseado na formulacao das condicoes necessarias de optimalidade
da trajectéria através do Hamiltoniano.

Para que se melhor entenda a abordagem indirecta, considere-se um problema de opti-

mizacdo, com tempo final ¢y ndo especificado, e vector de estado z = (1,22, ... con) T

previamente formulado. Pretende-se entdo encontrar o vector de controlo u = (uy,us, . .., upr)’

que minimize o seguinte indice de performance:

ty
J =ty x(ty)] +/ Llz(t),u(t)]dt (3.13)
to
restringido pelas equacoes dinamicas
&= flz(t), u(t)] (3.14)

satisfazendo ainda, as condigbes iniciais
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to = O, ."L‘(t()) = X0 (3.15)

e as condicoes finais

Wl s(ty)] =0 (3.16)
onde ® e L sao escalares e ¥ um vector de (p+ 1) x 1.
O tempo final é livre e o valor 6ptimio sera determinado. As condigoes a serem encontra-

das na optimizacao de trajectoria resultam do diferencial de primeira e segunda ordem

do indice de performance extendido:

J = Gla(ty),v] + / IH (), u(t), A1) = A6 d]dt (3.17)

to

onde a funcao G e o Halmitoniano H sao definidos por,

G = ®z(ty)] + v Ua(ty)] (3.18)

H = Llz(t), u(t)] + A flz(t), u(®)] (3.19)
O resultado do primeiro diferencial do indice de performance extendito é,
. ty .
dJ = (th + Lf + foff)dtf + (sz — )\?)&Ef + / [(Hx + )\T)5l‘ + Hu5u]dt (3.20)
to

A determinacao dos multiplicadores de Lagrange A(t) e v é obtido por anulagdo dos

coeficientes 0z e de dfy. O resultado é:

A=—HT

3.21
- (3.21)

th—i-Lf—i-Gl«fff:O (3.22)
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com isto pode-se afirmar que dJ =0 se,

H,=0 (3.23)

Assim, para encontrar o minimizador de J, consequente maximizador do Hamiltoniano,

tem que se resolver as seguintes equagoes de Euler-Lagrange,

&= flz(t), u(t)]
A = —HT[e(t), u(t), ()] (3.24)
0= Hg[x(t)7u(t)7 (t)]

Esta formulagdo é o chamado principio de Pontryagin, e representa as condigoes ne-
cessarias (nao suficientes) para que u seja um minimizador do indice de performance
extendido. O principio do maximo de Pontryagin afirma que se um vector de controlo u
satisfizer as restricGes mencionadas no problema de optimizacido de trajectérias, entao
se o Indice de Performance J for minimizado, necessariamente o controlo © maximiza o

Hamiltoniano H.

Para definir as condigoes suficientes é necessario calcular o diferencial de segunda ordem

do indice de performance extendido J ,

. Gurw, QF ) by Hyp  Hyy 4
@2 = [oaTary) | Creer S |0y / 52T suT] T (3.25)
o, || ] Hee Hy | | ou

Assim, para garantir que u seja um minimizador local é preciso que u cumpra nao sé as

condigoes necessarias, mas também as seguintes condigoes,

T
me

O

foxf

H,, H
>0, [ o x“]>o (3.26)

Tf
ou seja, as matrizes anteriores tém de ser definidas positivamente.
3.2.1.1 Descretizagao do Método

Considere-se o tempo t compreendido entre o tempo inicial ¢ e o tempo final t¢, tg <

t <ty, com A(tg) = Ao, z(to) = xo e u(tp) = ug. Pode-se entao definir,
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Hy(t,z,u, \o) = L(t,x,u) + b f(t,2,u) (3.27)

Tendo em conta as condigoes necessarias (3.24), as condigdes iniciais, é posssivel descre-

tizar o problema da seguinte maneira,

. . , . P ~ tp—t;
Seja N o nimero de pontos ou nés de uma determinada trajectéria, entdao h = - N

Aplicando, por exemplo, o método de Euler explicito ao sistema de equacoes diferenciais

para cada k =0,1,..., N — 1, temos,

Tht1 = Tk + hf(tk, Tk, uk) (3.28)

8H(tk, T, uk)

Ayl = A —h
k+1 k Oz

(3.29)

8H(tk, T, uk)

0= ou

(3.30)
Caso seja possivel resolver o sistema descritizado em cada iteracao, e seja verificado as
condigbes (3.26) é possivel afirmar que u; é um minimizador do indice de performance

extendido.

3.2.2 Métodos Directos

Nos métodos directos, o problema de optmizacao de trajectéria é transformado num
problema de optimizacao de parametros conhecido como programagdo nao linear. O
processo de conversao, comeca por dividir o intervalo de tempo, do problema de controlo
Optimo, num numero finito de subintervalos, o tempo final de cada segmento denomina-
se por nd. Entao, a ideia bdsica é escolher os controlos e/ou estados nos vérios nos
(também denominados por parametros de controlo e parametros de estado) que serao
as variaveis a ser encontrados através do processo de optimizacao nao linear.
Encontrado os parametros finais de um dado problema de controlo 6ptimo, é possivel
reconstruir o histérico, em relacao ao tempo, das varidveis de controlo e estado através
de um qualquer método de interpolagao polinomial.

Existem quatro classes de métodos para conversao de um problema de controlo éptimo

num problema de optimizacao de parametros, sao elas,

i) Unicamente parametrizacao dos controlos.
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ii) Parametrizagao dos controlos, e parametrizagdo dos estado em alguns nés.
iii) Parametrizagao do estado e do controlo.

iv) Unicamente parametrizacao do estado.

Tendo em conta o indice de performance na forma da equacao (3.13) e as suas respecivas
restricoes, tranforme-se entao este problema num problema de programacao nao linear.
Assim, para o tempo t compreendido entre o tempo inicial tp e o tempo final ¢y, tg <
t <1y, e uma trajectoéria dividida em N — 1 secgoes, obtemos um indice de performance

na sua forma descretizada no caso de um problema com critério integral,

M

J[u(to), u(tl), NN ,u(tN)] = (I)[l'(tN)] + Z ozZ-L[a:(ti), u(tz)] (3.31)

Com o indice de performance descretizado, é necessario encontrar um método que pos-
sibilite descretizar as restricbes de estado. A descretizagdo nao é nada mais que a
integragao numérica efectuada as equacgoes diferenciais @ = f(x(t), u(t)), onde tg, o, uo,
sao conhecidos. No problema de optimizacao de trajectéria, sao apenas consideradas
integragoes de passo fixo. As integracoes explicitas sao derivadas da aproximacao de
Runge-Kutta, enquanto que as integracoes implicitas derivam de diferentes métodos
como Runge-Kutta, diferencas finitas, Newton-Coates e Colocagao sendo o resultado

praticamente o mesmo.

De seguida sao apresentados alguns métodos de descretizacao que possibilitam a trans-
cricao do problema de optimizacao de trajectoria para o problema de programagao nao

linear,

3.2.2.1 Colocagao

No método de descretizacao trapezoidal, as varidaveis de programcao nao linear sao,

y = [to,t1, ..., Ly, 2(to), ulto), x(t1), ults), . .., x(ty),ults), p|" (3.32)

As equagoes de estado sao aproximadamente satisfeitas defenindo os chamados defeitos,

hy,

Chl = Thy1 — Tk — E[f(xk—&—la upy1) + [Tk, ur)] (3.33)

em que k =0,1,..., N — 1, sendo N o ntimero de nés e hy = tg11 — tg.
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A descretizagao também pode ser de Hermite-Simpson, alterando-se neste caso, as
variaveis de programagao nao linear, pois nestas sao acrecentadas valores do estado

e controlo entre nds, assim,

y=[to,t1,- - tr, (@, u um)i, (2,0, U )it1, - - (:c,u)f,p]T (3.34)

emquei=0,1,...,N—2 e (Ung,Uny,---,Uny_,) Sa0 0s valores dos controlos no meio

de cada segmento.

Para este algoritmo de descretizacao os residuos sao dados por,

h

Co = Thpy1 — T — Fk[f(lfk-i-lvuk—i—l) + 4f (Tmys Umy) + f (g, ur)] (3.35)

onde f(z,u) representa as equagoes de movimento avaliadas nos nés e intervalos entre

7

nos.

O vector de estado e as equagdes de movimento no meio de cada segmento sao dadas

port,

1 h
Ty = ok + p] + gk[f(ﬂfka ug) = f(Trt1, wit1)] (3.36)
hy,

para k=0,1,..., N — 2.

Nestas equacoes hi € o intervalo de tempo entre segmentos. Para segmentos de igual
duragao hy, = (ty — t;)/(N —2).

O método da Colocacao, consiste entao, em descretizar as equagoes de estado, ou quais-
quer outras restricaos, de forma implicita. Para isso pode-se recorrer, a descretizacao
trapezoidal, de Hermite-Simpson, ou qualquer ourto método, que permitem contruir os

denominados defeitos que se tornam restrigoes no problema de programacao nao linear.

A aproximacao das variaveis de estado e de controlo podem ser feita através funcoes, no
caso da colocagao de Hermite-Simpson, os polinémios de terceiro grau de Hermite sao
utlizados para representar as variaveis de estado, enquanto que as variaveis de controlo
podem ser aproximadas por fungoes constantes, lineares, quadraticas ou polinémios de

terceiro grau.
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Para a Colocacao, o problema de optimizacao de trajectoria, é formulado da seguinte

maneira para que seja possivél resolver num problema de programacao nao linear,

M

min J(y) = 2(y) + > aiL(y) (3.38)
i=1

tal que

Tyt — Tk — (@1, uppr) + flag,ug)] =0 (3-39)
Wo=0 (3.40)
W =0 (3.41)
9(y) <0 (3.42)

A equagao dos defeitos neste caso foi representada na sua forma descretizada pelo
método trapezoidal, mas podia ter sido representada, por exemplo, pelo método de

Hermite-Simpson.

3.2.2.2 Meétodos de Runge Kutta

Os métodos de integragao, explicitos e implicitos sao todos derivados das aproximagoes
de Runge-Kutta. Dado o tempo inicial tg, o estado inicial g = z(tg) e o tempo o passo

de integracao hy = tyy+1 — tr, pode ser obtida a seguinte expressao,

M
Tr1 = T + hig Z cifi (3.43)
i=1
onde
M
fi = f(te + hpay, o + hy, Zﬁz’jf]’) (3.44)
j=1

Em que M é o nimero de funcgoes a ser avaliadas, ¢, e 3 sdo constantes cujos valores

pretendem ser determinados.

Na préatica, basta aplicar um dos métodos de Runge-Kutta as equacoes diferenciais, e
dai construir os residuos. Por exemplo, caso seja aplicado o método de Runge-Kutta de

2% Ordem, os defeitos vém na seguinte forma,
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Ch = Tpa1 — T — 2 (k1 + k) (3.45)
ki = f(tk, zr) (3.46)
ko = f(tk + by, zx + hiki) (3.47)

A formulacao do problema de optimizacao de trajectoria, com base neste tipo de inte-
gracao numeérica, é em tudo parecida ao da Colocacdo mudando apenas a descretizacao

das equacoes de estado.

3.2.2.3 Pseudoespectral

Os métodos pseudo-espectrais tém sido desenvolvidos para os métodos directos, com o
intuito de determinar trajectérias éptimas de sistemas nao lineares de ordem elevada.
Nestes métodos sao normalmente usados os polindémios de Legendre e Chebyshev para
aproximarem as varidveis de estado e controlo. Como a abordagem para a utilizacao
dos dois polinémios é a mesma entao, optou-se por escolher o método pseudo-espectral

baseado em Chebyshev.

O procedimento para aproximagcao das varidveis de estado e de controlo é baseado na
interpolacao dos polinémios de Chebyshev nos respectivos nds de Chebyshev. Deste

modo convém definir este método,

Seja N + 1 o ntimero de nés que definem uma determinada trajectoria, os polinémios de

Chebyshev, sao definidos entao, na sua forma trignométrica como,

Ty (t) = cos(N cos™1(t)) (3.48)

Os respectivos nés, sao definidos no intervalo t € [—1, 1], tomando a forma,

b = cos (’x) (3.49)

com k=0,1,...,N.

A parametrizacao do estado e do controlo, assenta na definicdo que se segue, respecti-

vamente,
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N
zl () = xi(tr)er(t) (3.50)
k=0
N
uy (8) = Y uj(te) er(?) (3.51)
k=0
sendo o nimero de variaveis de estado ¢ = 1,2, ...,n, o numero de variaveis de controlo
j=1,2,...,m e pi(t) os polinémios de Lagrange contruidos nos nds de Chebysheuv,
o — CDH AT
Pk A N2(t — 1)
N
2 Ti(tr)Ti(t)
= 3.52
Ny, lz(:) q ( )

com

2 se k=0Vk=N
= (3.53)

1 se k=1,...,N—1

A particularidade destes polindmios, é que nos nds de Chebyshev as varidveis tomam o

valor exacto, assim define-se,

ka(tl> = 5kl = { (3.54)

em que 0 € delta de Kronecker.

Neste método, equacoes de estado sao aproximadas por fungoes calculadas nos nads, pelo

que nao é necessario aproximar a equagao diferencial em todo o seu dominio. Assim,

N
2 (te) = Criai(ty) (3.55)
1=0

onde,
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( (2N2+1
N +1) k=1=0
2N241
dC | 0 | peiEn
l — —_
th (tk) = Okl == (356)

—_ U 1<k=I<N-1

cr(=1)k+! k#1

\  altk—t)

Para facilitar a formulagao da programagao nao linear, use-se a notagao,
wi = xi(t),  wg= ug(ty)
com,
Tl = (l'iO,xih ey :z:iN), ujl = (U,jo, ujl, . ,ujN)

Tendo isto,0 conjunto das varidveis de programagao linear veém,

Yy = [xilyujlaTOﬂ'f]

em que 79 € tauy sao o tempo inicial e final, repectivamente, e 7 é dado por,

_ (Tf—To)t;r(Tf+TO) (3.57)

Entao, dado um determinado Indice de Performance, pretende-se,

myin J(y) (3.58)

sujeito a,

T¢ — T N

(]020> [z, uj) — Z Crizi(t;)) =0 (3.59)
1=0

Wo(wor, 70) =0 (3.60)

Vp(on,7p) = (3.61)

9(y) <0 (3.62)
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3.3 Aplicacao

No presente item vai-se aplicar a teoria, que até agora tem vindo sendo descrita, a um
problema muito estudao, que é o da tranferéncia de érbita de veiculo espacial entre o
planeta T'erra e planeta Marte. Este problema é também conhecido por Problema de

Bryson-Ho.

As consideracoes que vao ser feitas para a resolucao deste problema é que, é continuo e
que a orbita é coplanar e de baixo consumo. As orbitas dos planetas sdo assumids como

coplanares e circulares e a duracao da transferéncia é de 193 dias.

3.3.1 Descricao do Problema de Bryson-Ho

As equagoes & = f(x,u) que representam o movimento de um veiculo numa tranferéncia

de orbita sao,

. dr

. du v* T .

. dv w T

v —E——7+ECOS¢ (365)

onde 7 é a posicao radial, u é a velocidade radial, v é a velocidade tangencial, T' é a
tracgdo do motor, m é a massa do veiculo, ¢ é o angulo definido entre a posi¢do do

veiculo e a direcgao tangencial deste, p é a constante gravitacional.

O vector de estado x e controlo u sao, respectivamente,

A massa do veiculo é definida em cada tempo 7 por,

m(7) = mo(1 — 1) (3.66)

em que 1 é a razao de consumo de combustivel do sistema propulsivo e mg é a massa

inicial do veiculo.
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As condicoes ¥ de voo do veiculo para que se crie uma orbita inicial circular sao,

r(0) =79
u(0) = ug = 0 (3.67)
v(0) =vg = /£

0

Para que se crie uma orbita circular no tempo final, é necessario impor que a velocidade
radial seja zero e a velocidade tangencial seja igual & velocidade circular local, assim

temos as seguintes condigoes de fronteira W,

u(ty) =up =0
(3.68)

vlrg) =y =0

O que se pretende entao, para este problema, é maximizar o raio final da érbita circular.

A formalizagdo deste problema em termos do problema de optimizacao de trajectoria é

a seguinte,
mg}L J(1,2(1),u(1)) = —r(7y) (3.69)
e
sujeito a
&= f(z,u) =0 (3.70)
Ty =0 (3.71)
- (3.72)
up < u < Uy (3.74)

3.3.2 Solucao Numérica para o Problema de Optmizacao de Trajectoria

Tendo ja sido formulado o problema de Bryson-Ho e visto qual o problema de opti-
mizagao de trajectéria a ser resolvido, a que utilizar um método de procura de solucoes

optimas. Os métodos de procura, como ja foi referido, dividem-se em métodos indirectos
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e métodos directos. Os métodos indirectos para resolverem o problema de optimizagao
da trajectoria necessitam das condigoes de optimabilidade que acentam no principio de
Pontryagin. Estes métodos nao sao muito utilizados para resolverem problemas com-
plexos pois possuem um raio de convergéncia pequeno e ainda é necessario um calculo

adicional para verificar as condig¢oes suficientes.

Os métodos directos tém a vantagem, de nao ser preciso construir o Hamiltoniano,
basta transformar apenas o problema de controlo 6ptimo num de programacdo nao
linear, que a convergéncia para a solugao é garantida (caso seja possivel). Por isto, neste
trabalho, vao ser apenas estudados os métodos directos e dentro destes vao ser aplicados
o método da Colocacao e o método Pseudo Espectral, que mais a frente sera explicado

o porqué desta escolha.

A programacao deste problema, e de outros no decorrer deste trabalho, foi feita in-
tegralmente em MatLab®© utlilizando o algoritmo de optimizacdo néo linear sujeito a
restrigoes, que também podem ser nao lineares, fmincon da Optimization Tollbox.
Este método de programacao nao linear (solver) nao é de todo o melhor, pois padece de
falta de precisao na convergéncia da solugao e o tempo que leva a encontra-la também é
bastante elevado. Existem outras tollbox com melhor performance, melhor aproximacao
da solucao e tempo de cédlculo para encontrar esta bastante mais rapido. Este facto é
devido ao que foi retratado no Capitulo2, pois o processo de optimizagao depende muito
do tipo de algoritmo utilizado, da forma como é programado e do tipo de linguagem

utilizada.

Quanto a resolugao do problema de Bryson-Ho, ainda é preciso ter em conta outras
consideracoes, que ¢é o facto da escala ser bastante grande, o que pode levar muito tempo
de simulacao e podendo mesmo nao haver convergéncia para a solucao 6ptima. Assim,
a que normalizar o problema para que a escala seja reduzida e se consiga encontrar uma

solugao 6ptima.

Nao Normalizados Normaliazados

T 3. 71 N 0.1405
mo 45359 Kg 1

m 5.85 Kg/dia 0.07487
Tf 193 dias 3.32

TABELA 3.1: Dados normaliazados do problema

A tabela(3.1) mostra-nos os valores normalizados dos parametros necessérios a resolugao
do problema. A traccio adimensional é obtida por (T'/mg)/(u/r),0 tempo adimensional
obtém-se através de 7¢/1/73/1 e o consumo de combustivel adimensional 71/ (moTy, ),
em que 77, ¢ o tempo da transferéncia de érbita normalizada. Com isto, as varidveis de

estado iniciais tomam valores em que, rg = 1, ug =0 e vg = 1.
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Na tabela 3.2 estao indicados os valores finais do vector de estado. As unidades estdo em
unidades astronomicas. Quanto aos resultados obtidos é possivel afirmar que o método
pseudoespectral da valores muito proximos ao dos autores do problema. Nao é possivel
dissertar explicitamente sobre a influéncia dos nds, pois a partir do momento que o
problema esta descrito em termos de programacao nao linear é o solver que influéncia
o resultado, e este a medida que o nimero de nés aumenta tem mais dificuldade em

refinar a solugao.

Contudo é possivel observar que o método da Colocagdo maximiza mais a funcao de
custo, mas por outro lado, nao possui um resultado como o obtido no método pseudo-

espectral em relacao a velocidade radial, que é o especificado nas condigoes de fronteira.

O comportamento do estado u(7), v(7) e 7(7) quer num método quer noutro sdo em tudo
parecidos aos dos autores, mais no método pseudoespectral, contudo no controlo ¢(7)
exite diferencas acentudas. Nas figuras (3.4), (3.8) e (3.12) observa-se que o método
Colocacao aproxima-se de valores de outras referéncias, o certo é, que este método
pseudoespectral aqui utilizado possui amplitudes menores mas apresentando alguma
oscilacao. Oscilagao esta que poderd serd retirada se a aproximagao a funcao ¢(7) for

feita, por exemplo por Hardy'.

Outra ilacao que se retira dos resultados, é que para trinta nés os resultados aproximagao
mais entre os dois métodos, acrescentando a isto o facto do controlo rondar valores ao

de outros autores.

Como ja foi referido o calculo deste problema depende muito do método computacional
utilizado, mesmo sabendo que o utilizado ao longo do presente estudo, nao é de todo o
melhor, mas os resultado obtidos comprovam que estes métodos sao capazes de resolve-
rem problemas de optimizacao de trajectéria, e para além disto da-nos boas expectativas

em relagao aos métodos pseuoespectrais para aplicar ao tema deste trabalho.

lyer Capitulo 2
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Distancia Radial r [ua]

u(ry)  wlry) T =r(ry)
[ua/dia] [ua/dia] [ual

Colocacgao

N =10 0.1218  0.7692 1.5055
N =30 0.0396  0.7567 1.5997
N =50 0.0240  0.7542 1.6500
Pseudoespectral

N =10 0.0010  0.8157 1.4994
N =30 0.0010  0.8065 1.5336
N =50 0.0010  0.8145 1.5035

TABELA 3.2: Valores das varidveis de estado no final da transferéncia de érbita
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Angulo do motor ¢ [rad]
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Ficura 3.4: Angulo do Sistema propulsivo vs Tempo de Simulagao para N = 10

Distancia Radial r [ua]

1.8

35

,

nos

1.7F

Pseudoespectral
— - — - Colocacéo

161 S

15F : -

141

13F

121

1.1 7

0.5 1 1.5 2 25 3
Tempo de Simula¢@o Normalizado

FicurA 3.5: Distancia Radial vs Tempo de Simulacao para N = 30 nds

35



Capitulo III. Optimizacao de Trajectoria

39

0.4 I
Pseudoespectral
— - — - Colocagéo
0.35 RN .
0.3 .

0.25

0.15F

Velocidae Radial u [ua/dia]
o
N
T

0.05

0 ! 1 1 1 1

15 2
Tempo de Simulacdo Normalizado

25

F1curA 3.6: Velocidade Radial vs Tempo de Simulacao para N = 30 nés

11

35

1.05

0.95

0.85

Velocidae Tangencial v [ua/dia]
o
©o

0.8

0.75

Pseudoespectral
— - — - Colocacéo

|
1.5 2
Tempo de Simulacdo Normalizado

0.5 1

Ficura 3.7: Velocidade Tangencial vs Tempo de Simulagao para N = 30 nds

35



Capitulo III. Optimizacao de Trajectoria

40

Angulo do motor ¢ [rad]

Ficura 3.8: Angulo do Sistema propulsivo vs Tempo de Simulagao para N = 30 nds
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Capitulo 4

Problema de Navegacao e
Controlo 4D

Vai ser abordado o problema da navegagao e controlo a quatro dimensoes, que é um tema
ainda por explorar. O que até agora tem vindo a ser feito no decorrer deste estudo, é
compreender e explorar, conceitos e teoria que é de extrema importancia na resolucao

deste problema.

Foi feita uma revisao geral, no Capitulo 2, sobre o funcionamento do processo de opti-
mizacao e as capacidades da programacao nao linear. Ja no Capitulo 3 obteve-se conhe-
cimento sobre controlo 6ptimo ou optimizagao de trajectéria, que recorre a programacao
linear para ser resolvido. A optimizacao de trajectéria, é entao, a unica ferramenta ca-
paz de ajudar a encontrar trajectérias 6ptimas num problema de navegacao, pois é a

maneira pela qual se consegue formular e resolver tal problema.

O interesse da navegacao e controlo de trajectérias 4D é vasto, pois o projecto de uma
trajectéria 4D da a certeza, que para um determinado waypoint, a aeronave, veiculo
espacial val passar neste no tempo especificado. Assim, consegue-se garantir um tra-
jecto entre waypoints éptimo, o que no problema 3D nao é tao facil porque a trajectéria
nominal satisfaz apenas o ponto de chegada. Uma trajectéria que satizfaca um ponto
inicial e um ponto final pode ter nao quer dizer que cumpra a distancia Fuclidiana ou
Riemaniana, pois existem uma infinidade de possibilidades que cumprem estas especi-

ficagoes.

A ideia subjacente ao projecto de trajectorias 4D é que especificando o tempo de chegada

a um determinado waypoint, o veiculo aeroespacial vai controlar a velocidade, até onde

43
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for possivel, para que cumpra o tempo de chegada. Este facto é de extrema importancia

na medida em que o trajecto entre dois waypoints tende para a menor distancial.

Nos itens seguintes vai ser modelado e resolvido o problema de navegacgao e o problema
de controlo, aplicando este a dois exemplos praticos. Numa primeira fase ird ser for-
mulado o problema de navegacao 4D em seguida serd modelado segundo a abordagem
da optimizacao de trajectéria e aplicado métodos directos para resolvé-lo. Resolvido o

problema de navegagao ird ser aplicado um tipo de controlo predictivo de passo unico.

4.1 Modelagao Geral do Problema de Navegacao 4D

Na formulacao do problema de Navegacao tem que se ter em conta qual é a abordagem
que é necessario utilizar para resolve-lo. Este problema pode ser resolvido tendo em
conta a dinamica do veiculo aeroespacial ou apenas utilizar as equacoes de navegacao
e deixar a dindmica para o controlo. A segunda hipdtese é mais aliciante pois, nesta
abordagem, a trajectéria nominal é calculada tendo em conta apenas e sé o modelo de
navegacao poupando assim muito tempo de processamento. Caso contrério iria-se ter

muitas mais variaveis podendo comprometer a convergéncia para uma solucao 6ptima.

O que se pretende neste estudo é separar a Navegacao do Controlo, pois estes podem
ser totalmente independentes, assim é calculada uma trajectoria previamente e depois

injectada no controlador para que este possa seguir a trajectoria.

A grande questao neste momento é saber se a trajectéria de referéncia calculada pode
infasivél para uma determinada aeronave ou veiculo espacial. Esta questao ira ser con-

tornada com veremos na formulacao do problema.

4.1.1 Formulacao do Problema

Seja o ponto P definido na referéncia geocéntrica (z,y,z) e um conjunto de pontos
P, =Py, P,...,P,, em que n é o numero de pontos. Se 7; for o tempo de chegada a

cada ponto, podemos entao definir um waypoint 4D como,

(sz'rz) — (Pz, [7‘1 7'2]) (41)

171

sendo [Til,TiZ] o intervalo de tempo permitido para que se chegue a um determinado

waypoint.

!Pode ser Euclideana o Riemanniana ,ou outra qualquer, dependendo do modelo utlilizado
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Se s(7) for a posigdo da aeronave, entdo o problema de navegacdo 4D estd resolvido

quando,

I|1P;—s(m)|| <e VieR" (4.2)

em que € é distancia maxima a que aeronave pode sobrevoar um determinado waypoint.

A inequacao (4.2) pode ainda ser tranformada numa igualdade,

||P; — s(m)||? = €2 VieR" (4.3)

4.1.2 Modelo Dinamico

O modelo dinamico de apresenta duas possibilidades, um na referéncia geocéntrica outro

na referéncia geodética.

Seja P; = (xj,vi, 2z;) um determinado ponto na referéncia geocéntrica e P; = (A, i, %)
um ponto na referéncia geodética, entao, na referancia geocéntrica temos o seguinte

modelo de estado,

i = Vcosycost (4.4)
g = Vcosysine (4.5)
i = Vsiny (4.6)
V = u (4.7)
Y= u (4.8)
o= ug (4.9)

j& na referéncia geodética basta transformar as equagoes (4.4),(4.5) e (4.6) para esta

referéncia e o modelo de estado continua igual, assim,
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V cos~y cos

A= — 17 4.10
(h+ Re)cosy (4.10)
) V cosysiny
—_ 4.11
7 (h + Re) (4.11)
h = Vsiny (4.12)

em que & = [x,y, 2, V,v,%] ouz = [\, p, h, V,7,1] sdo o vector de estado, u = [uy, ug, us

o vector de controlo e Re é o raio da terra.

Este modelo dinamico conta com equacoes de navegacao e equacoes muito simples que
retratam no fundo a dinamica da aeronave. O problema de se obter uma trajectéria que
a posteriori a aeronave nao a consiga realizar, é resolvido quando se limita a velocidade
V, o angulo de trajectéria v e as taxas V, 4 e w de acordo com a dinamica da aeronave

a que a trajectoria se destina, assim,

min , max
) Uy ]

V e [Vmin’vmax]

c [,ymin’ ,yma:c]

A escolha deste modelo dinamico é devido ao facto de este conter apenas apenas as
equacoes da navegacao, permitindo ainda, fazer das variagoes de Velocidade, Angulo de
Trajectéria e Rumo controlos, assim é possivel obter Velocidades, Angulos de Trajectoria

e Rumo de referéncia.

4.2 Resolucao do Problema de Navegacgao 4D

Com modelo da dinamica da navegacao, é preciso entao, formular o problema em termos
de controlo 6ptimo para que depois seja possivel aplicar um método de procura de

trajectérias 6ptimas.

Seja wyp, — (P, 7;) uma sequéncia de waypoints pré-definidos, wy, e wy ; 0 waypoint
inicial e final, respectivamente, entao o quer-se para uma determinada missao minimizar

o atraso no waypoint final wy,. Se s(7) for uma trajectéria no tempo e espago continuo,
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s(t) =] o(7) (4.13)

o Indice de Performance J para este problema aparece com a seguinte expressao,

2
J =[Py —s(75)llg (4.14)
em que 7y ¢ o tempo pretendido para a duragao da trajectéria e () é uma matriz posi-
tivamente definida.

Seja & = f(x,u) as equagoes de estado , x o vector de estado e u o vector de controlo

sao definidos por,

A
7 u
b 1
xr = v N u = U
u3
~
(0

entao o problema de optimizagao de trajectoria aparece formulado da seguinte maneira,

min J(u) =[Py~ s(r)II% (4.15)
sujeito a,

&= f(z,u) =0
1P = s(mi)l| < e

(4.16)

(4.17)

uf" < up < (4.18)
ymin <y < ymes (4.19)
(4.20)

,Ymin < v < ,Ymax
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4.2.1 Trajectorias Optimas

Tendo o problema de navegagao descrito num problema de optimizagao de trajectéria, é
entao necessario aplicar um método de optimizagao de trajectérias. Como ja foi referido
existem dois tipos de métodos para resolver o problema de controlo 6ptimo, os métodos
indirectos e os métodos directos. Os métodos indirectos acentam no principio do minimo
de Pontryagin, a sua implementagao para problemas complexosnao de todo apropriado
pelas razoes que ja foram explicadas. Por isto, optou-se por aplicar os métodos directos a
este problema, estes resolvem o problema de optimizacao de trajectéria transformando-o
num problema de optimizacao de parametros e através da programacao nao linear en-
contram uma solugdo. O problema agora é saber qual quais os esquemas de integragao
utilizados para descrever as equagoes diferenciais de estado. Foi visto que existem varios
tipos de destes métodos mas os que se destacam sao os esquemas implicitos, e actual-

mente os métodos pseudoespectrais.

4.2.1.1 Trajectorias ()ptimas Segundo Métodos Directos

Seré transcrito para um problema de programacao linear o problema de optimizacao de
trajectoria com base nos métodos da Colocagao com integragao trapezoidal e Pseudoes-

pectral utlizando os polinémios de Chebyshev.

O problema de optimizagao de trajectéria definido, anteriormente para o problema de
navegacao 4D, continua a ser o mesmo independentemente do esquema de integracao

utilizado, mudando apenas o modo como ¢é feita a parametrizacao.

Para uma dada missao, o cdlulo da trajectéria deve comecar por definir correctamente os
waypoints que dado veiculo aeroespacial percorra, definindo coordenadas e especifiando
o tempo de chegada a cada waypoint. Deve-se ter em atengdo que a especificacao do
tempo de chegado e a prépria localizacao dos waypoints deve ser tal que o veiculo
aeroespacial seja capaz de cumprir, ou seja, deve-se ter em conta a dinamica do veiculo
quando se especifica um determinado waypoint (e.g. nao definir tempos de chegada que

o veiculo nao consiga realizar devido a velocidade de cruzeiro).

Definida a missao, o procedimento seguinte serd transcrever o problema de navegagao

4D para programacao nao linear, que ira ser feito de seguida.
Médodo da Colocagao

Dado um conjunto de waypoints wy, — (P;,7;), com ¢ = 1,2, ..., M. Dividindo a tra-
jectéria em N segmentos teremos (N + 1) nés. Se 7; for o tempo chegada a cada

waypoints, 1o o tempo inicial, 7y o tempo final e 7, o tempo em cada né, temos,
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7; C 1) € [70, T¥]

podendo acontecer que os dois conjuntos sejam coincidentes,

T, — Tk

As varaveis de programacao nao linear serdao o conjunto das varaveis de estado x e
controlo v ao longo de cada nd, assim defina-se y como as vardveis de programacao nao

linear,

Yy = [U0,$0,U1,$1,...,UN,$N]

Tendo isto, basta descretizar as equacgoes de estado com base no método da colocacao
e teremos o problema de optimizacao de trajectéria para navegacao 4D formulado em

termos de programagao nao linear,

minJ(y) = [[(Aar, oar; har) = (A7w) o (), h(v)15 (4.21)

sujeito a,

1 — Tk — [f(Tpa1, ukr1) + f(ag, ux)] =0 (4.22)
1P — s(mi)|] <€ (4.23)

wrin < g < e (4.24)

ymin < < ymas (4.25)

A<y < e (4.26)

comk=0,1,...,N
Médodo Pseudoespectral

O método pseudoespectral utlilizando polinémios de Chebyshev, possui diferencas em
relagdo aos métodos tipicos que derivam dos esquemas de Runge-Kutta. A primeira
grande diferenca é que os nés tém que ser construidos segundo os nés de Chebyshev

tx, outra diferenga é que para se cumprir a passagem nos diferentes waypoints tera de
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ser calculado o t; correspondente a 7; e interpolar a posicao através dos polinémios de
Chebyshev.

Assim, seja N o nimero de segmentos em que se divide uma trajectéria, os nds de

Chebyshev sao definidos pela seguinte expressao,

kmw
iy = — k=0,1,...,N 4.2
. <N) 0.1,.... (4.27)
Como foi visto no Capitulo 3 os polindmios de Chebyshev T'(t) sdo definidos para o

intervalo t € [—1, 1] e para cacular 7 correspondente a t tem-se,

o (Tf—To)t;(TerTo) (4.28)

Dadas as variaveis de programacao nao linear,

y = [uo, xo, w1, T1,. .., UN, TN]

definidas nos nés de Chebyshev t.

A trajectéria continua no tempo s(7), pode ser definida para os néds t; fazendo corres-
ponder o tempo verdadeiro ao tempo no espaco de Chebyshev 7 — ¢, assim a trajectéria

s(t) vem,

A(t) = S Mtr) @k (t)
s(t) =] @(t) = S 0lo e(te)@r(t) (4.29)
h(t) = Yorlo hlte)@n(t)

onde @ (t) sao os polinémios de Lagrange contruidos nos nés de Chebyshev (ver Capitulo
3).

A formulacao do problema de navegacao em termos de programacao nao linear utilizando

o método pseudoespectral de Chebyshev descreve-se do seguinte modo,
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myin J(y) - |’()\M7$0M; hM) - (A(tN>7(P(tN)a h(tN)H2Q (430)

sujeito a,

(Tf;m) F(@r,ur) = 0Ly Cra(ty) = 0 (4.31)
|17 — s(ti)]] < e (4.32)

uf™ < ug < U (4.33)

ymin Ly L ymaz (4.34)

Y <y < e (4.35)

com k=0,1,...,N et; é ot correspondente aos waypoints.

4.3 Controlo de Trajectorias de Referéncia

Resolvido o problema de navegacao 4D, pretende-se controlar uma aeronave ao longo da
trajectéria calculada. Existem alguns métodos que permitem que uma aeronave siga uma

determinada trajectéria pré-definida, entre os quais o denominado controlo predictivo.

4.3.1 Controlo Preditivo

O controlo predictivo recorre ao modelo nao linear da dindmica de um determinado
sistema, pelo que é necessario que tal modelo esteja incorporado na prépria aeronave.
Isto permite, ao contrario de do controlo nao linear, seguir qualquer tipo de trajectéria

(dentro dos limites dindmicos e estructurais).

4.3.1.1 Teoria do Controlo Predictivo de passo Unico

Dada as equacoes dinamicas para um sistema nao linear, com a seguinte forma,

i‘l = fl(.%') (436)

to = g(x,u) (4.37)
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onde x1 € R™ sao as varaveis do primeiro sistema, xo € R"™2 as vardveis do segundo
sistema, ni + ny = n a dimensao total dos dois sistemas e u € U C R™ o conjunto das
varaveis de controlo em que U é o conjunto compacto que define o dominio de controlos

fasiveis. Assim, temos z = (21 x2) € R" como sendo o vector de estado do sistema.

A equagao (4.37) pode-se desenvolver para que se torne mais simples,

iy = g(z,u)
= g(@,ux) + B(z)u
= g(@,ur) + B(x)(u — ug)
= folz) + B(z)u (4.38)

em que ug, é o valor do vector de controlo para um dado tempo 7 e B(x) = (agéﬂ“)) .
U=ug

Uma particularidade deste sistema é que fi é menos duas vezes diferencidvel, fo e B
sao diferencidveis com gradientes continuos. O vector de estado parcial x3 e o vector de

controlo u sao assumidos como sendo condicoes de fronteira,

Umin <u< Umax (4 39)
Tpin S T2 S T2, 00

min —
Pode existir, na eventualidade, restri¢oes de desigualdade ¢(.) associadas ao vector de

estado parcial 5 e controlo u.?

CC((ZQ)) f[;) (4.40)

Supondo que a trajectéria de referéncia s(t) € R™ dada pelo vector de estado parcial
x1, € conhecida no intervalo de tempo [79,7¢]. Esta trajectéria de referéncia pode ser
uma trajectéria tempo-espago bem como de estados fixos. O proposto método de con-
trolo predictivo tem como objectivo determinar os valores do vector de controlo u que

permitam cumprir a trajectéria nominal s(t).

Tendo agora em atencao, um dado instante de tempo, arbitrario 7, € [r, 7y], o estado
conhecido zp = x(1;) e considerando que zp11 = x(Tk4+1) = (7% + 0;) (onde 6§, é
o incremento de tempo) proceda-se & expansao em segunda ordemda série de Taylor

sobre valor actual de z1, do vector de estado parcial £; e uma expansao em primeira

2 As condicdes de fronteira também podem ser entendidas como restricbes de desigualdade
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ordem sobre valor actual xg, do vector de estado parcial zo. Isto acontece porque o

grau relativo da equacao (4.36) é um, ja o da equacao (4.37) é nulo.

o7
Tiyr = 21, + 07 filzw) + F[Frfi(an) + Fa(fa(ar) + Blz)u)] (4.41)
T2, = T2, + 67 (f2(zk) + B(xr)uk) (4.42)
em que F} = (%@)x:xk e Fh = (%)mzm sao os Jacobianos da matriz f; relativo

a x1 e T2, respectivamente, em x = x.

Seja :U;Ef e a:;ef os valores de referéncia dos respectivos estados em 7511 = 7% + &, entao

para Tj41 o erro dos estados z1, , e g, ., em relacao a trajectéria nominal ¢ dado por,

_ ref
Clprr = X1 " = Tl

_ .ref
€241 = Lo " T X244

(4.43)

com isto é possivel formular o problema de controlo num problema de minimizacao
quadrética, que pretende encontrar o controlo u capaz de minimizar a diferenca entre a

trajectéria nominal e a calculada. Numa outra notacgao,

: _ 1yy..ref 2 1y|.ref 2
1}}}? J(uvT) = §||x1 - x1k+1||Q1 + QHlé - x2k+1HQ2
(4.44)
= %€1T,€+1Q161k+1 + %egk+lQ2€2k+l
sujeito as restrigoes,

57—min S 67— — YTmazx (445)

c(u) <0 (4.46)

c(ry) <0 (4.47)

onde Q1 e (Y2 sao matrizes positivamente definidas.

O erro médio entre a trajectéria de referéncia s"/(7) e a trajectéria verdadeira s(7) é
dado pelo RMSE(Root Mean Square Error), este representa desvio médio que a aero-

nave faz em relacao a trajectéria de referéncia e calcula-se através da seguinte expressao,
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RMSE:( ! /TfHsref(r)—s(T)szt)l/Z (4.48)

Tt =70 Jry
4.3.1.2 Controlo de Trajectérias 4D
Para aplicar o controlo predictivo a um determinado veiculo, em primeiro lugar terd de

se especificar qual o modelo dinamico pelo qual se rege. No caso das aeronaves, que é

onde vai ser aplicado a este tipo de controlo no decorrer deste estudo é,

67 Tmaz cos(a +er) — D

14 — gsiny (4.49)
m
"')/ _ L + 5TTm<;Ta;‘S;n(a + CT) COS¢ . %COS’Y (450)
¢ _ L+ 6TTmax SIH(OZ + GT) COS(b (451)
mV cos~y
¢ =p+ (gsin¢ + rcos ¢) tan 0 (4.52)
0 = qcosp —rsing (4.53)

1
p = W[IZ(QSbCl + (Iy - Iz)qr) + I:cz(QSan + (Ix - Iy + Iz)qp - Ixzqr)] (4'54)
zty — txz
1
q= I—[Qsccm + L.(r* = p?) + (I, — I,)2p] (4.55)
Yy
1
= QSbC, + (I — I)pq) + I (QSVC) + (Iy — I, + 1) qz — I..pq)]| (4.56)

LI, — 12, [

0=a+~ (4.57)
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No caso de uma aeronave a aplicacao deste tipo de controlo tem de ser faziada, denomi-

nado controlo em cascata, assim na primeira fase temos,

0

B B I

T = 2 ) T2 = Y ) U = 5
h " 56

T

em que 0 e ¢ sdao denominados controlos primérios, d. e d7 controlos secundérios.

Do processo de optimizacao de trajectoria tem-se,

)\Tef Vref

ref _ ref ref _ ref

Ty = ¥ ) Ty ™ = Y )
ref ref
h Y

Aplicando o processo de optimizagao da equagao (4.44) é obtido o controlo u capaz de
satisfazer a restrigoes descritas. Na segunda fase do controlo predictivo, 6 e ¢ do controlo

u obtido anteriormente passa a ser uma referéncia, pelo que os novos x1 e 9 sao,

gre f 0

wref _ xref _ 0
1 ¢7"ef ! 2 !

0

onde as taxas sao nulas para garantirem as condicoes de quasi-equilibrium.

O processo de optimizacao para obter os controlos, quer secundérios como primarios,
tem de ser feito através de programas computacionais, ora, como ja foi referido para
aplicar este tipo de controlo a uma aeronave é necessario que ela contenha no controla-
dor de voo o seu proprio modelo dinamico. Para que sejam feitos estes dois processos
de optimizacao em tempo util é necessario que o sistema seja baseado numa lingua-
gem de programacao rapida e o algoritmo de optimizagao seja ele também rapido. O
mesmo acontece com a simulcao, se nesta nao forem utilizados algoritmos de resolucao
de problemas de programacao nao linear, rdpidos e arquitectados em linguagens rapidas

também o tempo de simulagao podera ser demorado.
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4.4 Aplicacao

Estudo o modo como se estrutura o processo de optimizagao de trajectéria para o pro-
blema de navegacao 4D, vai ser aplicado a dois tipos de missao, a primeira, uma missao
directa entre dois waypoints com variacao da altitude, tipica de um voo comercial. A
segunda missao é em circuito para provar as capacidade dos métodos de optimizagao de
trajectéria pois a dificuldade de obter uma trajectéria optima é maior. Nesta ultima
missao ainda serd aplicado o controlo a uma porcao da trajectoria, pois a ferramenta

computacional nao permite para mais.

Em ambos os exemplos vai ser utilizado o MatLab tanto para obter as trajectérias

Optimas através do programa fmincon da Optimization Tollbox.

As duas aplicacoes serao aplicadas a uma aeronave nao tripulada, SkyGu@Qrdian exis-
tente no Departamento de Ciéncias Aeroespaciais da Universidade da Beida Interior

cujas caracteristicas estao no Apéndice A.

No problema de navegagao 4D trabalhar-se-a na referéncia geodética com distancias em
quiléometros e e velocidades em quilémetros por hora, isto para que haja uma reducgao de
escala e a convergéncia se torne possivel e mais rapida, caso contrario, como levaria-se
muito tempo de simulagao podendo mesmo acontecer que nao houvesse convergéncia

para uma trajectéria 6ptima.

4.4.1 FExemplo I

Nesta primeira aplicagao serd realizada uma missao entre Castelo Branco, Fundao e

Covilha num voo tipico de uma aeronave comercial.

4.4.1.1 Plano de Voo

Na tabela 4.1 esta descrito o plano de voo, com todos os waypoints que aeronave tera
de percorrer, especificando posicao e tempo de chegada em cada um deles. Os tempos
de chegada a cada waypoint, bem como as altitudes para sao escolhidas tendo sempre

em conta as restrigbes dindmicas e estruturais do UAV SkyGu@Qdian.

Os waypoints 1, 11 e 14 da tabela 4.1 sdo Castelo Branco, Fundao e Covilha, respectiva-
mente, os restantes sao para ajudar a delinear o trajecto que se pretende que a aeronave

faga.
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Longitude A Latitude ¢ Altura b Tempo de Chegada T

Ne [deg min seg| [deg min seg] [m] [horas|

1 7° 29 35.00" W 39° 49’ 25.71” N 400 0.000 Catelo Branco
2 7° 29" 37.00" W 39° 50’ 34.82” N 500 0.035

3 7° 29 39.00" W 39° 51’ 33.38" N 600 0.070

4 7° 29" 41.00” W 39° 52’ 39.86” N 600 0.080

5 7° 29" 41.50” W 39° 54’ 50.26” N 700 0.120

6 7° 29" 42.00" W 39° 56’ 55.38” N 800 0.165

7 7° 29" 45.007 W 39° 59’ 15.04” N 800 0.210

8 7° 29" 47.007 W 40° 01’ 17.12” N 800 0.245

9 7° 297 49.00” W 40° 03’ 45.92” N 800 0.280

10 7° 29 51.00” W 40° 05’ 31.38” N 800 0.325

11 7° 29 53.00” W 40° 08’ 12.56” N 800 0.370 Fundao
12 7° 29 55.00” W 40° 11’ 06.43” N 750 0.415

13 7° 30" 00.00” W 40° 14’ 07.43” N 650 0.450

14 7° 30 02.007 W 40° 177 02.02” N 600 0.480 Covilha

TABELA 4.1: Coordenadas dos Waypoints entre Castelo Branco e Covilha
4.4.1.2 Trajectoria Optima

O processo de optimizagao de trajectéria vai ser feito através de dois métodos directos, o
método da Colocacao com integracao trapezoidal e o método pseudoespectral utilizando
polinémoios de Chebyshev. O esquemas de Runge-Kutta nao foram utilizados, pois o
metodo da Colocagao deriva destes e o facto de ser um método implicito d4 uma solugao

mais refinada.

Para este exemplo os dois métodos convergiram para uma solucao é necessario desde
logo especificar as condigoes de fronteira das varidveis de estado e controlo (tabela 4.2),

ou se quisermos das varidveis de programacao nao linear.

Como se viu na formulacao do problema 4D, as restrides nos waypoints sao obrigatorias
(equacao (4.17) pelo que as estimativa inicial ndo precisa de ser muito proxima da
solugao, se for, tanto melhor pois a convergéncia é mais rapida. O que se faz na pratica

é arrancar as varaveis no meio das suas condioes de fronteira.
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Mrs)  w(ry)  h(ry) J
[m] [m] [km]
Colocagio ~0.1309 0.7031 0.5998 2.8 x 10~8

Pseudoespectral —0.1309 0.6999 0.5058 3.7 x 1074

TABELA 4.3: Valores das varidveis de estado no final da trajectéria

Relativamente ao nimero de nés (N +1), ndo existe nenhum nimero que se deva utilizar,
pois esta tematica ainda é um campo por explorar. O facto é, que p niimero de nés é
implicado pelo método utilizado e pela quantidade de varidveis de programacgao nao
linear que o meio computacional aguenta. O que se fez neste estudo, quanto ao método
da Colacacao, foi definir o nimero de nés igual ao nimero de waypoints. O que se
fez na realidade foi diminuir a escala do problema, passar para a referéncia geodética e
trabalhar com unidades de maior escala, assim consegui-se ter o tempo em horas que
faz com que o passo no tempo seja pequeno nao afectando o método de integracao.
Quanto ao método pseudo espectral como o problema é tratado num outro espago, o
tempo estd parametrizado e os nds sé coinsideriam com os waypoints por mero acaso.
Entao o nimero de nés (N + 1) utilizado foi 20 que foi a partir do momento que houve

convergéncia para uma solucao.

O valor do Indice de Performance ou funcdo de custo representado na tabela 4.3 é
praticamente igual nos dois métodos. As restricbes também elas sdo cumpridas pelo que
nas figuras (4.1), (4.2) e (4.3) mostram que para os dois métodos a trajectdria passa
nos waypoints pré-definidos. A pesar de na figuras(4.1) parecer que para o método
pseudoespectral existe bastanta oscilacao, em relacao ao método da Colocagao é verdade,
mas projectada a trajectéria no terreno (figuras (4.4) e (4.5) utilizando o Google H earth

consta-se que elas sdo quase coincidentes (4.6).

Relativamente ao comportamento da Velocidade (figura (4.7)) ela coincide praticamente
quer num método quer no outro, o Angulo de trajectéria (figura (4.8) também tem
uma resposta temporal muito parecida na aplicacao dos dois métodos diferenciando-se
apenas no facto que o método pseudoespectral proporciona uma variagdo mais suave, o
Rumo por sua vez apresento uma resposta (4.9) com uma diferenca de amplitude de 0.50
que nao siginificativa visto que a trajectoria é cumprida nos dois métodos. Quanto aos
controlos (figuras (4.10), (4.11) e (4.12) a unica situagao a referir é que com o método

pseudo espectral a suas respostas sao mais suaves.

O facto de o método pseuespectral possuir respostas mais suaves é importante pois
num voo nao se que picos de movimentos quanto mais se suavizar uma trajectoria mas

probablidades se tem para fazer um voo seguro.
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F1GURA 4.5: Projecgdo no terreno através Google Hearthd a Trajectoria obtida pelo

método Pseudoespectral
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Rumo v [rad]
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Longitude A Latitude ¢ Altura b Tempo de Chegada 7
Ne [deg min seg] [deg min seg] [m] [h]
1 7° 28 45.66” 40° 15’ 54.29” 700 0.000 LPCV
2 7° 29’ 37.84”7  40° 15’ 55.50” 750 0.014
3 7° 307 28.55”  40° 15’ 57.79” 800 0.023 Refugio
4 7° 317 36.32”  40° 16’ 38.79” 1100 0.051 S.Martinho
5 7° 32’ 05.08” 40° 17’ 35.86” 1500 0.072 St.Maria
6 7° 317 27.137  40° 18 1947 1350 0.085
7 7° 307 32.76”  40° 18’ 45.15” 1250 0.097
8 7° 29’ 45.49”  40° 18 58.96” 1150 0.120 Vila do Carvalho
9 7° 28’ 32.44”7  40° 19’ 05.28” 1000 0.136
10 7° 27 24.737  40° 18 53.08” 850 0.157 Teixoso
11 7° 26’ 56.44”7  40° 17’ 52.36” 810 0.175
12 7° 27 09.48" 40° 16’ 45.91” 760 0.193
13 7° 27 37417 40° 16’ 14.20” 730 0.213 Boidobra
14 7° 28 14.22”7  40° 15’ 59.65” 710 0.221
15 7° 28’ 45.66”  40° 15’ 54.29” 700 0.232 LPCV

TABELA 4.4: Coordenadas dos Waypoints para uma missao em circuito
4.4.2 FExemplo 11

Neste exemplo a missao que se propoe é efectuar um voo em circuito em torno do
Conselho da Covilha com inicio e fim aerédromo deste (LPCV), passando por algumas

das localidades deste conselho.

Este exemplo feito prepositadamente visto que conseguir trajectérias em volta é mais
complicado, e assim testa-se a capacidade da optimizacao de trajectéria e dos métodos

a que se recorre no ambito deste trabalho.

4.4.2.1 Plano de Voo

O plano de voo para esta missao esta especificado na tabela 4.4. A escolha dos waypoints,
da mesma forma como se procedeu no exemplo I, teve de ter em contam facores dinamicos

da aeronave, como velocidade de cruzeiro, angulo de ataque maximo, etc.

4.4.2.2 Trajectoria ()ptima

A abordagem para este problema é em tudo igual ao exemplo anterior, com as restri¢oes
das variaveis de estado e controlo (tabela 4.2). Aplicando os dois métodos que resolvem
o problema de optimizagao de trajectéria constatou-se que o método da Colocagao nao

consegue convergir, mesmo tentando aumentar o nimero de nds nao foi possivel obter
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Ap)  e(ry)  h(ry) J
[m] m]  [km]
Pseudoespectral —0.1305 0.7026 0.5749 3.7 x 1077

TABELA 4.5: Valores das varidveis de estado no final da trajectéria

dados consistentes para este método. Ja para o método pseudoespectral consegui-se
uma trajectoria nominal que passou por todos os waypoints pré-definidos. A tabela 4.5

mostra os valores finais que a funcao de custo pretende minimizar.

O numero de nés (N + 1) utilizados foi 25, o porqué deste nimero é devido ao facto que
para numeros de néds inferior a este o método nao convergia para uma solucao, a partir
deste valor o tempo de calculo j4 se tornava elevado pois o niimero de varidveis aumenta
nove vezes mais (6 vaidveis de estado e 3 de controlo) e a partir do momento que tem

uma trajectoria que cumpra todas as restricées nao é necessario refinar o método.

Relativamente aos dados obtidos, constatou-se que o método pseudoespectral muito
em voga na actualidade, foi capaz de encontrar uma solucao capaz de cumprir todos
as restrigdes (minimizar o atraso em cada waypoint), as figuras (4.13), (4.14) e (4.15)
mostram isso mesmo, o Unico problema acontece no waypoint final, pois como nao faz
parte das restricbes do programa computacional utilizado, mas sim da funcao de custo,
este nao consegue refinar solugéo, no entanto a restante trajectéria é conseguida. Em
relagdo a Longitude e Latitude(figuras (4.13) e (4.14) respectivamente), a trajectoéria
nao poderia ser mais suave, ji a Altitude (figura (4.15)) apresente alguma oscila¢ao, nao
é muita porque se projectar-mos a trajectoria em 3D vé-mos que nao existem oscilacoes
muito acentuadas. Isto acontece porque os tempos de chegada para cada waypoint sao
muito préximos uns dos outros e o tempo para finalizar a trajectéria é relativamente
pequeno em relagao a velocidade de cruzeiro da aeronave, o que significa que a trajectéria
terd de ser feita a uma velocidade no limiar da velocidade de cruzeiro (figura (4.18)) ,
implicando variagoes constantes de aceleragoes (figura (4.21)) e do Angulo de Trajectéria

(figura (4.19)) para que nao se ultrapasse a restri¢ao imposta para a velocidade.

Os controlos representados nas figuras (4.21),(4.22) e (4.23), que nao sao nada mais que
as variagoes da Velocidade, Angulo de trajectéria e Rumo, séo por si s6 um indicador
do que uma aeronave com estas caracteristicas dinamicas tera de realizar para cumprir

esta trajectéria com estas especificagoes.

Como ja foi referido a pré-definicao dos waypoints, para este plano de voo, foi proposi-
tada visto que a partida seria uma trajectoria dificil de realizar. Tanto é, que aplicando
o método da Colocacao nao é possivel obter uma trajectoria nominal o que nao acon-

tece com o método pseudoespectral. Sendo assim, este dltimo da boas indicagOes para
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resolver todo o tipo destes probemas. O proximo passo serd encontrar programas com-

putacionais com melhor capacidade em termos de procura de solugoes em programagao

nao linear e tempo de convergéncia para a solugao.
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4.4.2.3 Controlo de Trajectéria de Referéncia

Com a trajectéria nominal obtida, o préximo passo serd controlar a aeronave ao longo
da referéncia. O método que foi descrito é o denominado controlo predictivo que per-
mite controloar sistemas nao lineares através de uma determinada referéncia. O que se
pretenderia, neste exemplo, era determinar o controlo ao longo de toda a trajectéria,
optou-se no entanto por fazer o controlo num trogo da trajectoria, isto porque para mi-
nimizar a equacao (4.44) foi utilizado o algoritmo de optimizacao nao linear fmincon do
MatLab, que demora muito tempo de simulacao se tiver-mos uma tolerancia da solugao

na ordem dos 1073,

Esta tolerancia é o minimo que se pode impor, pelo menos para esta ferramenta, pois
caso contrario iria-se ter um erro entre a trajectéria nominal e a controlada que nao era
aceitdvel. Assim, realizou-se a simulacdo de um voo controlado entre o aerédromo da

Covilha e a Freguesia do Refugio.

Poderia-se pensar, em analogia ao que se na optimizacao de trajectéria, uma mudancga de
escala. Neste caso a mudanga de escala iria prejudicar o processo de optimizagao, pois se
passasse-mos as distancias para quilémetros e o tempo para horas, as taxas de arfagem,
rolamento e guinada ficariam com valores escalares muito elevados o que dificultaria a
convergéncia. Por isto, tem de se simulaar com o tempo em segundos e as distancias em

metros, o que implica ainda mais tempo de simulacao.

Constata-se nas figuras (4.24), (4.25) e (4.26) que o controlo predictivo é capaz de con-
trolar a aeronave ao longo de uma trajectéria de referéncia. O facto da trajectéria
controlada nao coincidir exactamente com a trajectoria de referéncia que pode ser ob-
servado no exemplo 3D (figura 4.27) ou na projeccao no Google Hearth é devido ao
facto da tolerancia de minimizacdo ser de 1073, e como é obvio o facto da Latitude e
Longitude serem trabalhadas em radianos implicando que erros na ordem da milésima
em relagdo a trajectéria nominal, provocam discrepancias entre trajectérias na ordem

das centenas de metros.

O Angulo de Trajectéria e o Rumo (figuras 4.30) e 4.31) sao praticamente cumpridos
pelo controlador (caso contrario nao era possivel seguir a trajectéria nominal), j& a
Velocidade (figura 4.29) apresenta alguma oscilacao, este acontece porque no modelo
dinamicao da aeronave ¢é utilizada uma traccdo maxima média, inicialmente aprocimou-
se a tabela 2.1 pelas fungoes multiquadréticas de Hardy (ver Capitulo 2). Apesar da
aproximagao da Traccao maxima pela Traccdo maxima média ser grosseira é facto é que

o tempo de simulagao é reduzido em muito.
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s \%4 % P
m]  [m/s] [rad] [rad]
0.2310 2.0523 0.0041 0.0003

TABELA 4.6: Erro RMSE entre a trajectéria nominal e a efectuada pelo controlador
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F1cUrA 4.24: Comportamento da Longitude na trajectétia nominal e na controlada

O erro médio RMSE, calculado pela equagao (4.48), entre a trajectéria nominal e a

produzida pelo controlador para as varidveis de referéncia esta descrito na tabela 4.6.

Relativamente as restantes varidveis de estado do modelo dinamico da aeronave, obseva-
se que o angulo de pranchamento ¢ representado na figura (4.32) é praticamente nulo
que era de esperar visto neste trogo nao existe nenhuma volta para a aeronave efectuar.
Quanto ao angulo de arfagem 6 (figura (4.33)), este possui uma resposta parecida ao
Angulo de trajectéria pois estao relacionados atravé da equacao do trim 4.57. O ruido

que apresenta na realidade nao fasivel pois a dinamica da aeronave nao o permite.

Quanto as taxas p, ¢ e r, a sua resposta temporal tende a permanecer nula (figuras
(4.34), (4.35) e (4.36)), excepto a taxa de arfagem ¢ que tem de variar para que seja

possivel cumprir a trjectéria em altitude.
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F1GURA 4.26: Comportamento da Altitude na trajectétia nominal e na controlada
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FI1GURA 4.27: Trajectéria 3D nominal e controlada
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F1GURA 4.28: Projecgao no terreno através Google Hearth da Trajectoria de referéncia
(branco) e da Trajectéria realizada (azul)
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FiguraA 4.31: Comportamento do Rumo na trajectétia nominal e na controlada
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Conclusao

Este trabalho tem como objectivo formular, modular, aplicar e resolver o problema de
optimizacao de trajectérias 4D definidas por waypoints. Para que tal acontece-se, foi

necessario antes demais, saber onde é que o problema se encontra na actualidade.

O projecto de trajectorias 4D sé pode ser resolvido através do processo de optimizagao.
No Capitulo 2 foi revisto o modo de funcionamento e as bases mateméticas necessarias
para se poder compreender e aplicar métodos de optimizagao. Durante este estudo
conclui-se que o tema deste trabalho s6 poderia ser resolvido através da programacao

nao linear sujeita a restrigoes.

Revista a teoria dos métodos de optimizacao, o préximo passo foi compreender em que se
basei o controlo 6ptimo, também denominado, em Aerondutica, de optimizacao de tra-
jectoria (Capitulo 3). Em optimizacao de trajectéria existem dois métodos que resolvem
este problema, os métodos indirectos e os métodos directos. Os métodos indirectos para
resolverem o problema de optimizacao de trajectoria recorrem ao principio do maximo
de Pontryagin que estabelecem um conjunto de condigoes necessarias para a solugao do
problema. Por sua vez, os métodos directos, acentam todos eles no principio de trans-
crever o problema de optimizacao de trajectéria para um problema de programacao nao
linear. Para que seja possivel esta transcricao é necessario descretizar as equacoes da
dinamica do sistema e as restricoes. E neste ponto onde reside a possivel resolucao do

problema deste trabalho.

Visto que as equagoes de estado sao todas elas diferenciais, os métodos de descretizacao
acentam nos esquemas de integracao. Como ja foi referido alguns destes métodos sao
bastantes conhecidos nomeadamente aqueles que derivam dos esquemas de Runge-Kutta,

entre eles o método da Colocacao com integracao trapezoidal utilizado neste estudo. Esta

83
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escolha justifica-se pelo facto dos métodos implicitos serem melhores integradores que

os explicitos.

Outros métodos capazes de resolverem problemas de integracao sao os métodos pseu-
doespectrais, estes nao tdao conhecidos como os esquemas de Runge-Kutta, mas sao
bastante utilizados para problemas dinamicos, e de uns anos a esta parte, comecam a
ser utilizados em problemas de optimizacao de trajectoria. O método pseudoespectral
utilizado neste trabalho é o que recorre aos polinémios de Chebyshev para parametrizar

as variaveis de estado e de controlo.

Estes métodos foram testados no problema de Bryson-Ho, por ser um problema ainda
muito em aberto e que a maioria dos autores de trabalhos sobre optimizacgao de tra-
jectoria faz questao de referénciar. Constatou-se que os dois métodos convergiram para
solucoes nao muito dispares entre eles e em relacao ao que outros autores obtiveram.
Contudo o método pseudoespectral aqui utilizado da solucoes coerentes relativamente

aos autores do problema.

Quanto ao tema deste trabalho, o que se fez foi separar o problema de navegacao do pro-
blema de controlo, assim determina-se uma trajectoria nominal para uma determinada

missao e depois controla-se a aeronave segundo essa trajectoria.

No problema de optimizacao de trajectérias 4D, utilizou-se os métodos de trancricao
directa para que fosse possivel transformar o problema de optimizacao de trajectéria
num problema de programacao nao linear. A abordagem é diferente nos dois métodos,
mas em ambos foi necessario aplicar uma mudanca de escala pois o programa computa-
cional utilizado para resolver o problema de programacao nao linear padece de falta de
rapidez na convergéncia e de refinamento da solucao. Para ambas as missao a maneira
como se procedeu na transcri¢ao directa foi impor que os nés da trajectoria fossem os
waypoints, assim os nos t; sao os tempos de chegada a cada waypoint. Ja4 no método
pseudoespectral tal ndo pode acontecer pois os polinémios de Lagrange sao construidos
nos nds de Chebyshev, e necessério aplicar uma mudanga de varidvel ao tempo para que

seja possivel passar para o espago de Chebyshev.

Aplicou-se este problema a duas missOes concretos. A primeiro para uma missao com
inicio em Castelo Branco até a Covilha com passagem pelo Fundao. Esta missao é
directa, apenas se definiu waypoints com diferenes altitudes para que se pudesse simular
uma missao idéntica a um voo comercial. A segunda missao a ser aplicada este problema

¢ a uma missao em torno da Covilha, com inicio e fim no aerodromo (LPCV).

No momento de planear o voo é necessario ter em conta algumas caracteristicas dindmicas

da aeronave (Velocidade e Angulo trajectéria maximo e minimo), no presente estudo
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aplicou-se ao UAV SkyGu@rdian. Os waypoints nao s6 dao a indicagdo do ponto tri-
dimensional que a aeronave deve sobrevoar como também o tempo a que deve chegar a
este, é a isto que se denomina por navegacao 4D. Entao, o que se pretende neste pro-
blema é minimizar os atrasos de passagem em cada waypoint de modo a que se consiga

executar toda a missao.

O problema do nimero de nés a aplicar a trajectoria quando se utiliza o método da
Colocagao é entao, igual ao nimero de waypoints (caso contrario nao é possivel obter
uma trajectéria nominal 6ptima), pelo que se deve ter um nimero de waypoints que
permita que o passo de integracao seja suficiente para nao acomular erros. No método
pseudoespectral o nimero de nés é um problema em aberto, porque depende também

da ferramenta computacional utilizada.

Nas missoes a que foram aplicadas o problema de optimizac¢ao, o método pseudoespectral
consegui encontrar trajectérias optimas, ja o método da Colocacao para a missao em
circuito nao consegui convergir para uma solucao. Na aplicacao para a missao de Castelo
Branco a Covilha o resultado, na utilizacao dos dois métodos foi satisfatério, podendo-
se concluir que para trajectérias com pouca curvatura o método da Colacacao funciona
perfeitamento apesar do método pseudoespectral permitir obter uma trajectéria mais
suave. Relativamente a missdao em circuito, a conclusao é imediata, pois o método
pseudoespectral é o consegue obter trajectorias éptimas. E de salientar que pode ser
possivel obter trajectdrias ainda mais suaves para a missao em circuito, o facto é que
o programa computacional nao permite experimentar um maior nimero de nds, pois
o numero das varidveis de programagao nao linear aumenta nove vezes mais(para este

problema).

Determinada a trajectéria de referéncia utilizou-se um tipo de controlo nao linear deno-
minado por controlo predictivo de passo tnico. Este controlo mostrou ter capacidades
de controlar a aeronave ao longo da trajectéria, o facto de se ter apenas simulado um
trogo da missao em circuito foi devido ao facto de se nao possuir ferramentas capazes de
resolver problemas de programacao nao linear em tempo 1til e com bastante precisao. O
que é certo é que ficou comprovado que o controlo predictivo dé excelentes indicadores

que pode ser possivel controlar uma aeronave.

Em suma, o tema do trabalho proposto foi ultrapassado. Consegui-se modelar e resolver
o problema de optimizacao e controlo de trajectérias 4D definidas por waypoints. Os
resultados obtidos foram bastante animadores pois nao tendo acesso programas compu-
tacionais arquitectados em linguagens mais rapidas e com melhores algoritmos, consegui-

se & mesma, comprovar e resolver um problema ainda nao estudado. Futuramente este
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tema pode ser explorado, na tentativa de encontrar maneiras de suavisar o os contro-
los no problema de optimizacao de trajectérias 4D, e ainda ser testado em programas

computacionais mais rapidos para poder corroborar as conclusoes deste trabalho.



Apéndice A

Dados do SkyGu@rdian

m C b Ix Iy Iz Ia:z
kg [m] [m] [kgm2] [kgm2] [kgm2] [kg.m2]
25 040 4.32 7.06 9.30 16.13 0.08

CLy CL, CLy, CL, CDy, Kgp CYz CY; CY
0.5986 4.6910 0.4051 0.0000 0.0336 0.0293 -0.3132 0.0000 0.0365

Cmyg Cmg Cmg, Cmy Cmyg Clg cl, Cl, Cls,

0.0392 -0.2367 -5.5262 -0.8544 -2.1104 -0.0583 0.1731 -0.5399 0.0570

0.0355 -0.0211 -0.0738 -0.0063 -0.0076
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