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Resumo

Nesta dissertacao, vamos considerar o modelo Lotka-Volterra. Este foi obtido na década 1920’s
independentemente por Lotka e Volterra. O modelo é dado por um par de equacdes diferenciais
nao lineares de primeira ordem e considera a interacao entre as duas populagdes. Existem
trés grandes tipos de interacdo: competicdo, cooperacao e predador -presa. Neste trabalho,
estudamos o modelo Lotka-Volterra com interacao do tipo predador-presa. Para modelar a
dinamica entre as duas populacées podemos adicionar termos ao modelo original de forma a
torna-lo mais realista e sempre que possivel estimar a sua estabilidade. No primeiro modelo a
ser analisado, sera introduzido um termo nas presas e sera estudada sua estabilidade. Um dos
termos a ser adicionado pode ser um controle, numa ou nas duas populacoes e pode ser visto
como introducao ou remocao de elementos nas populacoes. No segundo e terceiro modelo,
iremos introduzir um termo que devera ser visto como um controle. Este sera introduzido nos
predadores e sera do tipo ON-OFF. Em ambos os modelos iremos mostrar graficamente que
os modelos aparentam convergir para um ponto numa zona especifica. Todos serao modelados
usando equacdes as diferencas mas para isso & necessario escolher um esquema numeérico. Entre
0s mais comuns estdo os métodos de Euler, Runge-Kutta e Mickens. Iremos usar o método de
Mickens.

Palavras-chave

Equacoes as Diferencas, Sistemas nao Lineares, Modelo de Lotka-Volterra, Estabilidade, Siste-
mas de Estrutura Variavel
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Abstract

In this dissertation, we consider the Lotka-Volterra model. It was obtained in 1920’s indepen-
dently by Lotka and Volterra.

The model is given by two first-order nonlinear differential equations and consider the interac-
tion between two populations. The three main types of interaction are competition, coopera-
tion, and predator-prey. In this work, we study the Lotka-Volterra model of the predator-prey
type.

To model the dynamics between these two populations there can be added terms in an attempt
to make it more realistic and if it is possible, to estimate its stability. In the first model, we
add a term in the preys and its stability will be studied. One of the terms that can be added
may be a control, in one or two populations and it can be seen as an introduction or removal of
elements of the population or populations. In the second and third model, we will add a term
that should be seen as a control. It will be added in the predators and will be an ON-OFF control.
In these two last models, it will be shown graphically that the trajectories tend to converge to
a point in a specific zone. All of them will be modeled by difference equations but, to do that,
we need to choose some numerical scheme. The most common ones are Euler, Runge-Kutta and
more recently Mickens method. We will use the Mickens Method.

Keywords

Difference Equations, Nonlinear Systems, Lotka-Volterra Model, Stability, Variable Structure
Systems.
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Introducao

Volterra, em 1926, propds um modelo simples para explicar os niveis oscilatorios da colheita
de determinado tipo de peixes, no mar adriatico. O modelo apresenta o desenvolvimento de
cada espécie isoladamente e a respetiva interacdo entre elas. Portanto mostra como a dinamica
populacional de cada espécie é afetada. Se a taxa de crescimento de uma espécie aumenta e a
outra decresce as populacoes estao numa interacao do tipo predador-presa. Perante este tipo
de interacao, o modelo de Lotka -Volterra € um dos mais famosos. Existem imensos artigos dis-
poniveis quer quando ele esta modelado através de equacdes diferenciais [Mur02], quer através
de equacodes as diferencas [Liu01]. Para discretizarmos o modelo precisamos de escolher um
esquema numérico. Os mais utilizados sdo o método de Euler, de Runge-Kutta e mais recente-
mente o método de Mickens [Mic02]. Se usarmos o método de Euler, pode-se verificar que o
sistema resultante tem varias deficiéncias e em particular falha em consisténcia dinamica. O
sistema de equacdes as diferencas diz-se dinamicamente consistente com o modelo continuo se
ambos exibem o mesmo comportamento qualitativo, tais como estabilidade, bifurcagao e caos.
Num sistema de equacdes as diferencas podemos ter solucdes numericamente instaveis, isto &,
solucdes no modelo que nao correspondem a solucdes do modelo definido através de equacoes
diferenciais. De acordo com Mickens, a instabilidade numérica ocorre devido ao facto do es-
paco de parametros nas equagoes as diferencas ser maior do que o espaco de parametros nas
equacoes diferenciais. O parametro extra é o tamanho do passo a ser utilizado. Assim Mickens,
em [Mic02], prop0s seguir um conjunto de passos que permite eliminar instabilidades numéricas
nos modelos discretos. Murray, em [Mur02], estudou extensivamente o modelo descrito através
de equacoes diferenciais. Elaydi e Liu, em [Liu01], analisaram o modelo com interaccao do tipo
competicdo e cooperacao, através de equacdes as diferencas usando o esquema de Mickens.
Quando o modelo estudado (através de equacdes diferenciais ou equacdes as diferencas) € per-
turbado, introduzindo termos que expliquem o habitat ou as condicdes climatéricas o objetivo
€ tornar o modelo mais realista. A sua analise podera exigir uma monitorizacao constante. E se
pretendermos diminuir o esforco de monitorizacao constante do modelo? E se sé interferissemos
quando determinada condicdo nao é satisfeita? Portanto o modelo mantém-se inalterado se a
condicao nao ¢é satisfeita e altera-se caso contrario. Se o modelo original é dado através de
equacoes diferenciais ao perturbarmos esse modelo pela ideia descrita anteriormente, estamos
perante os chamados sistemas hibridos, [Lyg04], [Shu99]. Isto porque o novo modelo tem uma
componente continua e outra discreta. Uma subclasse dos sistemas hibridos sao os sistemas de
controle com estrutura variavel, [Eme67]. Isto é, sistemas cuja parte direita é descontinua,
[Fil6Q], [Fil88]. Em 1978, Utkin em [Utk78] apresentou ferramentas para trabalhar com es-
tes sistemas pois as ferramentas classicas nao se aplicam. Este tipo de sistemas tem imensas
aplicacées em engenharia, ciéncia dos computadores e ecologia. A investigacao é vasta neste
caso. Desde a apresentacdo do modelo a técnicas de analise de estabilidade. A complexidade
dos sistemas tais como a nao linearidade das equacdes e a necessidade de utilizarmos com-
putadores para realizar simulacdes exigem a discretizacao dos sistemas e esta-se perante uma
nova linha de investigacdo, os sistemas de controle com estrutura variavel discretos, [Ban15],
[Kao05], [Dra89]. Esta linha de investigacdo tem varias questdes em aberto nomeadamente a
estabilidade. Esta é estudada modelo a modelo. O modelo de Lotka-Volterra pode ser descrito
como um sistema de controle de estrutura variavel, ver por exemplo [Li14], [KasO5]. Assim
este trabalho esta estruturado da seguinte forma: o primeiro capitulo esta separado em trés
seccOes. Na primeira, serao apresentadas definicoes e resultados sobre estabilidade dos pontos



de equilibrio de equacodes lineares as diferencas. Na segunda, os resultados serao generalizados
a sistemas de equacoes as diferencas, lineares e nao lineares, e como estudar a estabilidade dos
pontos de equilibrio do sistema. Terminaremos com uma terceira seccao que consiste primeiro
numa breve introducéo aos sistemas hibridos. Como estamos interessados num tipo de sistemas
hibridos- sistemas de controle de estrutura variavel, abordaremos também nesta seccao os con-
ceitos relevantes para a realizacao deste trabalho. Comecaremos pelos sistemas de controle de
estrutura variavel continuos e depois os discretos. O segundo capitulo é dedicado ao modelo de
Lotka-Volterra. Comecamos por abordar o modelo continuo e depois apresentaremos a discre-
tizacao pelo método de Mickens. As trés seccoes seguintes sao dedicadas a adicdo de um termo
ao modelo. Na primeira seccao o termo sera adicionado a equacado que representa o compor-
tamento das presas e estudaremos a estabilidade local e global dos pontos de equilibrio. Na
segunda e terceira seccao serao estudados dois modelos onde o termo a ser adicionado devera
ser visto como um controle e sera aplicado apenas a equacao que representa o comportamento
dos predadores. Ambos serdo discretizados pelo método de Mickens mas o modelo final é di-
ferente. O primeiro é a nossa proposta e o segundo foi apresentado em [Bay11]. Em ambos
os modelos é analisada a natureza dos pontos de equilibrio. Depois para cada um mostra-se
através do método grafico que as trajetorias tendem a convergir para um ponto numa deter-
minada zona. Terminamos o capitulo comparando os resultados graficos obtidos. No terceiro
capitulo serdo apresentadas algumas sugestoes de como poderemos aplicar a modelacao de sis-
temas dinamicos discretos ao ensino secundario. Dada a nao linearidade do modelo, optou-se
por apresentar exercicios relativos a casos particulares do modelo. Neste trabalho temos trés
pequenos apéndices, um sobre calculo matricial, outro sobre variaveis booleanas e outra com a
apresentacao dos algoritmos utilizados.



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos Discretos

Em sistemas dinamicos, o conceito de tempo é fundamental. O tempo como parametro indexa
as transicdes do sistema de um estado para o outro. E facto do sistema depender do tempo que
torna o sistema dinamico.

Define-se um espaco de estados de um sistema dinamico como uma colecao de variaveis que
dependem do tempo e tomam valores num espaco vetorial V, tal que a informacao contida
nas variaveis num determinado instante ty é suficiente para determinar os valores das variaveis
em todo o tempo. Os valores destas variaveis num dado instante é o estado do sistema nesse
instante.[LamO03]

No caso continuo, a evolucdo do sistema é dada por equacdes diferenciais, isto €, um estado
flui para outro segundo uma equacéao diferencial. No caso discreto, a evolucéo das variaveis de
estado dependem do tempo mas este toma valores inteiros, isto €, um estado salta para outro
segundo equacdes as diferencas. No entanto, o caso continuo pode ser modelado e analisado
por sistemas dinamicos discretos.

Neste trabalho o nosso foco é em sistemas nao lineares, mas primeiro é necessario apresen-
tar os conceitos basicos de equacdes as diferencas. Assim este capitulo esta dividido em trés
seccoes. Na primeira seccdo comecamos por abordar o conceito de equacdes lineares as di-
ferencas e um pouco sobre o estudo dos seus pontos de equilibrio. Existem muitas situacoes
que para serem descritas necessitam mais do que uma equacao as diferencas. Temos entao
um sistema de equacdes. Os sistemas lineares satisfazem principios que sao excepgdes e ndo a
regra e a sua simplicidade permite o desenvolvimento de teorias matematicas apesar da maioria
dos fenomenos no mundo natural apresentarem relacoes nao lineares. O comportamento dos
sistemas nao lineares varia bastante e apresenta um comportamento mais rico, portanto o seu
desenvolvimento € muito mais lento. Por um lado, nos sistemas dindmicos continuos existem
técnicas tais como aproximacao e linearizacdo que permitem obter solucdées enquanto os siste-
mas dinamicos discretos manifestam comportamentos que tornam a sua analise mais desafiante.
Assim, na segunda seccao apresentamos alguns métodos de analise para sistemas de equagdes
as diferencas. A terceira seccao sera dedicada a sistemas hibridos. Estes sistemas englobam
nas suas expressoes variaveis continuas e variaveis discretas. As variaveis discretas sao varia-
veis booleanas. Estamos interessados num tipo de sistemas hibridos, os chamados sistemas de
controle de estrutura variavel. Toda a seccao sera dedicada a definicdes e conceitos novos, pois
a teoria classica de sistemas dinamicos nao se aplica. As definicoes e conceitos criam a base
ou a estrutura que esta por tras do nosso trabalho. Para apresentar as definicGes e conceitos
seguimos os seguintes livros [Utk78], [Shu99], [Ban15] e [Kao05]. No entanto iremos cita-los ao
longo da exposicao.

1.1 Equacdes as Diferencas

Comecaremos por apresentar algumas definicdes relacionadas com equagdes as diferencas,
[Ela05h]. Assumamos que o tempo é dividido em passos ou instantes discretos, n € N.



Definicdo 1.1.1. Seja f : N x R — R uma funcao. Uma equacao da forma

Xn+1 =f(n,xpn) (1.1)

diz-se uma equacdo as diferencas de primeira ordem. Se f nao depender explicitamente de
n, isto é, se for da forma f(n, x) = g(x) entdo a equacéo diz-se auténoma. Caso contrario, a
equacao diz-se ndo-auténoma.

Nas equacdes as diferencas, cada estado depende do instante de tempo (se a equacgao for nao -
auténoma) e dos estados anteriores do sistema. Pode-se determinar a ordem de uma equacao
as diferencas através da diferenca entre o maior e o menor indice dos termos envolvidos na
equacao. Assim, se sd depender do estado anterior diz-se equacao as diferencas de primeira
ordem. Se depender de dois estados anteriores diz-se de segunda ordem. Se depender de k
estados anteriores diz-se uma equacao as diferencas de ordem k.

A equacao (fI.1) no caso de ser autéonoma

Xnt1=f(xn) (1.2)

define uma relacéo de recorréncia.

Defini¢do 1.1.2. Uma sequéncia (Xn)nen,, OU simplesmente X, diz-se solu¢cdo de uma equacdo
as diferencas se, para todos os valores de n, x,, satisfaz a equacao (.2).

Definicdo 1.1.3. A familia de todas as solucdes X, que satisfaz a equacao ([1.2) designa-se por
solucdo geral de uma equacao as diferencas, de ordem 1.

Definicdo 1.1.4. A solucdo particular de uma equacao as diferencas de ordem 1 € a Unica
solucao que obedece a 1 condicao imposta.

A solucdo geral de uma equacao as diferencas de ordem 1 depende de uma constante arbitraria
C. A solucao particular é obtida a partir da solucdo geral determinando o valor da constante C.
Esse valor ¢ obtido a partir do conhecimento do valor da solucdo do sistema no ponto inicial,
que se designa por condicdo inicial.

Consideremos uma condicao inicial, xg. O conceito de solucdo de uma equacao governada pela
relacdo de recorréncia (fi.2) é uma sequéncia de estados, determinados a partir da relacéo ({1.2)
comecando em Xg. Isto &, {xq, f(Xo0),f(f(X0)), ...} que pode ser denotada por

{x0, f(x0), F2(X0), ... f¥(X0), ...}. (1.3)

A aplicacao progressiva de f ao estado anterior do sistema designa-se um estado do sistema. A
k-ésima aplicacdo de f a condicdo inicial diz-se a k-ésima iterada do sistema. A sequéncia (1.3)
corresponde a drbita positiva de x( e vai ser denotada por O (x(). A orbita negativa de X
é denotada por O~ (xg) = {f"(xp) : n < 0}. O conjunto O(xp) = OF(Xp) U O~ (Xp) designa a
orbita de xg.

Agora vamos definir o que é uma funcao ser linear.

Definicdo 1.1.5. Uma funcao f : D — R, onde D e R sao espacos vetoriais num dado corpo F,
diz-se linear se para todo X, y € D e para todo a, B € F temos

flax+By) = af (x) + Bf(y).

A funcao é ndo linear se nao for linear.
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As equacoes as diferencas nao lineares sao governadas por funcoes de transicdo nao lineares. As
equagoes mais bem compreendidas sao governadas por equacoes “afins”. No caso de equacoes
as diferencas de primeira ordem, estas tém a seguinte forma:

Xn41 = AnXn + bn, X0 =f0(x0). (1.4)

Os valores an, b, € R e dependem do tempo. Se os termos b, tomarem o valor zero para
todo 0 n a equacdo as diferencas (1.4) pode ser vista como governada por uma funco linear
que é homogénea. Se para algum n, b, é diferente de zero entdo a equacdo ([1.4) diz-se ndo
homogénea.

Um dos objetivos chave dos sistemas dinamicos (discretos ou continuos) € compreender o com-
portamento eventual ou assintético de um processo iterativo. Isto é, dado um ponto inicial,
perceber para onde este vai e o que faz quando chega la.

Algumas drbitas podem ser muito complexas, mesmo para equacgoes ndo lineares muito simples.
Por outro lado algumas orbitas sao simples, isto €, os pontos de equilibrio dos sistemas. Determi-
na-los e estudar o comportamento das solucdes em torno deles é outro dos objetivos principais
do estudo dos sistemas dinamicos.

Recordemos a forma de uma equacao as diferencas de 1 ordem auténoma

Xnt1=f(Xn),  Xo=f"x0) (1.5)
ondef: X—>R, X CR.

Definicdo 1.1.6. Considere o sistema dado pela equacéo ({.5). Um ponto Xp € X é um ponto
de equilibrio de (.5) se f(xp) =Xp. Isto &, xp € ponto fixo da funcao f .

Ser ponto fixo da funcdo f em ([1.5), implica para todo o k € N,
Kxp) =1 (xp) = Hxp) = -+ = Xp.
Por outras palavras, a orbita positiva de x, € O (xp) = {Xp}.

Definicdo 1.1.7. Dado m € N, a drbita positiva de x( diz-se periddica de periodo m (ou de
ciclo de periodo m) se f(xq) = Xo.

Isto é, uma orbita periddica de periodo m "repete-se” a cada intervalo de tempo de compri-
mento m:
X0, X1, X2, -+ o, Xm=1, X0, X1, X2, - . ., Xm—1, X0, X1, X2, . . ..

Assim, se Xy € um ponto periddico de periodo m entao a sua drbita positiva é o conjunto
O+(X0) = {XOI X1y eens Xm—l}-

Definicdo 1.1.8. Dado m € N, a orbita positiva de x( diz-se eventualmente periodica de
periodo m (ou um ciclo eventual de periodo m) se existe um k € N tal que f(xx) = x.

Um ponto eventualmente periodico de periodo m, xg, pode néo ser peridédico mas existe k € N
tal que yo = fK(xo) é um ponto periédico de periodo m:

XO:XL---,Xk—llyOIyll---:)/m—ll}/():yll---'Ym—ll---IYO:)/I/---IYm—L----



Nesta situacdo, a orbita positiva de x é:

OT(x0) = {X0, X1, .- Xk=1, Y0, Y1, ++-» ¥Ym—-11}

e a orbita de y = fX(x() é uma orbita periddica de periodo m:

O+(y0):{)’0:}/1/---/)’m—1}

Um ponto de equilibrio pode ser classificado quanto ao seu comportamento ou natureza. Assim,
pode-se estabelecer o seguinte:

Definicdo 1.1.9. Um ponto de equilibrio x, da equacéo (1.5) diz-se:

1. Estdvel se para todo o € > 0 existe 6 > 0 tal que, para todo o n € N, temos

IXo = Xpl <6 = If(xn) —Xpl <€

2. Instdvel se nao for estavel.

3. Repulsor se existe 6 > 0 e N € N tais que, para todo o n > N, temos
0<|xo—=xpl <& = |f(xn) —Xpl > |Xn —Xpl.
4. Atrator se 36 > 0 tal que
X0 —Xpl <6 = nlergoxn = Xp.

5. Assintoticamente estdvel se for estavel e atrator.

6. Globalmente assintoticamente estavel se for assintoticamente estavel e pudermos tomar
”§ = 00” na definicao de estabilidade assintotica.

7. Globalmente atrator se for atrator e pudermos tomar ”6 = c0” na definicao de estabilidade
assintotica.

Perante a dificuldade de classificar a estabilidade de um ponto de equilibrio, podemos ten-
tar contornar a situacdo usando uma técnica grafica, nomeadamente o diagrama de degraus
(Cobweb diagrams). Esta permite perceber o comportamento da solucao em torno do ponto de
equilibrio mas ndo é uma demonstracao da estabilidade das solugdes. Para isso, existem alguns
resultados que nos auxiliam.

Definicdo 1.1.10. Um ponto de equilibrio xp de (1.5), diz-se hiperbélico se If (xp)| #1.

Teorema 1.1.11. Seja Xp um ponto de equilibrio da equagao (1.5) e f continuamente diferen-
ciavel em xp.

1. Se |f’(xp)| < 1 entdo xp € assintoticamente estdvel.
2. Se |f'(xp)| > 1 entédo xp, é instdvel.

No caso do ponto de equilibrio ser nao hiperbolico, temos de recorrer a determinacéo e analise
das derivadas de ordem superior. E a andlise do valor das derivadas de ordem superior que
permite classificar o ponto de equilibrio e o que sucede as solugbes que passam perto dele. Os
resultados a utilizar podem ser vistos em [Hol83], [Koc91], [HomO05] e em [Ela05a].
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1.2 Sistemas de Equacdes as Diferencas

As definicdes e resultados de sistemas dinamicos discretos fornecem uma base que nos permite
estudar modelos que envolvem interacao. Como o termo interacdo implica a existéncia de duas
ou mais variaveis de estado, vamos agora generalizar os resultados da seccao anterior a sistemas
de equacoes.

Consideremos um sistema dinamico discreto autonomo governado por k equacdes:

x1(n+1) =fi(x1(n), x2(n), ..., xk(n))
Xa(n + 1) = fa(x1(N), x2(n), ..., Xk(N))

Xk(n+1) = fk(x1(n), x2(n), ..., Xk (N))

ondefj: X C RK >R, j=1,..., k. Consideremos o caso em quefj: X C RK >R, paraj=1,..., k
é linear. Entéo o sistema (f.€) pode ser reescrito na forma

Xnt1=AXxn (1.7)

onden>ng >0, Xpr1 = (X1(N+1),Xa(N+1),..., xk(n+1)) € RK e A é uma matriz k x k com
coeficientes constantes.

Tal como para equacdes as diferencas, uma solucao de um sistema linear é uma sucessao de
estados onde cada estado satisfaz a relacéo ([1.7).

Definicdo 1.2.1. A solucdo do sistema ([.7) é uma sucessio (xn)8° e cada elemento x, € R.
Relativamente aos pontos de equilibrio do sistema ({i.7) a definicao formal é:

Definicdo 1.2.2. Consideremos o sistema dado pelas equacdes de transicdo (i.6) onde para
cadaj=1,....k, fj: X € RK = R é linear. Um elemento xp, no dominio de f = (f1, f2, ...fk)
diz-se um ponto de equilibrio do sistema se f(Xp) = Xp.

Os pontos de equilibrio podem ser categorizados pelo seu comportamento mas para isso preci-
samos de apresentar o conceito de norma num espaco vetorial.

Definicdo 1.2.3. Seja V um espaco vetorial. Uma funcao escalar || x| : V C RK —s R diz-se
uma norma se

« |Ix]l > 0 para todo x € V;

[Ix]| = 0é equivalente a x = 0;

[lax|| = |a] [|x]|| para todo x € V e para todo a € R;

Ix+yll <lIxll+ 1yl vx,y eR.

Teorema 1.2.4. Seja Xp uma solucao do sistema (1.7) e xo uma condicao inicial. A solucao
diz-se

1. Localmente estdvel se dado € > 0 e ng >0, A6(¢, np) tal que

[0 = Xpl| < 8= ||xn —xp|| <& Vn = no;



2. Localmente uniformemente estdvel se 6 pode ser escolhido independentemente de ng;
3. Instdvel se nao é estavel.

4, Atrator se
35 =6(no) : ||xo = xp|| < 6= im Xn = Xp.

5. Uniformemente atratora se a escolha de § for independentede ng: 36 >0:Ve >0, ng >
0, 3N = N(¢g) independente de ng tal que

HXn _po <& Vn=ng+ Nsempre que on —Xp|| <é.

6. Assintoticamente estdvel se é estavel e atratora e uniformemente assintoticamente estd-
vel se é uniformemente estavel e uniformemente atratora.

7. Localmente exponencialmente estdvel se 36 >0,M >0en e (0,1):
P =xpl| < Mjx0 = xp|[ "=,
sempre que ||xo — Xp | < 8.
8. Uma solucao x,, € limitada se para alguma constante M,
IXnll <M, ¥ n = no,
onde M depende de cada solucao.

Se de 1. até 7. excepto 3. 6§ = ”00” entdo a estabilidade diz-se global.
A estabilidade de um ponto fixo xp de (1.7) é caracterizada pelos valores préprios da matriz

associada ao sistema. Ver Apéndice [A.1.
lIAX]|

—— Ixll # 0} :

lIxI
Sejam A1, Ag, ..., Ak os valores proprios da matriz A do sistema (1.7). O raio espectral da matriz
A é dado pela seguinte expressao

Dada uma matriz A, k x k. A sua norma é dada por ||A| = max{

p(A) =max{[Ail: i€ {1,...,k}}.

Para qualquer norma, p(A) < ||A]|. Seguem alguns resultados envolvendo o raio espectral e a
natureza da solucéo do sistema ({.7).

Teorema 1.2.5. Se p(A) < 1, entdo toda a solucdo (x,) do sistema ({.7) satisfaz a condicdo
l]m Xn = 0.
n—oo

Corolario 1.2.6. Um ponto de equilibrio do sistema ({.7) é assintoticamente estavel se e s6 se
pA) <1

Teorema 1.2.7. Se p(A) > 1 entdo existe uma solucdo x, do sistema (f.7) arbitrariamente
proxima da solucdo nula, que satisfaz a relacao nlirrgollxnll = 00,

Corolario 1.2.8. A solucéo (xp) de (fl.7) é instavel se p(A) > 1.
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Estabilidade por aproximacao linear

Os resultados anteriores sao relativos a sistemas lineares, mas sao os modelos nao lineares que
retratam melhor a realidade. Estes podem apresentar comportamento caédtico e imprevisivel.
Neste trabalho, o nosso foco é em sistemas discretos nao lineares e uma ferramenta fundamental
na sua analise € a linearizacao do sistema em torno do ponto de equilibrio.

Em sistemas unidimensionais, dada uma equacéo onde a funcao f : X — R, X C R é diferencia-
vel, a linearizacao em torno do ponto de equilibrio x é dada por (~ significa aproximadamente)

Fx) = f'(Xp)(X = Xp) + Xp.

Para sistemas de ordem superior Lyapunov e Perron criaram um método de linearizacao apli-
cado a equacdes diferenciais. Vamos apresentar os dois métodos adaptados as equacdes as
diferencas.

Comecamos pela perspetiva de Perron adaptada a sistemas de equacodes as diferencas nao line-
ares.

Dado o sistema

Ynt1 =Ayn+9(yn) (1.8)
consideremos a sua componente linear
Zn+1 :AZn (1.9)

onde A é uma matriz k x k e g : G —» RK, G ¢ RK é uma funcéo continua. Pode-se ver (f.8§)
como uma perturbacdo de (f.9). A funcédo g(yn) representa a perturbacao devido a um ruido,
falha de medicao, etc.

O sistema ([1.8) pode surgir da linearizaco do sistema, autdnomo, nao linear:

Xny1=f(xn) (1.10)

onde f : G —» RK, G c R é continuamente diferenciavel no ponto de equilibrio, xp. Isto &,

of
numa vizinhanca aberta de xp, a—(xp) existe e & continua para todo 1 < (< k.
Xi

]
O sistema ([1.10) pode ser linearizado da seguinte forma:
Escreve-se f = (f1,f2, ..., fk)| e calcula-se a respetiva matriz jacobiana de f no ponto de
equilibrio, Df (xp). A matriz jacobiana de f no ponto x = 0 € dada por:

My N (0)
0X1 oXn
Dfx=0 = Df(0) = : ’ :
ofn ofn
Se yn = Xn — Xp entéo
of
Xnt1=f(Xn) © Ynt1=f(Yn+Xp) —Xp = g(xp))’n +9(yn) =Df(Xp)yn +9(¥n)

onde g(yn) =f(¥n+Xp) —Xp — Df (Xp)yn.
Se assumirmos que A = Df(xp) entao obtemos o sistema (1.9). Tendo em consideracdo as
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hipoteses assumidas por f, concluimos que g(y) = o(|lyll) quando ||y|| tende para zero. Por
outras palavras, para todo n € Z*, dado € > 0, existe § > 0 tal que sempre que |ly|| < 4,
g1l < ellyll-

Caso xp =0 temos g(yn) = f(¥n) —Df(0)yn = f(¥n) —Ayn. Como f é diferenciavel em xp =0,
segue que g(y) = o(|lyll) quando ||y|| tende para zero. Ou, de modo equivalente

lgW)ll
im
Iyli=0 Iyl

Corolario 1.2.9. Se p(A) < 1, entao a solucédo nula do sistema yn+1 = Ayn +g(¥n) € exponen-
ciamente estdvel. Se p(A) > 1, a solucao do sistema é instavel.

Corolario 1.2.10. Se ||Df(0)|] < 1 entéo a solucao nula de y,+1 = f(yn) é exponencialmente
estadvel.

E extremamente importante perceber que somente quando P(A) # 1 é que poder-se-a concluir
qgue o comportamento das solucées em torno do ponto de equilibrio do sistema nao linear é
semelhante ao comportamento das solucdes em torno do ponto de equilibrio do sistema linear.
Se p(A) = 1 mesmo que as solugdes dos sistemas nao linear e linear apresentem comportamento
semelhante nao é possivel afirmar que o sistema linear ”espelha” o comportamento do sistema
nao linear.

A base da teoria de Lyapunov é a Funcdo de Lyapunov associada a um dado sistema de equacoes
as diferencas. Assumamos que temos um vetor X € R™, m € N e a funcdo de transicao do
sistema é autonoma e é dada por

Xn+1 =f(Xn)

com f : X C R™ — R™ continua. Para uma dada funcional V : R™ — R definimos a variacao de
V por

AV (Xp) =V (Xn+1) — V(Xn).

A definicao de funcao de Lyapunov para sistemas dinamicos discretos é analoga a definicdo para
0 caso continuo, mas a variacdo esta a substituir a derivada do caso continuo. Segue a definicao
de Funcdo de Lyapunov segundo [Ela05a].

Definicdo 1.2.11. Uma funcdo V : G ¢ R™ — R é uma Funcdo de Lyapunov no conjunto G C R™
se:

1. V é continua em G;
2. AV(xp) < 0 sempre que X, e Xpt1 = f(Xn) pertencem a G.

A funcao de Lyapunov diz-se definida positiva num ponto fixo X, se existe uma bola aberta G
centrada em X, tal que V(x) > 0 para todo 0 X € B¢(Xp), V(Xp) = 0, X # Xp. Se 0 mesmo se
verifica mas com V(x) < 0 entdo a funcao diz-se definida negativa.

Teorema 1.2.12. Se existe uma funcao de Lyapunov V definida positiva numa bola aberta G
onde Xp € um ponto fixo de um sistema dinamico discreto m- dimensional com funcdes de
transicao continuas, entdo podemos concluir que X, € estavel. Se a variacao de V(xp) segundo
o sistema de equacbes é negativo em G sempre que Xp, Xnt+1 € G, Xn # Xp entao também
podemos concluir que X, € assintoticamente estavel. Se o exposto anteriormente se verifica
quando G é extendido a R™ e V(x,) tende para o infinito quando |x| tende para o infinito,
entao Xp é globalmente assintoticamente estavel.
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E de notar que este resultado permite-nos concluir acerca da estabilidade global do sistema
se certas condicoes forem satisfeitas. A informacao que podemos retirar da linearizacao do
sistema em torno do ponto de equilibrio, geralmente apenas permite-nos conhecer o comporta-
mento local em torno do ponto de equilibrio. O teorema pode ser utilizado para provar

o corolario e o corolario [.2.8.

1.3 Sistemas Hibridos

Vamos introduzir o conceito de sistemas hibridos seguindo as definicdes apresentadas em [Shu99].
Os sistemas hibridos resultam de uma combinacao entre variaveis que tomam valores reais e va-
riaveis que tomam valores num conjunto finito ou cintaveis. O desenvolvimento da teoria que
sustenta os sistemas hibridos foi impulsionada por: ciéncias dos computadores, teoria de con-
trole, sistemas dinamicos, programacao matematica, entre outros. Em 1998, esta ainda estava
no inicio, [Shu99]. Perante um sistema hibrido, gostariamos de conseguir definir o conjunto
de todas as trajetorias do sistema. No entanto como a definicdo é muito geral é a definicao
de autéomato hibrido que se aceita com mais facilidade. Antes de o definir vamos apresentar o
conceito de sistema de varidveis de estado continuas e a definicdo de automato finito.

Definicao 1.3.1. Um sistema de varidveis de estado continuas é descrito como um conjunto
de variaveis de estado x € R (ou mais geral numa variedade n-dimensional), e um conjunto
de variaveis externas w € RY relacionadas por um conjunto misto de equacodes diferenciaveis e
algébricas da forma:

F(x, %, w)=0. (1.11)

Na equacéo anterior x denota a derivada de x relativamente ao tempo. As solucdes de ([i.11)
sao funcodes suficientemente diferenciaveis x(t) e w(t) que satisfazem F(x(t), x(t), w(t)) =0
em quase todo o instante t € R ( cujo sentido preciso nao cabe neste trabalho).

A definicao classica de automato finito é:

Definicdo 1.3.2. Um autdémato finito é descrito pelo triplo (L, A, E). Aqui L é um conjunto fi-
nito chamado espaco de estado, A € um conjunto finito chamado o Alfabeto, cujos elementos
sdo simbolos. E € aregra de transicao: consiste num subconjunto de L XA x L e os seus elementos
designam-se por arestas ( transicdes ou eventos). Uma sequéncia (ly, ag, 1, a1, ..., ln—1, Qn-1, ln)
com (I, a;, liy1) € Eparai=1,2,...,n—1 diz-se uma trajetoria ou caminho.

A maneira usual de apresentar um automato é através de um grafo onde os seus vértices estao
em L e as suas arestas ou eventos estao em E. Assim o conjunto A pode ser visto como o conjunto
que rotula as arestas ou eventos. Na Figura podemos ver um exemplo de um autémato finito.
0 conceito de solucao de um autdémato finito consiste em todos os caminhos bem sucedidos.
Se combinarmos as definicoes anteriores temos a seguinte definicao para automato hibrido:

Definicdo 1.3.3. Um automato hibrido é descrito pelo 7-Uplo (L, X, A, W, E,Inv, Act) onde os
simbolos tém os seguintes significados.

o L é um conjunto finito, que designa o conjunto dos estados discretos ou zonas. Sao os
vértices de um grafo.

« X éum espaco das variaveis de estado do autémato hibrido, nos quais as variaveis x tomam
valores em X c R".
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Figura 1.1: Autdémato Finito

« A é um conjunto finito de simbolos que servem como rétulo para as arestas.

« W = RY é o espaco de comunicacdo continuo no qual as variaveis continuas externas w
tomam os seus valores.

« E éaregrade transicao. Os seus elementos sdo um conjunto finito de arestas ou transicoes
(ou eventos). Cada aresta é definida por um 5-uplo (1, a, Guardy, Jumpy, ) onde |, I’ €
L,a € A, Guard;r é um subconjunto de X e Jumpy € uma relacao definida por um
subconjunto de X x X. A transicdo do estado discreto [ para [’ é permitida quando o
estado continuo x esta em Guard,y, a transicao do estado continuo x para x’ é dada pela
relacdo (x, x’) € Jumpyy.

» Inv é uma aplicacao das zonas L para o conjunto de subconjuntos de X, isto &, Inv(l) c X
para todo [ € L. Sempre que o sistema esta na zona [, o estado continuo tem de satisfazer
x €Inv(l). O subconjunto Inv(l) para [ € L diz-se a zona invariante da zona (.

« Act é a aplicacado que associa cada zona [ um conjunto de equacdes algébricas F, relaci-
onando as variaveis de estado continuas X com as suas derivadas e as variaveis continuas
externas w: Fi(x, X, w) = 0.

Na Figura [1.2 é apresentado um exemplo de um grafo.

1P S 4
_— T
_— T
~_ - —

Figura 1.2: Grafo

Na Figura [1.3 esta representado um exemplo das condicdes do vértice [; da Figura [i.2.

As solucoes destas equacdes diferenciais-algébricas designam-se por actividades da zona. A
definicdo estende a definicdo pois a definicdo associa a cada vértice ou zona
uma dinamica continua cujas solucdes sdo atividades e associa a cada transicao [ — !’ um possivel
salto (”jump”) no estado continuo. E de notar que cada estado do autémato hibrido consiste
numa parte discreta [ € L e uma componente continua em X. As variaveis externas também
consistem numa parte discreta que tomam valores em a € A e uma componente continua w
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x(t) € InA #;)

Figura 1.3: Vértice

que toma valores em RY. A dinamica consiste em transicoes discretas, de uma zona para outra,
juntamente com uma parte continua que se desenvolve numa zona invariante.

Uma trajetoria continua (l, 6, x, w) associada a uma zona [ consiste num tempo positivo é que
corresponde a duracao da trajetoria continua, uma funcdo continua por partes w: [0, 6] —» W e
uma funcao diferenciavel por partes x : [0, 6] — X tal que

« x(t) elInv(l) paratodo t € (0, §),
« Fi(x,x, w) =0 para todo t € (0, §) excepto para pontos de descontinuidade de w.

Uma trajetoria de um autéomato hibrido € uma sequéncia (infinita) de trajetorias continuas

(lo, 60, X0, Wo) 3 (ly, 61, X1, w1) 4 (la, 62, X2, W2) 3.

tal que nos tempos dos eventos

to = 6o ty =60+ 61 to =680+ 61+ 62...

as seguintes inclusoes verificam-se nas transicoes discretas:

Xj(t)) € Guardyy, ,; (Xj(t), Xj+1(tj)) € Jumpyy,,,Vj=0,1,2, ...

liv1r
E de notar que a j-ésima seta — associa um rétulo aj que representa o valor do sinal discreto
na j-ésima transicao discreta.

Segundo [Shu99], [Lyg04], as trajetdrias do automato hibrido satisfazem as seguintes carac-
teristicas: comeca em determinada zona [; a componente continua do estado evolui de acordo
com a dinamica continua associada a esta zona, desde que se mantenha na localizacao invari-
ante da zona. Em algum instante em R designado instante do evento, um evento ocorre e a
parte discreta do estado, a zona [;, muda para outra localizacdo ou zona [l». Esta transicao é
instantanea e é guardada, isto é, é necessario que determinada condicao ocorra para que essa
transicao efetivamente se dé. Mais, em geral, essa transicdo envolve um salto na componente
continua do estado. Em [5, todo o processo decorre de modo analogo e assim sucessivamente.
Depois de obtermos o modelo hibrido, podemos estar interessados em recorrer a simulacao,
para determinar os possiveis comportamentos. Existem trés tipos de abordagens que podemos
utilizar quando se pretende simular sistemas/ automatos hibridos:

1. 0 método por diferenciacdo: consiste em encontrar um modelo diferenciavel que esteja
proximo do hibrido e portanto a solugao estara proxima do sistema hibrido.
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2. O método por monitorizag@o dos eventos: consiste em seguir os instantes em que os even-
tos surgem, isto &, quando as zonas de comutacéo sao cruzadas. Este método pode implicar
a discretizacao do modelo.

3. O método por discretizacdo: consiste em discretizar os modelos hibridos. Alguns esquemas
numéricos possiveis sdo: Euler, Runge-Kutta e Mickens. Usando a discretizacdo correta é
possivel obter uma aproximacdo muito boa das trajetorias dos sistemas hibridos.

Podemos representar um sistema hibrido de diferentes maneiras, cada uma com diferentes
propriedades. Portanto ndo existe uma melhor representacao para um dado sistema. Estes tém
de ser analisados caso a caso. Mas temos de ter em consideracao que a partir do momento que
escolhemos uma representacao, temos definido um ponto de partida e as ferramentas que sao
as mais adequadas para analisar o sistema. Um dos tipos de sistemas hibridos sao os sistemas de
controle de estrutura variavel. E neste tipo de sistemas que estamos interessados, no entanto
o0 modo como eles sao descritos e analisados nao € de forma explicitamente hibrida.

1.3.1 Sistemas de Controle de Estrutura Variavel

Em meados de 1960, Emelyanov [Emeé67] e Drazenovic [Draé9] apresentaram os sistemas de con-
trole de estrutura varidvel continuos (SCEVC) que possuem modo deslizante (MD). Eles tém sido
alvo de muitos estudos devido a sua robustez perante perturbacoes externas, isto €, invarian-
cia numa classe de perturbacdes limitadas e variacdes dos parametros no modo deslizante(MD)
[Ban15]. Devido a enorme popularidade do microprocessador, o desenho ou determinacao dos
controles passou para o controle totalmente digital. Assim o desenvolvimento dos sistemas de
controle de estrutura variavel discreta (SCEVD) com modo deslizante nao pode ser negligenciado.
Vamos comecar esta seccao com a apresentacao formal de um sistema de controle de estrutura
variavel continuo, modo deslizante e todos os conceitos relevantes. Depois passaremos para os
conceitos analogos em sistemas de controle de estrutura variavel discretos.

1.3.1.1 Sistemas de Controle de Estrutura Variavel Continuos

Considere um sistema dinamico em que o espaco de estados € dividido em regies e, em cada
regido, as dinamicas sdo determinadas pelo vetor de estados e a respetiva entrada de controle.
Em termos de controle, este tipo de sistema dindmico é compreendido como um sistema de
controle com estrutura variavel. E necessario usar uma politica de limiar (”threshold policy”)
neste sistema, isto é, como agir na mudanca de regides. Em termos matematicos, considerando
um sistema com duas variaveis, podemos escrever da seguinte maneira:

z=fiz t,uj(z,t)), z€S;,2(0) =2 €R?, (1.12)

na qual z = [x y]” é o vetor de estados do sistema e X, y podem representar as densidades das
variaveis, a variavel de estado esta definida em Ri ={z€eR?lx >0,y >0} e M é o conjunto
definido por

M={zeR’|s(z) =0}

sendo s : [R%r — R a funcao que define o limiar ou limite e depende do vetor de estados. A
variedade M divide o espaco de estados Ri em regides abertas Sj, j = 1, 2, nas quais 0s campos
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vetoriais continuos correspondentes fj : S; — R? estao determinados. (f1 # f2). A lei de controle
Us do sistema depende da variavel de estado

ui(z,t) se s(z)>0,z€S;
Us(z, t) = (1.13)
Us(z,t) se s(z)<0,z€Sy

e comuta de um valor para o outro conforme z € S; ou z € S», isto €, quando o sistema no
instante t, z cruza M. A lei de controle us (u; # us) é indefinida quando z pertence ao conjunto
M, isto é, us é uma lei de controle descontinua, embora u; e us sejam funcdes continuas. Por
este motivo o conjunto M chama-se zona de chaveamento (ou comutacdo).

Ao longo do trabalho iremos utilizar o conceito de ”ponto representativo”. Este designara
um ponto aleatoério que pertence ao dominio da variavel de estado e a sua orbita. O ”ponto
representativo” representara uma érbita qualquer do sistema e sera utilizado para explicar as
trajetorias do sistema. Também, por opcao usaremos chaveamento em vez de comutacao.

Na especificacdo dos sistemas de controle de estrutura variavel é vital definir as trajetorias do
sistema quando o ponto representativo se encontra em M.

Modo Deslizante

Para obtermos uma boa dindmica num sistema de controle de estrutura variavel (1.12) é assu-
mido que o sistema seja composto por subsistemas continuos designados por estruturas. Cada
uma destas estruturas pode apresentar um comportamento instavel. Determinar uma lei de con-
trole (” control design”) us(z, t) é selecionar parametros para estas estruturas e definir chaves
(”switchings”) logicas de forma a que as propriedades Uteis das estruturas sejam preservadas e
sempre que possivel obter novos efeitos. Nos instantes em que as estruturas mudam, o lado di-
reito das equacoes diferenciais sdo descontinuas e portanto pode ocorrer movimento nas zonas
de chaveamento. A teoria, conhecida, para a existéncia e unicidade das solucdes de equacoes
diferenciais nao se aplicam e exigir que as solucdes sejam diferenciaveis é demasiado.

0 objetivo principal dos SCEVC-MD (com modo deslizante) é a introducao deliberada de movi-
mento na zona de chaveamento, M, mas tal so faz sentido quando este apresenta a dinamica
desejada. A caracteristica principal dos SCEVC-MD é determinar e utilizar uma lei de controle
chaveada para levar a trajetoria dos estados do sistema em direccdo a uma superficie especifica,
a zona de chaveamento, e manter a trajetoria dos estados nesta superficie durante o tempo ne-
cessario para se concretizar os objetivos predefinidos.

Definicdo 1.3.4. Quando as trajetodrias do sistema convergem para a zona de chaveamento, M,
esta designa-se por zona de deslizamento.

Esta zona é determinada mediante os objetivos a atingir. Para cada sistema é necessario pro-
curar a melhor zona de chaveamento.

Definicdo 1.3.5. Define-se por Modo Deslizante a trajetéria do sistema ao longo da variedade
M, a designada zona deslizante.

Esta pode ser uma linha/plano/superficie ou tomar uma qualquer outra forma no espaco de
estados. Quando se esta no modo deslizante, as condicdes externas ou alteracdes paramétricas
nao interferem muito nas equacdes que descrevem o movimento dai a robustez destes sistemas
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controlados. Nao faz sentido determinar o movimento na zona deslizante antes de apresentar
as condicoes que implicam a sua existéncia e a sua descricdo matematica.

Assim a determinacao do modo deslizante, [Ban15], pode ser visto como um processo de controle
que consiste em duas fases importantes:

» a fase de alcance;
« a fase de deslizamento (ou atracao);

FASE DE ALCANCE: A existéncia de um modo deslizante requer a convergéncia da trajetoria
da variavel de estado para a superficie de deslizamento. Nesta fase é necessario escolher a
superficie de deslizamento, de tal maneira que a dinamica do sistema seja a desejada e definir
uma lei de controle us(z, t) que satisfaca as condicdes de existéncia e assegure a alcancabilidade
da zona deslizante.

Durante esse periodo, existem erros que nao podem ser controlados diretamente. Portanto gos-
tariamos de diminuir e se possivel eliminar esta fase. A robustez dos SCEVC pode ser melhorada
diminuindo o tempo nesta esta fase. Se esta fase puder ser eliminada a robustez é garantida na
regido deslizante. Existem varios métodos para diminuir ou mesmo eliminar esta fase.

FASE DE DESLIZAMENTO: Depois da trajetoria alcancar a zona deslizante esta tem de permanecer
nela todo o tempo subsequente (atratividade). Nesta fase, o ponto representativo nao descreve
uma qualquer trajetoria do sistema original.

As propriedades que o modo deslizante tem de satisfazer sao:

A estabilidade do sistema tem de estar confinada a zona deslizante;
» O modo deslizante tem de comecar num tempo finito.

A primeira deve ser conseguida escolhendo bem a expressao da zona deslizante. Mas para
analisar a estabilidade necessitamos de conseguir obter uma expressao para 0 movimento na
zona deslizante. Ja foram propostos muitos métodos.

Fillipov em [FiléQ], [Fil88] foi o primeiro a encontrar varios conceitos de solucao no modo des-
lizante. Eis alguns conceitos, ver [Shu99] e [Fil88].

Conceito de Solucdao Convexa Simples

Ter ou nao ter solugdes que cruzam a superficie de deslizamento M, depende dos campos de
vetores determinados por f1(z) = fi(z, t, u1) e por f2(2) = fa(z, t, u2). Consideremos um ponto
Zp na zona de deslizamento M. Para este ponto temos dois vetores f1(2p) e f2(2o). Relativa-
mente a relacdo entre estes vetores e o0 espaco tangente da variedade M no ponto zg, Fillipov
concentrou-se no caso em que: o vetor f;(2p) aponta para Sy e o vetor f2(zy) aponta para S;.
Como os vetores f1(2p) e por f2(2p) estao em diferentes lados do espaco tangente de M no ponto
Zp, tem de existir uma combinacao convexa dos vectores que pertence ao espac¢o tangente.
Denotemos o vetor obtido por fo(2o) = ufi(2o) + (1 — 4)f2(20), ver Figura fl.4. O pardmetro u
depende das magnitudes e direcdes de f1(2p), de f2(Zp) e do gradiente de s(z). Repetimos a
operacao anterior para os pontos Z que estao numa vizinhanca de z;, obtendo assim a funcao
fo(2) definida em M pelo menos numa vizinhanca de zy, com a direcao do espaco tangente de
M em z.

Definicdo 1.3.6. A equacao diferencial z = fy(z) = uf1(z) + (1 — u)f2(z) pode ser usada para
definir o movimento na zona deslizante M.

16



15
q fo(zo)

10+ fl(ZO)

1 2 3 \4

Figura 1.4: Modo Deslizante

Método de Controlo Equivalente

A segunda nocéao de solugao definida por Fillipov € a chamada método de controlo equivalente. O
modo de definir este método &, considerar que em ({i.12)) us(z, t) toma varios valores. De facto,
em S1US5 toma um Unico valor, em cada regido, mas quando z € M toma varios valores definidos
num intervalo fechado U(z). Fillipov encontra uma lei de controle equivalente ueq(z, t) para
ze M tal que z =fj(z, t, ueq(2)) € tangente a M e Ueq(Z, t) € U(2).

Definicdo 1.3.7. O movimento dado por Z = fj(z, t, Ueq(Z, t)) € 0 movimento ao longo da zona
deslizante M.

A determinacdo de ueq(z, t) depende do sistema que esta a ser analisado e da expresséo de
s(z) = 0 em M. Utiliza-se s(z) = 0 no sistema e obtém-se sempre que possivel uma expressao
para Ueq(Zz, t) na zona deslizante.

Voltando a segunda propriedade que o modo deslizante (o movimento na zona deslizante) tem
de satisfazer, isto €, comecar num tempo finito, esta implica uma condicdo que tem de ser
verificada.

Consideremos a zona deslizante definida por s(z) = Csz. O vector Cs consiste nos coeficientes
que descrevem a zona deslizante em termos do vetor de estado z. A variedade pode tomar
qualquer forma por exemplo plano/hiperplano /reta. Se a zona deslizante é um plano, entao o
gradiente da matriz é ela propria.

O valor de s(z) no ponto representativo zy corresponde a distancia dele a zona deslizante. Se
S(zy) é positivo quer dizer que o ponto representativo esta num lado de s(z) = 0 e se s(zg) é
negativo entdo esta no lado oposto. Se s(zp) = 0 entdo o ponto esta na zona deslizante.

A condicao que precisa de ser satisfeita para que exista movimento na zona deslizante é a
distancia s(z) e a sua velocidade de mudanca s(z) tém de ter sinais opostos, isto &,

lims>0 lims<0 (1.14)
s—0~ s—0t

de outro modo

s$<0.

Esta designa-se por condicdo de alcance. No entanto, esta condicdo nao é suficiente para ocorrer
movimento na zona deslizante.
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Por exemplo: Seja

$.s=-5>  Vs#0

A solucdo é dada por s(t) = exp(—t)s(0) o que implica que s(t) = 0 quando t tende para
infinito.
Para ultrapassar esta situacao, outra condicao pode ser proposta:

ss < -nls|, n=>o

Esta designa-se por condicdo de alcance-n que define uma taxa de convergéncia minima.

Para além dos conceitos de solucao propostos por Fillipov, outro modo de obter o modo des-
lizante é através da abordagem da lei de alcance, ver [Ban15]. Isto é, usar o comportamento
de s para descrever a lei de controle ueq(z, t) na zona deslizante. E um processo diferente de
obter o Ueq(Z, t) na zona deslizante M.

Muitas propriedades deste tipo de sistemas estao bem documentadas em [Itk76] e em [Utk78].
Em particular, o livro de Uktin, [Utk78], é dedicado a apresentacao de ferramentas e ao estudo
do movimento nas zonas deslizantes que podem surgir em diversos sistemas de controle de es-
trutura variavel. Em algumas situacoes ele aplicou os conceitos de solucao de Fillipov e noutros
extendeu os conceitos.

Meza, em [Mez04] definiu o conceito de ponto de equilibrio virtual e real para o sistema ([1.12))
sujeito a lei de controle ({.13).

Definicdo 1.3.8. Seja zgf’ tal que fi(zgf’, t, u;j) = 0 para algum u; em ({1.13). Entao zgf7 diz-se
um ponto de equilibrio real se 22? € S; e diz-se um ponto de equilibrio virtual se pertence a
Sjej#l

E claro que a partir da definicdo anterior um ponto de equilibrio virtual estavel nunca é atingido.
Pois se uma trajetoria comeca em Sy procura um equilibrio virtual estavel zg? que se encontra
em S, no entanto a dinamica mudara assim que cruzar s(z) = 0, a funcao que define a zona
de chaveamento. O modo deslizante também ocorre na variedade M quanto determinamos M
de forma a ter este tipo de pontos de equilibrio virtuais.

Conclusédo: definir a expressdao de movimento na chamada zona deslizante é capaz de resolver
imensos problemas em sistemas de controle de estrutura variavel. De facto, a introducao de uma
lei de controle na zona de chaveamento é responsavel por um novo comportamento dinamico,
isto &, a convergéncia para a zona deslizante juntamente com o movimento ao longo da zona
deslizante da origem a um ponto chamado o ponto de equilibrio de deslizamento zilq. Um ponto
de equilibrio atingido através de um modo deslizante.

Ao longo do trabalho podemos escrever o sistema de modo a utilizar uma politica de limiar ou
"Threshold Policy” que é outro modo de dizer lei de controle e é definida como a funcao

1 se s(z)<0o,
#(s(2)) = (1.15)

0 se s(z)>0

onde s(z) corresponde a funcdo que define a zona de chaveamento e depende dos estados do
sistema. O sistema diz-se livre quando ndo é aplicado um controle nele ¢(s(z)) = 0 e diz-se
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controlado quando ¢(s(z)) = 1.

Limitacdes do Modo deslizante

Uma limitacao do modo deslizante, é a nao satisfacdo da condicdo de invariancia. Isto é, o
sistema ideal, que consiste no que se pode investigar matematicamente e o sistema real nao
coincidirem. Os erros ou incertezas, que se encontram no sistema real, se nao forem despre-
zaveis, entrardo na dinamica do sistema e perturbarao o movimento na zona deslizante. Outro
fator que também perturba o modo deslizante, € o fendémeno trepidacdo ou ”chattering phe-
nomenon” ver [Ban13], [Utk78]. Por outras palavras, um modo deslizante ideal ocorre somente
quando a trajetoria de estado z estd na zona deslizante M, isto é, quando s(z) = s(z) = s(t) =0
para todo o tempo t > t; para algum ty. Isto requer chaveamentos ou comutacgoes infinitamente
rapidos. Em sistemas reais isto é praticamente impossivel, pois todos os sistemas reais com lei
de controle tém imperfeicoes tais como retardamentos (”delays”), histereses entre outros que
forcam os deslizamentos a ocorrerem numa frequéncia finita. Deste modo a trajetoria de estado
z oscila numa vizinhanga da superficie de deslizamento. Esta oscilacao é chamada de trepida-
cao (”chattering”). Portanto o modo deslizante real nao ocorre numa superficie, mas dentro de
uma banda limite da zona de deslizamento.

Definicdo 1.3.9. Define-se banda limite por M = {z € I]Qifr :Is(2)|| £ o0}

Definicdo 1.3.10. Define-se uma lei de controle com histerese se esta toma a seguinte forma:

ui(z,t) se s(z)y>o0,z€5;
Us(z, t)= (1.16)
uz(z,t) se s(z)<o0,z€Sy

e na regido M a lei toma sempre o valor de quando esta se encontra em ||s(z)|| = 0.

Num sistema ideal, se 0 = 0 ou pelo menos estiver proximo de zero, o modo deslizante pode
ocorrer. Caso contrario, a histerese é responsavel pela trajetoria do ponto representativo nao
se mover ao longo da zona deslizante.

1.3.1.2 Sistemas de Controle de Estrutura Variavel Discretos

Se existir modo deslizante no caso continuo, as trajetorias do sistema convergem para a zona
deslizante, o termo que corresponde ao controle é descontinuo e muda com frequéncia infinita.
Este facto € a maior diferenca entre o SCEVC e os sistemas de controle de estrutura varia-
vel discretos (SCEVD). Os sistemas e a lei de controle sé ocorrem nos instantes de tempo em
que sdo considerados. Portanto, a trajetoria de estado ndo pode estar sempre na zona desli-
zante e oscila. Esse movimento designa-se por movimento quasi-deslizante. E daqui conclui-se
que os SCEVD nao possuem a propriedade de invariancia dos SCEVC, pois esta propriedade sé
é alcancada quando o estado do sistema esta e mantém-se na zona deslizante. O conceito de
zona quasi-deslizante foi definida por Milosavljevic [Mil85] e depois foi extendido por Utkin e
Dracunov em [Dra89]. Existem artigos, desde 1990, cujo foco é apresentar possiveis discreti-
zacoes dos sistemas, outros encontrar a lei de controle, dos sistemas discretizados, na zona
quasi-deslizante e outros dedicam-se a estudar a estabilidade do sistema usando, por exemplo,
a teoria de estabilidade de Lyapunov relativos a SCEVD. O procedimento para ocorrer o modo
quasi-deslizante inclui dois passos.
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« O primeiro passo consiste na determinacao da zona de chaveamento s(k) = Csz(k) que
tem de ter uma dinamica interna estavel;

» O segundo passo é estabelecer uma lei de controle que permita que as trajetorias do
sistema se aproximem da zona de chaveamento e que garanta que elas permanecam o
mais proximo possivel da superficie de chaveamento.

No primeiro passo é assumido que o sistema é mantido suficientemente préximo da zona de
chaveamento, para que a funcao s(k) esteja proxima de zero. Se s(k) = 0, o ponto represen-
tativo encontra-se na zona M. O segundo passo € diferente dos utilizados nos SCEVC no caso
da abordagem pela lei de alcance. A diferenca reside na definicao de lei de alcance que em
SCEVD néao é direta. Existem varias propostas de lei de alcance. A que se deve utilizar depende
do sistema a estudar. Algumas das leis de alcance propostas para obter as leis de controle no
modo deslizante sao:

« Lei de alcance de Sarpturk’s: a sua lei é a versao direta e discreta da lei de alcance do
modo continuo. Esta é dada por

[s(k+1)] <|s(k)] (1.17)

A funcado s(k) estd sempre direcionada para a superficie de chaveamento M, em que
S(k) = 0 e a norma de s(k) decresce monotonamente. Outro modo de escrever a lei de
alcance é:

(s(k+1)—s(k))sgn(s(k)) <0
(s(k+1)+s(k))sgn(s(k)) >0

Onde sgn(s(k)) corresponde ao sinal de s(k). A primeira condicao implica que o sistema
deve-se mover na direcao da zona de chaveamento e a segunda nao permite que o sistema
se afaste muito da zona de chaveamento.

« Lei de Alcance de Gao é a seguinte:

S(k+1)=(1-qT)s(k) —ptsgn(s(k)) (1.18)

onde T > 0 é o tempo amostral, g >0, 0>0e1—qT > 0.

Outros exemplos de leis podem ser vistos em [Ban15]. Um sistema de controle de estrutura
variavel discreto tem de satisfazer as seguintes caracteristicas:

1. Comecando em qualquer ponto inicial, a sua trajetéria move-se monotonamente para a
zona de chaveamento e cruza-a em tempo finito.

2. Uma vez que a trajetoria cruza a zona de chaveamento volta a cruza-la num movimento
oscilatorio em torno da zona de chaveamento.

3. A distancia da trajetoria que se move oscilando em torno da zona de chaveamento é nao
crescente e a trajetoria fica dentro de uma zona especificada, a banda limite.

Em [Kao05], é apresentado um resumo do desenvolvimento dos sistemas de controle de estru-
tura variavel discretos. Depois da discretizacdao e obter uma lei de controle que satisfaz as
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caracteristicas acima, o interesse a seguir € a robustez do sistema perante perturbacdes. Assim
aumentaram os métodos e teorias por detras de SCEVD.
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Capitulo 2

Perturbacées do Modelo Lotka-Volterra

Este capitulo é totalmente dedicado ao modelo Lotka-Volterra. Este modelo considera duas
espécies ou duas populagdes. Sao inimeros os artigos acerca deste modelo. Ele ja foi extensi-
vamente analisado na vertente continua, na discreta, na sua forma original e/ ou com insercao
de novos termos. O modelo original € um pouco irrealista, mas € um excelente ponto de partida
para analisar sistemas nao lineares. Murray, em [Mur02], apresenta um estudo muito detalhado
acerca deste modelo. Um fator importante quando temos duas populacgdes é o tipo de interacao
que existe entre elas. Existem trés grandes tipos de interacdo: competicao, cooperacao ou
simbiose e predador-presa. Elaydi, em [Liu01], discretizou o modelo e analisou as vertentes
competicao e cooperacao. Quando pretendemos discretizar o modelo precisamos de escolher
um esquema numérico. Elaydi utilizou o esquema de Mickens, [Mic02], e nés também iremos uti-
lizar esse esquema. Neste trabalho estamos interessados na interacao do tipo predador-presa.
Neste capitulo comegaremos por apresentar o modelo continuo, os seus pontos de equilibrio e a
sua natureza. Como estamos interessados na analise do sistema discretizado, na primeira seccao
apresentaremos uma possivel discretizacdo do modelo através do método de Mickens. Na se-
gunda seccao, aplicaremos essa discretizacao ao modelo inserindo um controle, na equacao que
apresenta o comportamento das presas. Na terceira e quarta seccao, iremos utilizar o modelo
discretizado adicionando uma variavel de controle do tipo ON-OFF na equacdo que apresenta
o comportamento da populacao dos predadores. Terminaremos a quarta seccao apresentando
as conclusdes acerca da comparacao dos resultados obtidos nos dois modelos apresentados nas
terceira e quarta seccoes.

Modelo Lotka-Volterra Continuo

Vamos considerar o modelo de Lotka-Volterra original. Por outras palavras, na auséncia de pre-
dacao vamos assumir que o crescimento é malthusiano. Elaydi, em [Liu01], usou o crescimento
logistico, que é um pouco mais realista. Consideramos o seguinte modelo

dN
— =N(a—-bP)
dt
(2.1)
dpP
— =P(cN —-d)
dt

onde N representa o niUmero de elementos ou a densidade da populacao de presas e P representa
o nimero de elementos ou a densidade da populacdo de predadores ao longo do tempo e q, b,
C e d sao constantes positivas.

Hipoteses do Modelo

1. As presas, na auséncia dos predadores crescem exponencialmente, isto €, de modo malthu-
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siano.
SeP=0entaio N’ =aN (2.2)
onde a corresponde a taxa de crescimento, per capita, da populacdo de presas. Isto &,
N(t) = Noeqt,

2. O efeito da predacéo é diminuir a taxa de crescimento das presas por um termo proporci-
onal a populacao das presas e dos predadores, e este é dado por —bNP. Portanto b é a
taxa de mudanca das presas que resulta da interacdo entre as duas espécies.

3. Na auséncia de presas, a populacado de predadores decresce exponencialmente.

dpP
SeN =0entao — = —dP (2.3)
dt

onde d é a taxa de mortalidade, per capita da populacado de predadores. Isto €,
P(t) = Pe~dt,

4. A contribuicao de presas para o crescimento dos predadores é dado por cNP, que é pro-
porcional ao tamanho das populacdes de presas e predadores. O significado de ¢ é analogo
ao de b.

Os pontos de equilibrio do sistema (2.1) sdo os que verificam as seguintes condicées:

dN 0
dat N(a—=bP)=0 N=0eP=0
(=1 (=1 d a
P(cN—-d)=0 N=—-—eP=—
f:o ( ) c 5
dat

a
Assim os pontos de equilibrio sdo e; = (0,0) e e2 = (—, B) Relativamente a estabilidade dos

c
pontos de equilibrio, temos o seguinte:

Dado o sistema (2.1)) a sua matriz jacobiana é dada por

a—bP —bN
DF(""P):( cP CN—P)

e os valores proprios associados a cada ponto de equilibrio sao os seguintes:

e1=(0,0) Y1 =a go=—d

ey — (‘E’ %) 01— ivad | vs— —ivad

Tabela 2.1: Valores Proprios dos Pontos de Equilibrio do Sistema Continuo

Relativamente a e; podemos concluir que é ponto sela, pois quer a, quer d sdo positivos. Quanto
a e, os valores préprios sdo complexos puros, logo é um centro.
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Podemos relacionar as equacdes de (2.1)) e ter apenas uma equacdo que contempla a relacio
entre as duas espécies:

dP  P(cN-d)
dN  N(a-bP)

Reescrevendo e integrando chegamos a

a—bP cN-d
f_dp:f_dN
P N

e a solucao geral tem a seguinte expressao:

alnP—-bP+A=—-dInN+cN+BsalnP—-bP+dlnN—-cN=C

Na Figura considera-se a relacao acima com a = b = ¢ = d = 1 e apresenta-se algumas
trajectorias para diferentes condicdes iniciais, em torno de es = (1, 1).

Predadore:

Presas

Figura 2.1: Curvas de Nivel do Modelo de Lotka- Volterra

2.1 Discretizacao do Modelo pelo Método de Mickens

Existem varios artigos que mostram que muitos fenomenos econémicos, fisicos e biolégicos po-
dem ser bem representados através de equacdes as diferencas. Para utilizarmos equacdes as
diferencas, € necessario escolher um esquema numérico. A equacao as diferencas obtida diz-se
dinamicamente consistente se ela e a sua correspondente continua exibem o mesmo compor-
tamento qualitativo, tal como por exemplo estabilidade, bifurcacao e caos. O esquema de
discretizacao mais simples € o método de Euler progressivo. No entanto, por vezes a aplica-
cao deste método apresenta inconsisténcia dinamica. Por outro lado, a aplicacdo deste método
também pode apresentar solu¢des numericamente instaveis. Isto &, solucdes possiveis nos siste-
mas de equacdes as diferencas que nao ocorrem no sistema continuo correspondente. Segundo
Mickens, [Mic02], a instabilidade numérica ocorre devido ao facto do espaco de parametros ser
maior na equagdes as diferencas do que no sistema descrito através de equacdes diferenciais.
O parametro extra € h = At, usado nas equacgoOes as diferencas. Isto € tx = hk. Portanto o
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comportamento qualitativo e quantitativo das solucdes dos sistemas de equacdes as diferencas
depende do valor do passo h. Agora vamos proceder a lista de passos proposta por Mickens e
vamos aplica-la ao nosso modelo (2.1)):

dN

— =N(a-bP)
dt

dpP

— =P(cN-d)
dt

de modo a eliminar instabilidades numéricas. Tendo em consideracdo o modelo (R2.1) necessi-
tamos das seguintes hipoteses:

1. Cada espécie cresce do modo malthusiano na auséncia do predador;
2. O cone IR{i € invariante para qualquer valor inicial ndo negativo.
Consideremos a primeira equacao: Sabemos que
N’ = fi(N, P)
O primeiro passo € substituir a derivada por uma expressao um pouco mais complexa:

dN  N(t+h)—N(t)

— (2.4)
at @(h)

onde @(h) satisfaz ¢(h) = h+o(h). Para muitas situacoes ¢(h) satisfaz a condicao 0 < ¢(h) < 1.
0 segundo passo € substituir os termos nao lineares, por expressdes ndo locais. Por exemplo:

N(t)P(t) = N(t)P(t + h). (2.5)

O terceiro passo € substituir t por kh. Portanto pretendemos considerar o tempo, em determi-
nados instantes de tempo k =0, 1, 2, .... onde a distancia entre eles é h.

N(t) = N(kh) = Nk

Aplicando os passos acima as derivadas N’ e P/, respectivamente, elas serao substituidas pelas
razbes incrementais:

N(kh + h) — N(kh) o, Plkh+h) = Plkh)

— e —
@(h) @(h)

E no intervalo de tempo entre dois instantes consecutivos, o estado do sistema permanece

constante. Denotando N(kh) por Nk e P(kh) por Pk, obtemos

N/

N(kh+h) = N(kh) N((k+1)h) = N(kh)  Niy1 =N

- o(h) - o(h) o(h)
¢ o, Plkh+h) = P(kh) _P((k+1)h) = P(kh) Pri1 = Pi
o(h) - o(h)  e(h)
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Assim, dados os passos anteriores, na primeira equacao do sistema (2.1)) substitui-se a derivada
pela razdo incremental, N(t) por Nk e P(t) por Pk, e obtém-se

Nk+1— Nk
W :aNk—ka+1Pk = Nk+1 :Nk+afp(h)Nk—b(P(h)Nk+1Pk
Considerando a segunda equacdo de (2.1) e procedendo de forma analoga, obtemos

Pki1 =Pk + @(h)CNk 1Pk — do(h)Pky1

Tendo em consideracéo as substituicoes acima, o modelo de equacdes as diferencas seguindo
0s passos propostos por Mickens toma a seguinte forma:

Nii1 = (14+ae(h))Nk — beo(h)Nk 1Pk

(2.6)
Pii1 =Pk + co(h)Nks1Px — do(h)Pii1

Nas seccdes seguintes, iremos perturbar o modelo (2.6) acrescentando termos. Cada termo sera
interpretado como um controle. Assim, no inicio de cada seccao sera apresentado o modelo que
vai ser estudado.

2.2 Adicdo de termo nas Presas
Dado o sistema (2.6), @(h) = h e substituindo a = ah, B = bh, ¥ = ch e 8 = dh obtém-se:

Niks1 = (14 )Nk — BNk1Pk
Prs+1 =Pk + YNk41Pk — 0P 1

, (2.7)

Da primeira equacéo do sistema (2.7) determina-se explicitamente Ny 1:

(1+o)Nk ANk
1+BPx  1+pPPx

Nk+1= (2.8)

sendo A =1+a.
Substituindo (2.8) na segunda equacdo de (2.7) obtém-se

ANy
Pist + OPks1 = (1+ O)Pist = Py + P
k+1 k1 = ( )Pr+1 =Pk Y(1+I3Pk) K

Logo Pi+1 toma a expressao

Pr+1

Py 1 BPx  NiyA
= + +
1+B8Pc \1+6 1+6 1+6

1
Substituindo u = I

5 e YA = &, o modelo de Lotka-Volterra, discretizado pelo método de
+
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Mickens, que vamos considerar nesta seccao é dado por:

ANg
Nt = 1 ppy
(2.9)
Pky1 = P (14 BPx + Nk&)
1+ BPk

onde u €]0,1[; A €]1,+0oo[, & > 0 e B > 0 e relembrando também que no modelo original
a, b, ¢, d sao constantes positivas.

Estudo do modelo discretizado

0 modelo discretizado que sera analisado é o seguinte

N AN« N
k1= ———+ wNk
1 1+ BPk

(2.10)

P —Pk—“(1+BP + NKE)
k+1—1+BPk k k

onde u €]0,1[; A €]1,4[, §>0e B >0eq,b,c,d sao positivas. Neste modelo estamos a
acrescentar um termo na primeira equacao whNy onde w €] —1, 1[. O termo wNk pode ser visto
como como um “controle”. Se w tomar o valor zero entdo estamos perante o modelo (2.9).
Assim, este modelo é mais abrangente do que o modelo (2.9). O termo wNg pode ser visto da
seguinte maneira: se w for negativo estamos a retirar presas ao sistema, por exemplo, através
da introducao de um novo predador no sistema e se w for positivo entao estaremos a introduzir
presas ao sistema, por exemplo, aumentando a disponibilidade de alimentos para elas. Perante
a introducao deste controle pretende-se analisar a estabilidade do sistema.

Pontos de equilibrio

O sistema (2.10) pode escrito da seguinte forma

(Nk+1, Pks1) = F(Nk, Pk)

onde F : [R%%r — Ri é dada pela seguinte expressao

F<’V"°>=(m+“ T

AN Pu
N, (1+BP+NE)).

Os pontos de equilibrio do sistema (2.10) sdo os pontos que verificam a seguinte relacao
(N*,P*)=F(N*,P*). Isto é,
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A
N*=| ——— +w|N*
1+pP*

*

pr_ _PH
1+ 8P*

2.11)

(1+BP* +N*E)

Resolvendo a primeira equacéo do sistema (2.11) obtém-se

A 1+BP*)—A —w(1+BP*
N*— | ——+w N*:0<=>N*:OV( BP7) U+h ):01:»
1+ BP* 1+pBP*

Se N* = 0 entao resolvendo a segunda equacéo do sistema obtém-se

pr_ M

:WQHBP*)«:P* =0

Assim, e; = (N*, P*) = (0, 0) € um ponto de equilibrio que corresponde a extincdo de ambas as
espécies.
At+w-—1

Se P* = W entdo resolvendo a segunda equacao relativamente a N* obtemos
- w

P* — p*
P*(14BP*) — (P*u) (14 BP* +N*E) o nrg — P ZUHPPOR

u
. - Atw—1\) (1-4)
SN =P =g e _(HB((l—w)BD uE
. Ad-p)

T HE(L-w)

SN

A(l=u) A4+w-1
HE(-w) (1-w)B
Apesar de existirem duas solugdes, biologicamente, esta ultima sé faz sentido se N* > 0 e
P* > 0. N* é sempre positivo pois 0 < u < 1, —1 < w < 1 e os outros parametros sao
positivos. Quanto a P* para este ser positivo A + w — 1 > 0. Portanto apenas quando esta
relacdo é satisfeita é que faz sentido analisar a estabilidade do ponto es.

Assim o ponto e2 = (N*, P*) = ( ) € outro ponto de equilibrio.

De facto, para existirem duas solucdes biologicamente possiveis, A +w —1 > 0. Logo s6 quando
esta relacao for satisfeita € que os pontos de equilibrio serao analisados.

Estabilidade local dos pontos de equilibrio

Para analisar a estabilidade de cada ponto de equilibrio relembramos que o sistema (2.10) pode
escrito da seguinte forma
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(Nk+1, Pks1) = F(Nk, Pk)

onde F : [I'\Qfr — [R%i é dada pela seguinte expressao

AN
FIN,P)=| ———=+wN, 1+BP+N .
(N, P) (1+BP 1+BP( B E))
A matriz jacobiana de F(N, P) num ponto (N, P) é dada pela seguinte matriz
A ANB
+w -—
14 BP (1+BP)?

DF,p) =
Pug p(1+BP(2+BP)+EN)
1+BP (1+BP)?

Para o ponto e; = (N*, P*) = (0, 0) a matriz jacobiana aplicada em e; é dada por

A 0
DFel( _gwu)

O polindmio caracteristico da matriz acima é dado por

Ad+w—y¢ 0
0 M=y

As raizes de P(¢) s@o os valores proprios associados a DFe, .

P(¢) = det(DFe, — ¢Id) = det ( ) =A+w=P)(u—-y).

[ e1=(00) [¢1=A+w [ y2=p |

Tabela 2.2: Valores proprios para o ponto de equilibrio e;

Dado o sistema (2.10) e as consideracdes relativamente aos parametros sabe-se que 0 < u < 1,
logo o valor préprio 0 < (o < 1. Relativamente ao (1, este varia e o valor depende de w.
Assim, existem w’s tais que :

e —l<wWw<0: At+w=1=Yy; =1,

e —l<wW<0: A+w>1y; >1;

e S W<1: A4+w>1=Yy;>1.

Dado que biologicamente duas solucdes diferentes so fazem sentido quando A + w > 1 quanto

a classificacao de e; = (N*, P*) = (0, 0) temos o seguinte:

0<yo<1 epara —1<w<1tem-se 1 > 1 logo e; é ponto sela.

AL =) )\+w—1)
pE(l-w) (1-w)B )’

Vamos agora proceder a andlise da estabilidade de e; = (N*, P*) = (
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B(u—1)(1-w)

1
HE
DFe2 =
HE HA+ (w-1))+(1-w)
a()\-l—(w—l)) )\

O respetivo polindmio caracteristico é dado por:

H((l—w)—)\)—((l—wH)\)} WH=-DA+(@-1)+A
A v A

P(¢) = det(DFe,—yId) = ¢2+ [

As raizes do polindmio sao as seguintes

(A-w)+A)-p1-w) -
22
1 \/(u((l —w) = A) = (1= W) +A)2 = 4Aw(H — )X + (W — 1)) — 4A2

2 A2

Simplificando temos

(=@ +A) =p(1-w)=N) |
22
N 1\/(u—1)((1—w>—/\)[(u—1)(1—w)—A(u+3—4w)]

2 A2

Para classificarmos o ponto e, precisamos de analisar o discriminante dos valores proprios, tendo
em consideracao que —1 < w < 1.

—_ —_ - - 2- - - B ’
L\ (=) =2~ (@ w)+)\)))\2 AW =1)A+ (W= 1)) —4A 2.12)

como A > 1 precisamos de analisar apenas o numerador de (2.12) que simplificado toma a
seguinte forma

A=E-1)(1-w)-A)[H-1)1-w)=A(U+3-4w)] (2.13)
A B C

1°Caso: —1<w<0

Tendo em consideracao que 0 < u < 1, é de facil verificacdo que C < 0 e A < 0 portanto o sinal
de (2.13) depende do sinal de B. Foi visto na determinacéo de e3 que biologicamente este s6
fazia sentidose A +w —1> 0.

SeA+w—-1>0entdo B = (1-w)—A < 0. Portanto A < 0 logo os valores proprios sao
complexos. Para determinar a natureza de es é necessario determinar |¢].
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+

Wl(((l—w>+A>—u<<1—w>—A> ?
B 2\

(1\/(11((1 “w) N —(1-@) 1 A)? - e - DA+ (@—1) —4A2)2
_|_ —_
2 A2

WwH-1)A+w-1)

=1+ > 1.
A

Logo, verifica-se que e, € um foco instdvel.
2° Caso: w =0

Neste caso, as raizes do polinémio caracteristico tém a seguinte expressao:

2\ 2

(1+A)—u(l=A) 1\/(;1(1—/\) —(14A))2 —4/\2/\2

Mais uma vez, apenas € necessario analisar o numerador do discriminante. E verifica-se que

(ML= A) = (14 A))2 =4A2 = (U= DA = 1)((A = D)(H+3) +4) <0

pois 0 < 4 < 1 e A > 1. Portanto estamos perante raizes complexas e o valor absoluto dos
valores proprios toma a seguinte expressao:

(LA —u =AY 1\/(#(1—/\)—(1+/\)>2-4?\2 2_
|w|( 5\ ) 13 A2 -

Isto porque:

_(HA-D+A+ 1) 1\/4 wi-n -0 02
Wl_( 27 )+ 2V A2

(MA =1+ A+1)* 1 (4_ (u(l—)\)—()\+1))2)

= + -

4N2 4 A2
_ (MA =1)+ (A +1))? B (M1 =)= (A+1))? _
B 4N2 AN2 B

Logo e é um centro.

Caso: 0<w<1
Verifica-se facilmente que A < 0 e B < 0. Falta apenas analisar o que sucede com C.
Seja

f 1, +00[x]0,1[x]0, 1| = R
A Hw) = (1-w)(H=1) =AM+ 3 —4w)

Os valores de (A, U, w) para os quais f(A, U, W) = 0 sao os que tornam A = 0.
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Fixemos A = 1. O discriminante é zero se
4

f(llllrw):()(:’(l—w)(u—l)—(u+3—4w):0=>w:ﬂ

4
Assim, se w > —5 , para todo u € [0, 1],
—H

£(1.2,0.1,0.85) = (1 — 0.85)(0.1 — 1) — 1.2(0.1 + 3 — 4 * 0.85) = 0.225 > 0

4
logo A > 0. Sew < "t para todo u € [0, 1] entdao A < 0.

Graficamente, para A = 1, a variacdo do sinal de A é apresentado na Figura 2.2

A>0

1.0FT

Figura 2.2: Variacao do sinal de A

Na linha azul, A =0. Seja A = Ag > 1 fixo. Para A ser nulo,
fAomw)=1-w)(U—1)=Ao(H+3—-4w) =0 (2.14)
Isto &,
(- w)E-1)
0 H+3—4w

Deste modo obtemos, na Figura 2.3 e Figura .4 a variacdo de A para A = 3, e A = 5 respeti-
vamente quando u €]0, 1] e w €]0, 1].

1.0 1.0
A>0 A>0
0.8 0.8
S ~
0.6 0.6
w w
0.4 A<O 0.4 A<O
0.2 0.2
0.0 0.0 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
H H
Figura 2.3: Superficie onde A =0, A =3 Figura 2.4: Superficie onde A =0, A =5

Quando 0 < w < 1, apesar do sinal de A variar, a natureza de e, é atratora, como vamos poder
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ver analiticamente a seguir.

1. Se 0 < w <1 e A <0 os valores proprios sao complexos. Para determinar a natureza de

e, é necessario determinar ||. Ja foi visto anteriormente que

wWH=1)A+w-1)

¥l Y

Ora,como0<w<1l,0<u<leA+w-—1>0pois A >1—wvisto A > 1. Verifica-se
que |¢] < 1, logo e5 é um foco estdvel.

2. Se0 <w <1eA=0temos um Unico valor proprio, uma raiz dupla.

v— (1-w)+A) ;\H()\ +(w-1) (2.15)

Como (1—w)+A>0eA+(w—1) >0 pois A > 1 verifica-se que ¢ > 0.
Falta verificar se ¢ < 1.
V<le(l-w+AN)+uA+(w=-1) <22 &

SI-wW- A+uA+(w-1) <0
SU-1)A+(w=-1)) <0

Como A >1—we u—1 < 0 verifica-se que § < 1. Logo e2 € um ponto assimptoticamente

estavel.

3. Se 0 < w <1e A >0 entao os valores proprios sao reais. Relembrando, eles sao

(1-w)+A)—p((1-w) —)\)i
2
4 }\/(Il((l —wW)=A) = (1= w)+A)? —AAw(H = 1)(A + (W — 1)) — 4A°

2 A2

(A=) +A)-p(A-w)=A) y— %\/(M((l—w)—)\)—((l—w)ﬂ))

Sejax = ) 2—4Aw(y—1)()\+(w_1))_4)\2‘

)\2
Sabemos que x > 0, logo x — /¥ < X + ,/y¥. Vamos agora verificar que X — ,/y > 0.

wl=—A+(w-1
x—/Jy>oey<x’e ( H)()\ ( ))—1<0

SAwWl-u-1)—-wl-u(l-w)<0

Dadas as condicdes relativamente aos parametros verifica-se que x — ,/y > 0.
O proximo passo € verificar que X + /Yy < 1.
Orax+,/y <1y < (1-x)%sel—x > 0. Sabe-se que x > 0. Pode-se verificar, dadas

as condicOes sobre os parametros, que
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| x— (H=1)((1-w)=A) -0
22

y<(l=-xP2eaAN-(1-w)u-1)(1-w)<0.

Logo 0 < x—,/y <X+ ¥ < 1, isto é, e € um ponto assimptoticamente estdvel ou pogo.

Se —1 < w < 0 temos hiperbolicidade do sistema pois verifica-se que em valor absoluto os
valores proprios sdo superiores a um. De facto,

—l<w<0=ey ¢é foco instavel.

Quando 0 < w < 1, apesar da expressao dos valores proprios ser diferente, o facto é que em
valor absoluto sao sempre inferiores a um. Portanto temos hiperbolicidade no sistema e o ponto
es é atrator. Se

0<w<1l=ey foco estavel / assintoticamente estavel.

Deste modo, conseguimos verificar a fragilidade da estabilidade do ponto es, se
w=0=>e centro.

Uma pequena perturbacdo em w e temos um comportamento dinamico completamente dife-
rente.

Estabilidade global dos pontos de equilibrio

Nocasoemque -1 <w <0eA+w <1, 0ponto e; = (0,0) tem ambos os valores proprios
menores do que 1, |¢;| <1, i =1, 2. Logo é atrator. De facto, quando A + w < 1, o ponto es
nado faz sentido biologicamente, pois significa que P* < 0. Pode-se verificar que

ANk + uEPKNK
1+ BPk
A+u£Pk)
= uPk+ | w4+ ——— | Ng
g ( I+ BP
w+Bka+uEPk+A)
N

— uPk +
HEk ( 1+ BPk

a+ (fw+ Py
= UPk + (B HE) N onde a=w+A<l1
1+ BPk
a+ BPx
1+ BPk

< UPk + aNg < max{y, a} (Pk + Ng)

Ni+1 + Pkt1 = WPk + WNg +

<qu+( )Nk onde B=Bw+ug e uE<P

=a(Pk+Ng)=... = (é)k(Po+No)
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Deste modo
~\ Kk
lim Niy1+Pry1 < lim (@) (Po+No) =0 (2.16)
k-»oo k—»OO

pois a < 1 desde que UE < B. Perante esta condicao pode-se concluir que e; é atrator global.
Isto é, quando A + w < 1 ocorre a extincao das espécies.

2.3 Sistema com Controle nos Predadores 1

Na analise do modelo Lotka-Volterra, adicionarmos termos a cada uma das equacdes tem como
objetivo principal a busca de um modelo mais real e se possivel encontrar um ponto de equilibrio
para o sistema. Existem varios contextos, em que esses termos podem ser vistos como a adicao
de um controle na dindmica. Na seccao anterior adicionamos um controle as presas. Sem
perda de generalidade, pode-se assumir que o controle corresponde a remocao de elementos na
populacao das presas ou dos predadores. Existem varios artigos que aplicam este tipo de técnica
(adicionar um controle) e analisam a estabilidade do sistema. Nesta seccao vamos abordar o
caso em que apenas usamos um controle e sera nos predadores. O controle sera do tipo ON-OFF,
também chamado de politica de limiar. Um controle deve ter as seguintes caracteristicas:

« Simplicidade de implementacdo: Isto é:

1. a expressao matematica do controle deve ser a mais simples possivel,

2. o controle ndo deve depender dos parametros do sistema para que estes nao precisem
ser estimados.

» Ndo negatividade do controle: Como neste trabalho o controle consiste na remocao de
uma proporcao da populacao de uma determinada espécie, este deve ter um Unico sinal
correspondente a remocao.

 MonitorizacGo minima: O numero de densidades que precisam ser medidas para imple-
mentar determinado controle. Quando se trata de sistemas de duas espécies, o vetor de
estados do sistema possui duas componentes, ha duas possibilidades para a monitorizacao
destas, visando a realimentacao. Quando se mede apenas uma das espécies, o termo cor-
respondente utilizado na teoria de controle é realimentacdo de saida. A outra opcao, é
medicao de ambas espécies, que se denomina de realimentacao de estado.

» Promover coexisténcia: apesar de remover predadores, as espécies devem equilibrar-se
em niveis sustentaveis, nos quais o valor das populacdes, nas unidades apropriadas, sao
positivos.

Relativamente as unidades das variaveis e do tempo, consideramos o seguinte:

+ Unidades da Densidade: A densidade populacional é o tamanho da populacdo em relacao a
alguma unidade de espaco. Geralmente ¢ avaliada e expressa como o nimero de individuos
ou a biomassa da populacao, por unidade de area ou de volume.

» Unidades de Tempo: Tempo nos sistemas ecologicos € medido usualmente em dias, sema-
nas ou anos.
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Voltando ao sistema original (2.1)) este pode ser descrito de varias formas equivalentes. Vamos
descrever a nossa proposta de lei de controle ou politica de limiar, aplicando as definicoes e
conceitos da subseccéo fi.3.1.

Seja z = (N, P). z estard sempre em I]‘\Pi ={z€R?2:N>0,P >0} e designaremos a zona de
chaveamento M por
M={zeR? :5(z)=0}

onde
s:R? —R
z—5s(z)=N-ng
e No € um valor ”limite” da populacao das presas. A variedade M divide Ri em duas regioes:
Slz{zeRi:s(z) >0} e ng{ze[}ﬁ:s(z) <0}.

Aplicando um controle a cada uma das regides, o modelo de Lotka-Volterra, toma a seguinte
forma:

z=fi(z,ui(z)), se zeS;

Z=fa(z,us(z)), se z€Sy

A zona de chaveamento M descrita acima esta definida de modo a que, sempre que a trajetoéria
de um ponto representativo cruza M, isto €, comuta de S; para S» uma proporcao de predadores
€ retirada. Por outras palavras, sempre que N, a densidade ou n° de presas, é inferior a ng
uma proporcao de predadores deve ser removida. A proporcao é designada por € e deve ser
determinada de forma ao sistema ter a dinamica desejada. Assim, a lei de controle aplicada é
a seguinte:

ui(z) sezeS;

Uz(z) sezeSy

0 seze€eS;

eEP seze$Sy
Desta forma temos dois sistemas, um por cada regiao:
« SezeS; entdo z=f1(z,0) = (N(a—bP), P(cN — d))
+ Se ze€ Sy entdo z = fa(z, uz(2)) = (N(a — bP), P(cN — d) — €P)

Escrevendo de uma forma equivalente, mas mais simples, utilizando apenas um sistema para
descrever toda a dinamica de controle com estrutura variavel é:

N(a - bP)

N (2.17)
P P(cN —d) — up(2)
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onde up(z) = eP¢(s(z)) e ¢(s(z)) designa a politica de limiar e é definida por

0 ses(z)>0,
¢(s(2)) = (2.18)

1 ses(z)<o0

E de notar que em M, a lei de controle ndo estd definida. Jessica Li, em [Li14], usou este
modelo na versao continua e esta zona de chaveamento M. Comparou-a com outra zona M =
{ze Ri :5(z) =N —no =0} e mostrou através do método grafico que as 6rbitas continuam a
ser centros mas afastam as populacdes da extingdo. Meza, em [Kas05], também com o modelo
continuo, usando esta lei de controle mostra através de funcdes de Lyapunov que existe um
ponto em M que é assintoticamente estavel, portanto existe movimento deslizante em M. Em
[Bay11], discretiza o modelo de Lotka-Volterra usando o método de Mickens, apresenta uma
zona de chaveamento que implica a implementacdo de uma lei de controle nas duas espécies
e remete para [L.HOQ], a demonstracao. No entanto, em [L.HOQ] apenas é demonstrado o caso
continuo. Nesta seccdo discretizamos o modelo de Lokta-Volterra, usando o método de Mickens
mas o modelo obtido é diferente do de Meza, em [Bay11]. A nossa superficie de chaveamento
é um caso particular de [Bay11]. Discretizando o modelo (2.17), temos de ter em consideracéo
que up(z) = eP$(s(z)) depende do valor da politica de limiar ¢(s(z)). Assim, se ¢(s(z)) =0,
o modelo (2.17) consiste no modelo de Lokta-Volterra original cuja discretizacio ja foi obtida
na seccdo R.1. Recordando o modelo (2.6):

Nii1 = (1+a@(h))Nk —be(h)Nk 1Pk

(2.19)
Pii1 =Pk + co(h)Nks1Px — d@(h)Pxi1

substituindo ag(h) = a, be(h) =B, ce(h) = § e do(h) =y temos o modelo livre:

Ni41 =1+ a)Ng — BNgy1Pk

(2.20)
Pi+1 = Pk + ENk1+1Pk — YPk+1

Se ¢(s(z)) = 1 o modelo (2.17) consiste em

N =N(a-bP)

. (2.21)

P =P(cN-d)—eP
Discretizando obtemos:

N =(1+a)Ngk —BNk,1P
k1= ( )Nk — BNg+1Pk 2.22)

Pk+1 =Pk +ENky1Pk — YPk+1 — €Pk
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Neste caso € = €@(h) e reescrevendo os sistemas (2.20) e (2.22) de modo explicito, podemos
escrevé-lo num so

(1+or)
Nki1 = P
B I+ BP + E(1+ a)Ni e p (2.23)
Pkt1 = 1+y( T BPy — €9(s(Nk, k)))

e a politica de limiar, ¢(s(Nk, Px)) = @(s(z(k))) = ¢(s(k)) mantém-se:

0 ses(k)>0,
¢(s(k)) = . (2.24)
1 sesk)<0

Note-se que s(k) corresponde a funcao que define a zona de chaveamento e depende dos estados
do sistema. Esta afirma o seguinte: quando a trajetoria do ponto representativo z(k) cruza
s(z(k)) = 0 o controle comuta instantaneamente. E isto permite que exista movimento na zona
de chaveamento M, o modo deslizante e atinja o ponto de equilibrio de deslizamento zselq.

Agora vamos determinar os pontos de equilibrio do sistema livre e controlado (2.23) e analisa-los

quanto a estabilidade.

Pontos de Equilibrio

Se o sistema ¢é livre, ¢(s(k)) = 0 entdo temos o sistema

(1+a)Ng
Nip1 = ———

1+ BPk (2.25)
p Pk (1+BP/<+E(1+0{)N/<) S
k =
i 1+y 1+ BPk

O sistema anterior pode ser escrito da forma (Ng41, Pk+1) = F(Nk, Pk) onde F : [R%%r — Ri e
dada por

F(N,P:((1+O{)N, P (1+BP+E(1+0{)N)).
1+BP 1+Y 1+pBP

Os pontos de equilibrio sdo os pontos que satisfazem F(N*, P*) = (N*, P*). Resolvendo esta

equacao obtemos:
Y o
e1=(0,0) eex= (—, —)
E B

Se o sistema é controlado, ¢(s(k)) = 1 entdo temos o sistema

(14 a)Ng
Nkj1=———
1+ BPk (2.26)
P [(1+BPr+§&(1+a)Nk ’ )
Pest = ¢
1+y 1+ BPk

Reescrevendo o sistema anterior da forma (N1, Pk+1) = G(Nk, Pk) onde G : [Ri%r — I]Q%r é dada
por

G(N,P) =

((1+or)N P (1+BP+E(1+0{)N_E))
1+BP "1+ 1+BP '
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Os pontos de equilibrio satisfazem G(N*, P*) = (N*, P*) e obtemos como solucoes

1
ep=(0,0) eexp= (@ %)

Estabilidade dos pontos de equilibrio

Relembrando que o sistema livre () pode ser escrito da forma (Nki1, Pk+1) = F(Nk, Pk)

onde 1 N P 1 P 1 N
F(N’P):(( +a) ’ ( +BP+E(1+a) ))
1+B6P 1+ 1+BP

a matriz jacobiana associada a F(N, P), num ponto qualquer (N, P) é a seguinte:

1+a (I1+a)NB

1+ BP (1+BP)?

DF(N,p) =
(1+a)EP (1+a)EN + (1+BP)?)

(1+6)(1+pBP) (1+6)(1+BP)?

Aplicando a matriz no ponto e; = (N*, P*) = (0, 0) temos:

1+a O
oro- (57 1)
I+y

como a e 7y sao positivos por definicdo, temos que €1 € um ponto sela pois

[ei=00) [¢1=1+0] ¢o=1 |

Tabela 2.3: Valores proprios para o ponto de equilibrio e;

Aplicando a matriz no ponto e3 = (N*, P*) = (%, ) vem:

=®IQ

By

]_ _
(1+a)§

DFe, =
a& 1+a)?+(1+a)y

B(l+y)  (+a)?(1+7)

Calculando os valores proprios, obtemos as seguintes expressoes:

BER(1+7)+a(2+7)) £ i/ aB2E2y (4 + 4a + 4y + 30)
21+ a)(1+7)Bg
20 +7)+a2+7)) £ iyayd +4a + 4y +3ay)

- 201+ a)(1+7) =a+hl

i =

20+y)+a@2+y) Voy(d+4a + 4y + 3ay)
e =

2(1+a)(1+7) 2(1+a)(1+7)
Como ¢; é complexo o seu valor absoluto é dado por

onde a =
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, Vaa(l+7)+2(1+7)2 — a2(=2+72)
| — — 1/ 2 2
Wil = lor Bl = vo+ 57 = (1+a)(1+7)vV2

Portanto, o valor absoluto depende apenas de a e de y. Consideremos o caso em que ambos
sao idénticos. Neste caso

N V2+a®+8a—ad)
W= 1 ap

Para analisar o seu valor primeiro tentamos analisar quando |¢;| < 1.

V2+a(8+8a —ad)
V2(1 + a)?

<l (V2+aB+8a—a3)? < (V2(1+a)?)? &

S2+a@B+8a—-ad)<21+a)t &
o a(-a® -8a® —4a) < 0 &
o ala®+8a% +4a) >0

Como a é sempre positivo a expressao acima é sempre positiva. Portanto,

|¢i] <1 paratodo o > 0. Logoezé um foco estdvel.

No caso geral, em que a # ¥ tentando averiguar se |{;| < 1, tem-se:

VAa(1+7)+2(1+7)2 - a(=2+7?)

(1+a)(1+7)vV2
& (Vaa(l+7) +20+ 7?2 —a2(=2+12)? < (L + ) (1 +7)V2)? &
Sda(l+Y)+20+7)? -a?(=2+7?) <20+ a)(1+7) <

<l&

o —day(l+a+7v)-3a0*y? <0<
S ay[d(l+a+y)+3ay] >0
Como a >0 ey > 0, temos que a expressao acima € sempre positiva. Assim, no caso geral
|Yi] <1 paratodo a >0 ey > 0. Logo e, é um foco estdvel.

Portanto no sistema livre, o ponto de equilibrio es é sempre foco estdvel. Relembrando que o
sistema () pode ser escrito da forma (Nk41, Pk+1) = G(Nk, Px) onde G : Ri — [RifL é dada
pela seguinte expressao

G(N, P) (N(O{Jr 1) (1+&N- £)P)

1+B8P " (1+7)
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A matriz jacobiana associada a G(N, P) num ponto qualquer (N, P) é dada pela seguinte matriz:

1+a (1+a)NB

1+ BP (1+BP)?

DG(N,P) =
(14+a)EP (1+g(147)(1+BP)?+(1+a)EN

(1+v)(1+BP) (1+7)(1+BP)?

Aplicando a matriz no ponto e;p = (N*, P*) = (0, 0) vem:

1+a 0
DGelp = 0 1-g(1+4y)
1+Yy

Como a e y sao positivos, temos Y1 =14+a>1e Yz = Pig;rﬂ = ﬁ — & < 1. Assim, tendo

em consideracao os valores proprios €1p € um ponto sela.

’ eip=(0,0) ‘ gi=1+a ‘ poI#Y ‘

Tabela 2.4: Valores proprios para o ponto de equilibrio e{p

Aplicando a matriz no ponto eop = (N*, P*) = (W %) vem:

B(Y + €+ 7€)
(1+a)§

1 —

DGeQP:
ak l+a+y—a(l+y)—¢€

B+ By (1+a)(1+Y)

Calculando os valores préprios através do polinomio caracteristico obtemos a seguinte expres-

Sao:

20147+ a2+ Y= (1+7)8) VoY1 +6) +ey/=4(1+7) +a(-4+ V(-3 +¢€) f¢)

- 2(1+a)(1+7)

—a£p
Onde

5 20+v)+a2+v—-(1+7)e)
21+ a)(147)

e

Jay(l+e)+ey/—41+vy) +a(—4+y(-3+¢) +¢)
B= .
2(1+a)(1+7)

A natureza de e5 depende do valor de |¢;|. De facto 8 e € sao cruciais no valor de |;|. Devido
ao facto de todos os parametros do sistema serem positivos temos

—4(1+Y)+a(=4+Y(-3+¢&)+€) >0 <=LeR],
—4(1+7)+a

—~

—-4+7y(-3+€6)+¢€) <0 < peC.

O primeiro caso implica que §; = a = B sao valores proprios reais e no segundo temos ; € C.
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Para especificar o valor de |(;]| nos casos anteriormente descritos precisamos de analisar o valor
de B. Assim, temos trés casos:
41+v+a)+3ay

a(y+1)
Substituindo € em |{/;] obtém-se que |¢;| = |a| = 1.

e 1°Caso: B=0istoée=

’egp ‘ Yi=lal=1 ‘ ‘/’2:'&':1‘

Tabela 2.5: Valores proprios para o ponto de equilibrio esp

Logo eop € um nodo degenerado. Seja este valor de € denotado por €;.

e 2°Caso: B>0istoé € > ¢;.

Neste caso, ambos os valores proprios sdo reais. A natureza do ponto de equilibrio egp
depende, em particular, do valor de €. Por outro lado como € corresponde a uma proporcao
de predadores temos de ter € < 1. Se a = v, ao substituirmos em &£; vem

4(142a) + 302

g>le >1 (2.27)
ala+1)
<= 4(1+2a)+3a% > a(a+1)
202 +7a+4>0 (2.28)

Pode-se ver que para todo o valorde a > 0, € = £1 > 1. O que biologicamente é impossivel.
Sea#v,
41+v+a)+3ay

&1 = >1le4l+v+a)+3ay > a(y +1
1 a1 1+v+a) Y>a(y+1)

S3a+4+4y+ 20y >0

Como o e 7y sao positivos, €1 € sempre superior a um. Logo biologicamente esp ter dois
valores proprios reais ndo faz sentido. Portanto resta analisar o terceiro caso.

» 3°Caso: BeC,istoé, 0 <& <egp. Neste caso ,i; = a + Bi.

Dada a complexidade da expressao vamos considerar dois sub-casos.

- Assumamos que a = Y. Relativamente a |¢;| temos

VEC+aB+8a—ad—2(1+a)2+ a4+ a))e+a(l+a)2e2))
Wil <1< <1

V2(1+ a)?
S2+ad+8a—ad—21+a)2+ a(d+a))e+a(l+ a)?e?)) <201 +a)

oa(a+ e+ ag)(—4 —8a — 3% + ag + a’e) <0

Como a(a + e + ae) é sempre positivo, para a expressao acima ser negativa

4(1 4+ 20a) + 30

(-4—8a—3a’+ae+a’e)<0ee<
ala+1)
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4(1 + 20a) + 302
Ja foi visto em (2.27) que % > 1 para todo o > 0. Logo para todo
ala
O<e<egy, Y <.

- Assumamos que o # y. Este € o caso geral. Relativamente a |{;| temos:

Wil <1<

S214+7)2 —4a(1+Y)(=14++7E)+a?2=Y2 =20 +7)2+ V)e+ (14 7)%€?) -
20+ a)1+y)?2 <0

Sa(y+e+ve)(-41+y)+a(=4+v(=3+¢€)+¢€)) <0

Como a(y + € + yg) é sempre positivo, para a expressao acima ser negativa temos
de ter (—4(1+7v)+a(—4+7vy(—3+¢€)+¢€)) <0, que é equivalente a € < €;. E ja foi
visto anteriormente que £; > 1. Logo |§;| < 1, para todo a e 7y positivo.

Assim temos para a, y positivo

[eop [ g1l <1 ] [¢a]l <1 |

Tabela 2.6: Valores proprios para o ponto de equilibrio eop

Logo esp € um foco estdvel.

S6 faz sentido analisar sistemas em que existem parametros a, 3, &, v e € que estejam definidos
quer no sistema livre, quer no sistema controlado. Da analise anterior, tem-se

’ lof ‘ Y ‘ € H Sistema Livre ‘ Sistema Controlado ‘

’ a>0 ‘ ¥>0 ‘ £<ég H foco estavel ‘ foco estavel ‘

Analise Grafica

Comecamos por relembrar que M = {z € Ri :S(z) =0} onde

5:|Rii—>|R{

z—5(2)=N—-ny

e nNo € um valor ”limite” da populacdo das presas. No sistema livre, o ponto de equilibrio é
ey = zgf = (N3, P*) e no sistema controlado o ponto de equilibrio é egp = z;q = (Ngp, P*).
Queremos que estes pontos sejam virtuais, ver definicao f.3.8. Tendo em consideracao a nossa
variedade, a condicao necessaria para os pontos serem virtuais € que ng seja escolhido de modo
a Ny < ng < Ngp. O valor que vamos usar, sem perda de generalidade é:

N2 + Nop

no=—F—

Ver um exemplo na Figura 2.5.
A politica de limiar, ¢(s(k))
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Figura 2.5: Zona de Chaveamento M

estd definida de modo a que: na zona S; atua o controle u;(z(k)) = 0 e z(k + 1) = F(z(k))
tenta encontrar Zg? que se encontra em Sa2. No entanto mal a trajetéria cruza M, ou s(k) =0,
o controle comuta para u; e entra em acao z(k+1) = G(z(k)) que tenta encontrar zgg que por
sua vez se encontra em Sy, ver Figura 2.6.

P
! F
SZ /A/
eq eq
Zs ,ed ’s
P ® ¢Sl
] St
G
Us us
s(z)|=0 N

Figura 2.6: Pontos de equilibrio virtuais

No entanto, em sistemas de equacdes as diferencas, a zona de chaveamento M s6 podera ser
uma zona quasi-deslizante. Isto porque, na pratica, a lei de controle ou politica de limiar, em
sistemas de equacdes as diferencas, deve comutar um pouco antes da zona de chaveamento
quando a trajetoria vai da regiao com controle S, para a regiao sem controle S;. E comuta um
pouco antes quando se vai da regiao sem controle S; para a regiao com controle Ss. Assim a
politica de limiar deve ser considerada com Histerese (”Threshold Policy with hysteresis”). Para
tal precisamos de definir uma banda limite, ver definicaofl.3.9. Seja 0 > 0 e definimos M do
seguinte modo

M={z(k) e R® :—0<Nk—no<o}. (2.29)
Graficamente temos a Figura R.7.
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s(z)=—-0 s(z)=0

/=

N

s(z)=0
i ® N

Figura 2.7: Banda limite |s(z)| <0

O valor de o tem de ser escolhido de forma a

N2 <no—o<no<no+0o<Naz
. . No — N2 e .
sem perda de generalidade vamos considerar 0 = ———. Portanto verifica-se sempre a condi-
cao exigida. Precisamos de definir uma lei de controle de tal modo que as trajetdrias convirjam
para M e que a partir de um determinando instante k as trajetorias permanecam nessa banda.
De facto, a distancia a zona de chaveamento tem de ser ndo crescente, conforme o tempo vai
passando, ver Figura 2.8.

P

M
F
S2
’A//
s(z)=—-0 s(z)=0
eq eq
ZSl Zeq 252
p* ® ® sl
G =
Uz
S
U4 1
S(Z)‘= 0 .

Figura 2.8: Zona de Chaveamento M com Histerese

Assim, a politica de limiar que vamos utilizar é definida do seguinte modo:

0 se s(ky>0vV (s(k)—s(k—1)=0As(k)=>-0),
OH(s, 0) = (2.30)
1 se s(k)<—-ov(sk)—s(k—=1))<0As(k)<o0)

onde z(k) = (N, Px) e 0 € o valor onde comeca e termina a banda limite.
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Tendo em consideracao a politica de limiar com histerese e a tabela com os parametros que
fazem sentido biologicamente, apresentamos agora alguns graficos. Consideramos 3 conjuntos
de parametros. Neles consegue-se verificar que para os pontos considerados as suas trajetorias
convergem para M e conforme o tempo passa as trajetorias ficam confinadas a M. Portanto M
€ uma zona quasi-deslizante pois as trajetorias tendem a convergir para um ponto definido em
M, zzlq, o ponto de equilibrio de deslizamento. Para diferentes parametros, o comportamento
das trajetorias € semelhante. Vamos utilizar a funcéo ¢(h) = e(h) — 1, com h = 0.01 tal como
Meza utilizou em [Bay11].

A cada ponto inicial esta associado dois graficos. No grafico do lado esquerdo estara represen-

tada a sua trajetoria. No grafico da direita estara representada uma combinacédo de graficos.

A laranja esta representado a trajetoria do ponto inicial considerando o sistema livre;

A vermelho esta representado a trajetoria do ponto inicial considerando que o sistema é
constantemente controlado;

A azul temos P = P*, para todo o t considerado.

A lilas temos N = ng, para todo o t considerado.

e Averde temos N =Ny e N = Nop.

e Apretotemos N=ng—oceN=ng+o0.

« A azul temos a trajetoria do ponto inicial considerando o controle ON-OFF com histerese.

Em cada grafico, foram consideradas milhares de iteracdes. Na maioria deles, pelo menos 7000
e no maximo 40000. O nUmero de iteracoes depende do valor de €. Quanto mais pequeno mais
tempo se demora a encontrar o ponto de equilibrio de deslizamento. Os algoritmos utilizados
estao descritos no Apéndice A.Z.

1. Para o conjunto de parametros: a=1; b=c=0.2, d =0.5 e e = 0.3 tém-se:

[
N2 No g Nap pP* qu

2.5 | 3.25377 | 0.376884 | 4.00754 | 5 (3.25377, 5)

Tabela 2.7: 1° Conjunto de Valores

« Ponto Inicial (Ng, Po) = (10, 10).

15 151

10 10F

N4V VTV IR LY

\\\Q\%H\H T

1A

» 0 2 4 6 8 0 12
Figura 2.9: Trajetoria de (N, Po)
Figura 2.10: Comparacao de trajetorias
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« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (7, 4).

1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.11: Trajetdria de (Ng, Py)

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (2, 3).

1 2 3 4 5

Figura 2.13: Trajetoria de (No, Po)

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (2, 8).

1 2 3 4 5

Figura 2.15: Trajetdria de (No, Po)

« Ponto Inicial (Ng, Po) = (3.5, 10).
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Figura 2.12: Comparacao de trajetorias
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Figura 2.14: Comparacao de trajetorias
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Figura 2.16: Comparacao de trajetorias
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Figura 2.18: Comparacgao de trajetorias

2. Para o conjunto de parametros: a=1.5; b=c=0.4,d=0.3 e € =0.1 tém-se:

N2 nNo o Nap p*

Tabela 2.8: 2° Conjunto de Valores

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (3, 3).

Figura 2.22: Comparacao de trajetorias

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (0.5, 4).
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Figura 2.23: Trajetdria de (No, Py)

« Ponto Inicial (Ng, Pp) = (0.6, 2).
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: Comparacao de trajetorias

Figura 2.25: Trajetoria de (No, Po)

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (0.9, 2.5).
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Figura 2.26: Comparacao de trajetorias
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Figura 2.27: Trajetdria de (No, Py)

Figura 2.28: Comparacao de trajetorias

3. Para o conjunto de parametros: a=2; b=c=0.3, d =0.4 e € = 0.5 tém-se:

N2 No o Nop P* z
1.3333 | 2.17002 | 0.418342 | 3.0067 | 6.66667 || (2.17002, 6.66667)

Tabela 2.9: 3° Conjunto de Valores

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (4, 4).

50



1 2 3 4 5

Figura 2.29: Trajetdria de (Ng, Po)

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (3.5, 3).
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Figura 2.31: Trajetdria de (No, Po)

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (2, 3).
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Figura 2.33: Trajetdria de (No, Po)

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (0.5, 5).
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Figura 2.35: Trajetdria de (Ng, Po)
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Figura 2.30: Comparacgao de trajetorias
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» Ponto Inicial (Ng, Pg) = (1, 2).
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Figura 2.37: Trajetoria de (No, Po) ° ’ v
Figura 2.38: Comparacao de trajetorias

2.4 Sistema com Controle nos Predadores 2

Meza, em [Bay11], discretiza o modelo de Lotka-Volterra, usando método de Mickens, mas na
segunda equacao a discretizacao é diferente. O passo diferente decisivo é

Pik+1 =Pk + ENkPik+1 — YPk.

Assim o sistema final discretizado é:

(1+a)Ng

Nej1=—7—
1+ BPk
(1=7)P«k
Pii=——
1—&ENg

Considerando a lei de controle apenas nos predadores, obtém-se

N (I+oa)Ng
k+1=——F—
1+ BP,
I e
k+1 = 1~ ENk EPk¢(s(k))

¢(s(k)) é a politica de limiar com histerese, (2.30) descrita na seccéo anterior. A superficie de
chaveamento e a zona de quasi-deslizamento mantém-se igual a definida na seccao anterior.
Pontos de Equilibrio

O sistema (2.31)), quando é livre, pode ser reescrito da seguinte forma (Nk41, Pk+1) = H(Nk, Pk)
onde H : [RifL - Ri é dada pela expressao

1+oa)N (1- Y)P)

H(N’P)_( 1+BP ' 1-EN

para um ponto qualquer (N,P) € IR%F. Os pontos de equilibrio de (2.31]) sdo as solucoes de
H(N*,P*)=(N*,P*). Estes tomam os valores

612(0,0) e ey = (z,g)
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No sistema controlado, o sistema () pode ser reescrito da forma (Ng1, Pk+1) = HC(Nk, Pk)
onde HC : [RifL - Ri é dada pela expressao

HC(N, P) = ((1 TN 1-7P EP) .

1+B8P " 1-EN

para um ponto qualquer (N, P) € IRR%F. Mais uma vez, os pontos de equilibrio sdo as solugdes de
HC(N*,P*)=(N*, P*). Estes tomam os valores

Y+E€ a)
El+¢) ' B)

emm=(0,0) e ey = (

2.4.0.3 Analise da Estabilidade Local dos Pontos de Equilibrio

Para o sistema (2.31)), pretendemos analisar a natureza dos pontos de equilibrio e verificar como
se comportam as trajetorias de um ponto representativo relativamente a M, (2.29). A matriz
jacobiana associada a H(N, P) num ponto (N, P) qualquer é dada por

l+a (1+a)Ng

1+BP (1+BP)?2

DH =
" pa—ypE a-v)
(1— EN)2 1+ EN

Relativamente a e; = (0, 0), DH aplicada em e; é dada por

I+a 0
DHel_( 0 1_7)

como a e 7y sao positivos por definicdo, temos que e; € um ponto sela pois

[e1=(00) [ ¢r1=1+0a[¢2=1-7 |

Tabela 2.10: Valores proprios para o ponto de equilibrio ey

o
Relativamente a €3 = (g E) , a matriz DH aplicada em e5 é dada por
. B
1+a
DHe, = ak (14 0&
B(1—-7)

os valores proprios do polindomio caracteristico associado a matriz acima sao

e_(lﬂ) p—1—, | — 2 gy
*~\g'p ' \/(1+or)(v—1) 2 \/(1+a)(v—1>

Tabela 2.11: Valores proprios para o ponto de equilibrio es

Analisando os valores proprios observamos que para estarem bem definidos y # 1 e se
« Se ¥ > 1 entdo e, € um ponto sela;
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.. - ay .
» Se ¥ < 1 entao os valores proprios sao complexos e |¢p;]] =1+ —— < 1 pois
, (L+o)(y—1)
(Y —1) <1 logo ez € um foco estdvel.

Considerando agora o sistema controlado HC a matriz jacobiana, para um ponto qualquer (N, P)
toma a forma:

l+a (1+a)NB

1+ BP (14 BP)?

DHC(n,p) =
" Pr-1n& (-1 _
(EN—-1)* EN-1

Relativamente a ey = (0, 0), a matriz DHC aplicada a e1y é dada por:

l+a 0
DHCey=|  1=(1+7k
1+y

como € e 7y sdo positivos por definicdo, temos que e1m é um ponto sela pois

I
eim=1(0,0 =140 | Yo=——-¢
(0.0) 1+

Tabela 2.12: Valores proprios para o ponto de equilibrio ey

Relativamente a egy = (Y—H, —) , a matriz DHC aplicada a eyn é dada por:
E(l+¢) B
3 B(Y +¢)
DHCe,, = ak(l +¢)? 1+ @& +e)
BY-1) :

os valores proprios do polinomio caracteristico associado a matriz acima sao

. ( Y+e g) v 1_\/0{(1+£)(Y+£) v 1+\/a(1+£)(¥+£)
M \eare'B) | T l+oy-1) | >~ (1+a)(y—1)

Tabela 2.13: Valores proprios para o ponto de equilibrio eopy

Analisando as expressoes dos valores proprios observamos que para estarem bem definidos é
necessario que y #1 e se

» Se ¥ > 1 entao esy € um ponto sela;

. s a(l+¢€)(y +¢€) .
» Se Y < 1 entdo os valores proprios sao complexos e || = 1 + ——— < 1 pois
, (1+a)(y-1)
(Y —1) <0 logo eam € um foco estavel.

Biologicamente v é a taxa de mortalidade e nao pode ser superior a 1. Assim, nos sistemas livres
e controlado, temos que o ponto de equilibrio positivo eopn € sempre foco estavel.
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Analise Grafica do Sistema 2

O ponto de equilibrio do sistema livre es = zgf = (N3, P*) coincide com o obtido no sistema
1. No sistema controlado, o ponto de equilibrio é esy = zgg = (Nom, P*) que é diferente de
eop do sistema 1. De facto, tém-se para todos os valores dos parametros que Noy < Nop isto

porque
Y+E Y(1+¢)+¢&

<
E(1+¢) g
Queremos que estes pontos sejam virtuais e para tal a condicdo necessaria € que ng seja esco-
lhido de modo a N2 < ng < Naopy. Iremos utilizar a mesma politica de limiar com histerese e a
mesma funcao ¢(h) =e(h) — 1, com h =0.01 tal como Meza utilizou em [Bay11].
Nesta seccao o nosso objetivo é comparar as trajetorias de pontos tendo em consideracao os
sistemas 1 e 2. Mas como os pontos equilibrio dos sistemas controlados sdo diferentes teremos
de manter a mesma superficie de chaveamento e os mesmos pontos iniciais. A definicao da
superficie desde que satisfaca a condicdo de que os pontos sejam virtuais fica ao critérios dos

autores. Vamos apresentar dois conjuntos de parametros e para alguns pontos sera apresentada
a sua trajetoria. Tal como na seccédo grafica anterior quanto mais pequena for a proporcao a
ser retirada mais iteracdes serao necessarias para o ponto estar préoximo do ponto de equilibrio
de deslizamento. Tal como foi realizado na seccdo anterior, a cada ponto sera associado dois
graficos. O da esquerda contera a sua trajetoria e a do sistema 1. Para podermos verificar as
diferencas ou semelhancas, considerando o mesmo nimero de iteracdes. No da direita incluire-
mos o ponto de equilibrio de deslizamento zg’q, dado pela intersecao de y(t) = P* e x(t) = no.
Assim:

« A azul temos P = P*, para todo o t considerado.
« Alilas temos N = ng, para todo o t considerado.
e Apretotemos N=ng—oceN=ng+o0.

e Averde temos N =Ny e N = Noy.

« A vermelho temos a trajetoria do ponto inicial considerando o controle ON-OFF com his-
terese de Meza.

A azul temos a trajetoria do ponto inicial considerando o controle ON-OFF com histerese,
do sistema 1.

Tal como na analise grafica do sistema 1, os valores representados nos graficos dependem dos
N2 + Nop No — N2
—e0=———

parametros, e consideramos ng = 5

. Deste modo a comparacao entre

eles sera mais facil.

1. Para o conjunto de parametros: a=1; b=c=0.2, d=0.5e € =0.3 tém-se:

* sl
N2 nNo o Nam P Zeq

2.5 | 3.25377 | 0.376884 | 3.98798 5 (3.25377, 5)

Tabela 2.14: 12 Conjunto de Valores

« Ponto Inicial (Ng, Po) = (10, 10).
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Figura 2.39: Comparacéo de Trajetorias de (Ng, Py)

Figura 2.41: Comparacéo de Trajetorias de (Ng, Py)

Ponto Inicial (Ng, Pg) = (7, 4).

Ponto Inicial (Ng, Pp) = (2, 3).

1 2 3 4 5

Figura 2.43: A Trajetoria de (No, Po)

Ponto Inicial (Ng, Pp) = (2, 8).

Figura 2.45

56

1 2 3 4 5 6

: Comparacéo de Trajetorias de (No, Po)

Ponto Inicial (Ng, Pp) = (3.5, 10).
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Figura 2.40: Zona Quasi-Deslizante
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Figura 2.44: Zona Quasi-Deslizante
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Figura 2.46: Zona Quasi-Deslizante
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Figura 2.47: Comparacéo de Trajetorias de (No, Po)
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Figura 2.48: Zona Quasi-Deslizante

2. Para o conjunto de parametros: a=2; b=c=0.3, d =0.4 e € = 0.5 tém-se:

N2 No g

Nam

* sl
P zeq

1.3333 | 2.17002

0.418342

3.985

6.66667

(2.17002, 6.66667)

Tabela 2.15: 2° Conjunto de Valores

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (4, 4).
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Figura 2.49: Comparacéo de Trajetorias de (Ng, Py)

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (3.5, 3).
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Figura 2.51: Comparacéo de Trajetorias de (Ng, Py)

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (2, 3).
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Figura 2.50: Zona Quasi-Deslizante
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Figura 2.52: Zona Quasi-Deslizante
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Figura 2.53: Comparacao de Trajetérias de (Ng, P)
Figura 2.54: Zona Quasi-Deslizante

« Ponto Inicial (Ng, Pg) = (0.5, 5).
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Figura 2.55: Comparacdo de Trajetérias de (N, Po)
Figura 2.56: Zona Quasi-Deslizante

« Ponto Inicial (Ng, Po) = (1, 2).

AN
AMNRRNY

WAL

15

iy

0 2 4 6 8

Figura 2.57: Comparacao de Trajetorias de (N, Po)
Figura 2.58: Zona Quasi-Deslizante

Comparacao dos Sistemas com Controle nos Predadores

A natureza dos pontos de equilibrio de ambos os sistemas é semelhante apesar da classificacao
dos pontos do método proposto seja um pouco menos direta do que a proposta por Meza. Com-
parando os graficos obtidos para ambos os sistemas, verifica-se que a nossa proposta aparenta
convergir mais rapidamente para o ponto de equilibrio de deslizamento zzlq . Este facto verifica-
se mais facilmente quando os pontos estao relativamente longe da zona quasi-deslizante. Assim
em sistemas em que a rapidez para atingir o ponto de equilibrio seja fundamental, o sistema
proposto aparenta ser o melhor. Na maioria dos graficos apresentados, menos iteracoes faria a

trajetoria do ponto representativo estar mais longe de zZ‘q .
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Capitulo 3

Aplicacdes ao Ensino Secundario

Neste capitulo abordaremos como podemos aplicar o modelo de Lotka-Volterra no ensino secun-
dario e para melhor abordagem apresentam-se os seguintes exercicios:

Exercicio 1: Seja Px o numero de predadores (densidade) no instante k num determinado
ecossistema perante a auséncia de presas. O nimero de predadores ao longo do tempo é dado
pela seguinte lei:

Pki1=(1—=7v)Pk, kK20, 0<y<1lePy>0. (3.1)
1. A sucessdo (Pk)k>o0 € a solucdo de (B.1) com Py o nimero inicial de predadores.

Mostre que a sucessao Py é:

(@) monodtona decrescente;
(

b) limitada;

(c) convergente e limPg = 0.

)
)
)
(d)

Explique por palavras suas o que isso significa biologicamente.

Exercicio 2: Seja Nx o nimero de presas no instante k num determinado ecossistema perante
a auséncia de predadores. O numero de presas ao longo do tempo é dado pela seguinte lei:

Nikyi=(14a)Ng, k=0e0<Nyp<1. (3.2)
1. A sucessdo (Nk)k>o € a solucdo de (B.2) com Ny o nimero inicial de presas e o > 0.

Mostre que a sucessao Ny é:

(a) monoétona crescente;
(b) nado é limitada e limNg = co.

(c) Explique por palavras suas o que isso significa biologicamente.
Resolucao dos exercicios.

1. Exercicio 1.

(@) Vamos mostrar por inducao que a sucessao (Pk)ke n, € decrescente.

 Primeiro precisamos de mostrar que P; — Py < 0.
P1—=Po=(1=7v)Po—Po==7Po
Como0<7y<1lePy>0,tem-se que P; — Py <0.
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» Agora precisamos de mostrar que se Px — Px—1 < 0 entdo Px+1 — Px < 0 para
todoo k > 1.

Pit1 =Pk = (1 =7)Pk = (1 =Y)Pk-1= (1 =¥)(Pk = Pk-1)

Como por hipotese Py — Pxk—1 <0e 0 <7y <1 temos P+ — P < 0. Portanto a
sucessao é decrescente.

(b) Agora precisamos de mostrar que a sucessao é limitada, isto é, existe um a e um b
tais que a < Py < b para todo o k € Nj.

Na alinea anterior, provou-se que a sucessao Py € monotona decrescente, isto é: para
todo o k temos:

cor < Py < Pgg1 <Pk <Pyoy <--+ <Py <Py,
ou seja, o majorante desta sucessdo é Py e o minorante € 0. Assim 0 < Px < Pg para

todo o k € N e a sucessao é limitada.

(c) Existe um teorema que diz que toda a sucessdao monotona e limitada € convergente.
Uma vez que, de acordo com as alineas anteriores, (Px) é monétona e limitada,
concluimos que é convergente. Seja E = limPx. Como limPys1 = limPx = E,
concluimos que

E=1limPxi1 =lim1—-—yY)Pk=(1—-7)limPrk=(1-7)E=
SE=(1-Y)ESE-E+YvE=0& (3.3)
S E=0.
Logo concluimos que limPx = 0.

(d) Biologicamente se estamos perante um cenario em que os predadores nao tém ali-
mento isso levara a sua extingao.

2. Exercicio 2.

(@) Vamos mostrar por inducao que a sucessao (Nk)ke n, € crescente.

« Primeiro precisamos de mostrar que N1 — Ny > 0.

N1 —No=(14+a)Ng—Ny=aNy

Como0O<Ng<lea=>0tem-seque N; —Ngy=>0.

» Agora precisamos de mostrar que se Ny — N¢_; > 0 entdo N¢y1 — Ng > 0 para
todook >1

Nik+1—=Ng =1+ a)Nk = (14 a)(Nk-1) =
= (1+a)(Nxk — Nk-1)

Como por hipotese N — Ng—1 > 0 e a > 0 temos Nxyr1 — Ng > 0. Portanto a
sucessao é crescente.
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(b) Agora precisamos de mostrar que a sucessao nao é limitada. Se fosse, existiria um a

(€)

e um b tais que a < Ng < b para todo o k € Nj.

Na alinea anterior, provou-se que a sucessao Ny € monotona crescente, isto é: para
todo o k temos:

N0<N1<---<Nk_1<Nk<Nk+1<Nk+2<---,

ou seja, o minorante desta sucessdo é Ng.

Tem-se

lim Ny = lim(1 + a)kNg = oo.

pois a > 0 e Ny > 0 logo Ng nao é majorada.

Biologicamente perante a auséncia de predadores, as presas crescerdo indefinida-
mente, enquanto o ecossistema permitir (apesar da limitacdo do ecossistema nao
estar presente na equacao).
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Apéndice A

A.1 Conceitos sobre Calculo Matricial

Vamos apresentar alguns conceitos relativamente ao calculo matricial com o objetivo de refe-
rimos alguns resultados relevantes para analise de sistemas de equacdes as diferencas.
Relembremos o conceito de funcéo linear. Seja F c RN e T : F — F, uma aplicacéo linear.
Entdo T satisfaz as seguintes relacoes:

1. TX+y)=TX)+T(y);
2. T(AX) =AT(Xx)
Existem dois subespacos importantes numa aplicacao linear, o Ker(T) e Im(T).

Definicdo A.1.1. O Kernel de T, ou o seu nlcleo é o conjunto
Ker(T)={xe€F:T(x)=0} =T"Y0).
Definicdao A.1.2. A Imagem de T é o conjunto
ImMT)={yeF:T(x)=y paraalgum xe€ F} =T(F).

Seja F c RN, Um conjunto S = { V4, ..., vk} de vetores de F diz-se linearmente independente
Kk

se Z tivi =0 é equivalente a t; = 0, para todo i = {1, ..., k}.
i=1
0 conjunto S diz-se uma base de F se este contém o nimero minimo de vetores capazes de

gerar F. Isto é, S diz-se gerador de F, se cada vector de F pode ser escrito como soma direta
Kk

de vetores de S: u = Z tivi, ti e R.
i=1
Uma propriedade importante do Ker(T) é a seguinte:
” T é injectiva se e so se Ker(T) = {0}.”

Dada uma aplicacdo linear T: RN — RN |
X = (X1, ...,xx) € Ker(T) se e s6 se bT(x) = 0

Isto &, Ker(T) é o espaco solucado do sistema.

Qualquer aplicacao linear T pode ser identificada com uma matriz A cujas colunas sao determi-
nadas da seguinte forma: T(e;) = A.e; para os elementos e;, {1, ..., N} que formam uma base
de RN,

aixz -+ Qin

ami1 *** dmn

Note-se que Det(T) # 0 implica o Ker(T) = {0} e é equivalente a T ser invertivel.
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Definicdo A.1.3. Um nimero real A diz-se valor proprio se existir um vector x # 0 tal que
A.x = AX. Este vetor x designa-se vetor préprio associado ao valor proprio A.

A condicdo para um escalar A ser um valor proprio de A é: Ker(A — AI) # {0}. O conjunto
Ker(A—AI) = {0} é o espaco proprio de A e consiste em todos os vectores proprios associados
a A, juntamente com o vector nulo.

Encontrar os valores préprios de A é encontrar os nimeros A que verificam a condicdo

P(A) =Det(A—-Al)=0.
P(X) designa-se por polindmio caracteristico de A e as suas raizes sdo os valores proprios de A.

Consideremos um sistema linear com duas variaveis dependentes e autonomas. Vamos apresen-
tar alguns comportamentos das solucdes do sistema

Xny1=AXn (A1)

onde V Cc R?, A : V — V tendo em consideracéo as raizes do polindmio caracteristico associado
aA.

Definicao A.1.4. Sejam A; e A5 os dois valores proprios associados a P(A).
1. Se)\l,)\g G[Re)\l 7&)\2 e

(@) se 0 < [A1] <1, 0 < |Ag] < 1, entdo o ponto de equilibrio de (A.1)) é assimptotica-
mente estavel e designa-se por poco;

(b) se 0 < |A{| <1<|Ajl,, i#]J, i,j€{1,2} entdo o ponto de equilibrio designa-se por
ponto sela.

2. Se os valores proprios forem complexos eles sdo da formaAx =a+£Bi, B>0,k=1,2¢€
a natureza do ponto de equilibrio depende de |A1] = |A3].

(a) Se [A1] =1 o ponto de equilibrio diz-se estavel e designa-se por centro;

(b) Se |A1] < 1 o ponto de equilibrio diz-se assintoticamente estavel e designa-se por
foco estdvel,

(c) Se |A1] > 1 o ponto de equilibrio diz-se instavel e designa-se por foco instavel.

A.2 Algoritmo

Nesta seccao vamos apresentar os algoritmos utilizados ao longo do trabalho. O primeiro chama-
se Orbita e o segundo chama-se OrbitaM. A Unica diferenca entre eles é que no primeiro trabalha-
se com a funcao f2 que corresponde a funcdo dos predadores do modelo proposto pelos autores
e f3 é a funcao proposta por Meza.

As entradas nos programas tém o seguinte significado:

» n0 numero de presas no instante inicial;
» p0 numero de predadores no instante inicial;

« k nimero de iteragdes;
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« n valor limite das presas;

« 0 limite da banda;

» f1 ¢ 12 funcao do sistema que representa a variacao das presas;

» f2 é 2 funcao do sistema que representa a variacao dos predadores;
» f3 é a2?funcado do sistema de Meza que representa os predadores.
e a, 3, &, v sao os parametros dos sistemas

Orbita[n0—, p0_,n-,0_, k-, e_,a_,B-, -, v-]:=
Module[{(, l1 },

R[0] = No; P[0] = po0;

l={{R[0], P[]} };

S[0] = R[0] - n;

Fori=1,{<Kk,i++,

Rl = fila, B, R[i—1]};

S[il = R[il - n;

Which[S[i] > ol[((S[i]] — S[i —1]) = 0 && S[i] = —0),
Pli] = f2[a, B, & 7,0, R[i—1]]

Sli] < =ol|((S[]=S[i—1]) <0 && S[i] < 0),

P[] =f2[a,B, & v, & R[i - 1]],

True, Print[”0 sistema tem cycles”]|;

1 = Append[l, {R][i], P[i]}];

[=1l;

J;

Print[l];

]

OrbitaM[n0_, p0_,n—-,0_, k_,e_,a_,B_,§_,v-] :=
Module[{(, 11 },

R[0] = No; P[0] = po;

l={{R[0], P[]} };

5[0] = R[0] = n;

Fori=1,{<Kk,i++,

Rl = fila, B, R[{—1]};

S[]=RI[]—n;

Which[S[i] > ol[((S[i]] — S[i —1]) = 0 && S[i] = —0),
Pl = f3la, B, € 7,0,R[i—1]]

Sli] < —=oll((S[]=S[i—1]) <0 && S[i] < 0),

P[] =f3[a, B, &, 7. & R[i—1]],

True, Print[”0 sistema tem cycles”]|;

[y = Append[l, {R[d, P[i]}];

[=1l;

J;

Print[l];

]



A.3 Variaveis Booleanas

Neste apéndice pretende-se mostrar apenas o conceito formal de variaveis booleanas e o de
chaveamento ou comutacdo. Pois este conceito sera utilizado ao longo da tese. Em 1854,
George Boole introduziu o formalismo que até hoje se usa para o tratamento sistematico da
logica, que é a chamada Algebra Booleana.

Definicdo A.3.1. Uma Algebra Booleana pode ser definida como um conjunto de operadores e
um conjunto de axiomas, que sao assumidos verdadeiros sem necessidade de prova.

Em 1938, C. E. Shannon aplicou esta Algebra para mostrar que as propriedades de circuitos eléc-
tricos com chaveamento podem ser apresentadas por uma Algebra Booleana com dois valores.
As Variaveis Booleanas s6 podem assumir um nimero finito de valores. Em particular na Algebra
Booleana de dois valores, cada variavel pode assumir um de entre dois valores possiveis, os quais
podem ser denotados por [F, V] (falso ou verdadeiro), [H, L] (high and Low) ou ainda [0, 1]. O
numero de valores que cada variavel pode assumir é finito e pequeno, assim como, o nimero
de estados que uma funcao Booleana pode assumir. O que significa que podemos descrever
completamente as funcdes Booleanas utilizando (tabelas verdade).

Definicdo A.3.2. Chama-se tabela verdade a tabela onde sao listadas todas as combinacoes
de valores que as variaveis de entrada podem assumir e os correspondentes valores da funcao
(saidas).

Uma tabela verdade consiste basicamente num conjunto de colunas nas quais sao listadas todas
as combinacoes possiveis entre as variaveis de entrada (a esquerda) e o resultado da funcao (a
direita). Ver [Pad93].

Circuitos de chaveamento ou Comutacao

No quotidiano deparamo-nos com dispositivos fisicos de dois estados tais como interruptores,
contatos, diodos, transistores, etc. Dependendo do dispositivo em questao, eles podem tomar os
estados ligado/desligado, conduzindo/nao conduzindo, fechado/aberto, carregado/descarrega-
do, magnetizado/nao magnetizado, alto-potencial/baixo-potencial, etc. Varios circuitos podem
ser formados com esses dispositivos tais como circuitos de computadores eletronicos, sistemas
de chaveamento telefonico, dispositivos ou sistemas de controle em geral (elevador, display
digital, etc). Num circuito elétrico, uma chave é um dispositivo ligado a um ponto do circuito e
que pode tomar um dos dois estados, fechado ou aberto. No estado fechado, a chave permite
gue a corrente passe através do ponto, enquanto que no estado aberto nenhuma corrente passa
através do ponto. O estado fechado (respec., aberto) pode ser referenciado por 1 (respec., 0)
e as chaves podem ser representadas por letras como X, y, z, etc. Dois pontos P e Q (inicial e
final) estao ligados por um circuito de chaveamento ou comutacao se estes estao ligados por
um circuito (linhas) no qual esta localizado um nimero finito de chaves. A disposicao dos fios e
das chaves no circuito determina alguns tipos de circuitos. [MACOA4].

68



Glossario

BTEX Conjunto de macros para o processador de textos TgX, utilizado amplamente
para a producao de textos matematicos e cientificos devido a sua alta
qualidade tipografica.
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