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Resumo

A Analise de variancia (ANOVA) é utilizada em muitas areas de investigagdo, nomeadamente em
investigacdo médica, agricultura ou psicologia, para citar apenas algumas, onde as dimensées
das amostras podem ndo ser previamente conhecidas. Esta situagdo ocorre com frequéncia
quando o intervalo de tempo para a recolha das observagoes é fixado a partida. Um bom exem-
plo corresponde a recolha de observagbes para um estudo onde se pretende comparar varias
patologias de pacientes que chegam as urgéncias de um hospital num determinado periodo de
tempo.

Neste trabalho iremos estender a ANOVA, com um e mais fatores, ao caso em que as dimensoes
das amostras sao desconhecidas, devendo ser tratadas como realizagbes de variaveis aleatdrias.
Esta abordagem deve ser baseada na escolha adequada da distribuicdo destas variaveis. No
presente trabalho sdo consideradas duas situagdes distintas:

e No primeiro caso assumiremos que as variaveis aleatorias seguem distribuicbes de Pois-
son, situagdo em que a ocorréncia das observagdes corresponde a processos de contagem
e nao existem limites superiores para as dimensdes das amostras (tal como ilustrado no
exemplo anterior, referente a comparacao de patologias);

e No segundo caso, consideraremos a distribuicdo Binomial, quando existe um limite superior
para as dimensoes das amostras, que nem sempre é atingido uma vez que podem ocorrer
falhas nas observacoes.

Como resultados, serdo obtidas as estatisticas de teste e suas distribuicoes, condicional e nao
condicional assumindo as dimensdes das amostras como aleatdrias, para modelos de efeitos
fixos, modelos de efeitos aleatérios e modelos mistos.

Adicionalmente, serdo apresentadas varias aplicagdes com registos do cancro no Brasil que nos

permitirdo ilustrar a utilidade da nossa abordagem assim como comparar os resultados obtidos
com os da ANOVA usual.

Palavras-chave

Testes F, amostras de dimensao aleatdria, processos de contagem, falhas de observacgoes, re-
gistros do cancro no Brasil.
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Abstract

The analysis of variance (ANOVA) is routinely used in several research areas, namely in medical
research, agriculture or psychology, to name just a few, where the sample sizes may not be pre-
viously known. This often occurs when there is a fixed time span for collecting the observations.
An illustrative example of this corresponds to the collection of observations during a given time
period for the comparison of pathologies from patients arriving at a hospital.

In this work, we aim to extend the one-way and multi-way ANOVA to the case where the sample
sizes are unknown. We will assume the sample sizes as realizations of random variables. This
approach must be based on an adequate choice of the distribution of these variables. For this, we
will consider two distinct situations:

¢ In the first case, we will assume the Poisson distribution when the occurrence of the obser-
vations corresponds to a counting process and there is no upper bound for the sample sizes
(as illustrated in the example concerning the comparison of pathologies);

¢ In the second case, we will consider the Binomial distribution if there is an upper bound for
the sample sizes, which is not always achieved since we may have observations failures.

As results, we will obtain the test statistics and their conditional distribution and unconditional
distribution under the assumption that we have random sample sizes, for fixed effects models,
random effects models and mixed models.

This new approach will be illustrated through several applications on cancer registries from Brazil.

This will enable us to show the usefulness of our approach as well as to compare the obtained
results with the usual ANOVA results.

Keywords

F-tests, random sample sizes, counting processes, observations failures, cancer registries from
Brazil.
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Capitulo 1

Introducao

A andlise de variancia (ANOVA) é atualmente um dos métodos estatisticos mais usados em apli-
cacoes praticas nas mais diversas areas da ciéncia. Historicamente, esta técnica foi introduzida
por Ronald A. Fisher em 1918 quando estudava problemas na area da agricultura, ver Scheffé
(1959).

A ANOVA é uma técnica estatistica que tem como principal objetivo a comparagao de mais do
que dois grupos no que respeita a localizagdo. Visa analisar as observagoes que dependem
de varios tipos de efeitos que atuam em simultaneo para decidir quais os efeitos importantes e
estimar esses efeitos.

E essencialmente um processo baseado na decomposigdo de variacio total dos dados (variancia
total ou soma dos quadrados total) em partes que podem ser atribuidas a causas conhecidas
(variagdo entre grupos, soma dos quadrados dos tratamentos) e numa parte devido a causas
desconhecidas (variagdo dentro dos grupos, soma dos quadrados do erro).

Foi portanto R. A. Fisher (1918, 1925, 1935) que introduziu os termos "variancia" e "andlise de
variancia" na estatistica. O ultimo termo, que parece mais apropriado para os modelos de efeitos
aleatérios, pode ter constituido o caminho pelo qual Fisher originalmente abordou o assunto, ver
Scheffé (1959).

O exemplo mais simples € 0 caso em que existem varios grupos de observacoes classificados
através de um so6 fator (por exemplo, grupos de pacientes sujeitos a diferentes tratamentos para
uma mesma patologia). Tem-se portanto a analise de variancia com um fator (One-way ANOVA).
S0 é legitimo considerar este fator como sendo a causa das diferengas entre as médias se puder
admitir a homogeneidade das popula¢des em relagao a todos os outros fatores que poderiam ser
relevantes para a explicagao do fendmeno. Em muitas situagdes porém podera haver mais do que
um fator a influenciar os resultados das observacoes. Neste caso estamos perante uma andlise
de variancia com mais do que um fator (Multi-way ANOVA). Consideremos, por exemplo, que se
pretende avaliar a eficicia de diferentes medicamentos, em homens e mulheres, no tratamento
de uma determinada patologia. Coloca-se a questao se o tratamento € influenciado pelo tipo de
medicamento administrado e pelo género do paciente. Neste caso estamos perante uma ANOVA
com dois fatores.

A analise de variancia tem tantos niveis ou efeitos quantos tratamentos (grupos) distintos forem
considerados. Quando o0s niveis sao fixados a partida diz-se que se tem uma ANOVA com efeitos
fixos. Se estes forem selecionados aleatoriamente de um conjunto alargado de niveis, nao sendo
possivel estuda-los a todos, teremos uma ANOVA com efeitos aleatérios.
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Em inUmeras situagbes praticas, onde se utiliza a ANOVA, pode nao ser possivel saber previ-
amente as dimensdes das amostras. Esta situagdo ocorre, por exemplo, quando o tempo para
a recolha das observacoes € fixado a partida. Um bom exemplo é a recolha de observacdes
durante um determinado periodo de tempo para a comparagao de patologias de pacientes que
chegam as urgéncias de um hospital, ver por exemplo Moreira et al. (2013), Nunes et al. (2013,
2014). Um outro exemplo surge quando uma das patologias é rara. Neste caso, o numero de
pacientes com essa patologia pode ndo ser conhecido, ver Nunes et al. (2012a).

O objetivo desta tese é estender a ANOVA, com um e mais fatores, ao caso em que as dimen-
sOes das amostras ndo sdo conhecidas, devendo ser tratadas como realizagdes de variaveis
aleatérias. Assim consideraremos as dimensfes das amostras como realizagdes, ni, ..., nm,
das variaveis aleatérias independentes, Ny, ..., N,,,, ver por exemplo Mexia et al. (2011), Nu-
nes et al. (2013, 2014, 2015). Esta abordagem devera basear-se na escolha adequada das
distribuigdes de Ny, ..., N,,. Iremos assumir duas situagdes distintas:

e consideraremos que a ocorréncia das observacdes corresponde a processos de contagem,
0 que nos leva a assumir que Ny, ..., N,, seguem distribuicdes de Poisson;

e assumiremos a distribuicdo Binomial caso os limites superiores para as dimensdes das
amostras sejam conhecidos e possam ocorrem falhas nas observagoes.

Uma vez apresentado o tema em que se insere o trabalho, de seguida falaremos um pouco da
forma como este esta estruturado.

No Capitulo 2, séo apresentados alguns conceitos e resultados preliminares importantes para os
capitulos seguintes, nomeadamente, alguns conceitos e resultados algébricos com aplicacéo a
estatistica. Sao apresentadas ainda distribuicdes tedricas importantes para as dimensdes das
amostras e da ANOVA e faz-se uma breve introdugao aos modelos lineares. No que diz respeito
aos modelos mistos, é considerada a estrutura ortogonal por blocos (OBS). Por fim é feita uma
pequena abordagem as extensdes L, uma classe de modelos que sera utilizada na formulagao
dos modelos mistos considerando a dimensao das amostras como aleatérias.

No Capitulo 3, vamos estender a ANOVA, com um e mais fatores, ao caso em que as dimensdes
das amostras ndo sao conhecidas. Assumimos que a ocorréncia das observagdes corresponde
a processos de Poisson. Sao obtidas as estatisticas de teste e as suas distribuigbes condicional
e ndo condicional. A distribuicdo condicional é obtida assumindo-se que N; = n;, i = 1,...,m,
ou seja, que as dimensdes das amostras sao fixas, correpondendo portanto a abordagem usual.
Quando descondicionamos esta distribuigdo em ordema N;, ¢« = 1, ..., m, obtemos a distribuigcao
nao condicional da estatistica e portanto as dimensbes das amostras sdo consideradas como
variaveis aleatorias. Mediante a situacdo pratica em questdo, a distribuicdo nao condicional
serd obtida assumindo que se tem uma dimensdo minima global para as amostras, situacao ja
considerada em alguns trabalhos anteriormente publicados, ver por exemplo Capistrano et al.
(2015), Mexia et al. (2011) e Nunes et al. (2013, 2014), ou que a dimensdo minima é requerida
para cada uma das amostras, ver Nunes et al. (2015). Apresentamos ainda uma forma alternativa
para a obtengao dos valores criticos considerando apenas um fator. Neste capitulo consideramos
modelos de efeitos fixos, modelos de efeitos aleatérios e modelos mistos.
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Quanto ao Capitulo 4, vamos alargar o tratamento apresentado no Capitulo 3 ao caso em que
podem ocorrer falhas nas observagdes. Assumiremos portanto que Ny,..., N, seguem distri-
bui¢cdes Binomiais. Consideramos modelos de efeitos fixos e modelos mistos.

Por fim, no Capitulo 5, sdo apresentadas as principais conclusdes obtidas no decorrer deste
trabalho. S&o ainda referidos alguns desenvolvimentos que pretendemos realizar no futuro.

E importante ainda referir que ao longo dos Capitulos 3 e 4 sdo apresentadas varias aplicagdes
com dados reais, referentes a registos do Cancro no Brasil, por forma a mostrar a aplicabilidade
desta nova abordagem. Os dados utilizados foram disponibilizados pelo Instituto Nacional do
Cancer José Alencar Gomes da Silva (INCA). Os valores observados das estatisticas assim
como os quantis das distribuicdes condicional e ndo condicional foram obtidos com recurso ao
software R.
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Capitulo 2

Conceitos e resultados auxiliares

Este capitulo contém uma breve abordagem a alguns conceitos importantes e bem conhecidos
na area da estatistica. Inicialmente sdo apresentados alguns resultados algébricos sobre matri-
zes inversas generalizadas, matrizes de projecao ortogonal, produto de Kronecker de matrizes e
algebras de Jordan comutativas. Seguidamente apresentamos resultados bem conhecidos refe-
rentes as distribuigbes tedricas usadas neste trabalho. Finalmente é feita uma breve introdugéo
aos modelos lineares, onde se inserem os modelos mistos com estrutura ortogonal por blocos e
as extensoes L.

Estes conceitos serdo Uteis para o desenvolvimento e obtengao dos resultados dos capitulos
seguintes e grande parte deles podem ser encontrados, por exemplo, em Schott (1997), Horn e
Johnson (1985) e Rao (1973).

2.1 Resultados algébricos

Definicao 2.1 A caracteristica de uma matriz A é igual ao numero maximo de linhas (ou colunas)
linearmente independentes e denota-se por car(A).

Definicao 2.2 Consideremos a matriz quadrada A de ordem n com coeficientes reais. Designa-
se por raio espectral de A, denotando-se por p(A),

p(A) = mazx{|0;|, i =1,...,n},
comb;, i=1,...,n, 0s valores proprios de A.

Definicao 2.3 Uma matriz A de ordem n cujas colunas (ou linhas) formam um conjunto ortonor-
mado de vetores é designada por matriz ortogonal. Assim, A é ortogonal se e somente se

AA=AA =1,,

onde I, representa a matriz identidade de ordem n.

Proposicao 2.1 Se A é uma matriz simétrica com valores prdprios 61, ...,0,,, € vetores préprios
normalizados ~, ..., v, tem-se



Andlise de Variancia com Amostras de Dimensao Aleatoria e suas Aplicacoes

A=PD(0,,...00)P =3 0,77,,
=1

onde P é uma matriz cujas colunas sao os vetores 1, ..., v,, P’ representa a transposta da matriz
P e D(by,...,0,,) € uma matriz diagonal cujos elementos principais s&o 0, ...,0,,. Ao somatdrio,

S 92-%-%'-7 chama-se decomposicao espectral de A.

Dem: Uma vez que P é uma matriz cujas colunas séo os vetores normalizados 71, ..., v, €ntao

P é ortogonal. Temos portanto

PP =1,5 APP' =A< Ay ...

ga!

Tn

o O]

7

7

Tn

&PD(th,...0.)P =Asd Oy, =A

i=1

Corolario 2.1.1 Seja A uma matriz simétrica, entdo a matriz ortogonal P diagonaliza A, isto é,

P AP = D(6y,...,6,).

Proposicdo 2.2 Se A é uma matriz com valores proprios 6., ..., 0,,, entdo:

n

det(A) =[] 0:;

onde det(A) e tr(A) representam, respectivamente, o determinante e o trago da matriz A.

2.1.1 Matrizes Inversas Generalizadas

Uma matriz A diz-se singular se ndo existir a sua inversa, A=*. No entanto pode ser calculada
uma inversa generalizada, que tal como o0 nome indica, € uma generalizagdo da matriz inversa,

ver Schott (1997).

6
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Definicao 2.4 A matriz inversa generalizada de uma matriz A do tipo r x s, que vamos represen-
tar por A—, sera uma matriz do tipo s x r que verifica a seguinte igualdade

AAA=A

Definicao 2.5 Qualquer que seja a matriz A existe uma e uma s6 matriz A* tal que:
e AATA=A
e ATAAT = AT
o (AAT) = AAT
o (ATA) = ATA

A matriz A* é chamada de inversa de Moore-Penrose de A, ver por exemplo Pollock (1979). Se
A for uma matriz regular entdo At = AL,

Note-se que se A for uma matriz simétrica de ordem k, com
car(A) =1 <k,

podem-se ordenar os vetores linha de uma matriz P ortogonal, diagonalizadora de A, de forma
a ter-se

P'AP =D(61,....6,,0,...,0),
com 6y, ..., 8; os valores proprios nao nulos de A. Temos portanto

/

A=PD(6,,...,0,,0,....0)P

At =PD(6f,....0],0,..,0)P,

onde d =6, i=1,...,1

2.1.2 Matrizes de projecao ortogonal

Seja agora S um subespaco vetorial do espaco vetorial E.

Definicdo 2.6 O complemento ortogonal de S, denotado por S+, é o conjunto de todos os veto-
res de E que sdo ortogonais a cada vetor de S. Entdo

St={z:zcE exy=0, paratodoy € S}.
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Obervacao 2.1 Se S é um subespaco vetorial de E entdo o seu complemento ortogonal, S+,
também é um subespaco vetorial de E. Se E for um espago vetorial de dimensdo m e S um
subespaco vetorial de E de dimens&o r, entdo S+ é um subespaco vetorial de E de dimens&o

m—-r.

Definicao 2.7 Diz-se que uma base B = {vi,...,v,,} do espaco vetorial E é ortogonal se o
conjunto dos seus vetores for ortogonal.

Definicao 2.8 Uma base B = {vy,vs,...,v,,} de um espaco vetorial E diz-se ortonormada, se

B é uma base ortogonal e todos os seus vetores sdo unitarios, ||v;|| = 1,1 =1,...,m, ou seja,
/ 0 i#y
Vv = . 7é]
1 i=y

Proposicao 2.3 Suponhamos que os vetores coluna de uma matriz Z do tipo m xr formam uma
base ortonormada para o subespaco vetorial S (de dimenséo r), que é um subespaco vetorial de
E. Sez € E, entdo a projecdo ortogonal de x em S é dada por Z,Z .

De forma anédloga tem-se
Proposicao 2.4 Suponhamos que as colunas da matriz Z do tipo m x (m—r) formam uma base
ortonormada para o subespaco vetorial S+ (de dimensdo m — r). Se x € E, entdo a projegdo

ortogonal de x em S+ é dada por Z,Z,zx.

A matriz Z,Z, é designada por matriz de projegdo ortogonal, M PO, sobre o subespago vetorial
S. Similarmente, ZQZ’2 sera a M PO sobre o subespaco vetorial S+. Note-se que

Zy

2

27 = (2,2, =Z\Z,+ 227, =1,

€ a M PO sobre o espago vetorial E.

Assim, visto que ZZ = 1I,,, tem-se

’

Z2Zy=1,, — Z,7Z,.
Embora um subespaco vetorial ndo tenha uma base ortonormada Unica, a M PO formada a partir
desta base ortonormada é Unica, ver por exemplo Schott (1997).

Defini¢ao 2.9 O Espago Imagem de uma matriz A, representado por R(A), € dado por

R(A) ={Az :z € E}.
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Defini¢ao 2.10 O espago nulidade de uma matriz A, N'(A), é o espago que contém todas as
solugbes da equacgdo Ax = 0, ou seja

N(4) = {z : Az = 0}.

Sendo P a M PO sobre S, sabe-se que R(P) = S, pois
R(P)={Pz:zcE}={Z,Zx:xcE} =5
e que N'(P) = S+ uma vez que
NP)={z:Px=0}={z:2,Z,2=0} =S
A soma direta de subespacos vetoriais, & , pode também ser representada pelo espaco imagem
de matrizes de projecao ortogonais. As proposi¢des que se seguem mostram isso.
Proposicao 2.5 Sejam as M PO, P, ..., Py, taisque P,P; =0,comi # j, i,j =1,...,k, tem-se
e P=YF P, éMPO,
e R(P;)NR(P;) =0, comi# j,
e R(P) =2l R(P)).
Proposicao 2.6 Seja P uma M PO associada a um subespaco vetorial S. Suponhamos que S é

uma soma direta de subespacgos, isto é, S = @leSi. Entao existem M PO unicas, P, ..., Py, tais
que

eP;P; =0, comi # j.

Proposicao 2.7 Seja A uma matriz do tipo n x k. As matrizes de projeg¢do ortogonal sobre R(A)
e R(A') sdo dadas por A(A'A)TA" e (A'A)*(A'A), respectivamente.

Temos agora a seguinte proposicao

Proposicao 2.8 A matriz P é uma matriz de projecdo ortogonal M PO, se e somente se for
simétrica e idempotente.

Dem: Dado um espaco vetorial FE, qualquer vetor x € F, pode ser expresso como = x; + o,
onde z; pertence a um subespacgo S C E e x, ao seu complemento ortogonal, S*+. Se P é M PO
de x sobre S, Pr = x; e Pr; = x, 0 que significa que outras projegcbes sobre S nao devem ter
efeito em Px,. Assim Pz = z; = Pz, = P(Pz) = P%z, logo (P — P?)z = 0. Uma vez que = é
arbitrario, temos P = P2, o que significa que P é uma matriz idempotente.



Andlise de Variancia com Amostras de Dimensao Aleatoria e suas Aplicacoes

Sendo z; a projegédo ortogonal de z, observando que 2z, = z — z; = (I — P)z, temos que
0= (Px)(I - Pz =2 PI—-P)x =zxy =z P'(I - P)x, porisso P'(I — P) = 0 e entdo
P’ = P'P e P = PP’ o que significa que P é simétrica.

Por outro lado, se P é uma matriz simétrica e idempotente,

z 2=z Px—z) = P I-P)
= zP(I-P)x
= z (Px— P%)
= z (P - Pz
= z(P-P)z=0,

portanto, P € uma M PO. [ ]
Proposicao 2.9 Se P é uma M PO, os seus valores préprios seréo iguais a0 ou 1.

Dem: Sendo P uma M PO e x um vetor proprio da matriz P para o valor proprio 6, temos
0x = Px = P>z = P(Pz) = P(fz) = 0Pz = 0.
Vindo 0z =0’z = 0(1 - 0)z=0=0=0V0=1. [ |
Da proposicao (2.8) vem que, se P € uma M PO entao
pt=pP.
Definicao 2.11 Duas matrizes de projecdo ortogonais, P, e Py, sGo mutuamente ortogonais,

P1J_P2, se
Py,P, =0,

onde 0 representa a matriz nula.

Proposicao 2.10 Se P, e P, sdo matrizes de proje¢cao ortogonal mutuamente ortogonais, M POMO,
entdo P, + P, é uma M PO.

Dem: Uma vez que P; e P, sdo simétricas, idempotentes e mutuamente ortogonais tem-se
(Py+ P3)(Py+ P3) = PP, + PP, + PP, + P,P, = P, + P>,

logo P, + P, é idempotente. Além disso a soma de matrizes simétricas € uma matriz simétrica.
|

2.1.3 Produto de Kronecker de matrizes

Nesta secdo apresentamos algumas nogodes e propriedades sobre o produto de Kronecker de
matrizes, que representaremos por ®. Ao contrario do produto usual de matrizes este esté defi-

10
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nido para quaisquer tipos de matrizes. Esta operagéo foi amplamente estudada por exemplo por
Steeb (1991).

Definicdo 2.12 Considerando a matriz A = [a, ;] de ordem r x s, e uma matriz B qualquer,

tem-se
aLlB aLsB

A®B= : . :
araB -+ a,.B

Seja R; o espago imagem de B;, j = 1,2, R(B;), j = 1,2, tem-se que

Ri® Ry = R(Bl ®BQ)-

O produto de Kronecker ndo € comutativo mas satisfaz a propriedade associativa, tendo-se a
proposicao seguinte.

Proposicao 2.11 Quaisquer que sejam as matrizes A, B e C,

A BC)=(A®B)9C=A®BxC.

Proposicao 2.12 Segjam A e B matrizes de ordemr x s, e C e D matrizes de ordem v x t, tem-se

(A+B)®(C+D)=A2C+A®D+BC+B®D,

0 que significa que o produto de Kronecker satisfaz a propriedade distributiva.

Proposicao 2.13 Quaisquer que sejam as matrizes A e B, tem-se

(A B)t = At @ B™.

Se o produto usual de matrizes , AyBy, h = 1,2, estiver definido ter-se-4, com A, = [a; ],
As, By = [bj ;] e B, matrizesdo tipor x s, p x g, s X t, € ¢ X v, respectivamente,

11
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[ a1,14 a1,5As2 b1,1B> b1,+B>
(A1 ® A2)(B1 ® B») : : :
L ar,1A2 ar,sA2 bs,1Bz bs,tBQ
(Z al,jbjyl)Ang (Z alﬁjbj’t)AQBQ
j=1 j=1
(Z (lnjbj,l)AgBQ (Z ar,jbj7t)A232
L j=1 j=1 i
O a1;051) O a1sb50)
j=1 j=1
= : : ® (A2B2)
(Za,«]b] ) o (Zamba t)
L J=1 Jj=1 J
= (A1B1) ® (A2B») (2.1.1)
Da definicdo de ® resulta, com A = [a; ;] uma matriz do tipo r x s, que
CLLlB/ anlB/
(A®B) = : —AoB. (212
al,sBl ar,sBl

Proposicédo 2.14 Com P, diagonalizadora ortogonal de A;, j = 1,2, P, ® P, sera diagonaliza-
dora ortogonal de A, ® A, e os valores prdprios de A, ® A, serdo o produto dos valores proprios
de A, pelos valores proprios de A,.

Dem: Como P, é diagonalizadora ortogonal de A;, j = 1,2, tem-se PjAjP;. =D;,comD,, j=
1,2 uma matriz diagonal. Aplicando (2.1.1) e (2.1.2), obtém-se

(P ® Py)(A1 ® Ay)(P) @ P)
— (P1AP)) @ (P2AsP))
D] ® D27

(Py ® P3) (A, ® As)(Py @ Py)

logo P, ® P, é diagonalizadora ortogonal de A; ® A, visto que D; ® D, é uma matriz diagonal.
Para terminar a demonstracdo basta observar que os elementos principais de D; ® D, sdo o
produto dos elementos principais de D; pelos de D,. |

12
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Da aplicagao desta proposigao resulta que o nimero de valores préprios ndo nulos de B1 B/ ®
B, B, é o produto do nimero de valores proprios relativos a B; B’ e BoB/,. Como esses nimeros
correspondem as caracteristicas das matrizes BB} ® BB}, BB’ e ByB), tem-se que

car(By ® By) = car|[(B, ® By)(B1 ® B)']
= car[(B1 @ By)(B, ® B,)]
— carl(B\B}) ® (B3BY)]
= car(B; )car(BgB )
= car(B1)car(Bs).

Como vimos atras, R; = R(B;), j =1,2,e R1 ® Ry = R(B; ® B;), vindo

dim(R; ® Ry) = car(B; ® By)
car(B1)car(B3)
dim(Ry)dim(R2).

Proposicao 2.15 O produto de Kronecker de M PO é uma M PO.
Dem: Sendo G, e G, MPO tem-se G, =G, e G;G; = G;, i = 1,2, logo
(G1®G5) =G Gy =G, ®Ga,

assim como
(G1 ® G2)(G1 ® G2) = (G1G1) ® (G2G2) = G1 ® Ga,

logo G1 ® G, é simétrica e idempotente o que significa que é M PO. |

2.1.4 Algebras de Jordan Comutativas

As Algebras de Jordan foram introduzidas por Pascual Jordan, em parceria com John von Neu-
mann e Eugene Wigner, para resolver problemas de mecanica quantica, ver Jordan et al. (1934).
Com Seely estas estruturas algébricas deram origem a uma linha de pesquisa com desenvol-
vimentos relevantes em inferéncia estatistica linear e foram designadas por Espacgos Vetoriais
Quadraticos, ver Seely (1970a, 1970b, 1971, 1977) e Seely e Zyskind (1971).

Mais tarde, Michalski e Zmslony em (1996) e (1999), usaram as Algebras de Jordan primeiro para
testar hipéteses sobre componentes de variancia e, depois para fungdes lineares dos parametros
em modelos mistos.

As Algebras de Jordan continuam a ser muito utilizadas, veja-se por exemplo Vanleuwen et al.
(1998, 1999), Fonseca et al. (2006, 2007, 2008, 2009), Rodrigues e Mexia (2006), Jesus et al.
(2007, 2009), Ferreira et al. (2013), Carvalho et al. (2015).

13
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Interessa-nos fundamentalmente as algebras Jordan comutativas de matrizes simétricas, AJCS.
Estas sé@o espacos lineares constituidos por matrizes simétricas que comutam e contém os qua-
drados das suas matrizes.

Seely (1971) mostrou que toda a AJC'S, A, tem uma Unica base, a base principal, bp(.A), consti-
tuida por M POMO.

Seja@ = {Q1,...,Q.} abase principal, bp(A), da AJCS A . Dada M uma matriz pertencente
aAJCS A, tem-se

M=>0,Q,= > bQ,
j=1 jEC(M)

comC(M) = {j : b; #0}.

A inversa de Moore-Penrose de M sera dada por

M= He,

=1

onde b =0,seb; =0e b/ =b;"', qualquer que sejab; #0,j=1,...,m, e

C(M*) = C(M).

Assim, podemos concluir que uma AJCS contém as inversas de Moore-Penrose de quaisquer
das suas matrizes.

Com

Rj=RQ;), j=1,....m
e

g] = CGT(QJ') .7_ 17 7ma
tem-se

o R(M) = ®jeccanRj;

.« carM)= Y g,

JEC(M)

onde @ representa a soma direta ortogonal de subespagos. Além disso, a M PO, sobre R(M)
serg

QM)= > Q.

jec(M)

Proposicao 2.16 As M PO pertencentes a uma AJCS, A, sGo somas de matrizes da bp(A).

14
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Dem: Seja Q uma M PO pertencente a A, tem-se

Q=) bQ;

j=1
Como @ é idempotente e @4, . . ., @,, sdo idempotentes e mutuamente ortogonais,

m m

Q=) bvQ=> Q=0
j=1

Jj=1

logo teremos b2 = b; o que significa que b, = 0oub; = 1,5 = 1,...,m. Entdo, com C(Q) = {j :
J J J J

b; # 0}, tem-se
Q= > Q;
jec(@)

Suponhamos agora que as matrizes de A sao matrizes do tipo n x n.
Definicao 2.13 Uma AJCS, A, diz-se completa se contém matrizes invertiveis.

Se A contém matrizes invertiveis entao teremos
Y Q=1, (213
i=1

uma vez que se tem Z;”Zl g; = m, 0 que significa que a soma das matrizes da base principal de
uma AJCS completa é igual a I,,.

Seja M uma matriz pertencente a uma AJCS, M é regular se e somente se C(M) = {j : b; #
0} ={1,...,m}. Assim, dada

M=) bQ;,
j=1

comb; #0,j=1,...,m,08b;,j =1,...,m, serdo os valores proprios de M com multiplicidades
g;,j =1,...,m. Ter-se-4 entédo

det(M) = ] v
j=1

M =>"b'Q;.
j=1

Dada a familia de matrizes M = {M{,...,M,,} de A, tem-se

15
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m
Mi :Zbivaj’ 1= 1,...,w,
j=1

sendo B = [b; ;] a matriz de transigao entre M e Q. As matrizes de M s&o linearmente indepen-
dentes se e s se os vetores linha de B s&o linearmente independentes. Como dim(A) = m,
se w = m € as matrizes M1,...,M,, sdo linearmente independentes, os m vetores linha de B
serdo linearmente independentes. Assim B sera uma matriz m x m com car(B) = m. Entdo B
serd invertivel, e com B~! = [b, 1,], teremos

Qi :Zbl,th, I=1,...,m,

h=1

eM={M,,...,M,} serd uma base de A.

As matrizesde M = {M,, ..., M, } comutam se e somente se forem diagonalizadas pela mesma
matriz, P°, ver Schott (1997, pg 155).

Temos, entao,
M C F(P°),

com F(P°) a familia de matrizes diagonalizadas por P°. Uma vez que F(P°) € uma AJCS,
vemos que uma familia de matrizes simétricas n x n esta contida numa AJCS se, e somente se
elas comutarem. Como a interseccao de AJCS resulta numa AJC'S existird uma AJC'S minima
que contém M , cujas matrizes comutam. Serd a AJC'S gerada por M, A(M), ver por exemplo
Jacobson (1953).

2.2 Algumas Distribuicoes tedricas

Nessa se¢do apresentamos alguns resultados bem conhecidos sobre algumas distribugdes que
iremos utilizar nos capitulos seguintes, nomeadamente as distribuicoes discretas, Binomial e
Poisson, e as distribuigdes continuas, Normal, Qui-quadrado, Quocientes de Qui-quadrado e
distribuicdo F. Nao serdo apresentadas demonstragdes por serem resultados triviais e faceis de
encontrar na mais diversificada bibliografia, veja-se por exemplo Pestana e Velosa (2006).

2.2.1 Distribuicdo Binomial

Seja X o nimero de sucessos obtidos na realizacao de n provas de Bernoulli. X tem distribuicao
Binomial com pardmetros n e p, em que p € a probabilidade de sucesso em cada prova, se a sua
funcao de probabilidade for dada por, ver por exemplo Meyer (1970) e Pestana e Velosa (2006),

P(X =k) = ( " )pk(l —p)"F k=0,...n (2.2.4)
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Usaremos a notagao X ~ B(n,p).

A fungdo geradora de momentos de X, ¢ x (¢), € dada por,

ch(t):E(etX) — Zetk’< Z >pk(1_p)n—k
k=0
- > ( . ) (e'p)* (1 = p)" "

k=0
= (pe'+1-p)".

em que, na ultima igualdade, foi utilizada a formula do binémio de Newton. Como é bem conhe-
cido pode-se encontrar o valor esperado de X, F(X), e a variancia de X, Var(X), da seguinte
forma:

d
el t — Il t 17 n
dth() dt(pe +1-p)
n—1 t

= n(pe' +1—p)" 'pe

e, como E(X) = 4, (0), entdo

EX)=n(p+1 —p)"_lp = np.
Por outro lado

d? d>
TEPX (t) prs)

= nn-—1)(pe" +1— p)"_2(pet)2 + npe' (pe! +1 — p)”_l.

(pe' +1—p)"

E, portanto,
d2
B(X?) = @@X(O) =n(n—1)p° + pn,

e consequentemente, a Var(X) serd

Var(X) = E(X?) - E*(X)
= [n(n—1)p*+ pn] — (np)®
= n?p* —np® +np —n?p? = np(1 — p).

17
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Por definicao, a fungao geradora de probabilidades, sera dada por

Ux(t) = E(tY) = ¢x(lnt)
= (pt+1-p".
Apresentamos agora a:
Proposicao 2.17 Considerando as variaveis aleatdrias independentes X ~ B(m,p) e Y ~

B(n,p), tem-se
X+Y ~B(m+mn,p).

2.2.2 Distribuicdo de Poisson

Em situagbes em que o numero n de provas é demasiado grande (n — o) € a probabilidade de
sucesso p é pequeno (p — 0), a utilizagdo do modelo Binomial, embora adequado, leva-nos a
algumas dificuldades em termos de célculo.

Observe-se que a expressao (2.2.4) pode ser reescrita da seguinte forma

n! pn” np\n—k
PX=k) = k!(nfk)!pﬁ(l_;)
| k n—k
__nt (np) (1_@) .
El(n —k)! nk n

Tomando A = np, tem-se

nn—1)---(n— k ek
P - MomDm ke () )

) ()

Se considerarmos o limite quando n — oo, obtemos

lim 1(1—1>...(1—k_1):1
n—oo n n

18
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A n—k n
lim <1—> = lim <1—A) =e M k=0,1,....
n—o00 n n—oo n

Assim obtemos

-\ k
lim P(X = k) = 2

n—oo ko

0 que corresponde a funcao de probabilidade da distribuicao de Poisson.
Tem-se entédo

Definicao 2.14 Uma varidvel aleatéria X segue uma distribuicdo de Poisson com pardmetro ),
A >0, se a sua fungdo de probabilidade for dada por

7AAk
PX=k="2" k=01,
k!
Utilizamos a notagdo X ~ P(\).
A funcéo geradora de momentos de X, é dada por:
px(t) = Ele™]
- e etke—/\)\k
N k!
k=0
_=A - (Aet)k
=
k=0
_ 67}\6)\8t
_ e)\(et—l)
Tem-se que
d _ d Aef—1) _ Aef—1)+t
dtcpx(t)— i = e .
Entao,
d
= -— O =
(X) = Z(0)
Como

19
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2
%w(t) = MM e +1)),
tem-se
2 d2
B(X?) = 250(0) = M(A + 1)
donde

Var(X) = E(X?) — (E(X))2 = XA +1) = X2 =\

A fungéo geradora de probabilidades é dada por

<
>
I
s
>
I

ex(Int)

Al=1)

Proposicéao 2.18 Considerando as variaveis aleatérias independentes X ~ P(\) eY ~ P(\2),
entéo
X+Y ~ P+ o).

2.2.3 Distribuicdo Normal

Diz-se que a variavel aleatéria X segue uma lei Normal com valor esperado . e desvio padrao
o, e escreve-se X ~ N (u, o), se a sua fungdo densidade de probabilidade for dada por

1
n(zlp, o) = o

z—p

—1 2
ez (550 , —00 < x < +00,—00 < i < 400,00 > 0.

Como é bem conhecido a variavel Z = % terd vetor médio nulo e variancia 1, Z ~A(0,1), e
consequentemente funcao densidade

a2
n(x]0,1) = e, —00 <z < +00.

V2r

Proposicao 2.19 Consideremos as variaveis aleatérias independentes X; ~ N (pi,04), i =
1,2,...,n. Entdo

G Y

i=1

20
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Corolario 2.19.1 Se as variaveis aleatdrias independentes X; ~ N (u,0),i =1,...,n, entao

_oynog,
X:Z’Lzl NN(M, g

2.2.4 Distribuicdo Qui-quadrado

Como ¢é sabido, ver por exemplo Mood et al. (1987), a soma de m variaveis independentes,

Z; ~ N(0,1), : = 1,...,m ao quadrado é um qui-quadrado central com m graus de liberdade,
o i

X2, , isto €,

X:iwaxfn.

i=1

A sua fungéo densidade é dada por:

g(z|m) =

sendo I'(n) = [~ 2" e *dx, n > 0.

Vamos em seguida obter a fungdo geradora de momentos, ¢ x (t), considerando a substituicédo

_ 2 i _
T = 1=5;u. Assim tem-se

(t) /m A
p— e — J—
vx . 20 () 2
1 /+OO( e
pr— u
(%) Jo 12t 1—2
1 1 too L
— - 2 vd
(12t)21“(7§)/0 Lo au
B 1 L]
(-2t 2

uma vez que [, u% e tdu =T (2).

Considerando o logaritmo da fungéo ¢ x (t), tem-se

n(t) = Inpx(t) = ? In(1 — 2t).

O valor médio e a variancia da variavel serdo obtidos por %n(0) e j—;n(o) pelo que teremos
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E(xz,) =m,

Var(x2,) = 2m.
Segue-se a
Proposicao 2.20 Consideremos as varidveis aleatdrias independentes X; ~ X?m, i=1,...,k,
entdo

k

2
ZXZ ~ XZ§:1 my
i=1

2.2.4.1 Qui-quadrados nao centrais

Vamos agora considerar qui-quadrados nao centrais, ver por exemplo Mexia (1995) e Nunes
(2005). Para tal, consideramos a variavel aleatéria X ~ N(u, 1). A fungdo geradora de momentos
de X2 sera

Uma vez que se tem

entao

1 Ry
2(1 1—2t)

ertmh’ oo o2(v/12m)
px2(t) = T 2t/

2
iz )n

dr =S
_ /o~ 1 V1—2t
e 27\/ 121

1 o b )2
=

2(\/ T )2
Vary/

Assumindo que Xj, ..., X,, s80 variaveis aleatérias independentes, com densidades n(xz|u;, 1),
j=1,...,m,ter-se-a

umavez que ¢ corresponde a fungéo densidade de uma distribuicao NV (25, \/ =5)-

—, (2.2.5)
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—_\ym 2 3 5 i i m 2 4
onde § = > ., uj, corresponde ao parametro de ndo centralidade. Assim }  _, X7 sera um
qui-quadrado nao central com m graus de liberdade e parametro de nao centralidade ¢, que
representaremos por x2, ;. Como se tem

ot m
e, () =lnpsm x2(t) = 7— — 5 In(l - 20),

m,8

obtém-se

E(x,0) =m+0
Var(x2,,8) = 2m + 46.

Considerando x?2, ; e x2,, 5, independentes, faciimente se verifica que

X2 51 Ty 50 () = Px2, 5 (t)@Xi,,z,dz (t)
(81+69)t
e 1—2¢
= (1 + Qt) ml;mz

(t)-

2
SDX("H +m2),(51+62)

Segue-se a

Proposicao 2.21 Considerando as variaveis aleatdrias independentes X, ~ xfnhél e Xg ~
Xony.5,0 €NEAO
2
X1+ X2 ™ Xy 4ma). (61 482)"

Em seguida iremos mostrar que a densidade g(z|m,d) de um x;, 5 € uma combinagéo linear
de densidades de qui-quadrados centrais. Como os coeficientes dessa combinacdo sdo nao
negativos, com soma um, ter-se-4 uma mistura, ver Robbins (1948) e Robbins and Pitman (1949).

Portanto, visto que 2L, = 2(%; — 1), de (2.2.5) teremos

¢ 7 et
goxgn,(s(') - (1— Zt)% €
B e_‘Té = 1 (%)7
o (1-20)% St (1=-2t)
5 % (5)! 1
= ez - m j
= -
+00 (§Vj
o (3)
= e2 j! (prnuj (t)
§=0
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Como a expressao obtida corresponde a fungdo geradora de momentos da mistura

6l y
2 g(elm + 2).

+o00
;5
> e’
=0
teremos, ver Robbins (1948) e Robbins and Pitman (1949),

e () .
o(atm,8) = % 3 2 e 1 o)
=0 I

0 que corresponde a densidade de uma variavel X ~ Xiw.

2.2.5 Quocientes de Qui-quadrados independentes e Distribuicao F

Nesta subsecdo iremos considerar as distribuicbes F e F, onde esta Gltima corresponde ao
quociente de qui-quadrados independentes, ver por exemplo Nunes (2005).

Considerando os qui-quadrados independentes x2, e x2,

2

o~ _ X
Smn = D)
mXhn

seguird uma distribuicdo F' central com m e n graus de liberdade, que representamos por F'(z|m, n).
A sua densidade sera

f(zlm,n) = =t~ n zmn,z>0.
(Elmem) = S @) (1 3 2 o

(m+n) m(mz)m_l

Por outro lado a densidade de

sera

T (m;—n) 5 m_]

fzlm,n) = 2>0. (2.2.6)

min

PHN(R)A+2)7>

Diremos que Ty, ,, tem distribuicdo F(z|m,n).

Assim, uma vez que
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tem-se

/+°° 271 s regrsg)
o Qe T

e o valor esperado de 7,,_,, serd dado por,

—+oo F(m+n) Z%_l
E Tmn = / z m K n m—+n dZ
Tmn) = ) T@T® (112

dz

I\(m-‘rn) /+oo Z7m+22—1
0

(m+2)+(n=2)
) 2

visto que I'(x + 1) = zT'(x). Tem-se entéo

E(%m n) = %E(,ﬁn,n) =

)

Consideremos agora

que seguira uma distribuicdo F' com m e n graus de liberdade e pardmetros de nio centralidade
5e0, F(zlm,n,é).

Como vimos anteriormente, a densidade de x;, s € uma mistura, logo a densidade de 7, » ; sera,
ver Robbins (1948) e Robbins e Pitman (1949), uma mistura com 0s mesmos coeficientes, vindo

+

LI
g f(zlm+2i,n). (2.2.8)

Fzlm,n,8) =e>

Il
o

i

Seja Y uma variavel indicatriz com distribuicao de Poisson de parametro £. Quando Y = i, Xos
distribui-se como um x2, , ,; € F(z|m,n,§) como F(z|m+2i,n), ver Mexia (1995) e Nunes (2005).
Portanto, a distribuigdo de 7,, .5 seré
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f(z|m,n,5) = pT(Tm,n,(S < Z)
+oo
= Zpr(Y =0)pr(Tmmn,s < z|Y =1)
=0
Foo st
= Z e Q—'F(z|m + 2i,n)
P 1!
s TR0
= ez ?—'F(z\erQi,n). (2.2.9)
1!
i=0

OF (z|m,n,9) — s (2)it _
grEm MO _CF : F P
9 (zlm,n,d0) +e ;(ifl)! (zlm + 2i,n)
_ L)
= —= (z|m,n75)+eTZ%F(z|m+2+2j,n)
—~ jl
7=0
——F(zlm,n,0) + %F(dm +2,n,0)
_ F(zlm+2,n,6) — F(z|m,n, )
= 5 .

Seja F; a distribuicdo de U;, | = 1,2. Se U; < Us, entdo Us < w implica que U; < u, logo tem-se,
ver Nunes (2005),

Assim, considerando os qui-quadrados independentes, x2, 5, X7, X3, COMO

2 2 2

X X + X

or m2,6 < m,8 - 2 _ 1’
Xn Xn

e uma vez que estas fragdes seguem distribuigcées F(z|m, n,d) e F(z|m+2,n, §) respectivamente,
vem, para z > 0, F'(z|m + 2,n,8)<F(z|m,n, §) e consequentemente,

OF (z|m,n,9)
— 2 <.
00
Por outro lado )
Sm.n,é - Exméé
' m Xy

tera distribuicao

F(z|m,n,8) =F (%z|m, n, 5)
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e densidade

f(zlm,n,d) = (ﬂ) f (%z\m,n,é) .

n

Como vamos ver nos proximos capitulos optamos por trabalhar com a distribuicdo F por ser mais
"tratavel" e estatisticamente equivalente a distribui¢éo F.

2.2.5.1 Propriedades de monotonia das distribuicoes ' e I’

Nesta subsegao apresentamos uma propriedade de monotonia das distribuicdes F e F centrais,
que nos serd Util nas aplicagbes que serdo apresentadas neste trabalho, ver Mexia et al. (2011).
O desenvolvimento sera feito utilizando a distribuigdo F no entanto a propriedade é igualmente
vélida para a distribuicdo F. Como foi visto anteriormente, com x2 e x? independentes,

2

X
77",5 = 772“
Xs

tem distribuigdo F(z|r, s). Com fi_,.s 0 (1—a)-ésimo quantil desta distribuigdo e s < s, ter-se-a
ficars > fi—arse, (2.2.10)
0 que sugere que, para z suficientemente grande, se tem
F(z|r,s) < F(z|r,s%). (2.2.11)

Vamos em seguida verificar a veracidade destas desigualdades. De (2.2.6) e (2.2.7) vem que

z 51

Jo —Emde
(1+z) 2
I+OO z2 !

— s

O (4a) S

F(z|r,s) =

dx

Esta expressao permite-nos tratar » € s como variaveis reais e mostrar que % > 0, para
z > 0, 0 que estabelece as desigualdades (2.2.10) e (2.2.11). Comegamos por obter

N3

o [+ il o [T 2371 matas
7/ ﬁdl‘:—/ —e > da
s Jo (1+xz)7 IsJo (1+2)

1

oo P 1+x)s
_ 7/ pIT -hlte ln(l+x)d$
o (I+4x) 2

1 +o0 -1

3

Assim, de (2.2.7), tem-se
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I
DO =
N
h

+
8
-
+ &‘

NS
Bl
< —-
oS

IS

=
N——

b
h
+
3
-
+ g‘

VB
E
< —-
N

—
B=4

il

_|_
&

QU

8

Analogamente

vindo

Tem-se entao

IF (z|r,s)
Os 0
)
Z = 400
e
OF (z|r,s)
ds 0
z—=0

Para estabelecer as desigualdades, ou seja, mostrar que % > 0, para z > 0, serd suficiente
provar que Vs, 2

9F(:Ir.3) | como fungao de =, tem apenas um maximo local para z > 0.
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9F (2

Consideremos g(z) = %, tem-se entéo

*F(z|r,s) _ 0°F(z]r,s)
9'(z) = 8sdz  0z0s

-1
Z 5—1 +o0 51
ds \ 0z 0 x) + 0 (1+x)>=

— g :13% : dx>_1 2
s 1+z)5 (14 2)7F
1 o] x%—l

= = In(1 4+ x)d
2r2<;>r2<;>/o Lroe O

-1 r+s -1

X = rs 1 Fr( = )s = T 11’1(1 + Z)
1+2)7% 2T()TG) a4+

_ 1 () e L (%)
2T (3) T (; (

= u(z,s)[v(s) — 1n(1 +2)],

com
NG ) S
u(z,s) = ?i(%))r = >0,2>0
T 7‘25 +oo ;(‘%
= — In(1 dx > 0.
’U(S) F(IE)F(%) fO (14a) + ( +.’L’) T
Como

cresce com z, £(0) =0e

a equacao

tera uma Unica raiz zo, para z > 0. Assim z, sera a Unica raiz de ¢'(z), para z > zp, tendo-se a
situacdo descrita na Figura 2.1. Concluimos entdo que F(z|r,s) < F(z|r,s°) sempre que s < s°,

0 que estabelece a propriedade de monotonia dos quantis da distribuicdo F central.
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Z0

Figura 2.1: Representagéo gréafica de g(z).

2.3 Modelos Lineares

Os modelos lineares sdo muito usados pelos estatisticos na analise de dados e desenvolvimento
de novos métodos estatisticos. Estes apresentam uma relacao entre variaveis que é linear nos
seus parametros. Nesta se¢ado faremos uma pequena abordagem a estes modelos, apresen-
tando a sua estrutura para fatores de efeitos fixos e efeitos aleatérios. Sao considerados ainda
0s modelos mistos com estrutura ortogonal por blocos (OBS) e apresentados alguns resulta-
dos sobre extensdes L. Estes modelos foram amplamente estudados, por exemplo em Scheffé
(1959), Searle et al. (1992), Rao (1973), Khuri et al. (1998) e Muller and Stewart (2006).

2.3.1 Modelos de efeitos fixos

Um modelo linear que apresenta somente fatores de efeitos fixos, para além do erro que é sempre
aleatério, designa-se por modelo de efeitos fixos. O modelo mais simples é o modelo com apenas
um fator, que pode ser descrito da seguinte forma, ver por exemplo Scheffé (1959),

Y;',j == ,U/—l— (677 +5i,j7 ] = 1,...,ni7 1= 1, ey Ty (2312)

onde

Y; ;, representa a j-ésima observagao do nivel i do fator;

1, representa a média geral, sendo um parametro fixo desconhecido;

oy, representa o efeito do nivel ¢ do fator, que é fixo;

€;,5, corresponde ao erro aleatorio.

A semelhanga do que acontece na maioria da literatura, utilizaremos a seguinte notagao:

Uz
> Yy
=1

o Ve == , € a média das observagdes do nivel ; do fator;

n
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> Y
o Y. — i=1 j=1

m , € a média geral das observacgoes;

r

o n= Z n;, € 0 numero total de observacoes.
=1

Considerando a notagdo matricial, o modelo (2.3.12) pode ser escrito, ver por exemplo Searle et
al. (1992),

Y=p+DQ1,,,..,1, )a+e,

onde

oY =MY1,Y12,... Y10, Y20, ... You,, ... Y1, ..., Y, ), corresponde ao vetor das observa-
coes;

e u=1,u,sendo 1, o vetor com todas as n componentes iguais a 1;

e a=(ay,..,qa.), 0 vetor de efeitos fixos;

e D1,,,...,1, ), indica uma matriz diagonal por blocos com, 1,,,, ...,1,, , ao longo dos blocos;
e £ = (e1,...,,), COrresponde ao vetor dos erros aleatérios.

Se considerarmos um modelo de efeitos fixos com dois fatores e interacao, teremos

Y;,j,k =M + a; + Tj + (O[T)Z"j + €i,5,ks 7 = ]., ...,’l”;j = ]., ceny NG5 k= 1, cy M gy

onde

o Y, i, representa a k-ésima observacdo do nivel i do primeiro fator e nivel ; do segundo
fator;

e 1, representa a média geral dos dados;

e «;, representa o efeito do nivel i do primeiro fator;

e T7;, representa o efeito do nivel j do segundo fator;

e (aT1); ;, representa a interacao, entre o nivel ¢ do primeiro fator e o nivel j do segundo fator;

o g imi=1,..,mj=1..,n;k=1,..n,;, corresponde ao erro aleatorio.
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Em notagao matricial e em termos gerais teremos, ver por exemplo Searle et al. (1992),

Y=p+) Xuan+e,
h=1

onde
o p=1,u
e X;,h=1,.., ¢, correspondem as matrizes de delineamento, conhecidas;
e ap = h=1,...,c, correspondem aos vetores de efeitos fixos;

e £ = (e1,...,&,), S€ra o vetor dos erros aleatorios.

2.3.2 Modelos de efeitos aleatérios

Se um fator tem um grande nimero (ou mesmo uma infinidade) de possiveis niveis, ndo sendo
possivel estuda-los a todos, teremos que estudar apenas uma amostra aleatéria de niveis do
fator. Neste caso, os niveis selecionados aleatoriamente para o estudo terdo efeitos que séo
descritos por variaveis aleatérias, e nao por constantes.

Consideremos o modelo de efeitos aleatérios mais simples, que sera o que apresenta apenas
um fator, ver por exemplo Scheffé (1959),

Yi,j = U + Bi + €i,js 1= 17 ...7T7j = 17 ceey Mgy (2313)

onde

Y; ;, representa a j-ésima observagéo do nivel i do fator;

u, representa a média geral dos dados;

B:, representa o efeito do nivel i do fator, que é aleatério;

€, 4=1,...,m;4=1,..,n;, corresponde ao erro aleatorio.

O modelo (2.3.13) pode ser escrito em notacdo matricial da seguinte forma, ver por exemplo
Khuri et al. (1998),

Y=p+D1,,,..,1, )8 +¢,
onde

oY =Y11,Y12,-. Y10, Y21, e, Yo gy e, Yo1, - Yrn, )|, € O vetor das observagoes;
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o p=1,u

B = (p1,-..,B-), € o vetor de efeitos aleatdrios;
e D1,,,...,1,, ), indica uma matriz diagonal por blocos com, 1,,,...,1,,. ao longo dos blocos;
e £ =(e1,...,&,), € 0 vetor dos erros aleatorios.

Para o caso geral ter-se-4, em notacao matricial, ver mais uma vez por exemplo Searle et al.
(1992) e Khuri et al. (1998),

Y:#Jrthﬂh + ¢,

h=1

onde
e u = 1,u, corresponde ao vetor das médias;
e X, h=1,...,w, s80 as matrizes de delineamento, conhecidas;
e B1,i=1,...,w, sdo 0s vetores de efeitos aleatorios, independentes;

e £ = (e1,...,,), COrresponde ao vetor dos erros aleatérios.

2.3.3 Modelos mistos

Um modelo misto € um modelo que contém tanto fatores de efeitos fixos como fatores de efeitos
aleatérios. Estes modelos tém vindo a ser aplicados nas mais diversas areas, nomeadamente na
investigagao bioldgica e médica, agricultura ou industria. Detalhe referente, a teoria de modelos
mistos podem ser consultados, por exemplo, em Khuri et al. (1998).

O modelo misto com um fator fixo, e outro aleatério e com interacdo pode ser escrito da seguinte
forma, ver por exemplo Searle et al. (1992),

}/;,j,k =K —+ Q; —+ ﬂj + (Oéﬂ)i,j —+ 61'7]'7]@, 7 = 1, ...,T’,j = 1, ...,ni,k = 1, ...,niyj,

onde

e Y; ;i representa a k-ésima observagdo do nivel i do primeiro fator e nivel j do segundo
fator;

e 1, representa a média geral;
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a;,1 =1,...,r, corresponde ao efeito do nivel : do primeiro fator, que é fixo;

85,7 =1,...,n;, corresponde ao efeito do nivel j do segundo fator, que é aleatorio;

(aB)ij,t=1,..,r;j = 1,...,n;, representa a interagdo, entre o nivel : do primeiro fator e o
nivel j do segundo fator;

gigkt=1,..,mj=1..,n;k=1,..,n,;, corresponde ao erro aleatorio.

Em notagédo matricial e em termos gerais, ter-se-a

Y=p+> XpBn+e, (23.14)

h=1

onde
o p=1,u;
e X;,h=1,...,w, correspondem as matrizes de delineamento, conhecidas;
e B1,h=1,...,¢c, sao vetores de efeitos fixos, ¢ < w;
e B, h=c+1,...,w, sdo vetores de efeitos aleatdrios e independentes;

e £ = (e1,...,&,), COrresponde ao vetor dos erros aleatérios.

2.3.4 Modelos com estrutura ortogonal por blocos (OBS)

O modelo (2.3.14) aparece em muita literatura, ver por exemplo Carvalho et al. (2015), Khuri et
al. (1998) e Santos (2012), escrito da seguinte forma

w—+1

Y => XiBi, (23.15)
1=0

em que Bq éfixo e B1,...,B,11 S80 vetores aleatdrios independentes com vetores médios nulos
e matrizes de covariancia o$1.,,...,02 1., ,,, cOm ¢; 0 nimero de componentes de 3;, i =
1,...,w + 1. O modelo misto assim definido sera considerado no capitulo 3 e 4 do presente
trabalho. As matrizes X1, ...,X 41 Sd0 conhecidas e tais que
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O vetor médio de Y é dado por

w—+1 w41
M= E (Z Xlﬂz> :Xoﬂo + ZXzE(,Bz) = XOﬁO»

=0 i=1

e a matriz de covariancias por

i=1

w—+1 w—+1 w—+1
E=E <Z XiBi) = ZU?XiX; = ZU?Mn
i=1 i=1

emque M, =X, X, i=1,...,w+1.

Podemos considerar, para o modelo (2.3.15), 62, = 02, X 41 = I, € Bi11 = €. Os modelos
de efeitos fixos e de efeitos aleatorios abordados anteriormente podem ser tratados como casos
particulares do modelo misto. Para se ter um modelo de efeitos aleatérios considera-se X, =1,

e By = p enquanto que para o modelo de efeitos fixos setem, w+1=1e X 118wi1 =€.

O espago gerado por u sera R(X,). Assim, de acordo com a proposigéo 2.8, pagina 9, a M PO
sobre R(X) sera dada por

T = Xo(X)X0) X)) = Xo X7

Segundo Nelder (1965a, 1965b), Houtman and Speed (1983) e Mejza (1992) tem-se

Definicao 2.15 Um modelo misto tem estrutura ortogonal por blocos (OBS) quando a matriz de
covariédncia, X, pode ser escrita como a seguinte combinagéo linear

m

j=1

com@y,...,Q., MPOMO conhecidas e tais que

ZQj = I71,~
j=1

Estes modelos foram introduzidos por J. A. Nelder, ver Nelder (1965a, 1965b), e continuam a
desempenhar um papel central na teoria do delineamento em blocos casualizados, ver Calinski
and Kageyama (2000, 2003).

Estabelecemos agora a seguinte proposi¢éo.

Proposicdo 2.22 O modelo misto Y = Y “"'' X8, tem OBS se e somente se, as matrizes
M,,....M, ., comutam.
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Dem: Se as matrizes M, ..., M, comutam, geram uma AJCS, A, com base principal bp(A) =
{Q1,...,Q,,}. Assim teremos

Mizzbi,ijv i:l,...,w,

=1
w—+1 m

E=Y oiM;=> vQ;,
i=1 i

—1

com~; =S4 b, jo?, j =1...,m. Atese fica estabelecida visto que a matriz invertivel > %' M; €

A, entdo A é completa e Z;.":l Q;=1,.
A demonstracao da implicagdo no sentido inverso pode ser vista em Carvalho et al. (2015). ®
Apresentaremos agora uma classe especial de modelos com OBS.

Definicdo 2.16 Um modelo misto tem estrutura ortogonal por blocos comutativa, COBS, se tem
OBS e além disso,

TQ] :QJT7 ]:1,,7’71,

sendo T a M PO sobre o espago gerado pelo vetor médio p e {Q1, ..., Q.. } as matrizes da bp(A).

Os modelos com COBS, foram introduzidos em Fonseca et al. (2008). Os mesmos tém vindo
a ser estudados, veja-se por exemplo Santos et al. (2007), Nunes et al. (2008), Carvalho et al.
(2008), Ferreira et al. (2013) e Carvalho et al. (2015).

Estabelecemos agora a seguinte proposi¢ao.
Proposicao 2.23 O modelo tem COBS se e so se as matrizes M+, ... ,M .1 e T comutarem.

Dem: A demonstracdo pode ser vista, por exemplo, em Carvalho et al. (2015). |

2.3.5 Extensoes L

Nesta secdo, apresentaremos alguns resultados importantes sobre extensdes L, as quais tém
sido usadas para resolver certas questdes sobre a falta de ortogonalidade em modelos de efeitos
fixos e modelos mistos, ver Ferreira et al. (2009) e Moreira et al. (2009). Utilizaremos esta classe
de modelos nos proximos dois capitulos, na formulacdo dos modelos mistos com amostras de
dimenséao aleatéria.

Consideremos um modelo linear com m tratamentos e n4,...,n,, observacdes por tratamento e
seja
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L=D1,,,...,1,,)
uma matriz diagonal por blocos, com blocos principais 1,,,,...,1,, .
Segundo Ferreira et al. (2009) e Moreira et al. (2009), o modelo
Y =LY? +e¢,

em que e corresponde ao vetor dos erros com vetor médio nulo e matriz de covariancia o2I,,, é
uma extensdo L de

w
Yo=Y XBi
=0
onde B, é fixo e B4,..., B, sdo aleatérios e independentes com vetores médios nulos e matrizes

de covariancia o?I.,,...,021.,,0onde ¢;,i = 1,...,w, € 0 nimero de componentes de B;,i =
1,...,w. Os modelos Y e Y sdo modelos mistos.

Vamos assumir que Y ° tem estrutura ortogonal por blocos, OB.S, com vetor médio e matriz de
covariancia, respectivamente,

o 1% = Xopo,
° 0

e VO=3 17K
onde K4, ...,K, sé&do MPOMO e v;, j = 1,...,¢, correspondem as chamadas componentes de
varidncia canonicas, ver por exemplo, Ferreira et al. (2013). Consideremos as matrizes A;,
j =1,...,¢, cujos vetores linha constituem uma base ortonormada para o espago gerado por K ;,
R(K;), j =1,...,L. Teremos portanto

e K;=AA;, j=1,..1

oI, =AjA, j=1,..1

com g; = car(K;).

As M PO sobre Q = R(L) e sobre o seu complemento ortogonal, QL, serao respectivamente, ver
Schott (1997),

e P(L)=LL"*,
e QL) =1, - P(L).
Note-se, que com L = D(1,,,,...,1,,,.), e n =Y .- n;, teremos
1 ’

1 ’
Lt = D(—1,,,....—
n

n1 Nm ) °
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Como os vetores coluna de L so linearmente independentes, ver Schott (1997), temos
L'L=1,.

Quando Y° é independente de e, com e ~ N (0,0°I,), P(L)e e Q(L)e também serdo indepen-
dentes, uma vez que tém distribuicdo conjunta normal e matrizes de covariancia nulas. Assim,
ter-se-a

P(L)Y = P(L)LY° + P(L)e = LY° + P(L)e

QL)Y =Q(L)e

independentes.

Podemos entao considerar, uma vez que L™ P(L) = L™,
Y =LY =Y°+Lte =Y°+L"P(L),
independente de Q(L)Y = Q(L)e, ver Ferreira et al. (2009), e portanto, independente de
S = QLY |* = |Q(L)e|?, (2.3.16)
que serd o produto de o2 por um qui-quadrado central com
gn)=n—-m
graus de liberdade, S ~ O'QXZ(TL).
Observemos que Y °° tem vetor médio e matriz de covariancia dados por
o p% = p° = XoPo,
o Vo=V +o?(LH(LT)) =30, K+ (LT (LY)).
ComL=D(1,,,..,1,, ) teremos
LY (LYY = D(nit,...,n0
e,com X9 =A4A;Xo, j=1,..,( ter-se-a
Y =AY j=1,..¢

com vetor médio e a matriz de covariancia dados por
i iu_(]) = Aj)u'o = X?B(h j =1, "'7£7

o Vo =nI, +0?A;(LT(L*))A;, j=1,..L
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Sendo P; e Q; as M PO sobre R(X?) e R(X;?)L, com caracteristicas p; e f; = g;—p;, j = 1,...,¢,
respectivamente, e T; e W; as matrizes cujos vetores linha constituem uma base ortonormada
para R(X9) e R(X9)*,j =1,...,(, teremos

o P,=TT; j=1,..1

Qi =WW;, j=1,.,L

A seguir consideramos os testes de hipdteses para as componentes de variancia canénicas,
Y1, ..., Ye. ASSUMIMOS que

p; <gj, J=2z+1,...,¢,
com 0 < z < £. Consideremos
CY; =W,;Y?, j=2+1,...0
0s quais tém vetores médios nulos e matrizes de covariancia v,Iy, + o*Bj,j > z, com

B; =W,A;LT(LYYAW,,j >z (2317

Como Y'¢° é independente de S, *°Y ; também & independente de S, j > 2. Por outro lado,
Yy, =°Y; +W;A;Le, j >z (2.3.18)
com
°FV; =W,;A;Y°, j>
Quando a hipotese
Hoj:v=0,j>z (2.3.19)
se verifica, temos
pr®Y; =0)=1, j> z,
vindo
pr(®°Y; =W,;A;LTe) =1, j > 2.
Assim, °°Y ; tera vetor médio nulo e matriz de covariancia B, j > 2.

Devido a independéncia entre °°Y ; e S, j > z, quando H, ; se verifica, a estatistica

ooy . /Bfl ooy .
7;-:( J)(SJ) L ji>z (2.3.20)
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seguird uma distribuicdo F central com f;, j > z, € g(n) graus de liberdade, F(z|f;,g(n)), e pode
ser utilizada como estatistica de teste.

Vamos estabelecer
Proposicéo 2.24 Os testes com a estatistica T;, j > z, 80 n&o distorcidos.

Dem: Como °Y; é independente de W ;A;L"e pode-se trabalhar com probabilidades condicio-
nais, definidas a partir dos valores de ||°Y||>. As hipéteses Hy ; verificam-se se e somente se
pr(||°Y;||*> = 0) = 1 e quando ||°Y||* = 4, a distribuicdo de 7; é uma distribuicdo F' ndo central
com parametro de ndo-centralidade &;, F(.|f;,g(n),d;), j > . Para completar a demonstrag&o,
basta observar que esta distribuigdo diminui com §;, j > z, como vimos na se¢do (2.2.5) (ver
também por exemplo Mexia (1990) e Nunes (2005)). |
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Capitulo 3

Testes F' com amostras de dimensao aleatoria.
Processos de contagem

Neste Capitulo iremos estender a ANOVA usual, com um e mais fatores, ao caso em que as di-
mensdes das amostras ndo sdo previamente conhecidas. Estas serdo tratadas como realizacées
de variaveis aleatorias, ver Capistrano et al. (2014), Mexia et al. (2011), Moreira et al. (2013),
Nunes et al. (2012a, 2013, 2014).

Comecemos por supor que temos m tratamentos e que:

e a distribuicdo do vetor das dimensbes das amostras, N = (Ny, ...,Nm)’, é conhecida a
menos de certos parametros,

e adistribui¢cdo condicional do vetor das observagées, Y, dado N =n,comn = (nq, ..., nm)',
€ igualmente conhecida a menos de certos parametros,

entdo podemos formular um modelo afim de realizar inferéncia aquando da recolha das observa-
coes.

Assim, quando as dimensdes das amostras ndo sdo previamente conhecidas, € mais correto
considera-las como realizagoes, n1, ..., n,,, das variaveis aleatérias independentes, Ny, ..., N,,,. O

/

vetor n = (nq, ...,nm)/ sera uma realizagédo do vetor N = (N1, ..., Npp)

Esta abordagem deve ser baseada na escolha apropriada da distribuicdo dos Ny, ..., N,,,. No
que se segue presume-se que a ocorréncia das observagdes, para cada uma das amostras,
corresponde a processos de contagem. A contagem ¢é interrompida no final do periodo de tempo
definido a partida. Isso leva-nos a considerar que as variaveis aleatérias Ny, ..., N,,, seguem uma
distribuicao de Poisson com parametros A, ..., Ap,.

Consideremos ainda
m
n=> ni,
=1

como realizagdo da variavel aleatéria
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Devido a independéncia dos Ny, ..., N,,, a variavel N tera distribuicao de Poisson com parametro

De seguida apresentamos um exemplo de uma situagdo pratica em que, quanto a nos, o mais
correto sera a utilizacdo desta abordagem. Suponhamos que se pretende realizar um estudo
para comparar vérias patologias de pacientes que chegam as urgéncias de um Hospital durante
um determinado intervalo de tempo. O niumero de pacientes ndo é conhecido a partida e se as
contagens forem repetidas num outro intervalo de tempo, com a mesma duragao, o mais provavel
€ obtermos um numero diferente de pacientes para essas patologias. Assim, se pretendermos
realizar apenas um estudo é mais correto considerar as dimensdes das amostras como realiza-
¢Oes de variaveis aleatérias.

Neste capitulo consideramos modelos de efeitos fixos, efeitos aleatérios e modelos mistos. Sao
apresentados aplicagdes com dados reais, nomeadamente com pacientes com diferentes tipos
de cancro no Brasil, para ilustrar a utilidade da nossa abordagem.

3.1 Distribuicao de Poisson Truncada

Nesta secdo iremos obter a expressao da fungédo de probabilidade da Poisson truncada assu-
mindo inicialmente que se tem uma dimensdo minima global para as amostras e depois assu-
mindo uma dimens@o minina para cada uma das amostras. Ao assumirmos a existéncia de di-
mensdes minimas pretendemos evitar a ocorréncia de casos altamente desequilibrados, veja-se
por exemplo Mexia et al. (2011) e Nunes et al. (2014). Continuaremos a assumir que existem m
diferentes tratamentos no total. Os resultados obtidos nesta secao serdo utilizados neste capitulo
por forma a obter as distribuicbes ndo condicionais das estatisticas de teste.

3.1.1 Dimensao minima global para as amostras

A forma mais comum para a distribuicdo de Poisson truncada é a omissédo do valor zero como
valor da variavel, como se pode ver por exemplo em Johnson and Kotz (1969). Iremos portanto
assumirque N; > 1, i = 1,...,m, uma vez que é necessario ter-se pelo menos uma observagao
por tratamento. Por forma a podermos realizar inferéncia assumiremos aindaque N = " | N; >

m.
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Como foi dito anteriormente consideremos que as variaveis N;,i = 1,...,m seguem uma dis-
tribuigdo de Poisson com parametros \;,;i = 1,....,m,N; ~ P(\;), i = 1,...,m. Assim, N tera
distribuicao de Poisson com parametro A, N ~ P()). Teremos

Pu,i = pT(Nz = U|Nz > 1)
_ pr(Ny =u) pr(N; = u)
B pr(N; > 1) 1—p(N; =0)
e~ MY Jul e N u
N s vl s v R 1,.;i=1,..m

A funcéo geradora de momento dos N;, quando N; > 1,: = 1,...,m, sera dada por

o0
ette=ri \U
¢i<t) - Z 1—eNi fLTII

u=1

e a sua fungéo geradora de probabilidade dada por

e

1—e i

Vi(t) = pi(lnt) =

(et —1),i=1,...m.

Vamos assumir agora que N;, i = 1, ..., m, correspondem &s variaveis truncadas N;, i = 1,...,m,
quando N; > 1, e que

Obtém-se entdo a funcéo geradora de probabilidades de N dada por

. m m 67)\1 m
Pt) = H%//i(t) = <H 1_6_,\i> [T -1

=1 =1

m _>\1
) (H 1> S (1) Ol M,

=1 cCm

visto que

H(e)‘it -1) = Z (,1)m*ﬁ(c)e(ziec At

=1 cCm
onde m = {1,...,m} e #(C) corresponde ao cardinal de C, sendo C um qualquer subconjunto de

m.

Sabe-se que ¢ <">(0) = r!jj,, onde < r > representa a derivada de ordem r-

43



Andlise de Variancia com Amostras de Dimensao Aleatoria e suas Aplicacoes

Assim ter-se-a

. 1.
pu = pr(N=u)= aw<u><0>
_ 1 ﬁ e Z (—1)m—H©) Z/\, ' w=m
= - T o u=m, ...
i=1 cCm ieC

com

) ™o |
g = Y S e ) wm1 =1,

. (PR
wcrir izt i

onde P!* representa a familia das partigbes com cardinal m de v = uy + ... + u,, € u =

(ul,...,um) .

Vamos considerar que
i+ +im=s8s=1...m-1,

logo j = (41, ---, jm )" tem pelo menos uma componente nula. Umavez que ¢;(0) = 0,i = 1,...,m,
ter-se-a

m

[[vi= =0
i=1

e consequentemente /<> (0) = 0,s = 1,...,m — 1. Assim, uma vez que ¢ <*>(0) = s, obtém-
se

1

P = —9<>(0)=0,s=1,...,m— 1.

Consideremos agora s = m. Neste caso o Unico termo n&o nulo de <"">(0) corresponde a
j=1,,umavezque j; + ... + j,, = m, logo
Pm = pT(N = m)
_ 1 n<m> _ - <1>
= ) =0
=1
. ﬁ efAi)\q;
N 1—e

i=1

e consequentemente

pr(N >m) =1 —pr(N <m)

m

. e M\
= 1-im=1-]l7=5
=1

Considerando N o vetor aleatério com componentes N1, ..., N,,,, teremos N > m, 0 que significa
que existe pelo menos um N; > 1, i = 1,...,m, se e somente se N > 1,,, entdo

pr(N >1,,) =p(N >m) =1—p,.
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Obtemos portanto

p.u,m—O—l = pT(N = U‘N >m+ 1) = u
pr(N > m)
_ p7'(N:’LL) Pu Cu=m+1,....

1—pr(N§m) 1= P

Assumindo que se tem uma dimensao minima global para as amostras, por exemplo n*, com
n® > m + 1, teremos portanto N > n®, donde se pode considerar

Pune =pr(N =u|N >n®) = u
pr(N > n*)
B Pu pr(N >m)
pr(N > m) pr(N > n*)
1—
Pumil — o™ =n .. (3.1.1)

1- Z?;:n,l De

3.1.2 Dimensao minima para cada uma das amostras

Como vimos na subsecao anterior apenas podemos considerar m parcelas para as partigoes,
uma vez que estamos a considerar m tratamentos na totalidade. Iremos assumir agora que existe
uma dimensao minima para cada uma das amostras, ver por exemplo Nunes et al. (2015). Con-
sideremos entdo que N; > n?,i = 1,...,m, 0 que significa que N > n®, comn® = (n},... ,n:n)/
e portanto se tem como dimens&o minima global n® = >~ , n?. Assim poderemos tomar

pn,n: = pT(N = n|N > n.)

¢ , -
n=3"7,ny (i it n) n—"1"n,

= Z Z Z pr(N =n|N >n®), n;=n,.... i=1,...,m,

ni=n} ne=ng Nm :n—EZn:II i
(3.1.2)
onde devido, a independéncia dos N;,i = 1,...,m, se tera
pr(N =n|N >n*) = [[pr(N; = ni|N; > ng)
=1

[ EWi=n) g e OR/mh

i priNe =) B - S e (A% )
= H ! , M =mng, ..., t=1...,m. (3.1.3)

o1 A\
=1 ngl(er — ZZE:O )
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3.2 Modelos de efeitos fixos

Nesta segao iremos abordar a ANOVA de efeitos fixos e estender essa abordagem ao caso
em que as dimensodes das amostras sdo desconhecidas a partida. Comegamos por considerar
apenas um fator e em seguida mais que um fator de efeitos fixos.

3.2.1 Um fator com apenas um nivel com dimenséo aleatéria

Vamos assumir que temos apenas um fator de efeitos fixos com m niveis e que:
e a dimensao do m-ésimo nivel & desconhecido a partida;
e N é a varidvel aleatéria que representa a dimensao do m-ésimo nivel do fator;
e n é arealizacdo da variavel aleatéria V;
e as dimensodes dos restantes m — 1 niveis sdo consideradas fixas e iguais a r, com r > n.

Estamos interessados em testar a hipétese
Hop:pr=... = tm,
que pode ser escrita na forma
Hop:Ap=0,

onde A =[I,,_1| —1,,-1], com 1,,_; o vetor com todos as m — 1 componentes iguaisa 1 e p 0
vetor médio com componentes i1, .. ., fim.

Como referido anteriormente vamos considerar que N segue uma distribuicao de Poisson trun-
cada de parametro A\, N ~ P()). Precisamos de ter pelo menos uma observagao para o m-ésimo
nivel, o que significa que N > 1. Além disso como estamos a considerar que r > n, ter-se-a n
com valores entre 1 e r. Esta situagao é justificavel para o caso em que o m-ésimo nivel corres-
ponde, por exemplo, a uma patologia rara, ver Nunes et al. (2010, 2012a). Assim tomaremos

pr(N =n)
n = N=n|l<N<r)=———-———""=
p p’f’( TL| 7’) p?‘(l S N S ,],.)
=X\ /o] n
= = At A n=1,..r (3.2.4)

e AN/l s M /4!
=1
=

Jj=1
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3.2.1.1 Estatistica de teste e suas distribuicoes

Quando N = n teremos as amostras

}/7),13 "'7}/7l,7'7 i= 17 sy T — 17

Ym,h teey Ym,nv

com médias Y; .,i = 1,...,m. A soma das somas dos quadrados dos erros sera dada por

§=2_ > (Yiy—Yie)+

i=1 j=1 j

(Ym,j - Y’I?L,.)27

m—1 r n
=1

como se pode ver, por exemplo, em Searle et al. (1992) e Khuri et al. (1998). Ao assumirmos que
as observagdes sdo normais e independentes com variancia o2 e valores médios 1, i = 1, ..., m,
quando N = n, S sera o produto de 2 por um qui-quadrado central com

g(n) =(m—-1)(r—1)+n-1
graus de liberdade,

Sendo n uma realizagdo de N, g(n) serd uma realizagdo de g(N), logo teremos graus de liber-
dade aleatdrios para os erros.

Além disso S sera condicionalmente independente do vetor Y,, com componentes Y ., ..., Yo, o.

Quando N = n, o vetor Y, sera condicionalmente normal com vetor médio u, com componentes

{1, -, lm, © Matriz de covariancia ¢2D (+,...,1,1), onde D (,..., 1, 1) representa a matriz

R R ey
1

diagonal com elementos principais 1, ..., 1, 1. Colocamos
T T’'n

Yo ~  N(@wo®D(L,..11)).

Assim ter-se-a .
AV, ~ N (Ay,ngD ( L ) A’) ,
T

vindo, ver por exemplo Mexia (1990),
Swum = (A¥a)' (AD (L, L 1) A')  (AYa) ~ 022 5,

comg=m-—1e€

5(n) = %(Ap.), (AD (1 r 1) A’>_1 (Ap).

7’ sy
r rn

Note-se que d(n) sera uma realizagdo de §(N), quando N = n, 0 que nos leva a admitir que o
parametro de ndo centralidade é aleatério.
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Observemos que
ro 1 1
AD <, vy > A = ;Ig + EJg,

comJ, =1,1.

Considerando K, =1, — éJC vamos obter

ap (L LY = (240 L,

r’'n n rj)g

Umavezque K, e %Jg s&o matrizes ortogonais entre si, teremos

11\ N\ 1
<AD<,”,>A> —rK,+—— 2],
r rn gr+mng

—1

Entéo, os valores proprios distintos de (AD (L., 1) A') serdor e .7, logo o raio espec-
tral desta matriz seréa r.

Assim )
||Au||

o2

d(n) <

e uma vez que Ay tem componentes p; — pim, 1 = 1, ..., g, temos

)

m—1

1Apl? = (1i = pm)?,

i=1

vindo

) < % Z —rA, (3.2.5)

com

onde A é invariante para a escala.

Quando N = n, tem-se a estatistica de teste,

(AY.) (AD(L,.,1, 1) 4")  (AY.)
Sp = ( ( S ) ) = Ss*f (3.2.6)

com distribuigdo condicional F(.|g, g(n),5(n)), que, como vimos no capitulo anterior, corresponde
a distribuicdo do quociente de qui-quadrados independentes com g e g(n) graus de liberdade e
parametros de nao centralidade é(n) e 0.

De acordo com o teorema das probabilidades totais a distribuicdo nao condicional da estatistica
sera dada por, ver Mexia et al. (2011) e Nunes et al. (2012a),
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?( Y=pr(SFr<z)= Zpr =n|l <N <7)pr(Sr < z|N =n),

com

pr(%F < 2|N = Tl) = F(z|g,g(n),6(n))

Assim ter-se-a

- anf(z|g,g(n)>5<n))

F(z
= Z _5(")/22062(33), F(z]g +2j,9(n)), (3.2.7)
= ;
uma vez que
F(elg, g(n),d(n)) = =5 ioééfj),j (-lg +2j.9(n), (32

ver por exemplo Nunes and Mexia (2006) e Nunes et al. (2012c).

Quando H, r se verifica e N = n, 6(n) = 0 e consequentemente a estatistica S terd como
distribuicdo condicional

F(.|g,g(n)).

Neste caso a distribuicao ndo condicional poderd ser reescrita da seguinte forma

F(2) an (219, 9(n

com

como definido em (3.2.4).
Uma aplicagéo a dados reais, considerando apenas um nivel do fator com dimensé&o aleatéria,

pode ser consultada em Nunes et al. (2012a), em que o referido nivel corresponde a uma pato-
logia rara.

49



Andlise de Variancia com Amostras de Dimensao Aleatoria e suas Aplicacoes

3.2.1.2 Erro de truncatura

Como vimos na subsecado anterior quando a hipétese nula ndo se verifica, as estatisticas de
teste tém distribuigbes condicionais F ndo centrais dando origem, apds descondicionamento,
a expressao para f(z) obtida em (3.2.7). Nesta secdo vamos considerar esta expressao da
distribuicdo n&o condicional e truncar a série nela existente, por forma a tornar mais faceis os
calculos quando for necessario utiliza-la, ver Nunes et al. (2012a).

Consideremos

J

— " —5(n 5(n) — .
Fylz) = Y pae®™23" Q(jj), F(zlg +24,9(n))
n=1 j=0 ’

= D paFl2lg,9(n),8(n)), (3.2.9)

n=1

com

J
Fielg,g(m), 6m) = =5 3 LT el + 25, g(0)

Uma vez que
tem-se

com

Considerando

tem-se

Consequentemente, ver em Nunes et al. (2010) e Nunes et al. (2012a),
EJ(n) <ey,

com

—rA/2

AMM
—
AN
< B
> | Z
o
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m—1

em que, como vimos anteriormente em (3.2.5), rA = 5 > (1 — pm)? € um majorante de
o(n).

Este limite superior, ¢ 7, ndo depende de n, podemos portanto considerar

T (2) <F(z) < Fy(2) +ey.

Calculamos, através do software R, o valor minimo de J de modo a que ; < w, com w = 1075,
Consideramos diferentes valores de rA e obtivemos os valores apresentados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Valores minimos de J.

Valores de rA
1/50 110 15 1 2 5 10 15 20 30 40
Valores Minimos de J 2 3 4 7 9 13 19 24 28 37 45

Desta tabela podemos concluir que nao é necessario considerar um valor muito elevado de J de
modo a que o erro de truncatura, s, seja inferior a 10-6. Assim podemos afirmar que temos um
excelente controle do erro de truncatura.

3.2.2 Um fator com todos os niveis com dimensodes aleatérias

Nesta se¢do continuamos a considerar apenas um fator com m niveis em que agora a dimensao
das amostras sdo desconhecidas a partida para esses m niveis.

Vamos assumir entdo que:
e Ni,..., N, sao variaveis aleatorias que representam as dimensdes das amostras;

e ny,..., Ny, SA0 as realizagdes dessas variaveis aleatérias;

as variaveis independentes Ny, ..., N, tém distribuicées de Poisson com parametros Ay, ..., Ay, N; ~
P(\),i=1,..,m;

e n=> " n; éarealizagdo da variavel aleatéria N = >_1" | N;;

devido aindependénciados N;, i = 1,...,m, N teradistribuicdo de Poisson com parametro
A=>"0 A N ~ P()).

A semelhanga do caso anterior pretendemos testar a hipétese

HO,F UL = s = iy,

que pode ser reescrita
H07F . A/l. = 0,

onde p corresponde ao vetor médio com componentes (i1, ..., fim, € A = [Im—1] — 1in_1].
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3.2.2.1 Estatistica de teste e suas distribuicoes

Considerando N; = n;, i = 1,...,m, temos as amostras Y; i,...,Y; »,, ¢ = 1,...,m, com médias
Yie i =1,...,m. A soma das somas dos quadrados dos erros sera neste caso dada por, ver mais
uma vez por exemplo Khuri et al. (1998) e Searle et al. (1992),

Considerando as observagdes normais e independente com variancia o2, quando N; = n;, i =

1,...,m, S serd o produto por o2 de um qui-quadrado central com g(n) = n—m graus de liberdade,
2.2

5~ 0 X gy

Adicionalmente, quando N; = n;, i = 1,...,m, S sera condicionalmente independente do vetor

das médias dos tratamentos, Y,, que sera normalmente distribuido com vetor médio u e matriz
iAncig 12 1 1 ;

de covariancia o D( -, ..., ;—). Assim,

Sum = (AY2) (4D (5, 5L ) A’)_l (AY.)

ny’ n

sera o produto de o2 por um qui-quadrado n&o central com g = m — 1 graus de liberdade e
parametro de ndo-centralidade

5(n) = %(A,u)’ (AD (1 o )A’>_1(Au),

)
ni Nim

S ~ UQXjé(n). Quando Hy r se verifica, d(n) = 0 € Syum ~ 02X5.

Assim, quando N = n e Hy r se verifica, a distribuicdo condicional da estatistica

Snum

S

Sp =
serd F(.|g,g(n)).

Afim de realizarmos inferéncia, vamos supor que temos uma dimensdo minima para cada uma
das amostras. Vamos portanto considerar que N; > n?, i = 1,...,m, 0 que significa que teremos

m °

como dimens&o minima global n®* = 3", n?. Assim tomaremos, com n® = (n$,...,n?,)’,

Pnne = pr(N =n|N >n®)

n="", 0t n—(Xioy itk nt) n="11n,
= E E E pr(N =n|N >n°®),
nmi=ni ne=ng nm=n—3"7""n;
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onde

m
pr(N =nN >n*) =[] e M= = L
=1 nl(eN = 30 g i)

conforme definido em (3.1.3).

A distribuicdo n&o condicional de S, quando Hy  se verifica, serd dada por, ver por exemplo
Mexia et. al (2011) e Nunes et. al (2014),

F(z)= Y pr(N =n|N =n")F(zlg,9(n)) = Y punsF(zlg.9(n)). (3.2.10)

n=n® n=n®

Quando N < 7, podemos desprezar em (3.2.10) os termos para os quais n > 7, tendo-se 0
"encaixe"

onde

Fu(z) = Y pr(N =n|N >n*)F(2|g,g(n)) (3.2.12)
e

Fo(z) = Falz)+ 3 pr(N =n|N >n*). (3:2.13)

n=n-+1
Observemos que
Z pr(N=n|N>n®)=1- Z pr(N =n|N >n®). (3.2.14)
n=n+1 n=ne®

Este tipo de encaixe também se verifica para as distribuicbes nao centrais. Vimos que S, ~
02X3 5(ny € POrtanto, quando N = n, tem-se

Snum =
(\\YF = S NF(Z|gag(n)16(n))7

obtendo-se a distribuicdo n&o condicional

=

F(2)= ) pr(N =nN = n")F(zlg.9(n),6(n)).

Ter-se-a agora o "encaixe"
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com

Fp () =Fo(z)+ Y pr(N =n|N >n*)
n=n-+1
Facilmente se conclui que
Ty (2) = Fou(2) = Fnlz) = Fa(2) = 3 pr(N =n|N > n®),
n=n-+1

pelo que o valor de 7 a utilizar pode ser o mesmo do caso central.

3.2.2.2 Uma aplica¢cao a dados do cancro

Os dados utilizados nesta aplicagédo sao referentes a cidade de Sao Paulo, 2010, e dizem respeito
a idade de detecédo da doenca. O fator é o tipo de cancro e tera trés niveis: Tecidos moles do
térax, Trato intestinal e Cavidade nasal. As Tabelas do Anexo 1 mostram as frequéncias destes
trés tipos de cancro, agrupadas por idade. A Tabela seguinte ilustra o nimero de pacientes
afetados por estes tipos de cancro.

Tabela 3.2: Tipos de cancro e nUmero de pacientes.

Tipos de cancro Numero de pacientes
Tecidos moles do térax 18
Trato intestinal 22
Cavidade nasal 25

Neste caso vamos testar a hipétese
HO,F : Aﬂ. = 0,

com

A:[I 0 —1].
01 -1

Quando H,,r se verifica, 0 numerador da estatistica S é dado por

Spum = (AY.) (AD (S5, 5, ) 4) ™ (AY) ~ 0213

54



Analise de Variancia com Amostras de Dimensao Aleatoria e suas Aplicagoes
com g = m — 1 = 2. Vamos entado obter
1 3 B
(40 (o) %) = | S o |40~ o |

em que as médias amostrais, componentes do vetor y,, S40 respectivamente

® Y1 o =49.50;

o Yoo = 61.7727;

® Y3 = 62.40.

Obtemos entédo para o numerador da estatistica

Spum = 2073.021.

O denominador da estatistica, quando N = n, é o produto de 2 por um qui-quadrado central
com g(n) = n — 3 graus de liberdade, S ~ o%x2_. Neste caso vamos obter

18 22 25
S= (15— V)’ + Y (W2 —Tae)* + > _(U3; — Use)® = 26632.364.
j=1

)

j=1 j=1

O valor observado da estatistica, Sr,ous, S€ré

2073.021
Spope = — 2020 () 07784,
SFObs = 5eea5364 — 00778

Quando N = n, e Hy r se verifica, a distribuicdo condicional de S é uma distribuigido F central
com g = 2 e g(n) = 65 — 3 = 62 graus de liberdade, F'(z|2,62). Os quantis, z;_,, da distribuigao
condicional sdo dados na Tabela 3.3. Estes quantis sdo obtidos considerando z;_, = 62—3 X
fi—a,2.62, Onde f1_, 2,62 corresponde ao quantil (1 — «) de uma distribuicao F' central com 2 e 62
graus de liberdade. Assim, podemos concluir que se rejeita Hy p para o = 0.1, pois Sp,ops >

Z1—a, © NA0 se rejeita para a = 0.05 e 0.01.

Tabela 3.3: Os quantis da distribuicdo condicional e ndo condicional de Sx

Valores de o 0.10 0.05 0.01
Zl-a 0.07711 0.10146 0.16016
254 0.07856 0.10341 0.16341

Por forma a realizar os célculos vamos assumir que \;, i = 1,2,3, correspondem ao numero
médio de casos por ano. Assim, teremos A; = 18; Ay = 22 e A3 = 25. Vamos supor ainda
que se tem no minimo cinco observacdes para cada um dos niveis do fator, 0 que significa que

nt =5 1=1,23n"= Zle n; = 15 e consequentemente n® = (5,5,5)’.

55



Andlise de Variancia com Amostras de Dimensao Aleatoria e suas Aplicacoes

Afim de calcularmos os quantis da distribuicdo ndo condicional de S, iremos determinar o valor
de m da expressao (3.2.12) de modo a que

Y pr(N=nN>n")=1- ) pr(N=n|N>n")<10"* (3.2.15)
n=n+1 n=n®

Obteve-se o valor minimo de = = 97 para que (3.2.15) seja satisfeita. Assim, quando Hy r se
verifica, ter-se-a

97
= Z Prne F(2]2,n — 3)

n—10 n—(n1+5) n—(ni+n2) o
Z > X > p(N=nIN=n)F([2,n-3),
n=15 n1=5  n2=5  nz=n—(ni+ns)

com

)\n /n '

>\u1 .
i
i=1 €7’ Zm—o u7'

Os quantis, 2§_,, para a probabilidade 1 — «, sdo apresentados na Tabela 3.3. Visto que
Sows,r < 25_,, conclui-se que ndo se rejeita H, para os nhiveis usuais de significancia. Con-
cluimos portanto, que neste caso para o = 0.1 a abordagem nao condicional nos leva a tomar
uma decisao contraria a que tinhamos tomado considerando a abordagem classica.

3.2.2.3 Calculo dos valores criticos

Nesta subsecdo iremos apresentar uma outra forma para calcular os valores criticos. Notemos
que a utilizacao de valores criticos incorretos nos podem conduzir a utilizagdo de niveis incorretos
para os testes de hipéteses.

Vimos que a distribuigdo ndo condicional de S, quando Hy se verifica, € dada por

’1:|H

Zpr n*)F(zlg, 9(n merF zlg, 9(n)),

n=n®* n=n®

com p,, e conforme definido em (3.1.2).

Entao, considerando (3.2.11) tem-se
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e, consequentemente,

*

fﬁ,l—a < fl—oz < fﬁ,l—aa

CoM fr1-a, fi-a € fa1_, 0S (1 — a)-€simo quantis para estas distribuicdes, como podemos ver
na Figura 3.1 (ver também por exemplo Mexia et al. (2011)).

1 — arq

Figura 3.1: Relacdo entre as distribui¢cdes e os seus quantis.

Assim, o valor aproximado do quantil pode ser considerado

= Jai-a+ fria

fl—a = 9 ) (3216)

que pode ser usado como um valor critico, para os valores usuais de «a, ver Nunes et al. (2014).

Uma vez que os parametros, \;, i = 1, ..., m, sdo desconhecidos, iremos agora mostrar como lidar
com estes, por forma a calcular os valores criticos. Para tal vamos calcular os limites inferiores
para estes parametros.

Calculo dos limites inferiores dos parametros das distribuicoes de Poisson

A distribuicdo ndo condicional cresce com A;, i = 1,...,m, logo os correspondentes quantis de-
crescem, portanto vamos usar limites inferiores para estes parametros, ver Nunes et al. (2014).

Vamos considerar que como esses limites inferiores sdo os valores minimos de \;, i = 1, ..., m,
tal que

A
e—kq‘,% =, 7 = 1’ ey, M, (3217)
Tn;:

com « 0s niveis usuais de significancia.
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Assim, considerando

1
In; ()\L) = He )\1)\1‘ Y
obtemos don. () ) 1 1
In;\Ai) PP VI (7 oAy Nl T A1y ;
Tyt N Rge A= e AR A ),

o que significa que g,,(A;) aumenta com X;, quando \; < n;, ¢ = 1,...m. Vamos portanto
considerar a solugéo da equagdo (3.2.17), tal que A\; < n;, i = 1,...,m, que designamos por A, ;,
por forma a obtermos o intervalo de confianca a (1 — «)% para A;, i = 1, ..., m,

[)\a,i; +OO[

Obtencao dos resultados

Vamos considerar os dados utilizados na aplicacdo da secado 3.2.2.2, assumir que temos a
mesma dimens&o minima para cada amostra (ny = 5, ¢ = 1,2,3) e calcular os valores criti-
cos. Os valores de n;, i = 1,2, 3, correspondem ao numero de pacientes apresentados na Tabela
3.2.

Os limites inferiores, A, ;, para \;, i = 1,2, 3, obtidos considerando os niveis usuais de significan-
cia, sdo apresentados na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Os limites inferiores para \;, i = 1,2, 3.

Valoresde o 0.05 0.01

Nt 135 105
Aa,2 175 13.75
>\(¥,3 205 1625

Recorrendo a (3.2.12), tem-se

Fﬁ(z) = Z pn,ni’F(Zu,n — 3)

n=15
e
Fﬁ(z) = 7%(2') + <1 - Z pn,n{)
n=15
= Fn(2)+q,
onde

n
g=1- an.,nh

n=15
ndo depende de z. Assumindo os limites inferiores para \;, i = 1,2,3, dados na Tabela 3.4,
obtemos 7 = 80 [n = 66] tal que ¢ < 10~* para o = 0.05 [a = 0.01]. Calculamos os quantis de
F(z) substituindo 1 — « por (1 — ) — g, assumindo que ¢ = 1074,
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Os valores criticos, f1_a, definidos em (3.2.16), s&o apresentados na Tabela 3.5.

Tabela 3.5: Valores criticos corretos.

Valores de « 0.05 0.01
fi-a 0.13476  0.28704

Comparando estes valores criticos com os obtidos na secéo 3.2.2.2 verificamos que estes sao
ligeiramente mais elevados. Ao utilizarmos este método para o calculo dos valores criticos es-
taremos a considerar um modelo "mais completo”, pelo que aumenta a robustez. Além disso, a
utilizacdo de um limite inferior para os parametros \;, i = 1,2, 3, diminui os valores considerados
para 7.

3.2.3 Mais do que um fator de efeitos fixos

Vamos agora admitir que temos mais do que um fator de efeitos fixos com m tratamentos na
totalidade, ver Nunes et al. (2014), e que:

¢ as dimensdes das amostras para os diferentes m tratamentos sdo desconhecidas a partida;

e Ni,..., N, sdo variaveis aleatérias independentes que representam as dimensdes das amos-
tras;

e nq,...,n,, SA0 as realizacoes destas variaveis aleatérias;

e as variaveis Ny, ..., N,, seguem distribuicdes de Poisson com parametros A1, ..., A, V; ~
P()\Z),Z = ]., cey

e n=> " n; éarealizagdo da variavel aleatéria N = >_1" | N;;

e devido a independéncia dos N;,i = 1,...,m, N tem distribuicdo de Poisson com parametro
A=Y" X, N~ P()).

Consideremos Q) = @;:1 w; 0 espaco gerado pelo vetor das médias dos tratamentos p. Neste
caso estamos interessados em testar as hipéteses

H07j2[l.€wj,j:1,...,7,

onde w; = (wjL NQ),j=1,...,7, & um subespago do espago paramétrico 2, com @j o comple-
mento ortogonal de w;, j = 1,...,7. Assumindo que os vetores linha das matrizes A; constituem
uma base ortonormada para w;,j = 1,...,7, podemos reescrever as hipoteses anteriores da

seguinte forma
HOJ' 214_7'/1,:0,].21,...,7'7

as quais correspondem as hipéteses de auséncia de efeitos e interagao entre os fatores.
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3.2.3.1 Estatistica de teste e suas distribuicoes

Para obtermos a distribuicdo ndo condicional das estatisticas assumiremos neste caso que se
tem uma dimensao minima global para as amostras. Por essa razéo utilizaremos as probabilida-
des obtidas em 3.1.1 e vamos considerar as variaveis aleatérias N;,i = 1,...,m, que, tal como
definidas anteriormente, correspondem as variaveis truncadas N;,7 = 1,...,m, quando N; > 1.
Recordemos que N = "7 | N;.

Assim, quando N; =n;, i =1,...,m, temos as amostras

}/7),17 -~-;}/i,ni7 = 17 ey TN,

com médias Y., i = 1,...,m. A soma das somas dos quadrados dos erros sera mais uma vez
dada por

Se assumirmos que as observagdes sdo normais, independentes, com variancia o2, tem-se
2.2
S~ 0 Xg(n)»

com

g(n) =n—m.

Além disso S sera condicionalmente independentes do vetorY,, e ter-se-a

Y. ~ N(M,UZD(H%,..., n?m)).
(N =n)

Quando N; = n;,i=1,...,m,

, 1 1 -1 ,
com
gj =car(4y), j=1,..,7
e

1 : 1 1 - ,
5](n) = ;(AJ,U,) (AJD <n17 ceny ) A;) (A][ll), ] = ].,...,T.

n'rn

Assim, com N; = n;, i = 1, ..., m tem-se a estatistica de teste

S.
. — 21 s
S = ,7=1 ..,

S

com distribui¢do condicional F'(z|g;, g(n),d;(n)), ver por exemplo Nunes e Mexia (2006) e Nunes
et al. (2012c).
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Vamos assumir agora que a dimensdo minima global para as amostras corresponde a n®, o que
significa que N > n°®. A distribuicio ndo condicional da estatistica sera dada por

fj(z) = Z pT(N = n|N 2 n.)F(Z|gag(n)v§j(n)) - Z jjn,n’F((Z‘gvg(n)v5j(n))»

onde

1- Z.).m °

pﬁ,n' = p.n,m—&-l 1 ..o Uu="n ...,
1- Ee:m De

como definido em (3.1.1). Quando N = n, e H, ; se verifica, §;(n) =0,j = 1,...,7 e a distribui-
¢do condicional de 3, passara a ser

F(zlgjy9(n)), j=1,...,7,

enquanto a distribuicdo ndo condicional de S, j = 1,...,7, podera ser reescrita da seguinte
forma, ver por exemplo Mexia et al. (2011) e Nunes et al. (2014),

fj(z) = Z Z.jn,n°F(Z|gjag(n))aj =1,..,T

n=ne

3.2.3.2 Uma aplicacao a dados do cancro

Nesta subse¢ao vamos aplicar a nossa abordagem a pacientes com cancro no Brasil. Os dados
sdo referentes a cidade de Sdo Paulo, 2010, e dizem respeito a idade de detecdo da doencga, ver
Nunes et al. (2013).

Consideramos dois fatores, Tipo de Cancro e Género. O primeiro fator tem quatro niveis: Amig-
dala; Cavidade nasal e ouvido médio; Timo e Coragdo, Mediasto e Pleura. O segundo fator tem
obviamente dois niveis: Masculino e Feminino. Daqui resultam m = 4 x2 = 8 diferentes tratamen-
tos. As tabelas do Anexo 2 mostram as frequéncias desses quatro tipos de cancro, agrupados
por idade e género. A Tabela 3.6 ilustra o nimero de pacientes por género e tipo de cancro.

Tabela 3.6: Numero de pacientes por tipo de cancro e género.

Género (segundo fator)
Masculino  Feminino

Tipos de cancro (primeiro fator) Amigdala 51 22
Cavidade nasal e ouvido médio 13 16

Timo 7 9

Coragao, mediasto e pleura 18 13

Iremos entdo testar as hipbéteses
HO,j : A]/l, = 07] = 172,3.
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Como vimos anteriormente, dado N; = n;,i = 1,...,m, quando H, ; se verifica a distribuicao
condicional de g
S =2,j=1,2,3,
J S J

é uma distribuicdo F central com g; = car(4;), i = 1,2,3, e g(n) = n — 8 graus de liberdade,

F(.|gj,n—8).

Quanto a distribuicdo ndo condicional sera dada por

gl

i(2)= > PuneFlzlgjn—8), j=1,2,3,

n=ne

. o 1—ps e
COM Py pe = Pro——mt2r—, n=n°....
1_Zu:8 Pu

Devido as propriedades de monotonia da distribuigdo F, apresentadas na subsegdo 2.2.5.1,
quando n < n°, tem-se
F(z|gj7n - 8) < F(Z|gjano - 8)7

entao
F(z|gj,n® —8) < Fy(2) <1,

o que significa que F(z|gj,n® — 8) nos da um limite inferior para fj(z), j=1,2,3. Assim, a partir
de F(z|gj,n® — 8) podemos obter limites superiores para os quantis de i—(z), j=123. Se
usarmos esses limites superiores como valores criticos teremos testes com tamanhos que nao
irdo exceder os valores teoricos.

Ao usarmos esta abordagem, considerando os limites superiores, € necessario tomar atencao a
algumas "questdes" :

e Se o valor observado da estatistica exceder o limite superior, também excede o valor critico
real (obtido quando se considera o tamanho das amostras como aleatério) e, neste caso,
rejeita-se a hipotese nula;

e Para os casos em que o valor da estatistica € menor do que o limite superior, devemos
calcular os valores criticos reais (considerando o tamanho das amostras como aleatério)
ou calcular o valor minimo de n® que leva a rejeicao da hipétese nula;

e E de esperar que os quantis obtidos considerando as dimensdes das amostras como alea-
torias, sejam superiores aos quantis classicos (obtidos ao se usar a abordagem condicional,
com dimensdes fixas para as amostras), uma vez que na expressao da distribuicdo € inse-
rida uma nova fonte de variagdo. Assim, quando nao se rejeita a hipotese nula usando os
quantis classicos é de se esperar que se tome a mesma decisdo ao se utilizarem os quan-
tis considerando as amostras com dimensao aleatéria e, consequentemente, a abordagem
usando os limites superiores.
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Em seguida passamos aos calculos usando os dados da Tabela 3.6 e das Tabelas do Anexo
2. Quando se tem mais do que um fator usualmente a analise comega com o teste a interagao
entre os fatores. Se a interacdo nao é significativa, em seguida realizam-se os testes aos efeitos
principais dos fatores. Caso a interagao seja significativa, a inferéncia é realizada para cada nivel
de um dos fatores. Nomeadamente, se um dos fatores tiver apenas dois niveis, como acontece
neste caso, podem ser obtidos intervalos de confianga para a diferenca das médias, ver Nunes
et al. (2014). Iremos seguir esta abordagem testando primeiro a interagdo entre os dois fatores.
No entanto, seja qual for o resultado deste teste iremos também testar os efeitos principais dos
fatores uma vez que pretendemos mostrar como estes testes podem ser realizados considerando
o descondicionamento. Assim iremos ordenar os indices das hip6teses Hy ;,j = 1,2,3, e das
matrizes A;,j = 1,2, 3, da seguinte forma:

e indice 1- interagao;
e indice 2- primeiro fator;
e indice 3- segundo fator.

Neste caso obtiveram-se as médias amostrais, componentes do vetor y,,

Y1.e = 47.0000; 124 = 33.1364;

Yze = 59.0769; Y16 = 63.8750;

Yse = 55.5714; yg.4 = 55.8889;

Y7, = 53.9444; yg . = 63.5385.

A Figura 3.2 parece indicar a existéncia de interagdo entre os dois fatores, uma vez que as linhas
nao sdo paralelas. No entanto esta analise ndo é completamente conclusiva pois na verdade
ndo passa de uma analise meramente descritiva ja que as médias consideradas sdo as médias
amostrais.

e HUT 1715

Mulheres

Amigdala Cavidade nasal e lime Coragdo, mediasto
ouyido medio e pleura

Figura 3.2: Interacéo entre os dois fatores.
Assim, construimos intervalos de confianga a (1 — «)% para a diferengca das médias entre os

dois géneros, para cada um dos tipos de cancro. Esses intervalos sdo apresentados na Tabela
3.7. Como podemos constatar, a exce¢ao da amigdala, para 1 — a = 0.90 e 0.95, a origem esta
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contida em todos os intervalos. Os resultados podem ser igualmente observados pela andlise da
Figura 3.3, considerando o grau de confianca de 95%.

Tabela 3.7: Intervalos de confianga para a diferenga das médias

Valoresde 1 — o 0.90 0.95 0.99

Amigdala [3.2394; 24.4878]  [1.1454;26.5673]  [-3.0096; 30.7368]

Cavidade nasal e ouvido médio  [-22.1056; 4.5094] [-24.8287; 7.2325]  [-30.4450; 12.8487]

Timo [-22.1560; 21.5210] [-26.9107; 26.2757] [-37.2273; 36.5923]

Coragao, mediastino e pleura [-22.0300; 2.8418] [-24.5632; 5.3750] [-29.7681; 10.5799]

30,0000

20,0000

10,0000

0,0000

-10,0000

-20,0000

Cav. nasal e Coragdo, med

Arnigdala ouvido média Tirno e pleura

Figura 3.3: Intervalo de confianca a 95% para a diferengcas das médias entre os dois géneros.

Comegemos entdo pela interagéo entre os dois fatores. Neste caso

1 1 1 1 1 1 _ 1
2v2 2V2 2V2 2V2 2V2 2v2 2V2  2v2
1 1 1 1 1 1 _ 1
22 2V2 2V2 2V2 2V2 2V2 2v2  2v2 |7
1 1 1 1 1 1 ! 1
V2 2v2 22

Ay =

T2v2 o 2v2 2v2 V2 2v2 2
logo g1 = car(A;) = 3. Obtemos

L0101 1111 1 1 0.0739 —0.0245 0.0227
<A1D ( ———————— ) A1'> = | —0.0245 0.0739 —0.0059 |,
0.0227  —0.0059 0.0739

11.2919
Arye = 5.2952
—4.7324

Assim, tem-se para o numerador da estatistica

11 1 11111

-1
Sl = (Aly.)/ (AID (51, ﬁ’ Tg, E, ?, §, TS, 13) All) (Aly.) - 40333460

Para o denominador da estatistica, obtemos
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51

N
V)

1

w

S = Z(?A,k - y1,.)2 + (Y26 — yz,.)2 + (ys, o — yg,.)2

k=1 k=1 k=1
16 7 9

+ D (k= vae)®+ ) Wk —5.0)> + D (U6 k — o)
k=1 k=1 k=1
18 13

+ Y W~ yra) + Y (Ysk — ys.e)? = 76368.0424.
k=1 k=1

Assim, o valor observado da estatistica, 34,05, € dado por

4033.3460
Sy e = 0B 0598,
S1.00s = eaesoa0q 00028

Se considerarmos a distribuigdo condicional de <, que corresponde a F(z|3,141) uma vez que
n—8 = 149 —8 = 141, obtemos os quantis, z; _,, representados na Tabela 3.8. Neste caso vamos
rejeitar Hy ; para o = 0.10, uma vez que 34 ,0ps > 21—q, € NAO rejeitar para o = 0.05 € 0.01.

Suponhamos agora que n®* > 52, digamos que n® = 52, 0 que corresponde a menos de dez
observagdes por tratamento. Para a distribuicdo ndo condicional da estatistica de teste, te-
mos os limites superiores para os quantis, z}__, representados também na Tabela 3.8. Como
$,08s < 214, Significa que estes valores nos podem levar a no rejeitar Hy ;, considerando os
niveis usuais de significancia. Podemos portanto tomar uma decisdo contraria a tomada quando
usadmos a abordagem condicional para « = 0.1.

Tabela 3.8: Os quantis da distribuicdo condicional e limites superiores para os quantis de 37 e 3o

Valores de o 0.10 0.05 0.01
Z1—a 0.0452 0.0568 0.0835
21, 0.1509 0.1920 0.2905

Vamos ent&o calcular a dimens@o minima que leva a rejei¢éo de Hy ;. Assumindo que os valores
da estatistica de teste permanecem inalterados, teremos que ter o valor minimo de n*® apresen-
tado na Tabela 3.9 por forma a rejeitar a hipétese nula.

Tabela 3.9: Valor minimo de n*® que leva a rejeigao da hipétese Hy 1

Valoresdea 0.10 0.05 0.01
n® 130 160 228

Uma vez que para valores maiores de n® vamos obter valores menores para os quantis, podemos
concluir que 1,005 > 2}, paratodo n® > 228 e neste caso rejeitar a hipbtese Hy 1 para os niveis
usuais de significancia. O valor 228 como dimensdo minima global ndo é demasiado elevado,
atendendo a que temos 8 tratamentos, podendo-se portanto concluir que nestas condigbes a
interagdo entre os dois fatores é significativa.

Agora, para o primeiro fator, temos
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S 1 1 .1 1 1 _1
2v/2 2v/2 2v/2 2v/2 2v2 2v2  2v2  2v2
A, = . 1 1 1 _1 _1 1 1
2 22 22 22 V2 2v2 2 22 22 |
1 1 1 1 1 1 1 1
22 2v2  2v2 0 2v2  2v2 2v2 2v2 2V2

logo g2 = car(Asz) = 3. Assim

111 1111 1 -1 0.0739  —0.0245  0.0227
<A2D< ******** >A’2> = | —0.0245 0.0739 —0.0059 |,

0.0227  —0.0059 0.0739

15.8527
Asye = | 10.5553
—11.5941

Obtém-se para o numerador da estatistica

1 11 1111 1

—1
S = (A2y.)’ (A2D <51’22’13’16’7’9’18’13> ’2) (Agy.) = 11463.1200.

Atendendo a que S = 76368.0424, o valor observado da estatistica, 3,05, S€rd dado por

11463.1200
B9 0bs = ————— = 0.1501.
U200 = 76368.0424
Os quantis, z1_,, da distribuigdo condicional de S, que corresponde a F(z|3,141), sdo apresen-
tados na Tabela 3.8. Uma vez que 35,055 > 21—, Podemos concluir que se rejeita Hy » para os

niveis usuais de significancia.

Vamos considerar mais uma vez que n® = 52. A Tabela 3.8 mostra os limites superiores para
os quantis, z}_,, para a probabilidade 1 — « da distribuicdo n&o condicional de 2. Como
So,00s < 2}, estes resultados podem levar-nos a tomar uma decisao contraria a tomada con-
siderando a distribuicao condicional da estatistica. Assumindo que os valores da estatistica de
teste permanecem inalterados devemos considerar o tamanho minimo global para as amostras
apresentado na Tabela 3.10 por forma a rejeitar a hipétese.

Tabela 3.10: Valor minimo de n*® que leva a rejeigao da hipotese Ho 2

Valoresde« 0.10 0.05 0.01
n® 53 64 89

Neste caso, por exemplo para a = 0.05, teremos que ter pelo menos 64 observagdes para que a
decisdo seja a mesma considerando as duas abordagens. Podemos concluir que para n® > 89
rejeitamos Hj 2, considerando os niveis usuais de significncia, o que significa que o primeiro
fator sera significativo.

Para o segundo fator temos

A:[—#L—l 1 1 1 1 1}
3 2v2  2v2 2v2  2v2 2v2  2v2 2v2  2v2 |7
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logo g3 = car(As) = 1. Assim, obtemos

1 11 1111 1 -1
AD (=)o s AL) = 00739 ,
( K (51’22’13’16’7’9’18’13) 3) 0.0739

Asye = 1.7139 ,

e consequentemente

-1
S5 = (Asya)’ <A3D < ffffffff A3) (Asy.) = 39.7388

51722713716° 7797 18" 13

para o numerador da estatistica Ss.

Portanto, o valor observado da estatistica, 33,015, € dado por

39.7388
(\l T ——
53,005 763680424 0.0005.

Considerando a distribui¢do condicional de 33, que corresponde a F'(z|1,141), obtemos os quan-
tis, z1_q, apresentados na Tabela 3.11. Como 35,05 < 21-4, Podemos concluir que néo rejeita-
mos Hy 3 para os niveis usuais de significancia.

Tabela 3.11: Os quantis da distribuicdo condicional e limites superiores para os quantis de 33

Valores de o 0.10 0.05 0.01
21—« 0.0194 0.0277 0.0484
21 0.0642 0.0923 0.1647

Para a distribuicdo ndo condicional da estatistica para o segundo fator, considerando-se n® = 52,
temos os limites superiores para os quantis apresentados também na Tabela 3.11. Como era
esperado estes resultados levam-nos a tomar a mesma decisdo que tomamos considerando a
abordagem condicional, isto €, n&o rejeitar Hy 3. Poderiamos pensar que ndo temos uma dimen-
sao suficientemente grande para as amostras por forma a detectar a significancia do segundo
fator. Assumindo que os valores da estatistica de teste permanecem inalterados seria necessa-
rio ter o tamanho minimo das amostras apresentados na Tabela 3.12 por forma a rejeitar Hy 3.

Tabela 3.12: Valor minimo de n® que leva a rejei¢éo da hipbtese Ho s

Valores de o 0.10 0.05 0.01
n® 5421 7694 13282

Como estes valores sdo demasiado elevados somos levados a concluir que o segundo fator nao
é significativo, isto €, que nao existe diferencga significativa entre os géneros quanto a idade de de-
tecdo da doenga. Se confrontarmos este resultado com os intervalos de confianga apresentados
na Tabela 3.7 tirariamos a mesma conclus&o. E importante salientar que o fato dos intervalos de
confianga para a amigdala, considerando o« = 0.1 € @ = 0.05, n&o conterem o zero ¢é justificado
pela existéncia de interagao entre os fatores.
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3.3 Modelos de efeitos aleatorios

E muito comum existir um grande nimero de diferentes patologias, isto na area de investigacdo
médica, ou um grande numero de diferentes castas de videiras, isto na area de agricultura.
Nestes casos é usual optar-se por se selecionar aleatoriamente apenas alguns niveis do fator
por forma a realizar o estudo estatistico, considerando portanto o fator como aleatério.
Nesta secao abordaremos a ANOVA de efeitos aleatérios com amostras de dimensdes aleatérias.
Consideraremos apenas um fator com m niveis. Vamos assumir que:

e as dimensdes das amostras para os m niveis ndo sdo conhecidas a partida;

e N1,..., N, sao variaveis aleatorias que representam as dimensdes das amostras;

e ny,..., Ny, SA0 as realizagdes das variaveis aleatérias Ny, ..., Np;

as variaveis independentes Ny, ..., N,, seguem distribuicbes de Poisson com parametros
)\1, ey Am,Nz' ~ P()\L),Z = 1, ey My

e n=> " n; éarealizagdo da varidvel aleatéria N = 3" | N;;

N segue uma distribuicdo de Poisson com parametro A = >, A\;, N ~ P()).

Como vimos no Capitulo 2, se¢do 2.3.2, 0 modelo com um fator de efeitos aleatérios pode ser
escrito na seguinte forma:

}/i,j:.u+a7?+€i,ja j:l,...,ni,izl,...,m

com p fixo e desconhecidoe a; e ¢; 5, j=1,...,n;,i=1,...,m, aleatérios. Vamos assumir que
a; €¢€5, j=1,...,n5,1 =1,...,m, s80 normais, independentes, com valores médios nulos e
variancias o2 e o2, respectivamente, a; ~ N'(0,02) e g; ; ~ N (0,02), j=1,...,n;0i=1,...,m.

Este modelo pode ser escrito em notagdo matricial da seguinte forma

Y=p+D1,,,...,1,, )a+e,

/

onde a = (aq,...,am) , D(1,,,...,1,, ) representa uma matriz diagonal por blocos, com blocos
principais 1,,,,...,1,,,, a ~ N(0,021,,) e ~ N(0,0°1,,).

Quando N; = n;,i =1,...,m, o vetor Y, sera condicionalmente normal com vetor médio . = pul,,
e matriz de covariancia dada por, ver por exemplo Khuri et al. (1998) e Searle et al. (1992),

E=02D T,y dn, )+ 0?1,
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onde J,, =1,,1/ |
Y ~ N ([I,,O'iD (Jnla "'aJnm) + 0—2-[71) .

Neste caso estamos interessados em testar as hipoteses

HO’R:JC% =0wvs HLR:Ji > 0.

3.3.1 Estatistica de teste e suas distribuicdes

Nesta secdo apresentamos a estatistica de teste e as suas distribuigées condicional e ndo con-
dicional. Quanto a expressao de estatistica de teste optamos por considerar a obtida em Nunes
et al. (2012b). Mais uma vez assumiremos que temos uma dimensao global minima para as
amostras pelo que iremos considerar as variaveis aleatérias N;,i = 1, ..., m, que, como referido,
correspondem as variaveis N;,i =1,...,m,emque N; > 1, i=1,...,m.

Quando N; = n;, i = 1, ...,m, temos as médias Y. i =1,...,m, para as amostras

}/72,17 '--;}/i,nia L= 17 ey T

A soma das somas dos quadrados do erro sera dada por

m  n; m  n; m T2
%

S:ZZ(EJ—K,')2:ZZK?‘7_ .

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

comT; = Y Y, i = 1,..,m, S sera, quando N; = n,, i = 1,...,m, 0 produto por o2 de um
qui-quadrado central com
g(n) =n—m

graus de liberdade, S ~ UQXZ(n)- Como g(n) é uma realizagdo de ¢g(V), temos, como nos casos

anteriores, graus de liberdade aleatérios para os erros. Como podemos ver em Searle et al.
(1992), S pode ser escrito usando a notacao matricial, tendo-se

S=Y' (In -D (J"I s J”’")) Y.
n Nm

Quando N; = n;, a média das amostras

}/ti,. = p+ oy +€i,0a t=1,...,m,

A JORT ‘A . 2 . .
tém valores médios . e variancias o2 + —i=1,..,m Portanto, quando a hipétese Hy r se
verifica, tem-se
2 .
Yie ~ N(u,%), , i =1,..,m,

e teremos a média geral
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Vamos considerar
Z =Y, — Y, e = BY,,

onde K = (Yl,u ~--7Ym,o)/a Y;,o = (Yo,07 "'aYo,o)/ e

ny Nm n—n —Nm
n n n n 1
B:Im_ : .-_ : - . --_ : :Im_flmn/.
n
n n n n

Quando N; = n;, i = 1,...,m, Z seguird uma distribuicido normal com vetor médio nulo e matriz
de covariancia o2V, Z ~ N(0,02V), onde

ni Nm ny Nm

O numerador da estatistica de teste sera definido por, ver Nunes et al. (2012b),
Spum =2Z'V~Z,
onde V~ representa uma matriz inversa generalizada de V. Quando Hy r se verifica
Spum = Z'V™Z ~ 0*\2,
comg=car(V)=m—1.

Assim, quando temos N=ne Hy r se verifica, a distribui¢do condicional da estatistica

Soum  ZV~Z
s~ S

Sp =
serd uma F central com g e g(n) graus de liberdade, F(z|g, g(n)).

Vamos admitir, a semelhanga do que consideramos na segao anterior, que existe uma dimensao
minima global, n*, para as amostras. Teremos entdo N > n* e a distribuicdo néo condicional de
SR, quando Hy i se verifica, sera dada por

F(z) = Z pr(N =n|N >n®)F(z|g,9(n))

n=n®
o0
= Z lb.n.,n'F(Z|g7g(n))v
n=n*
com .
1- Pm .

jju,n' :ﬁu,m+1 1 ..o U=TN ...

1_EZ:m De

definida pela expressao (3.1.1).

70



Analise de Variancia com Amostras de Dimensao Aleatoria e suas Aplicagoes

3.3.2 Uma aplicacao a dados do cancro

Os dados usados nesta aplicagao foram mais uma vez disponibilizados pelo INCA e reportam-se
a pacientes com cancro no Brasil, mais precisamente, a pacientes de Sao Paulo, 2010, e dizem
respeito a idade de detecao dos diferentes tipos de cancro. Recorreu-se ao método de amostra-
gem aleatéria simples, por forma a selecionar seis diferentes tipos de cancro, ver Capistrano et
al. (2015). A Tabela 3.13 mostra os tipos de cancro obtidos através desta selecao e os respecti-
vos nimeros de pacientes. As tabelas do Anexo 3 apresentam as frequéncias desses seis tipos
de cancro, agrupadas por idade.

Tabela 3.13: Diferentes tipos de cancro selecionados e nimero de pacientes

Tipos de cancro Numero de pacientes
Corpo do estémago 91
Medula espinhal e outras partes S.N.C. 42
Melanoma maligno do tronco 107
Encéfalo 93
Célon ascendente 201
Lobo superior, bronquios ou pulmao 155

Quando N =ne Hy r se verifica, a distribuicdo condicional de S é uma distribuicdo F' central
com g = 5 e g(n) = n—6 graus de liberdade, F(z|5,n—6). Enquanto a distribuigdo nao condicional
da estatistica sera dada por

F(2)= Y puneF(z[5,n —6).

n=ne

Mais um vez recorrendo as propriedades de monotomia da distribuicido F', apresentados na sub-
secdo 2.2.5.1, com n < n°, tem-se

F(Z|g7n_6) <F(Z|g7no _6)7

donde se conclui que
F(z|5,n® —6) < F(2) <1,

entéo, a partir de F(z|5,n® — 6), podemos obter limites superiores para os quantis da distribuigao
n&o condicional da estatistica, F(z).

Neste caso obtemos

91 107

42
S = D W=y Y (W2 — v+ D (Y35 — Use)’
=1 j=1

j=1
93 201 155

Y (Wag = yae) D (W5~ Yse)  + D (Y65 — Yse)
i=1 i=1 j=1

= 209005.8252,

com as médias das amostras, componentes do vetor y,,

® Yo =62.05; y26 =46.17;
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® Y3 = 67.89; yse = 49.90;
® Y56 = 71.10; ys,e = 66.26.

O numerador da estatistica S é definido por S,... = Z'V~Z que, quando a hipotese se verifica,
Snum ~ o2x?. Neste caso temos

—1.9654
—17.8537
3.8675
—14.9881
7.0842
2.2377

88.6759  0.9077  —4.3802 —2.5542 —26.4091 —13.5043

0.9077  43.3330  0.30705 0.8450 —7.8147  —2.8597
—4.3802  0.3069 99.9126  —4.6869 —34.6912 —18.6847
—2.5542  0.8450  —4.6869  90.2067 —27.3849 —14.1060
—26.4091 —7.8147 —34.6912 —27.3849 95.6745 —66.0669
—13.5044 —2.8597 —18.6847 —14.1060 —66.0669 115.7391

Assim, obtemos S, = Z'V~Z = 47067.08. Portanto, o valor observado da estatistica, Sr,ops,
€ dado por
47067.0800

Shope = U () 9952,
S R0 = 960005.8252

Se usarmos a distribuigdo condicional de S, que corresponde a F(z|5,683), visto que g(n) =
n — 6 = 689 — 6, obteremos 0s quantis apresentados na Tabela 3.14.

Tabela 3.14: Os quantis da distribuicdo condicional e limites superiores para o quantis de Sr

Valores de o 0.10 0.05 0.01
21—a 0.0135 0.0163 0.0222
2, 0.1848 0.2254 0.3192

Uma vez que Sgops > 21—a, Podemos concluir que se rejeita Hy r para os niveis usuais de
significancia.

Vamos agora supor que n® > 59, digamos que n® = 59, 0 que significa que temos aproxima-
damente 10 observagbes por tratamento. A Tabela 3.14 mostra os limites superiores para os
quantis, z}__,, para a probabilidade 1 — « da distribuicdo nao condicional ?(z). Estes resultados
podem levar-nos a tomar uma decisao contraria a que tinhamos tomado ao usarmos a distribui-
cao condicional das estatisticas, para o = 0.05 e a = 0.01.

Assumindo que os valores da estatistica de teste permanecem inalterados, teremos que ter o
tamanho total das amostras apresentado na Tabela 3.15, para que possamos rejeitar a hipétese
nula.
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Tabela 3.15: Valor minimo de n® que leva a rejei¢éo da hipétese Ho,r

Valoresdea 0.10 0.05 0.01
n® 51 60 79

Uma vez que, para valores maiores de n® obteriamos valores menores para os quantis, ter-
se-&4 Srops > 2i_, para todo n® > 79, o que significa, que neste caso, rejeitariamos Hy r
considerando os niveis usuais de significancia. Nestas condicdes o tipo de cancro tem um efeito
aleatério significativo e portanto a idade de detecdo da doenca pode diferir consoante o tipo de
cancro.

3.4 Modelos mistos

Nas duas secdes anteriores a ANOVA de efeitos fixos e de efeitos aleatérios foi abordada consi-
derando as dimensdes das amostras como aleatérias. Vamos agora estender os resultados aos
modelos mistos.

A formulacdo de modelos mistos fica facilitada se usarmos as extensées L, ver Ferreira et al.
(2009) e Moreira et al. (2009). Suponhamos que o vetor Y° tem m componentes as quais
correspondem aos tratamentos de um modelo linear e que se tem a matriz

L=DQ1,,,..,1,, )=Ln), (3.4.18)
comn = (ny,...,ny,) . Entdo
Y =LY°+¢

correspondera a um modelo com amostras ng, ..., n,,, onde € € o vetor dos erros com vetor médio
nulo e matriz de covariancia ¢21I,,.

Se considerarmos
w
Y°=> X8, (3.4.19
1=0
com B, fixo e B4, ...,B., aleatérios e independentes, com vetores médios nulos e matrizes de
covariancia o?I.,,...,021. , onde ¢;, i = 1,...,w, representam o nimero de componentes de
Bi, i=1,...,w,Y°eY serao modelos mistos, ver por exemplo Khuri et al. (1998).

Vamos supor mais uma vez que:

e as dimensbes das amostras sao desconhecidas a partida para os m tratamentos, logo
consideradas como variaveis aleatérias independentes Ny,..., Np;
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e ny,...,n,, S80 as realizagbes destas variaveis aleatérias;

/

e n é uma realizagao do vetor aleatério N = (Ny,..., Ny,) ;

e a recolha das observagbes correspondem a processos de contagem, o que nos leva a
considerar mais uma vez que Ny, ..., N, seguem distribuicdes de Poisson com parametros
)\1,...,)\m,NZ‘ ~ P(AL), 1= 1,...,m.

Assim, passaremos a considerar
L(N)=DQ1p,,..1n,,)-

Para obtermos esta matriz teremos que descondicionar em ordem a N a matriz definida em
(3.4.18).

Dado N = n, suponhamos que se pretende testar a hipbtese
H() :0 = 0,

e o teste é nao distorcido qualquer que seja n. Entéo, representando por pry g(Rej) [prno(Rej)]
a probabilidade de rejeitar Hy, dados n e o parametro 0 [a probabilidade de rejeitar Hy, dado n e
6 = 0], vamos obter

prae(Rej) > prao(Rej),
que descondicionando em ordem a N dard
pro(Rej) > pro(Rej),

logo o teste continua a ser néo distorcido.

3.4.1 Estatistica de teste e suas distribuicoes

Iremos assumir mais uma vez uma dimensao minima global para as amostras, por isso trabalha-

remos com as variaveis N;,i = 1,...,m, € consequentemente com o vetor N = (N1,...,Np).

Nesta secao iremos considerar as hipéteses e as estatisticas de teste apresentadas na segao
2.3.5, sobre extensdes L.

Segundo a proposigao 2.24, os testes para as hipéteses
HO,j,M Y= 0, ] >z,

onde v;, j = 1,...,¢, correspondem as componentes da varincia canénicas, sdo nao distorci-
dos, qualquer que seja o n. Entdo, descondicionando em ordem a N, estes continuardo a ser
nao distorcidos.
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Como vimos na segdo 2.3.5, a soma dos quadrados do erro é dada por
S= QL)Y ~ oX5 ()
com Q(L) =1, — LL* e g(n) = n — m, que é independente de
(Y ;) (B; )Y .

com B; e °°Y; definidas em (2.3.17) e (2.3.18), respetivamente. Quando Hy ;s Se verifica,
(Y ;) (B )Y ; ~ o®x3,, com f; = car(Q;),j > z, em que Q; s&o M PO sobre R(A;Xo)*.
Assim, considerando N = n e que Hy ; a se verifica, a distribuigdo condicional da estatistica,
definida em (2.3.20),

(Y;) (B; )Y,

T, = ,J >z,
J S J

sera uma F central com f; e g(n) graus de liberdade, F = (z|f;, g(n)). A distribuigdo ndo condi-
cional de 7;, j > z, considerando a dimens&o minima global para as amostras, n*, portanto que
N > n®, sera dada por, ver por exemplo Mexia et al. (2011) e Nunes et al. (2014),

S e = 0l > n*)F (21 f5, g(n))

Fi(z) =
n=n¢
oo
= > PaneF:lf5,9(n), 5> 2,
n=n*
COM fiy, o = jjn,mﬂﬁ, n =n®,...,como definido em (3.1.1).

3.4.2 Uma aplicagao a dados do cancro

Nesta secao, continuamos a considerar dados de Sao Paulo, Brasil, de 2010 referentes a idade
de detecdo da doenga. Vamos considerar um modelo misto com um fator de efeitos fixos e
outro de efeitos aleatorio. O fator de efeitos fixos sera o Género, com dois niveis: Masculino
e Feminino, e o fator de efeitos aleatérios sera o Tipo de Cancro. Recorreu-se ao método de
amostragem aleatéria simples para selecionar trés diferentes tipos de cancro. Isto leva-nos a
m = 2 x 3 = 6 diferentes tratamentos. A Tabela 3.16 ilustra 0 nimero de pacientes por género e
pelos trés tipos de cancro que foram selecionados.

Tabela 3.16: Tipos de cancro selecionados e niumero de pacientes

Género (segundo fator)

Masculino  Feminino

Tipos de cancro (primeiro fator) Ossos e articulagdes dos membros 34 25
Medula espinhal e outras partes S.N.C. 19 23
Linfomas de células T cutaneas e periféricas 34 27

As Tabelas de frequéncias dos trés tipos de cancro, para homens e mulheres, sdo apresentadas
no Anexo 4.
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Neste caso, de (3.4.19), teremos o0 modelo
Y?=XoBo+ X181+ X282, (3.4.20)

onde B, é fixo e 81 e B2 sédo independentes e aleatérios, correspondendo, respectivamente, ao
fator de efeitos aleatérios e a interacao entre os dois fatores. Para a obten¢do do numerador e
denominador da estatistica de teste iremos utilizar os resultados apresentados na se¢édo 2.3.5
sobre extensdes L. Neste caso, teremos entdo

.X():IQ®13
X1:12®I3
Xo=1,®I3
As matrizes A;, j = 1,2 serdo dadas por
M1 1
7 0 0 7 0 0
_ 1 1
A= 0 7 0 0 7 0
1 1
i 0 0 7 0 0 7
i 1 1
—7 0 0 7 0 0
_ 1 1
Ay = 0 -9 0 0 5 0
1 1
0 0 -% 0 0

X)=AXo= 1101,
X9=AX,=

1 1
% s
As matrizes Q;, j = 1,2, que sdo M PO sobre R(X?)L, j =1,2, serdo dadas por

Q=W W,=1I5—-1Js
Q:=WiyWy=1I5—1J;

W, =W,

I
1
|
"
[
Sl

s
ghe ©
Sk
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Além disso, f1 = car(Q1) = 3, fo = car(Q2) = 3 e as M PO sobre R(Xg?),j = 1,2, correspondem
a

11 1

3 3 3

— XO(x0\+ — 1 1 1
Py =X7(X7)" = 3 3 3
11 1

L3 3 34

(L 1 17

3 3 3

— YO(x0\+ — 1 1 1
P2—X2(X2> = 3 3 3
11 1

L3 3 34

Como foi referido queremos testar as hipéteses
HO,j,]W Y= 07 .7 = 1727

que correspondem, respectivamente, as hipéteses de auséncia de efeitos do segundo fator e
da interagéo entre os dois fatores. Quando N = n e Hy v, j = 1,2 se verifica, a distribui¢do
condicional de

(ooyj )/ (B]_l )oon

T = < L i=12

é uma F central com f; = rank(Q;) = 3, j = 1,2, e g(n) = n— 6 graus de liberdade, F(.|3,n—6).

Suponhamos que
n®—1
Z p.n,n' =~ 07
n=0

o0 que significa que, com grande probabilidade, se tem N > n°®, sendo portanto n® a dimenséo
minima global para as amostras. A distribuicdo ndo condicional das estatisticas sera entdo dada
por

Fi(z)= 3 uneF(23,n—6), j = 1,2.

Pelas propriedades de monotonia da distribuicido F', apresentadas na subsegéo 2.2.5.1, tem-se
F(2]3,n* —6) < Fj(2) < 1,
e portanto, a partir de F(z|3,n®* — 6), podemos obter limites superiores para os quantis da dis-
tribuicdo nédo condicional, F;(z). Apesar de realizarmos primeiro o teste a interagdo entre os
dois fatores, tal como referido na se¢éo 3.2.3, neste caso iremos manter os indices das matrizes
X,,j=0,1,2, definidas no modelo (3.4.20) e das hipoteses Hy ; ar, j = 1,2. Assim
e indice 0- primeiro fator;

e indice 1- segundo fator;

e indice 2- interacéo.
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Para a interacao, teremos entao

10.
0y, — WA, LY = 0.0788 7
—9.7891

onde
1, 1, 1, 1, 1

1
S 1y, 1, 1y, —1hy, 1), 1)
34734 957257 197197 93723 34734 97 27)

e LY, é o vetor das médias amostrais com componentes

=

o 27.5882; & 42.8000;
o 46.4737; ® 45.9130;
o 57.7353;  47.1852.

Obtemos

0.0406  0.0024
By = WA LT (L) AW, = l ]

0.0024 0.0367

e para o numerador da estatistica 73,

(°°Y ) (B3 1)°°Y 5 = 5453.8120.

Como previamente definido, quando N = n, S ~ 02x2_;. Neste caso, obtemos

S = ||Q(L)YY||* = 87095.4899.

Portanto, o valor observado da estatistica, 72,055, € dado por

5453.8120
= 0PI ().0626.
72,005 = 370954899

Se usarmos a distribuicdo condicional de 7z, que corresponde a F(z|3,156), uma vez que n =
162, vamos obter os quantis indicados na Tabela 3.17. Podemos concluir que se rejeita Ho 2, s
para o = 0.1 e « = 0.05 € ndo se rejeita para a = 0.01.

Vamos supor que n® > 24, digamos que n® = 24, 0 que significa que temos quatro observagoes
por tratamento.

Tabela 3.17: Os quantis da distribuicdo condicional e limites superiores para os quantis de 71 e 7

Valores de o 0.10 0.05 0.01
Zl—a 0.0408 0.0512 0.0752
P 0.4027 0.5267 0.8486

A Tabela 3.17 mostra os limites superiores dos quantis para a probabilidade 1 — «, 2}, da
distribuicdo nao condicional. Os resultados desta tabela podem levar-nos a tomar uma decisao
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contraria a que tomamos ao usarmos a distribuicdo condicional da estatistica para « = 0.1 e
a = 0.05.

Assumindo que os valores da estatistica de teste permanecem inalterados, teremos que ter o
tamanho minimo n® apresentado na Tabela 3.18 por forma a garantirmos a rejeicdo da hipotese
nula.

Tabela 3.18: Valor minimo de n® que leva a rejei¢éo da hipétese Ho 2,nm

Valoresdel1 -« 0.10 0.05 0.01
n® 109 135 193

Uma vez que para valores maiores de n® obteriamos valores menores para os quantis, temos
Ta,00s > 2, para todo n® > 193. Neste caso, rejeitariamos Hj , s considerando os niveis
usuais de significancia, o que significa que a interagdo entre os fatores seria significativa. Pela
Figura 3.4 podemos ver que ndo existe paralelismo entre as linhas para ambos os géneros, o
que aponta para a existéncia de interagao entre os dois fatores.

Ga

" _—

A0
ell] —— Homens

Mulheres

05505 e articulages Medula espinhal e Linfomas de células
dos membros  outras partes S.M.C. I cutdneas ¢
periféricas

Figura 3.4: Interacdo entre os fatores.

Agora, para o segundo fator, teremos

—8.8067
Y, =W, A LTY =
—3.1276

.0406 0.0024
By = WiA LT (L) AW, = l 0.0 ] .

0.0024 0.0367

Assim, para o numerador da estatistica 77, obtemos

(°°Y1)'(B71)°°Y | = 2093.8120.

Portanto, o valor da estatistica, 71,055, € dado por

2093.8120
s = oS (.0240.
T1.0vs = G705 2509 — 00240
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Se usarmos a distribui¢gao condicional de 71, que corresponde a F'(z|3, 156), obteremos os quan-
tis indicados na Tabela 3.17.

Como T1,0ps < 2z1—a, Podemos concluir que ndo se rejeita Hy 1,as para os niveis usuais de signi-
ficancia.

A Tabela 3.17 também mostra os limites superiores para os quantis, 2}, da distribuicdo nao
condicional, fl(z), considerando n* = 24. Concluimos, como era de se esperar, que também
nao se rejeita Hy 1,)s considerando a abordagem nao condicional. Portanto o segundo fator ndo
é significativo, 0 que significa que a idade de detecdo da doenga nao depende do tipo de cancro.

3.5 Conclusoes e discussao dos resultados obtidos

Pretendemos com este capitulo apresentar uma nova abordagem, que nos parece mais realista
que a usual, quando as dimensdes das amostras ndo sdo conhecidas a partida. Em situagdes
como esta as referidas dimensdes devem ser consideradas como realizacoes de variaveis alea-
torias.

Em todo o capitulo supusemos que a ocorréncia das observagdes correspondia a processos
de contagem o que nos levou a assumir que as variaveis aleatorias seguiam distribuicoes de
Poisson. Através das aplicacdes apresentadas concluimos que os valores criticos da nova abor-
dagem podem exceder os da abordagem classica. Assim, esta abordagem sera mais robusta no
sentido em que diminui a probabilidade de falsas rejeigdes.
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Capitulo 4

Testes F' com amostras de dimensao aleatoria.
Falhas de observacoes

No capitulo anterior considerdmos o caso em que a ocorréncia das observagdes correspondia a
processos de contagem. Assumimos que as variaveis aleatérias Ny, ..., N,,, seguiam distribuicoes
de Poisson de parametros A4, ..., A, e portanto as dimensdes das amostras ndo tinham limites
superiores. O caso em que este limite superior existe corresponde a uma situagéo diferente. Por
exemplo, pode ter-se um limite superior comum conhecido, r, que ndo & sempre atingido, uma
vez que podem ocorrer falhas.

Tal situagao pode ocorrer, por exemplo, quando:
e se esta a trabalhar com um determinado nimero de pacientes e existe uma probabilidade,
que pode depender do tipo de doenga, de alguns dos processos clinicos dos pacientes

serem incompletos ou mesmo nao existirem;

e se esta a trabalhar com videiras e existe uma probabilidade, que pode depender do trata-
mento, da videira secar;

e se envia um determinado nimero de questionarios, por forma a que o "projeto" de pesquisa
seja valido, porém nem todos sao enviados de volta.

A distribuicdo Binomial é a escolha adequada para estes casos. Considerando que existem m
diferentes tratamentos, vamos entédo supor que as variaveis aleatérias independentes, Ny, ..., Ny,

seguem uma distribuicdo Binomial, com parametros:

e r1,...,7y, 0S limites superiores para as dimensdes das m amostras, 0s quais nem sempre
sao atingidos uma vez que podem ocorrer falhas de observagoes;

e 1 —p, onde p representa a probabilidade da ocorréncia de uma falha.

Colocamos N; ~ B(r;,1—p), i =1,...,m e devido aindependénciados N;,i = 1,...,m, ter-se-a

N => N;~B(r,1-p),
i=1

m

comr =73 " ;.
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A semelhanga do que foi feito no capitulo anterior, onde assumimos a distribuicdo de Poisson
para as dimensdes das amostras, vamos agora alargar esta abordagem considerando que as
dimensdes das amostras seguem distribuicoes Binomiais. Serdo considerados modelos de efei-
tos fixos e modelos mistos e serdo apresentados algumas aplicagbes com dados do cancro no
Brasil.

4.1 Distribuicao Binomial Truncada

A semelhanca do que foi apresentado no capitulo anterior, nesta se¢do vamos apresentar alguns
resultados sobre a Binomial Truncada, que nos serdo Uteis na obtencao das distribuicdes nao
condicionais das estatisticas. Tal como no capitulo anterior, continuaremos a assumir dimensoes
minimas para as amostras por forma a evitar casos altamente desequilibrados.

4.1.1 Dimensao minima global para as amostras

Tal como acontece com a distribuicdo de Poisson, a forma mais comum para a distribuicdo Bi-
nomial Truncada é a omissao do valor zero como valor da variavel, uma vez que necessitamos
de ter pelo menos uma observagao por tratamento, ver Johnson and Kotz (1969). Por forma a
realizar inferéncia, assumiremos entao que as seguintes condi¢cdes sao satisfeitas:

e N;>1,i=1,...m,

e N >m.

Como referido anteriormente, supondo que podem ocorrer falhas nas observagdes, vamos as-
sumir que as variaveis Ny, ..., N,,, tém distribuicdo Binomial com parametros ry,...,7,, € 1 — p,
N; ~ B(r;,1 —p). Devido a independéncia de Ny, ..., N,,, tem-se N = >, ~ B(r,1 —p) em que

r=3 0 .

Temos entao

pr(N; = u
w,ig Nz— Nz>]- =
pui = o=z ) = NS )
T —
(1—p)p"
pr(N: = ) “ 1 ri, i =1 m
= = u = ey Tyt = Ly ooy .
1—pr(N; =0) 1—pmi ’ T
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Portanto, a fungéo geradora de momentos de N;, quando N; > 1,47 =1,...,m, sera

ry ( ; ) (L—p)upmi—
pi(t) = Zem

1—pri

_ A =pe)—p"
1—pr

s ey M0,

e sua funcao geradora de probabilidade

(p+ (@ —pt) —p"
1—pr

Vi(t) = pi(lnt) =

,1=1,...,m.

Vamos supor mais uma vez que Ny, i=1,...,m, correspondem as variaveis truncadas N;, i =
1,...,m,emque N; > 1, eque

m

V=Y K.

i=1

Obtém-se entdo a funcéo geradora de probabilidade de N

Portanto, sendo P{™ a familia de particées de u; + ... +u,, = u, de tal modo que 1 < u; < ry, i =

1,...,meu=(ug,.., uy,), tem-se

. . IR
B = prV =) = 5 (0)
T N
( )(l—p) ipliT
U;
ucepP, =1 1_pri

Ti!pm_w'(l _p)ui
(i — ug)!(1—pri)’

w; =1,...,m, 1 =1,...,m.

|
s

)

ue

u v

Vamos agora considerar que

j1+...+jm =8 §= 1,...,777,*1,

logo j = (41, .-, jm)’ tem pelo menos uma componente nula. Com P{™ a familia de particdes de

s com cardinal m, tem-se

¢<s>(0) _ Z (Z:n;ljll)'nwf]7>(0)7 s=1,...,r.

jep{™ [Tzt 2
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Se s < m, qualquer que seja j € pim),
[Tv 0 =0,
=1

uma vez que j tem pelo menos uma componente nula e x;(0) = 0, 7 = 1,...,m, € consequente-
mente

0<">(0) =0, s=1,...,m—1.
Assim, visto que /<> (0) = s!j,, obtém-se

1 .
ps = pr(N = s) =§w<s>(0):0, s=1,...,m—1.

Portanto pr(N < m) = pr(N = m) = j,.

Vamos agora considerar que s = m. O Gnico termo n&o nulo de ¢ <> (0) corresponde a j = 1,,,
umavez que ji + ... + j,, = m, assim

- B o L s
Pm - pT(N - m) - %ﬂ) (O)
R s RPN ity )i
i=1 i=1
Além disso
pr(N>m) = 1—pr(N<m)=1-pp
m S 1— ri—1
- 1_ H ri(l—p)p ’
: 1—pr
=1
vindo

. . . pT(N == u) pu
Bume1 =pr( | ) pr(N>m) 1—pm

,u=m+1,....7.

Assumindo que se tem uma dimensado minima global para as amostras, por exemplo n*®, com
n*>m+1,tem-se N >n®e

p.u,n' = pr(N — ’LL|N Z no) — pT( U)
pr(N >n*)
B Pu  pr(N >m)
pr(N >m) pr(N > ne)
1
ﬁu,m+17p ,u=mn"...,1 (4.1.1)

1- ZZ;;,: De

84



Analise de Variancia com Amostras de Dimensao Aleatoria e suas Aplicagoes

4.1.2 Dimensdo minima para cada uma das amostras

Como vimos na subsecgao anterior, ao assumirmos que existem m diferentes tratamentos, ape-
nas podemos considerar m parcelas para as particdes. Iremos agora considerar que se tem uma
dimensao minima para cada uma das amostras, ver Nunes et al. (2015). Teremos entdao N; >
n?,i=1,...,m, 0 que equivale aterse N >n® com N = (Ny,...,N,,) en® = (n?,...,n%,) .
Significa portanto que a dimensdo minima global serd n® = >~ | n?. Assim, ter-se-4 a probabili-
dade

Prne = pr(N =n|N >n®)

n—=37L,ng n—(35_, ni+37 0 ) n—z:';zl ng
- > > > pr(N =n|N >n°®),
ni=ny ne=ng Nm=n—>1"7"n;
ng=ng, .., i=1,..,m, (4.1.2)

onde, devido a independéncia dos N;,i = 1,...,m, se tem
pr(N =n|N >n®)

m

= [IprVi = ni|N; > n)

T S
7 < ) (L—p)ripr—
[~
" i T — T
1 ( > (1 —=p)mpri™
— H g
i= T Ti I
1 Zu,:n: < ) (]. —p) iphi i

9

, My =M, T i =1, .., m. (4.1.3)

4.2 Modelos de efeitos fixos

Nesta se¢éo consideraremos a ANOVA de efeitos fixos com um e mais fatores assumindo que
as dimenso6es das amostras seguem distribuigbes Binomiais.

4.2.1 Um fator com apenas um nivel com dimensé&o aleatéria

Nesta se¢ao, vamos considerar que temos apenas um fator de efeitos fixos com m niveis. Vamos
supor que r é o limite superior para a dimensao de cada uma das m amostras. Supomos ainda
que a dimensdo das amostras é fixa para todos os niveis, a exce¢do do m-ésimo onde podem
ocorrer falhas. Assim sera mais correto considerar a dimensao do m-ésimo nivel como aleatério.
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Vamos entao assumir que:
e N é a variavel aleatéria que representa a dimensao do m-ésimo nivel;
e n é uma realizacdo desta variavel.

Entdo N seguird uma distribuicdo Binomial com parémetros r e 1 — p, N ~ B(r,1 — p), onde p
corresponde a probabilidade da ocorréncia de uma falha.

Estamos interessados em testar a hipétese
Hop:p=... =,
que, como vimos, pode ser reescrita
Hop:Ap =0,
onde p é o vetor médio com componentes pi1, ..., tim, € A = [I—1| — Lin—1].

Para realizar a inferéncia precisamos de ter pelo menos uma observagéo para o m-ésimo nivel,
0 que significa que N > 1, tomando-se

pr(N =n)
r
( )(1:0)”2?’"”
n
= ,nm=1,..r
1—p"

(4.2.4)

4.2.1.1 Estatistica de teste e suas distribuicoes

Quando N = n temos as amostras

}fi,la "'aY;,Tv v = ]-a ey T — 17

Ym,h ~--7Ym,n

com meédias Y; ., i = 1,...,m. Portanto, a soma das somas dos quadrados dos erros sera dada
por, ver por exemplo Khuri et al. (1998) e Searle et al. (1992),

m—1 r n

S=>> Vi; =Y+ > (Y — Yime)®.

i=1 j=1 j=1
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Se assumirmos que as observagdes sdo normais, independentes, com variancia o2 e valores
médios p;, i = 1,...,m, S sera, quando N = n, o produto de o2 por um qui-quadrado central com

g(n) =(m -1 —-1)+n-1

graus de liberdade, S ~ o*x .

O vetor Y,, com componentes Y; ., ..., Yi,e, Sera condicionalmente independente de S e, com
N = n, condicionalmente normal com vetor médio p e matriz de covariancia o2D(2, ..., 1, 1),

X Rl

Além disso, quando N = n, a distribuicdo condicional de AY, serd N (Ap,02AD(+, ..., 1, 1)A").
Entéo, ver por exemplo Mexia (1990),

r r

Sum = (AYW) (AD (L,..., 1, 1) 4) 7" (AY.,) ~ X2 50

comg=m-—1,e

5(n) = %(Au)’ (AD (i L i) A’) - (Ap).

Portanto, a distribuicdo condicional da estatistica de teste

S'VLUHL

S

Sp =

serd F'(.|g,g(n),d(n)). Quando N = n e Hy r se verifica, 6(n) = 0 e a distribuigdo condicional de
S serd F(.]g, g(n)).

Neste caso a distribuicdo ndo condicional de S sera dada por, ver por exemplo Mexia et al.
(2011) e Nunes et al. (2012a),

f(z) = Zpr(N =n|N > 1)pr(S < zIN =n)
n=1
n=1
com
r
( ) (L=p)ymp™"
n
Pn = sm=1r
1—pr

como definido em (4.2.4).

87



Andlise de Variancia com Amostras de Dimensao Aleatoria e suas Aplicacoes

4.2.1.2 Uma aplicacéao a dados do cancro

Os dados utilizados nesta aplicacdo séo referentes a cidade de Sao Paulo, Brasil, de 2010, e
dizem respeito a idade de detecdo da doenca. Vamos considerar como fator o Tipo de cancro,
com trés niveis: Ossos longos do membro inferior, Parede lateral da bexiga urinaria e Corpo do
pancreas. As Tabelas do Anexo 5 mostram as frequéncias destes trés tipos de cancro, agrupadas
por idade. A Tabela 4.1 ilustra o nimero de pacientes para os diferentes tipos de cancro.

Tabela 4.1: Diferentes tipos de cancro e nimero de pacientes.

Tipos de cancro Numero de pacientes
Ossos longos dos membros inferiores 32
Parede lateral da bexiga urinaria 32
Corpo do pancreas 29
Vamos testar a hipotese:
HO,F : A,U, = O,

onde
A [ 10 -1 ] .
01 -1
O numerador da estatistica S, € neste caso dado por
S’num = (AYo)/ (AD (L < L) A/)_l (AY.),

que, quando H, r se verifica, corresponde ao produto de o2 por um qui-quadrado central g =
m — 1 = 2 com graus de liberdade.

Assim, obtém-se

327327 29 0.0345 0.0657

<AD(111>A/)1_ 20.9893  —11.0108
32732729 | 110108 20.9893 |

D (1 1 1) o [ 0.0657 0.0345 1

Uma vez que

Ay, [ —33.6045 1 |

—0.4795

em que y, tem como componentes
® U1 o = 31.8438;
® Yoo = 659688,

o Y30 = 65.4483;
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obtém-se
Shum = 23352.35.

O denominador da estatistica S, quando N = n, é o produto de o2 por um qui-quadrado central
com g(n) =2 x 31 +n—1=61+n graus de liberdade. Neste caso,

32 32 29
S= (15— y1.e)®+ > (27 —y2.)° + D _(ys; — ys.e)” = 28022.3599.
j=1 j=1

Jj=1

Assim, o valor observado da estatistica, 3r o5, € dado por

93352.35
Spope = o299 (1 8333
SFObs = 520923599

Considerando N = n, quando H, r se verifica a distribuicdo condicional de S serd uma F
central com g = 2 e g(n) = 61 + 29 = 90 graus de liberdade, F(.|2,90). Os quantis da distribuicao
condicional, z;_,, séo apresentados na Tabela 4.2. Como Sr ops > 21—, Podemos concluir que
se rejeita Hy p para os niveis usuais de significancia.

Tabela 4.2: Os quantis da distribuicdo condicional e ndo condicional de Sx

Valores de o 0.10 0.05 0.01
Zl-a 0.05250 0.06884 0.10776
2 0.05264 0.06902 0.10805

Suponhamos que o limite superior para a dimensao da amostra € » = 32 para cada tipo de
cancro. No contexto desta aplicacdo podemos assim assumir que:

e a probabilidade de ocorrer uma falha para os dois primeiros tipos de cancro € aproxima-
damente nula, portanto as dimensdes das amostras nestes casos sdo consideradas como
fixas;

e a probabilidade de ocorrer uma falha para o terceiro tipo de cancro pode ser considerada
29 i i 5
como p = 0.1logo 1 —p = 0.9, uma vez que 35 ~ 0.9, considerando a aproximagdo a uma
casa decimal. Neste caso a dimensao da amostra deve ser considerada como aleatdria.

Podemos portanto aplicar o nosso modelo a esta situagdo assumindo que N ~ B(32,0.9).
Obtém-se assim

32
( ) (0.9)n0-132—n
n
[~ 025 ,n=1,...,32,

Pn =

sendo a distribuic&o ndo condicional da estatistica 3, quando Hy r se verifica, dada por
_ 32
F(z)=> pnF(2]2,61+mn).
n=1
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Os quantis 2%__,, para a probabilidade 1 — « desta distribuicdo sdo apresentados na Tabela 4.2.
Uma vez que Srops > 2Y_,, concluimos que neste caso se seguirmos a abordagem néo con-
dicional continuamos a rejeitar Hy » para o niveis usuais de significancia. Significa portanto que
as idades com que a doenga € detectada para estes trés tipos de cancro sao significativamente
diferentes.

E importante referir que os valores dos quantis referentes & distribuicio ndo condicional séo
poucos superiores aos da distribuicdo condicional. Esta tdo reduzida diferenga deve-se ao fato
de neste exemplo a probabilidade de ocorréncia de falha ser pequena (p = 0.1). Situagbes em
que p € maior a diferenga entre os quantis é mais significativa.

4.2.2 Um fator com todos os niveis com dimensodes aleatérias

Nesta se¢do vamos assumir que temos apenas um fator com m niveis e que podem ocorrer
falhas em todos os niveis do fator. Assumimos ainda que 4, ..., 7, correspondem aos limites
superiores para as dimensbes das amostras para cada um dos niveis do fator. Estes limites
superiores nem sempre sao atingidos uma vez que podem ocorrer falhas de observacdes.

Suponhamos entéo que:

e n1,...,n,, correspondem as realizacdes das variaveis aleatorias N1, ..., N,,,, que represen-
tam as dimensdes das amostras;

m A

e n =73 " n; éuma realizagdo da variavel aleatéria N = >_"" | N;;

e Ni,..., N, seguem distribuigbes Binomiais com parédmetros r1, ...,r,, € 1 —p, N; ~ B(r;, 1 —
p), i =1,...,m, onde p corresponde a probabilidade da ocorréncia de uma falha;

m

devido & independéncia dos N;,i =1...,m,N ~ B (r,1 —p),comr =" r;.

Pretendemos portanto testar a hipotese
Hyp:Ap=0,

comA=[I,,_1|—1,,-1] € p 0 vetor médio.

4.2.2.1 Estatistica de teste e suas distribuicoes

Considerando-se N; = n;, i = 1,...,m, temos as amostras Y; 1, ..., Y; »,,, @ = 1,..., m, com médias
Yie, i = 1,...,m. Como vimos anteriormente, a soma das somas dos quadrados do erro sera
dada por
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m i
=1

S = Z Z(Yi,k — Y%

% k=1

Considerando que as observagdes sdo normais e independentes com variancia o2, quando N; =
n;, i =1,...,m, S serd o produto de 2 por um qui-quadrado central com g(n) = n — m graus de
i 2.2
liberdade, S ~ o%x{ -
Quando N; = n;, @ = 1,...,m o vetor das médias dos tratamentos, Y,, serda normal com vetor
médio u e matriz de covariancia o2 D( , =), que sera condicionalmente independente de S.
Assim,se N; =n;,i=1,...,m,

1
PRI

Sum = (AY )’ (AD (ni %) A’) T av,) ~ 7*Xg.5(m)

comg=m-—1,e

8(n) = %(A,u)’ (AD (1 1) A’)l (Ap).

) )
nq N

Quando Hy ¢ se verifica, 6(n) = 0 e ter-se-& Spum ~ o2 x;.

Assim, quando N = n e Hy r se verifica, a distribuicao condicional de

Snum

S

Sp =
serd F(.|g,g(n)).

Vamos supor que existe uma dimensao minima para cada amostra, a semelhanca do que con-
sideramos no capitulo anterior, ver Nunes et al. (2015). Consideremos que N; > n?, i =
1,...,m, e que portanto a dimensdo minima global serd n®* = >, n?. Assim teremos, com

n. = (ni’ A 777’7.n)/7
Pnne = pT(N = TL|N > n.)
n=>271,n} "‘(Zf:l it ny) anZ”:Il ng
= Z Z Z pr(N =n|N >n®),
ni=nt ne=ng nm=n—¥T7 s
onde

T R
B G I
pr(N =n|N>n*) =] -
i= i T Wi T — s
! Zui:n9 < ) (1 _p) pr °

_ . i =
, My =Ng,.,T 1 =1,...,m,

como definido em (4.1.3).
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A distribuicdo néo condicional de &, quando a hipbtese Hy r se verifica, serd dada por, ver por
exemplo Mexia et. al (2011) e Nunes et. al (2014),

F(z)

> pr(N =n|N >n*)F(z|g, g(n))

n=n®*

n=n®*

4.2.2.2 Uma aplicacao a dados do cancro

Os dados utilizados nesta aplicagéao sao referentes a cidade de Sao Paulo, 2010, ja considerados
na subsec¢do 3.2.2.2, e dizem respeito a idade de detecao da doenca. Vamos considerar como
fator o Tipo de cancro, com trés os niveis: Tecidos moles do térax, Trato intestinal e Cavidade
nasal. As Tabelas do Anexo 1 mostram as frequéncias destes trés tipos de cancro, agrupadas por
idade. A Tabela seguinte ilustra o nUmero de pacientes para cada tipo de cancro, j4 apresentado
na Tabela 3.2.

Tabela 4.3: Tipos de cancro e numero de pacientes.

Tipos de cancro Numero de pacientes
Tecidos moles do térax 18
Trato intestinal 22
Cavidade nasal 25

Como vimos a hip6tese a testar sera
HO,F : Ap, = O,

com

1 0 -1
A= .
0 1 -1
Quando H,  se verifica, 0 numerador da estatistica 3 sera dado por

Snum = (AYS) (AD (3, &5, &) A') 7' (AY.) ~ 02x2 |

com g =m — 1 = 2. Vamos obter

Sum = 2073.021.

em que as médias amostrais sdo iguais a

® Yle = 4950,

92



Analise de Variancia com Amostras de Dimensao Aleatoria e suas Aplicagoes
® Yoo =061.7727;
e y3 o = 62.40.

Quanto ao denominador da estatistica, quando N = n, S ~ a2x§(n) com g(n) = n — 3. Neste
caso obtemos S = 26632.364.

Ent&o o valor observado da estatistica, Sr oss, S€réd

2073.021
Spope = 2020 ().07784.
SFObs = 56632.364

Dado N = n, quando H, r se verifica, a distribuicdo condicional de 3 corresponde a uma
distribuigdo F' central com g = 2 e g(n) = 65 — 3 = 62 graus de liberdade, F(z|2,62). Os quantis
desta distribuicdo, z;_,, s@o apresentados na Tabela 4.4. Podemos concluir que se rejeita Hy r
para o = 0.1, pois Sr ops > 21—a, € NE0 se rejeita para oo = 0.05 e « = 0.01.

Tabela 4.4: Os quantis da distribuicdo condicional e ndo condicional de Sx

Valores de o 0.10 0.05 0.01
Zl-a 0.07711 0.10146 0.16016
2. 0.07871 0.10361 0.16365

Para calcular os quantis da distribuicdo ndo condicional de estatistica vamos assumir que os
limites superiores para as dimensdes das amostras sdo r; = 22, ro = 27 e r3 = 31. Neste caso
a probabilidade de ocorréncia de uma falha sera p = 0.2, tendo-se portanto 1 — p = 0.8, uma vez
que ’TL ~ 0.8, i = 1,2,3, considerando a aproximacao a uma casa decimal. Isto significa que
Ny ~ B(22,0.8), No ~ B(27,0.8) e N3 ~ B(31,0.8). Devido a independéncia dos N;, i = 1,2, 3,
tem-se N =527 | N; ~ B(80,0.8).

Vamos supor, tal como na subsecao 3.2.2.2, que existem pelo menos 5 observagdes por nivel,
assimn? =5,i=1,2,3,n* = (5,5,5) e n® = 15.

A distribuigdo nao condicional de S, quando a hipétese Hy ¢ se verifica, seré neste caso dada
por

n—10 n—(n1+5) n—(ni+nz)

Fiz) = Y > % S°  pr(N =n|N >n*)F(22,n - 3),

n=15 n1:5 n2:5 ngzn—(n1+n2)

com

T

) (0.8)™(0.2)7

Dy ( . ) (0.8)%(0.2)r5

Os quantis obtidos para a probabilidade 1 — o desta distribuigéo, z¢__, sdo apresentados na
Tabela 4.4. Concluimos portanto que nao se rejeita a hipétese para os niveis usuais de signifi-
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cancia. Neste caso, para o = 0.1, a abordagem nao condicional leva-nos a tomar uma decisao
contraria a que tinhamos tomado pela abordagem classica (decisdo similar a apresentada na
subsecao 3.2.2.2).

4.2.3 Mais do que um fator de efeitos fixos

Vamos agora assumir que se tem mais que um fator de efeitos fixos com m tratamentos na
totalidade. Consideremos ainda que os limites superiores para as dimensdes das amostras cor-
respondem a ry, ..., 7, 0S quais podem nao ser atingidos uma vez que podem ocorrer falhas.

Assim, vamos assumir que:

Ny, ..., N, s@0 variaveis aleatérias independentes que representam as dimensdes das amos-
tras;

e ny,..., Ny, SA0 as realizagdes das variaveis aleatérias Ny, ..., Np,;
e n =73 " n; éuma realizagdo da variavel aleatéria N = >_"" | N;;

e Ni,..., N,, seguem distribuicdes Binomiais com parametros rq,...,7,, € 1 —p, N; ~ B(r;, 1 —
p), i =1,...,m, onde p representa a probabilidade da ocorréncia de uma falha;

devido a independéncia dos N;,i =1...,m,N ~ B(r,1 —p),comr =" r;.
Pretendemos testar as hipéteses
H(),j U € wy, j=1..7

onde w; = (@jL NnQ),j=1,..,7, &um subespago do espago paramétrico 2. Como vimos no
capitulo anterior, se assumirmos que os vetores linha de A; constituem uma base ortonormada
para w;, j = 1,..., 7, podemos reescrever estas hipoéteses da seguinte forma

Hy; :Ajp=0,5=1,..,T

Estas hipéteses correspondem a hipéteses de auséncias de efeitos e de interagao entre os fato-
res.

4.2.3.1 Estatistica de teste e suas distribuicoes

Nesta secdo, obteremos as distribuicdes das estatisticas, assumindo que as dimensdes das
amostras para os m tratamentos sdo realizagées de varidveis aleatérias independentes com
distribuigdo Binomial. Para obtermos as distribuicbes ndo condicionais das estatisticas con-
sideraremos uma dimensao minima global para as amostras. Por esse motivo vamos consi-
derar Ny, ..., N,, como sendo as variaveis correspondentes as dimensées das amostras e que
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N; ~ B(r;,1 —p),i = 1,...,m. Recordemos que N; correspondem &s variaveis truncadas N;,
comN, >1i=1,...,m.

Assim, quando N; =n;, i =1,...,m, temos as amostras

)/1 15 '--;}/’i,nm = 17 ey TN,

com médias Y; ., i = 1,...,m. A soma das somas dos quadrados dos erros sera dada por

m. Mg

S = Z Z(Yi,k - }/i,o)Qa

i=1 k=1

tendo-se, assumindo a normalidade e a independéncia das observagdes com variancia o2,

com g(n) =n —m.

Além disso, S sera condicionalmente independente do vetor das médias dos tratamentos, Y ,, que

sera normal com média p e matriz de covariancia a2D(nil, ey i). Tendo-se, quando N; = n;,
1=1,...,m,
S—AY’AD1 1A’ilAY 22 =1
j_( J ') J aa"~am j ( 7 O)NU ng,5j(n)7]_ g ey Ty
com
g] = Ca’r(A])7 ] = 17 "'77—7
e

1 , 1 1 AN .
5J(n) = ﬁ(A]/ll) <AJD (, ceey > A]) (Ajﬂ), ] = 17 ey T

ny Nm

Portanto, como vimos no capitulo anterior, a distribuicdo condicional da estatistica de teste

S =

<

serd F(.|g;, g(n),;(n)),j = 1,....7.

Quando N =n, e Hyj,j=1,..,7,severifica, §;(n) =0, j =1,...,7 e adistribuigdo condicional
de $; sera uma distribuicdo F central com g; e g(n) graus de liberdade, F(.|g;,g(n)),j =1, ..., 7.

Considerando como dimensdo minima global para as amostras o valor n®, o que significa que

N > n*, obtém-se a distribuicdo ndo condicional de $y,i=1,...,7,quando Hy ;, i=1,...,7,se
verifica,
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Fi(z) = Y pr(N =nlN >n)pr(S; < 2|V =n)
= Y buneFl2lgj9(n), =17,
n=n?*
onde jn ne = ;b'n,mﬂl_iz%ﬁu, n =n®,...,r, como definido pela expresséo (4.1.1).

4.2.3.2 Uma aplicacao a dados do cancro

Mais uma vez os dados que vamos usar nesta aplicacao sao da cidade de Sao Paulo, Brasil, 2010
referentes a idade de detecdo da doenca. Vamos considerar dois fatores, o Tipo de cancro e o
Género. O primeiro fator com trés niveis: Cavidade nasal e ouvido médio; Meninges e Coracéo,
mediastino e pleura. O segundo fator com dois niveis: Masculino e Feminino. |sto resulta em
m = 3 x 2 = 6 diferentes tratamentos. As Tabelas do Anexo 6 mostram as frequéncias destes
trés tipos de cancro, para os dois géneros, agrupados por idade. A Tabela 4.5 ilustra o nimero
de pacientes por tipo de cancro e género.

Tabela 4.5: Numero de pacientes por tipo de cancro e género.

Género (segundo fator)

Masculino  Feminino

Tipos de cancro (primeiro fator)

Cavidade nasal e ouvido médio 13 16
Meninges 9 11
Coragao, mediastino e pleura 18 13

Vamos testar as hipoteses
H()yj : AJ/L = O, ] S 1,2,3.

Como ja referimos no capitulo anterior, nestes casos a andlise deve comegar com o teste a
interacdo e, se esta nao for significativa, de seguida fazem-se os testes aos efeitos principais dos
dois fatores. Se a interacao for significativa, a inferéncia é realizada para cada nivel de um dos
fatores. Como neste caso o segundo fator tem apenas dois niveis, serdo obtidos intervalos de
confianga para a diferenga das médias. Mais uma vez iremos seguir esta abordagem o que nos
leva a ordenar as hip6teses Hy ; e as matrizes A;, j = 1,2, 3, da seguinte forma

e indice 1- interagao;
e indice 2- primeiro fator;

e indice 3- segundo fator.
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Como vimos, quando N = n e Hy; se verifica, a distribuigdo condicional de S, j = 1,2,3,
corresponde a F(.|g;,n — 6), com g; = car(4;), j = 1,2,3. A distribuicdo ndo condicional,
considerando N > n*, é dada por

Fi(z) = Y PameFlzlgj,n—6), j =1,2,3,

n=n®

. . 1—p

Com py ne = pu,?ﬁfglﬁ“, n=n%...,n

Devido as propriedades de monotonia da distribuicdo F', que ja foram referidas anteriormente,
quando n < n°, temos

F(Z‘gjvn - 6) < F(Z‘gﬁno - 6)a
portanto

F(zlgj,n® —6) < Fj(z) <1,

o que significa que F(z|g;,n* — 6) nos da um limite inferior para f(z). Assim, a partir de
F(z|g;,n® — 6), podemos obter limites superiores para os quantis da distribuicdo ndo condicional

Fi(2), j=1,2,3.

Em relacéo a interagéo entre os dois fatores tem-se

1 _1 0 0 _1 1

— 2 2 2 2
A, = l 11 1 1 1 1 |

2v3 2v3 V3 V3 2v3  2V3

Ap(Ll L 11 1 1Y N\ 14TI3T 01639
Y1369 11018713 ) | 01639 111131 |’

0.3980 ]

Ay, =
1y l11.6077

em que o vetor y, tem como componentes
® Y1 e =955.0769; y2 6 = 63.8750;
o y3e = 47.0000; y4,6 = 36.0909;
® Yse = 03.9444; ys o = 63.5385.
Obtém-se entdo
S1 = (A1y.)’ (AlD (113, 1i6’ é, %, 1i87 113> A'l) - (A1y.) = 1501.221

para o numerador da estatistica 3.
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Para o denominador das estatisticas, temos
S=>"3 (Vix—Yia)? =1501.221.

Assim, o valor observado da estatistica, 34 0ps, € dado por

1501.221
Sy e = o E20 (),0428.
S10bs = 35037 7574

Os quantis, z;_, da distribui¢cao condicional S, que corresponde a F'(z|2, 74), sdo apresentados
na Tabela 4.6.

Tabela 4.6: Os quantis da distribuicdo condicional e limites superiores para o quantis de 4 e So.

Valores de o 0.10 0.05 0.01
Zl-a 0.0642 0.0843 0.1325
PA 0.3594 0.4910 0.8478

Podemos concluir que néo se rejeita Hy 1 para os niveis usuais de significancia quando conside-
ramos a distribuicdo condicional.

Vamos agora supor que se tem n® > 21, por exemplo que n®* = 21, 0 que significa que se
tem no minimo pouco mais de trés observagbes por tratamento. A Tabela 4.6 mostra os limites
superiores para os quantis, para a probabilidade 1 — «, 2}, da distribuicdo ndo condicional
fl(z). Como S1,00s < 2}_, podemos concluir, como era de esperar, que nao se rejeita Hy 1
para os niveis usuais de significancia. Os valores apresentados na Tabela 4.6 podem levar-nos a
pensar que ndo temos dimensdes suficientemente grandes para as amostras por forma a detetar
a existéncia de interacdo. Assumindo que os valores da estatistica permanecem inalterados,
serdo necessarios os valores minimos de n® apresentados na Tabela 4.7 por forma a rejeitar
Hy ;.

Tabela 4.7: Valor minimo de n® que leva a rejei¢ao da hipétese Ho,i.

Valoresdea 0.10 0.05 0.01
n® 116 149 226

Uma vez que para valores maiores de n® vamos obter valores menores para os quantis. Con-
cluimos que para todo o n* > 226 se rejeita Hy 1, 0 que significa que nestas circunstancias a
interacao é significativa. A Figura 4.1 parece apontar efetivamente para a existéncia de interagao
entre os dois fatores, uma vez que as linhas se cruzam.

Construimos também os intervalos de confianca para as diferengas das médias entre os géneros,
para os trés tipos de cancro. A Tabela 4.8 mostra os intervalos obtidos.

Para todos os graus de confianga considerados a origem pertence aos intervalos de confianga, o
que significa que nao existe diferenca significativa quanto a média das idades entre os géneros.
Os resultados podem ser igualmente observados pela analise da Figura 4.2, considerando o grau
de confianga de 95%.
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Homens

Mulheres

Cavidade nasal e owvido Meninges Coragiio, mediasto e pleura
médio

Figura 4.1: Interacéo entre os dois fatores.

Tabela 4.8: Intervalos de confianca para as diferengas das médias

Valoresde 1 — « 0.90 0.95 0.99

Cavidade nasal e ouvido médio [-22.1056; 4.5094] [-24.8286; 7.2325] [-30.4449; 12.8487]

Meninges [-8.7835; 30.6017] [-12.9497; 34.7679] [-21.7795; 43.5977]

Coracao, mediastino e pleura [-22.0300; 2.8418]  [-24.5632; 5.3750] [-29.7681; 10.5799]

40,0000

30,0000

20,0000

10,0000

0,0000

-10,0000

-20,0000

Cav. nasal e
owido médio

Meninges Coragio, med.
& pleura

Figura 4.2: Intervalo de confianga a 95% para a diferengas das médias entre os dois géneros.

Apesar da existéncia de interagdo, iremos mesmo assim testar os efeitos principais dos dois

fatores por forma a mostrar como estes testes se comportam descondicionando as distribuicdes.

Para o primeiro fator temos

1 _1 0 0 1 1

2 2 2 2

Az = [ 11 1 1 1 1
2v3  2V3 V3 V3 2v3  2V3

e go = car(As) = 2. Obtemos
Ap(L L1 1 1 1Y N\ 14TI3T 01639
*\13°169°11°18°13)72) 7 | 0.1639 11.1131 |’

—0.7345
A2y. - [ ‘| 7

20.2803
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donde

S, = (A 'ADLL}LLLA/_lA = 4573.7740
2—( 2’!/.) 2 1371679711718713 2 ( 22/.)— 573. .

Portanto, o valor observado da estatistica, 32,01, € dado por

4573.7740
Sy ope = LD 1305,
2,005 = ez aerg — 01309

Os quantis, z;_,, da distribuigdo condicional de 32, que corresponde a F'(z|2,74), sdo apresen-
tados mais uma vez na Tabela 4.6. Assim, usando a distribuicdo condicional podemos concluir
que rejeitamos Hy 2 para a = 0.1 e 0.05 e ndo rejeitamos para a oo = 0.01.

Para a distribuicdo ndo condicional da estatistica de teste ?Q(Z), vamos considerar mais uma
vez n® = 21 obtendo-se os limites superiores para os quantis da probabilidade 1 — «, 2},
apresentados na Tabela 4.6. Estes resultados podem contradizer a decisdo que tomamos através
da utilizagdo da abordagem condicional, para a = 0.1 e 0.05.

Supondo que os valores da estatistica de teste permanecem inalterados teremos que ter os
tamanhos das amostras apresentados na Tabela 4.9 por forma a garantir a rejeicao da hip6tese.

Tabela 4.9: Valor minimo de n® que leva a rejei¢éo da hipétese Hy o.

Valoresdea 0.10 0.05 0.01
n® 44 55 82

Ent&o, por exemplo para « = 0.05, teremos que ter pelo menos 55 observagdes para tomarmos
a mesma decisdo utilizando as duas abordagens.

Uma vez que para valores maiores de n® obteriamos valores menores para os quantis, temos
9,085 > 21, Para todo o n® > 82, o que significa que, neste caso, vamos rejeitar Hy » conside-
rando os niveis usuais de significancia o que significa que o primeiro fator é significativo.

Para o segundo fator temos

A= -

5
=
5
=
=
5

e g3 = car(As) = 1.

Obtém-se

Sy = <AgD <1 1111 1) Ag)l — | 12.6603 |,
Asy, = [ 3.0549 ] :

e para o0 numerador da estatistica S,
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-1
777777 ) Ag) (Asy,) = 118.1531

f— . / -
S = (Asys) (A‘*D 13°16°9° 11° 18° 13

Portanto, o valor da estatistica, 33 ops, € dado por

118.1531
Ss0ps = ——220 _ ().0034.
¥3,0bs = 350377574

Considerando a distribuigao condicional de 33, que corresponde a F(z|1,74), obtém-se os quan-
tis apresentado na Tabela 4.10.

Tabela 4.10: Os quantis da distribuigao condicional e limites superiores para o quantis de SJs.

Valores de o 0.10 0.05 0.01
Zl—a 0.0375 0.0537 0.0945
P 0.2049 0.3029 0.5789

Assim, podemos concluir que néo se rejeita a hipotese nula para os niveis usuais de significancia
quando consideramos a distribuicdo condicional.

Para as distribuicdo ndo condicional da estatistica de teste, fg(z), vamos considerar n® = 21
obtendo-se os limites superiores para os quantis da probabilidade 1 — «, 2}, apresentados
também na Tabela 4.10.

Como esperado, esta abordagem leva-nos a tomar a mesma decisdao que tinhamos tomado
usando a abordagem condicional. No entanto, os resultados da Tabela 4.10 poderiam-nos levar a
pensar que nao temos observagdes suficientes para detectar as diferencgas entre os géneros. As-
sumindo que os valores da estatistica de teste permanecem inalterados, para garantir a rejeicao
da hipétese seria necessario ter os tamanhos minimos das amostras apresentados na Tabela
4.11.

Tabela 4.11: Valor minimo n® que leva a rejei¢éo da hipétese Hy 3.

Valores« 0.10 0.05 0.01
n® 810 1148 1978

Na verdade, esses valores sdo elevados, logo somos levados a concluir que ndo existe dife-
renga significativa entre os dois géneros. A mesma decisao ja tinha sido tomada com base nos
intervalos de confianca obtidos e apresentados na Tabela 4.8.

4.3 Modelos mistos

Na formulacdo dos modelos mistos, a semelhanca do apresentado no Capitulo 3, vamos utilizar
as extensdes L.
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Vamos supor que o vetor Y° tem m componentes que correspondem aos tratamentos de um
modelo linear e que se tem
L=DQ1,,,..,1,, )= Ln),

comn = (ng,...,ny,) . Temos entdo a extensao L
Y =LY +¢,

que corresponde a um modelo com amostras ni, ..., n,,, onde € é o vetor dos erros com vetor
médio nulo e matriz de covariancia ¢2I,,. Continuamos a considerar que

m
n = E ng,
=1

e que se tem 0 modelo misto
Y°=> X8, (435)
1=0

com B, fixo e B4, ...,B8., aleatorios e independentes, com vetores médios nulos e matrizes de
covariancia 0?1, ,...,02I.,. O modelo Y também sera um modelo misto.

Suponhamos mais uma vez que podem ocorrer falhas para os m tratamentos e que ry,...,7,
correspondem aos limites superiores para a dimenséo das amostras. Portanto:

e n1,...,n,, SA0 as realizacdes das variaveis aleatérias independentes, N1, ..., N,,;
e N;~B(r;,1—p),i=1,....meN~B(r,1—p),comr=>"r,.

Como vimos no Capitulo anterior os resultados sobre extensbes L podem ser aplicados no "con-
texto" dos tamanhos das amostras aleatérias. Vamos portanto passar a considerar a matriz

L(N)=DQ1p,,..,1n,,),

com N = (Ny,...,Np).

4.3.1 Estatistica de teste e suas distribuicées

Iremos mais uma vez, por forma a obter as expressdes das distribuicdes nao condicionais das
estatisticas, assumir que se tem uma dimensao minima global para as amostras 0 que nos leva
a considerar as variaveis N;, i = 1,...,m.

Como vimos na seg¢ao 3.4 estamos interessados em testas as hipoteses

Hojn v =0, 7>z,
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onde v;, j =1,...,1, correspondem as componentes de varincia canonicas.

Teremos a estatistica de teste definida em (2.3.20) dada por

oy ,)(B;)°Y,
7o CYVEY,

que, quando H ; se verifica e N; =n;, i =1,...,m, tem distribuicdo F central com fj = car(Q;),
j > z, e g(n) =n —m graus de liberdade, F(.|f;, g(n)).

A distribuicdo ndo condicional de 7;, j > z, quando a hipbtese Hy ; s se verifica, e se tem como
dimensdo minima global para as amostras n*, ou seja N > n®, sera dada por

= Z pr(N :n|N > n.)F(Z|fjag(n))

Fj(2)
n=n*
T
- Z pn,n'F(z‘fjag(n))v j >z, (436)
n=n®
com
P =p L= b n=n’ r
n,n® — Pnm+1_" —pe_1 .. > - sl
1—- ZZ—m Pu

como definido em (4.1.1).

4.3.2 Uma aplicacdo a dados do cancro

Nesta secao, vamos considerar um modelo misto com um fator de efeitos fixos e outro aleatério.
Mais uma vez os dados foram disponibilizados pelo INCA, e sao referentes ao cancro do Colon do
ano de 2008, Brasil. O fator de efeitos fixos serd o género, com dois niveis: Masculino e Feminino
e o fator de efeitos aleatérios serd o Estado. Foram selecionados trés Estados recorrendo-se
ao método de amostragem aleatéria simples. A Tabela 4.12 ilustra o nUmero de pacientes por
género e pelos trés Estados que foram selecionados.

Tabela 4.12: Estados selecionados e numero de pacientes.

género (segundo fator)
Masculino  Feminino

Estados (primeiro fator)  Espirito Santo 34 38
Goias 99 88
Parana 108 132

Temos portanto m = 2 x 3 = 6 tratamentos diferentes. As Tabelas de frequéncias referentes aos
trés Estados, para homens e mulheres, sao apresentadas no Anexo 7.
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De (4.3.5), teremos o modelo
Y° = Xoﬁo +X1,31 +X2ﬂ2, (437)

onde B, é fixo e B1 e B> sdo aleatdrios e independentes, e correspondem, respectivamente, ao
fator de efeitos aleatérios e interacao entre os fatores. Mais uma vez iremos utilizar os resultados
apresentados na sec¢éo 2.3.5 do Capitulo 2 sobre extensdes L. Teremos entdo, como vimos na
secdo 3.4.2,

Xo=1I®13
X1=12®13
Xo=1,®I3
As matrizes A;, j = 1,2 serdo dada por
[ 1 1
7 0 0 7 0 0
_ 1 1
A = 0 7 0 0 7 0
1 1
i 0 0 7 0 0 7
i 1 1
v 0 0 7 0 0
_ 1 1
1 1
i 0 0 - 0 0 7

X0=AXo= 1101,
0 _ _ 1 1
Xé_hxm_—ﬁ;ﬂ®h

As matrizes Q;, j = 1,2, que correspondem as M PO sobre R(X?)L, j = 1,2, serdo neste caso

)

Q=W W,=1I5—-1J3
Q:=WiWy=1I5—1J3

com

W, =W,

I
| — |
|
[
[
S

S
Sk <
S-S
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e ter-se-a f1 = car(@Q1) = 3 e fo = car(Q2) = 3. Portanto, as M PO sobre R(X?), j=1,2,s80

11 1

3 3 3

— xO(xyO\+_ | 1 1 1
P =X7(X7)" = 3 3 3
11 1

L3 3 3

r1 1 17

3 3 3

— xO(xyO\+_ | 1 1 1
Py =X5(X5)" = 3 3 3
11 1

L3 3 3

Queremos testar as hip6teses
HO,j,M : ’Y] = 07 .7 = ]-727

que correspondem as hipéteses de auséncias de efeitos do segundo fator e interagcéo entre os
dois fatores, respectivamente. Quando N = n e Hy ;, j = 1,2, se verifica, a distribuicdo condi-
cional da estatistica ¥ Y BV,

7} — J Sj ]7 ,] — 1’ 9

serd F(.|3,n — 6), uma vez que f; = rank(Q;) =3, j =1,2e g(n) =n —6.

Assumindo que se tem N > n®, sendo portanto n* a dimensdo minina global para as amostras,
a distribuicdo ndo condicional da estatistica sera dada por

Fi(2)= Y puneF(2l3,n—6), j=1,2.

n=n®

Pelas propriedades de monotonia da distribuicdo F, ja referidas e apresentadas na subsegéo
2251,

F(2]3,n* —6) < Fj(2) < 1

e portanto, a partir de F'(z|3,n®* —6), podemos obter limites superiores para os quantis da distribui-

¢do n&o condicional, F;(z). Tal como na subsegéo 3.4.2, iremos manter os indices das matrizes
X,, j =0,1,2 e das hipéteses Hy ;,j = 1,2, apesar de comegarmos com o teste a interagao,
logo

e indice 0- primeiro fator;

e indice 1- segundo fator;

o indice 2- interag&o.

Assim para a interagédo, obtemos

5.4445
Y, = WyALTY = [ 1 ,

0.2594
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onde 1 1 1 1 1 1
LT =D (341/34, @1587 @1597 glé& mlﬁosv 1321/132)
e LTY corresponde ao vetor das médias amostrais com componentes
e 66.4118; ¢ 63.1842;
e 58.9697; e 61.2045;

e 62.9722; e 64.6515.

Teremos
0.0146  —0.0033

By = WoA LT (LYY AW, =
2 2A. LT (L) AW ~0.0033  0.0167

e para o numerador da estatistica 75,

(°°Y 1) (B3 1)°°Y 5 = 2169.713.

Quanto ao denominador obtém-se
S = 96590.0595

Portanto, o valor observado da estatistica, 72,055, € dado por

2169.713
= 7T ().0225.
72,00 = 56590.0595

Em relagéo a distribuigao condicional de 75, que corresponde a F(z|3,493) uma vez que n = 499,
temos os quantis indicados na Tabela 4.13. Concluimos que se rejeita a hipétese para o = 0.1 e
a = 0.05 e ndo se rejeita para o = 0.01. Vamos assumir agora que n® > 90, digamos que n® = 90,
0 que significa que se tem 15 observagbes por tratamento. Este valor ndo é muito elevado uma
vez que os dados se referem a Estados do Brasil.

Tabela 4.13: Os quantis da distribuigcdo condicional e limites superiores para os quantis de 71 e 7s.

Valores de « 0.10 0.05 0.01
FATN 0.0127 0.0160 0.0232
2ia 0.0768 0.0969 0.1437

A Tabela 4.13 mostra os limites superiores dos quantis para a probabilidade 1 — «, 2}, da
distribuic&o ndo condicional. Os resultados podem levar-nos a néo rejeitar Hy 2 5 para os ni-
veis usuais de significancia, e consequentemente a tomar uma decisdo contraria a que tinhamos
tomado pela abordagem condicional, para « = 0.1 e « = 0.05. No entanto estes ndo sdo comple-
tamente conclusivos como ja foi explicado anteriormente.

Assumindo que os valores da estatistica de teste permanecem inalterados, teremos que ter as
dimensbdes minimas para as amostras apresentados na Tabela 4.14 para garantirmos a rejei¢cao
da hipétese nula.
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Tabela 4.14: Valor minimo de n® que leva a rejeicéo da hipétese Ho 2, -

Valoresdel1 -« 0.10 0.05 0.01
n® 287 358 517

Estes valores podem parecer um pouco elevados como valores minimos de n®, no entanto é
importante referir que os dados se referem a diferentes Estados do Brasil e ndo apenas a uma
cidade, como em exemplos considerados anteriormente. Assim, concluimos que para todo n® >
517 se rejeita Hy 2,; para os niveis usuais de significancia, o que significa que existe interagao
entre os dois fatores. A Figura 4.3 parece indicar efetivamente a existéncia de interacao ja que
as linhas se cruzam.

13

A
Rl
b2
=—Homens
GO Mulheres

S8

56
FSPIRITE SAMTD GOlAS PARAMNA

Figura 4.3: Interacéo entre os fatores.

Agora, para o segundo fator, teremos

—1.9975
Y, =W, A LYY =
—0.3104

0146 —0.0033
By = WiA L* (LYY AW/ = [ 00 ]

—0.0033 0.0167

Assim, para o numerador da estatistica 77, obtemos

(°°Y1)'(BT1)°°Y | = 309.8181.

Portanto, o valor observado da estatistica, 71 o5, € dado por

300.8181
o= T (0.0032.
71,005 = 56590.0595

Se usarmos a distribuigdo condicional de 73, que corresponde também a F'(z|3, 493), obteremos
os quantis indicados na Tabela 4.13 e portanto concluimos que pela abordagem condicional nao
rejeitamos Hy 1,5, para os niveis usuais de significancia. A Tabela 4.13 mostra ainda os limites
superiores para os quantis da probabilidade 1 — «, 2}, da distribuicdo ndo condicional fl(z).
Como era de esperar ndo rejeitamos Hy 1 s considerando estes limites superiores. Portanto a
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idade de detecao da doenga para este tipo de cancro ndo depende do Estado, ou seja, de regiao
onde se vive.

4.4 Conclusoes e discussao dos resultados obtidos

Nesta segdo, tentdmos abrir um "novo campo” com base no uso da distribuicdo Binomial, para
modelos de fatores de efeitos fixos € modelos mistos, quando podem ocorrer falhas nas obser-
vagoes.

Verificamos, a semelhanga do capitulo anterior em que a ocorréncia das observagdes correspon-
dia a processos de contagem, que também neste caso os quantis considerando a abordagem
nao condicional sdo superiores aos da abordagem classica.

Podemos portanto concluir que ao considerarmos as dimensdes das amostras como aleatoérias,

devido a possivel ocorréncia de falhas nas observagdes, teremos uma abordagem mais realista
e mais robusta, uma vez que esta diminui a probabilidade de falsas rejei¢des.
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Capitulo 5

Conclusoes finais e trabalhos futuros

Com este trabalho propomos uma abordagem alternativa a ANOVA usual, baseada em situagoes
em que as dimensdes das amostras ndo sdo conhecidas a priori. Concluimos que nestes casos
a ANOVA usual, usada rotineiramente por investigadores das mais diversas areas da ciéncia,
pode ndo ser a opgao mais correta para a analise e tratamento dos dados.

A metodologia apresentada passa por, sempre que as dimensdes das amostras sdo desconheci-
das, considerar essas dimensdes como realizagbes de variaveis aleatérias independentes. Me-
diante a situacao pratica em questao, assumimos duas distribuicbes para essas variaveis aleato-
rias:

e A distribuicdo de Poisson, quando a ocorréncia das observacdes corresponde a processos
de contagem;

e A distribuicdo Binomial, caso ocorram falhas nas observacoes.

Através dos Capitulos 3 e 4, mostramos a relevancia da abordagem nao condicional, em evitar
falsas rejeicdes. Podemos concluir portanto que a nossa abordagem, para além de ser mais
realista quando as dimensfes das amostras sdo desconhecidas, € igualmente mais robusta,
uma vez que diminui a probabilidade de falsas rejeicoes.

Em termos de trabalho futuros, pensamos em estender este tratamento a outras situacdes reais
onde se justifique considerar diferentes distribuicdes discretas para as dimensdes das amostras.
Por exemplo, assumir a distribuicdo Geométrica [Binomial Negativa] quando se consideram situa-
¢Oes em que se desconhece o0 numero de observagdes até a primeira falha [até a s-ésima falha].
Uma situacao pratica que podera ser considerada neste caso € a de ambientes protegidos, em
que cada vez que se recolhe uma observacao ha o risco de ter ocorrido alguma espécie de con-
taminacdo. Na area da investigagcdo médica um exemplo que podera justificar a utilizagao destas
distribuicoes é a deslocagao de pacientes com uma determinada patologia a um hospital e que
correm o risco de sofrer algum tipo de infecdo bacteriana.

Para o caso em que a distribuicdo Binomial é assumida como a distribuicdo adequada para
as dimensdes das amostras pretendemos realizar o estudo para modelos de efeitos aleatérios.
Pretendemos ainda alargar a nossa abordagem ao caso em que a probabilidade da ocorréncia
de uma falha varia de tratamento para tratamento, ou seja, assumir que N; ~ B(r;,1 — p;),

1=1,...,m.
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E importante ainda referir que durante o nosso tratamento trabalhdmos com as distribuicdes
F, uma vez que sdo mais "trataveis" e estatisticamente equivalentes as distribuicbes F'. Esta
equivaléncia permite-nos considerar os nossos testes como testes F.
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Apéndice A

Anexos

A.1 - Tabelas de frequéncia referentes as Subsecoes 3.2.2.2 e
4.2.2.2.

Tabela A.1: Cancro do tecidos moles do térax

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30—34 35—39 40—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 2 1 2 1 1 2
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—74 T5—79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 0 0 0 2 1 1 2 1

Tabela A.2: Cancro do trato intestinal

Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 1 1 1 0
Idades 45—-49 50—-54 5H55—-59 60—64 65—69 T0—T4 T5-—-T79 80-—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 3 3 2 1 3 0 1 2 4

Tabela A.3: Cancro da cavidade nasal

Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30-—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 1 0 0 2 0
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—T74 T5-—-T79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 4 0 4 1 3 3 1 4
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A.2 - Tabelas de frequéncia referentes a Subsecao 3.2.3.2.

Tabela A.4: Homens com cancro na amigdala

Idades 1—-14 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25-—-29 30—34 35—39 40—-44
Médias das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 5 1 1 0 3 5 1 1 5
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—T74 T5-—T79 80—84 85+
Médias das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 3 5 6 3 1 4 0 1 6

Tabela A.5: Mulheres com cancro na amigdala

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 3 3 0 1 1 2 2 0 2
Idade 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—74 T5—79 80—84 85+
Média das Idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 4 1 0 1 0 1 0 0 1

Tabela A.6: Homens com cancro na cavidade nasal e do ouvido médio

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40—44
Média das Idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 1 0 0 3 0
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—-64 65—69 T0—T4 T5-—-T79 80-—84 85+
Média das Idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 0 3 0 0 2 0 2

Tabela A.7: Mulheres com cancro na cavidade nasal e do ouvido médio

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—19 20—24 25-—-29 30-—34 35—-39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 0 0 0 0 0
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—T74 T5-—-T79 80—84 85+
Médias das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 3 0 1 1 3 2 1 2

Tabela A.8: Homens com cancro no timo

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 1 1 0 0 0
Idades 45—-49 50—-54 55-59 60—64 65—69 T0—74 T5—79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 1 0 1 0 1 0 1
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Tabela A.9: Mulheres com cancro no timo

Idades 1-14 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 1 0 0 0 0 0 0 1 0
Idades 45-49 50-54 55-59 60—64 65-69 T0—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 0 1 0 3 1 0 0 1

Tabela A.10: Homens com cancro no coragédo, mediasto e pleura

Idades 1-14 5—9 10—-14 15—-19 20—-24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 1 1 2 1 3
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—T74 T5-—-T79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 3 0 1 1 1 0 2 2

Tabela A.11: Mulheres com cancro no coracéo, mediasto e pleura

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30—34 35—39 40—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 1 0 0
Idades 45-49 50-54 55-59 60—64 65-69 T0—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 3 1 0 2 2 0 0 1 3
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A.3 - Tabelas de frequéncia referentes a Subsecao 3.3.2.

Tabela A.12: Cancro do corpo do estdbmago

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30—34 35—39 40—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 1 0 1 0 0 3 4 2
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—-69 T0—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 13 4 15 4 11 8 9 5 11
Tabela A.13: Cancro do encéfalo
Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 2 5 1 2 6 1 3 7 7
Idades 45—-49 50—-54 55-59 60—64 65-69 T0—-74 T5-79 8084 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 3 11 10 8 11 7 5 1 3
Tabela A.14: Cancro da medula espinhal e outras partes S.N.C.
Idades 1—4 5-9 10-14 15-19 20—24 25-29 30-34 35-39 40—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 4 2 0 1 1 2 2 4 3
Idades 45—49 50—54 55—-59 60—64 65—69 T0—T74 T5—79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 5 4 2 0 5 5 1 0
Tabela A.15: Melanoma maligno do tronco
Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 1 0 1 1 7 5 6
Idades 45—-49 50—-54 55-59 60—64 65-69 T0-—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 5 7 6 2 7 4 5 3 47
Tabela A.16: Cancro do coélon ascendente

Idades 1—4 5—-9 10—14 15—19 20—24 25—29 30—34 35—39 40—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 2 1 4 6
Idades 45—-49 50—-54 55-59 60—64 65-69 T0—-74 T5-79 80-—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 7 9 14 20 20 23 21 16 58
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Tabela A.17: Cancro do lobo superior, brénquios ou pulméo

Idades 1-14 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 1 1 2 3
Idades 45-49 50-54 55-59 60—64 65-69 T0—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 7 14 17 15 28 24 24 10 9
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A.4 - Tabelas de frequéncia referentes a Subsecao 3.4.2.

Tabela A.18: Homens com cancro nos 0ssos e articulagdes dos membros

Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—-24 25-—-29 30—-34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 5 8 5 2 2 1 3 1
Idades 45—49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—74 T5—-T79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 0 1 2 0 0 1 0 1

Tabela A.19: Mulheres com cancro nos 0ssos e articulagées dos membros

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 1 3 2 1 1 2 3 2
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—74 T5—79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 3 1 1 1 0 0 3

Tabela A.20: Homens com cancro na medula espinhal e outras partes S.N.C.

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 3 1 0 0 0 1 1 1 1
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—-64 65—69 T0—T4 T5-—-T79 80-—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 3 0 0 0 3 3 1 0

Tabela A.21: Mulheres com cancro na medula espinhal e outras partes S.N.C.

Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30-—34 35-—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 1 1 0 1 1 1 1 3 2
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65-69 T0—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 2 4 2 0 2 2 0 0

Tabela A.22: Homens com linfomas de células T cutaneas e periféricas

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 3 2 0 1 3
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—T4 T5-—-T79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 1 1 5 2 6 2 1 4
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Tabela A.23: Mulheres com linfomas de células T cutaneas e periféricas

Idades 1-14 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 2 1 0 0 2 2 1 4 2
Idades 45-49 50-54 55-59 60—64 65-69 T0—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 2 0 1 0 2 2 1 3
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A.5 - Tabelas de frequéncia referentes a Subsecao 4.2.1.2.

Tabela A.24: Cancro dos ossos longos dos membros inferiores

Idades 1-4 5—-9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 4 4 7 1 2 1 4 2
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—T74 T5-—-T79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 0 2 1 0 0 0 0 3
Tabela A.25: Cancro da parede lateral da bexiga urinaria
Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 2 0 1
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—T74 T5-—-T79 80-—84 854
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 6 8 1 5 3 2 3
Tabela A.26: Cancro do corpo do pancreas

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 1 0 0
Idades 45—-49 50—-54 55-59 60—64 65-69 T0—-T74 T5-79 80-—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 2 4 3 6 4 4 1 2
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A.6 - Tabelas de frequéncia referentes a Subsecao 4.2.3.2.

Tabela A.27: Homens com cancro na cavidade nasal e do ouvido médio

Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—-24 25—-29 30—-34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 1 0 0 3 0
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—-69 T0—T74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 0 3 0 0 2 0 2
Tabela A.28: Mulheres com cancro na cavidade nasal e do ouvido médio
Idades 1—-14 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 0 0 0 0 0
Idades 45-49 50-54 55-59 60—-64 65-69 T0—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 3 0 1 1 3 2 1 2
Tabela A.29: Homens com cancro na meninge
Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 1 0 0 1 0 0 0 1 1
Idades 45—-49 50—-54 55-59 60—64 65-69 T0—-74 T5-79 80-—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 1 1 0 0 2 0 0
Tabela A.30: Mulheres com cancro ha meninge
Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—29 30—-34 35-—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 1 2 0 0 0 2 0 1 1
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—-69 T0—-T74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 2 0 0 0 0 1 0
Tabela A.31: Homens com cancro no coragéo, mediastino e pleura

Idades 1—-14 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 1 1 2 1 3
Idades 45—-49 50—-54 55—-59 60—64 65—69 T0—T4 T5-—-T79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 3 0 1 1 1 0 2 2
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Tabela A.32: Mulheres com cancro no coragéo, mediastino e pleura

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 1 0 0
Idades 45 —-49 50—-54 55-59 60—64 65-69 T0-—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 3 1 0 2 2 0 0 1 3
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A.7 - Tabelas de frequéncia referentes a Subsecao 4.3.2.

Tabela A.33: Espirito Santo-Homens com cancro no célon

Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Idades 45—-49 50—54 55—-59 60—64 65—-69 T0—74 T5—-79 80-—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 3 5 5 6 6 0 5 2
Tabela A.34: Espirito Santo-Mulheres com cancro no célon
Idades 1—-4 5—9 10—14 15—19 20—24 25—29 30—34 35—39 40—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 1 0 0 0 2
Idades 45—-49 50—54 55—-59 60—64 65—69 T0—74 T5—79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 5 3 5 3 4 5 5 3 2
Tabela A.35: Goias-Homens com cancro no célon
Idades 1-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 1 1 0 1 2 4 12
Idades 45—-49 50—54 55—-59 60—64 65—-69 T0—74 T5—79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 7 7 17 9 6 12 15 2 3
Tabela A.36: Goias-Mulheres com cancro no célon
Idades 1-4 5—-9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 2 5 7
Age 45—-49 50—54 55—-59 60—64 65—69 T0—T74 T5—79 80-—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 10 6 6 14 8 12 10 3 5
Tabela A.37: Parand-Homens com cancro no célon
Idades 1—4 5-9 10—14 15—19 20—24 25—-29 30—34 35-—39 40—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 1 3 2 0
Idades 45-49 50—-54 55-59 60—-64 65-69 T0—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 8 10 18 11 18 24 4 5 4
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Tabela A.38: Parana-Mulheres com cancro no célon

Idades 1—-4 5—9 10—-14 15—-19 20—24 25—-29 30—34 35—39 40-—44
Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 1 0 1 1 7
Idades 45 —-49 50—-54 55-59 60—64 65-69 T0-—74 T5-79 80—84 85+
Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 9 14 17 14 14 17 15 14 8
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