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Resumo

A Análise de variância (ANOVA) é utilizada em muitas áreas de investigação, nomeadamente em
investigação médica, agricultura ou psicologia, para citar apenas algumas, onde as dimensões
das amostras podem não ser previamente conhecidas. Esta situação ocorre com frequência
quando o intervalo de tempo para a recolha das observações é fixado à partida. Um bom exem-
plo corresponde à recolha de observações para um estudo onde se pretende comparar várias
patologias de pacientes que chegam às urgências de um hospital num determinado período de
tempo.

Neste trabalho iremos estender a ANOVA, com um e mais fatores, ao caso em que as dimensões
das amostras são desconhecidas, devendo ser tratadas como realizações de variáveis aleatórias.
Esta abordagem deve ser baseada na escolha adequada da distribuição destas variáveis. No
presente trabalho são consideradas duas situações distintas:

• No primeiro caso assumiremos que as variáveis aleatórias seguem distribuições de Pois-
son, situação em que a ocorrência das observações corresponde a processos de contagem
e não existem limites superiores para as dimensões das amostras (tal como ilustrado no
exemplo anterior, referente à comparação de patologias);

• No segundo caso, consideraremos a distribuição Binomial, quando existe um limite superior
para as dimensões das amostras, que nem sempre é atingido uma vez que podem ocorrer
falhas nas observações.

Como resultados, serão obtidas as estatísticas de teste e suas distribuições, condicional e não
condicional assumindo as dimensões das amostras como aleatórias, para modelos de efeitos
fixos, modelos de efeitos aleatórios e modelos mistos.

Adicionalmente, serão apresentadas várias aplicações com registos do cancro no Brasil que nos
permitirão ilustrar a utilidade da nossa abordagem assim como comparar os resultados obtidos
com os da ANOVA usual.

Palavras-chave

Testes F , amostras de dimensão aleatória, processos de contagem, falhas de observações, re-
gistros do cancro no Brasil.
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Abstract

The analysis of variance (ANOVA) is routinely used in several research areas, namely in medical
research, agriculture or psychology, to name just a few, where the sample sizes may not be pre-
viously known. This often occurs when there is a fixed time span for collecting the observations.
An illustrative example of this corresponds to the collection of observations during a given time
period for the comparison of pathologies from patients arriving at a hospital.

In this work, we aim to extend the one-way and multi-way ANOVA to the case where the sample
sizes are unknown. We will assume the sample sizes as realizations of random variables. This
approach must be based on an adequate choice of the distribution of these variables. For this, we
will consider two distinct situations:

• In the first case, we will assume the Poisson distribution when the occurrence of the obser-
vations corresponds to a counting process and there is no upper bound for the sample sizes
(as illustrated in the example concerning the comparison of pathologies);

• In the second case, we will consider the Binomial distribution if there is an upper bound for
the sample sizes, which is not always achieved since we may have observations failures.

As results, we will obtain the test statistics and their conditional distribution and unconditional
distribution under the assumption that we have random sample sizes, for fixed effects models,
random effects models and mixed models.

This new approach will be illustrated through several applications on cancer registries from Brazil.
This will enable us to show the usefulness of our approach as well as to compare the obtained
results with the usual ANOVA results.

Keywords

F -tests, random sample sizes, counting processes, observations failures, cancer registries from
Brazil.
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Capítulo 1

Introdução

A análise de variância (ANOVA) é atualmente um dos métodos estatísticos mais usados em apli-
cações práticas nas mais diversas áreas da ciência. Historicamente, esta técnica foi introduzida
por Ronald A. Fisher em 1918 quando estudava problemas na área da agricultura, ver Scheffé
(1959).

A ANOVA é uma técnica estatística que tem como principal objetivo a comparação de mais do
que dois grupos no que respeita à localização. Visa analisar as observações que dependem
de vários tipos de efeitos que atuam em simultâneo para decidir quais os efeitos importantes e
estimar esses efeitos.

É essencialmente um processo baseado na decomposição de variação total dos dados (variância
total ou soma dos quadrados total) em partes que podem ser atribuídas a causas conhecidas
(variação entre grupos, soma dos quadrados dos tratamentos) e numa parte devido a causas
desconhecidas (variação dentro dos grupos, soma dos quadrados do erro).

Foi portanto R. A. Fisher (1918, 1925, 1935) que introduziu os termos "variância" e "análise de
variância" na estatística. O último termo, que parece mais apropriado para os modelos de efeitos
aleatórios, pode ter constituído o caminho pelo qual Fisher originalmente abordou o assunto, ver
Scheffé (1959).

O exemplo mais simples é o caso em que existem vários grupos de observações classificados
através de um só fator (por exemplo, grupos de pacientes sujeitos a diferentes tratamentos para
uma mesma patologia). Tem-se portanto a análise de variância com um fator (One-way ANOVA).
Só é legítimo considerar este fator como sendo a causa das diferenças entre as médias se puder
admitir a homogeneidade das populações em relação a todos os outros fatores que poderiam ser
relevantes para a explicação do fenómeno. Em muitas situações porém poderá haver mais do que
um fator a influenciar os resultados das observações. Neste caso estamos perante uma análise
de variância com mais do que um fator (Multi-way ANOVA). Consideremos, por exemplo, que se
pretende avaliar a eficácia de diferentes medicamentos, em homens e mulheres, no tratamento
de uma determinada patologia. Coloca-se a questão se o tratamento é influenciado pelo tipo de
medicamento administrado e pelo género do paciente. Neste caso estamos perante uma ANOVA
com dois fatores.

A análise de variância tem tantos níveis ou efeitos quantos tratamentos (grupos) distintos forem
considerados. Quando os níveis são fixados à partida diz-se que se tem uma ANOVA com efeitos
fixos. Se estes forem selecionados aleatoriamente de um conjunto alargado de níveis, não sendo
possível estudá-los a todos, teremos uma ANOVA com efeitos aleatórios.
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Em inúmeras situações práticas, onde se utiliza a ANOVA, pode não ser possível saber previ-
amente as dimensões das amostras. Esta situação ocorre, por exemplo, quando o tempo para
a recolha das observações é fixado à partida. Um bom exemplo é a recolha de observações
durante um determinado período de tempo para a comparação de patologias de pacientes que
chegam às urgências de um hospital, ver por exemplo Moreira et al. (2013), Nunes et al. (2013,
2014). Um outro exemplo surge quando uma das patologias é rara. Neste caso, o número de
pacientes com essa patologia pode não ser conhecido, ver Nunes et al. (2012a).

O objetivo desta tese é estender a ANOVA, com um e mais fatores, ao caso em que as dimen-
sões das amostras não são conhecidas, devendo ser tratadas como realizações de variáveis
aleatórias. Assim consideraremos as dimensões das amostras como realizações, n1, . . . , nm,
das variáveis aleatórias independentes, N1, . . . , Nm, ver por exemplo Mexia et al. (2011), Nu-
nes et al. (2013, 2014, 2015). Esta abordagem deverá basear-se na escolha adequada das
distribuições de N1, . . . , Nm. Iremos assumir duas situações distintas:

• consideraremos que a ocorrência das observações corresponde a processos de contagem,
o que nos leva a assumir que N1, . . . , Nm seguem distribuições de Poisson;

• assumiremos a distribuição Binomial caso os limites superiores para as dimensões das
amostras sejam conhecidos e possam ocorrem falhas nas observações.

Uma vez apresentado o tema em que se insere o trabalho, de seguida falaremos um pouco da
forma como este está estruturado.

No Capítulo 2, são apresentados alguns conceitos e resultados preliminares importantes para os
capítulos seguintes, nomeadamente, alguns conceitos e resultados algébricos com aplicação à
estatística. São apresentadas ainda distribuições teóricas importantes para as dimensões das
amostras e da ANOVA e faz-se uma breve introdução aos modelos lineares. No que diz respeito
aos modelos mistos, é considerada a estrutura ortogonal por blocos (OBS). Por fim é feita uma
pequena abordagem às extensões L, uma classe de modelos que será utilizada na formulação
dos modelos mistos considerando a dimensão das amostras como aleatórias.

No Capítulo 3, vamos estender a ANOVA, com um e mais fatores, ao caso em que as dimensões
das amostras não são conhecidas. Assumimos que a ocorrência das observações corresponde
a processos de Poisson. São obtidas as estatísticas de teste e as suas distribuições condicional
e não condicional. A distribuição condicional é obtida assumindo-se que Ni = ni, i = 1, . . . ,m,

ou seja, que as dimensões das amostras são fixas, correpondendo portanto à abordagem usual.
Quando descondicionamos esta distribuição em ordem aNi, i = 1, . . . ,m, obtemos a distribuição
não condicional da estatística e portanto as dimensões das amostras são consideradas como
variáveis aleatórias. Mediante a situação prática em questão, a distribuição não condicional
será obtida assumindo que se tem uma dimensão mínima global para as amostras, situação já
considerada em alguns trabalhos anteriormente publicados, ver por exemplo Capistrano et al.
(2015), Mexia et al. (2011) e Nunes et al. (2013, 2014), ou que a dimensão mínima é requerida
para cada uma das amostras, ver Nunes et al. (2015). Apresentamos ainda uma forma alternativa
para a obtenção dos valores críticos considerando apenas um fator. Neste capítulo consideramos
modelos de efeitos fixos, modelos de efeitos aleatórios e modelos mistos.
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Quanto ao Capítulo 4, vamos alargar o tratamento apresentado no Capítulo 3 ao caso em que
podem ocorrer falhas nas observações. Assumiremos portanto que N1, . . . , Nm seguem distri-
buições Binomiais. Consideramos modelos de efeitos fixos e modelos mistos.

Por fim, no Capítulo 5, são apresentadas as principais conclusões obtidas no decorrer deste
trabalho. São ainda referidos alguns desenvolvimentos que pretendemos realizar no futuro.

É importante ainda referir que ao longo dos Capítulos 3 e 4 são apresentadas várias aplicações
com dados reais, referentes a registos do Cancro no Brasil, por forma a mostrar a aplicabilidade
desta nova abordagem. Os dados utilizados foram disponibilizados pelo Instituto Nacional do
Câncer José Alencar Gomes da Silva (INCA). Os valores observados das estatísticas assim
como os quantis das distribuições condicional e não condicional foram obtidos com recurso ao
software R.
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Capítulo 2

Conceitos e resultados auxiliares

Este capítulo contém uma breve abordagem a alguns conceitos importantes e bem conhecidos
na área da estatística. Inicialmente são apresentados alguns resultados algébricos sobre matri-
zes inversas generalizadas, matrizes de projeção ortogonal, produto de Kronecker de matrizes e
álgebras de Jordan comutativas. Seguidamente apresentamos resultados bem conhecidos refe-
rentes às distribuições teóricas usadas neste trabalho. Finalmente é feita uma breve introdução
aos modelos lineares, onde se inserem os modelos mistos com estrutura ortogonal por blocos e
as extensões L.

Estes conceitos serão úteis para o desenvolvimento e obtenção dos resultados dos capítulos
seguintes e grande parte deles podem ser encontrados, por exemplo, em Schott (1997), Horn e
Johnson (1985) e Rao (1973).

2.1 Resultados algébricos

Definição 2.1 A característica de uma matrizAAA é igual ao número máximo de linhas (ou colunas)
linearmente independentes e denota-se por car(AAA).

Definição 2.2 Consideremos a matriz quadrada AAA de ordem n com coeficientes reais. Designa-
se por raio espectral de AAA, denotando-se por ρ(AAA),

ρ(AAA) = max{|θi|, i = 1, . . . , n},

com θi, i = 1, . . . , n, os valores próprios de AAA.

Definição 2.3 Uma matriz AAA de ordem n cujas colunas (ou linhas) formam um conjunto ortonor-
mado de vetores é designada por matriz ortogonal. Assim, AAA é ortogonal se e somente se

AAA
′
AAA = AAAAAA

′
= IIIn,

onde IIIn representa a matriz identidade de ordem n.

Proposição 2.1 Se AAA é uma matriz simétrica com valores próprios θ1, ..., θn, e vetores próprios
normalizados γ1, ..., γn tem-se
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AAA = PDPDPD(θ1, ..., θn)PPP
′

=

n∑
i=1

θiγiγ
′

i ,

ondePPP é uma matriz cujas colunas são os vetores γ1, ..., γn, PPP ′ representa a transposta da matriz
PPP e DDD(θ1, ..., θn) é uma matriz diagonal cujos elementos principais são θ1, ..., θn. Ao somatório,∑n

i=1 θiγiγ
′

i , chama-se decomposição espectral de AAA.

Dem: Uma vez que PPP é uma matriz cujas colunas são os vetores normalizados γ1, ..., γn, então
PPP é ortogonal. Temos portanto

PPPPPP
′

= IIIn ⇔ APAPAPPPP ′ = AAA⇔ AAA [γ1 . . . γn]


γ1

...
γn

 = AAA⇔

⇔ [AAAγ1 . . .AAAγn]


γ1

...
γn

 = AAA⇔ [θ1γ1 . . . θnγn]


γ1

...
γn

 = AAA⇔

⇔ PDPDPD (θ1, . . . , θn)PPP ′ = AAA⇔
n∑
i=1

θiγiγ
′

i = AAA.

�

Corolário 2.1.1 Seja AAA uma matriz simétrica, então a matriz ortogonal PPP diagonaliza AAA, isto é,

PPP
′
AAAPPP = DDD(θ1, ..., θn).

Proposição 2.2 Se AAA é uma matriz com valores próprios θ1, ..., θn, então:

det(AAA) =

n∏
i=1

θi;

tr(AAA) =

n∑
i=1

θi,

onde det(AAA) e tr(AAA) representam, respectivamente, o determinante e o traço da matriz AAA.

2.1.1 Matrizes Inversas Generalizadas

Uma matriz AAA diz-se singular se não existir a sua inversa, AAA−1. No entanto pode ser calculada
uma inversa generalizada, que tal como o nome indica, é uma generalização da matriz inversa,
ver Schott (1997).
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Definição 2.4 A matriz inversa generalizada de uma matrizAAA do tipo r×s, que vamos represen-
tar por AAA−, será uma matriz do tipo s× r que verifica a seguinte igualdade

AAAAAA−AAA = AAA.

Definição 2.5 Qualquer que seja a matriz AAA existe uma e uma só matriz AAA+ tal que:

• AAAAAA+AAA = AAA

• AAA+AAAAAA+ = AAA+

• (AAAAAA+)
′

= AAAAAA+

• (AAA+AAA)
′

= AAA+AAA

A matriz AAA+ é chamada de inversa de Moore-Penrose de AAA, ver por exemplo Pollock (1979). Se
AAA for uma matriz regular então AAA+ = AAA−1.

Note-se que se AAA for uma matriz simétrica de ordem k, com

car(AAA) = l < k,

podem-se ordenar os vetores linha de uma matriz PPP ortogonal, diagonalizadora de AAA, de forma
a ter-se

PPP
′
AAAPPP = DDD(θ1, ..., θl, 0, ..., 0),

com θ1, ..., θl os valores próprios não nulos de AAA. Temos portanto

AAA = PPPDDD(θ1, ..., θl, 0, ..., 0)PPP
′

e

AAA+ = PPPDDD(θ+
1 , ..., θ

+
l , 0, ..., 0)PPP

′
,

onde θ+
i = θ−1

i , i = 1, . . . , l.

2.1.2 Matrizes de projeção ortogonal

Seja agora S um subespaço vetorial do espaço vetorial E.

Definição 2.6 O complemento ortogonal de S, denotado por S⊥, é o conjunto de todos os veto-
res de E que são ortogonais a cada vetor de S. Então

S⊥ = {xxx : xxx ∈ E e xxx
′
yyy = 0, para todo yyy ∈ S}.
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Obervação 2.1 Se S é um subespaço vetorial de E então o seu complemento ortogonal, S⊥,
também é um subespaço vetorial de E. Se E for um espaço vetorial de dimensão m e S um
subespaço vetorial de E de dimensão r, então S⊥ é um subespaço vetorial de E de dimensão
m− r.

Definição 2.7 Diz-se que uma base B = {vvv1, . . . , vvvm} do espaço vetorial E é ortogonal se o
conjunto dos seus vetores for ortogonal.

Definição 2.8 Uma base B = {vvv1, vvv2, . . . , vvvm} de um espaço vetorial E diz-se ortonormada, se
B é uma base ortogonal e todos os seus vetores são unitários, ||vvvi|| = 1, i = 1, . . . ,m, ou seja,

vvv
′

ivvvj =

{
0 i 6= j

1 i = j
.

Proposição 2.3 Suponhamos que os vetores coluna de uma matrizZZZ1 do tipom×r formam uma
base ortonormada para o subespaço vetorial S (de dimensão r), que é um subespaço vetorial de
E. Se xxx ∈ E, então a projeção ortogonal de xxx em S é dada por ZZZ1ZZZ

′

1xxx.

De forma análoga tem-se

Proposição 2.4 Suponhamos que as colunas da matrizZZZ2 do tipo m×(m−r) formam uma base
ortonormada para o subespaço vetorial S⊥ (de dimensão m − r). Se xxx ∈ E, então a projeção
ortogonal de xxx em S⊥ é dada por ZZZ2ZZZ

′

2xxx.

A matriz ZZZ1ZZZ
′

1 é designada por matriz de projeção ortogonal, MPO, sobre o subespaço vetorial
S. Similarmente, ZZZ2ZZZ

′

2 será a MPO sobre o subespaço vetorial S⊥. Note-se que

ZZZZZZ
′

= [ZZZ1ZZZ2]

[
ZZZ1

ZZZ2

]
= ZZZ1ZZZ

′

1 +ZZZ2ZZZ
′

2 = IIIm

é a MPO sobre o espaço vetorial E.

Assim, visto que ZZZZZZ
′

= IIIm, tem-se

ZZZ2ZZZ
′

2 = IIIm −ZZZ1ZZZ
′

1.

Embora um subespaço vetorial não tenha uma base ortonormada única, a MPO formada a partir
desta base ortonormada é única, ver por exemplo Schott (1997).

Definição 2.9 O Espaço Imagem de uma matriz AAA, representado por R(AAA), é dado por

R(AAA) = {AxAxAx : xxx ∈ E}.
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Definição 2.10 O espaço nulidade de uma matriz AAA, N (AAA), é o espaço que contém todas as
soluções da equação AAAxxx = 000, ou seja

N (AAA) = {xxx : AAAxxx = 000}.

Sendo PPP a MPO sobre S, sabe-se que R(PPP ) = S, pois

R(PPP ) = {PPPxxx : xxx ∈ E} = {ZZZ1ZZZ
′

1xxx : xxx ∈ E} = S

e que N (PPP ) = S⊥ uma vez que

N (PPP ) = {xxx : PPPxxx = 000} = {xxx : ZZZ1ZZZ
′

1xxx = 000} = S⊥.

A soma direta de subespaços vetoriais, ⊕ , pode também ser representada pelo espaço imagem
de matrizes de projeção ortogonais. As proposições que se seguem mostram isso.

Proposição 2.5 Sejam as MPO, PPP 1, ...,PPP k, tais que PPP iPPP j = 000, com i 6= j, i, j = 1, . . . , k, tem-se

• PPP =
∑k
i=1PPP i é MPO,

• R(PPP i) ∩R(PPP j) = 0, com i 6= j,

• R(PPP ) = ⊕ki=1R(PPP i).

Proposição 2.6 Seja PPP uma MPO associada a um subespaço vetorial S. Suponhamos que S é
uma soma direta de subespaços, isto é, S = ⊕ki=1Si. Então existem MPO únicas, PPP 1, ...,PPP k tais
que

PPP =

k∑
i=1

PPP i

e PPP iPPP j = 000, com i 6= j.

Proposição 2.7 SejaAAA uma matriz do tipo n× k. As matrizes de projeção ortogonal sobre R(AAA)

e R(AAA
′
) são dadas por AAA(AAA

′
AAA)+AAA

′
e (AAA

′
AAA)+(AAA

′
AAA), respectivamente.

Temos agora a seguinte proposição

Proposição 2.8 A matriz PPP é uma matriz de projeção ortogonal MPO, se e somente se for
simétrica e idempotente.

Dem: Dado um espaço vetorial E, qualquer vetor xxx ∈ E, pode ser expresso como xxx = xxx1 + xxx2,

onde xxx1 pertence a um subespaço S ⊆ E e xxx2 ao seu complemento ortogonal, S⊥. Se PPP é MPO

de xxx sobre S, PPPxxx = xxx1 e PPPxxx1 = xxx1 o que significa que outras projeções sobre S não devem ter
efeito em PPPxxx1. Assim PPPxxx = xxx1 = PPPxxx1 = PPP (PPPxxx) = PPP 2xxx, logo (PPP − PPP 2)xxx = 0. Uma vez que xxx é
arbitrário, temos PPP = PPP 2, o que significa que PPP é uma matriz idempotente.

9
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Sendo xxx1 a projeção ortogonal de xxx, observando que xxx2 = xxx − xxx1 = (III − PPP )xxx, temos que
0 = (PxPxPx)

′
(III − PPP )xxx = xxx

′
PPP (III − PPP )xxx = xxx

′

1xxx2 = xxx
′
PPP ′(III − PPP )xxx, por isso PPP ′(III − PPP ) = 0 e então

PPP ′ = PPP ′PPP e PPP = PPPPPP ′ o que significa que PPP é simétrica.

Por outro lado, se PPP é uma matriz simétrica e idempotente,

xxx
′

1xxx2 = xxx
′
PPP ′(xxx− xxx1) = xxx

′
PPP ′(III −PPP )xxx

= xxx
′
PPP (III −PPP )xxx

= xxx
′
(PxPxPx−PPP 2xxx)

= xxx
′
(PPP −PPP 2)xxx

= xxx
′
(PPP −PPP )xxx = 0,

portanto, PPP é uma MPO. �

Proposição 2.9 Se PPP é uma MPO, os seus valores próprios serão iguais a 0 ou 1.

Dem: Sendo PPP uma MPO e xxx um vetor próprio da matriz PPP para o valor próprio θ, temos

θxxx = PPPxxx = PPP 2xxx = PPP (PPPxxx) = PPP (θxxx) = θPPPxxx = θ2xxx.

Vindo θxxx = θ2xxx⇔ θ(1− θ)xxx = 0⇔ θ = 0 ∨ θ = 1. �

Da proposição (2.8) vem que, se PPP é uma MPO então

PPP+ = PPP .

Definição 2.11 Duas matrizes de projeção ortogonais, PPP 1 e PPP 2, são mutuamente ortogonais,
PPP 1⊥PPP 2, se

PPP 2PPP 1 = 000,

onde 000 representa a matriz nula.

Proposição 2.10 SePPP 1 ePPP 2 são matrizes de projeção ortogonal mutuamente ortogonais,MPOMO,
então PPP 1 +PPP 2 é uma MPO.

Dem: Uma vez que PPP 1 e PPP 2 são simétricas, idempotentes e mutuamente ortogonais tem-se

(PPP 1 +PPP 2)(PPP 1 +PPP 2) = PPP 1PPP 1 +PPP 1PPP 2 +PPP 2PPP 1 +PPP 2PPP 2 = PPP 1 +PPP 2,

logo PPP 1 +PPP 2 é idempotente. Além disso a soma de matrizes simétricas é uma matriz simétrica.
�

2.1.3 Produto de Kronecker de matrizes

Nesta seção apresentamos algumas noções e propriedades sobre o produto de Kronecker de
matrizes, que representaremos por ⊗. Ao contrário do produto usual de matrizes este está defi-

10
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nido para quaisquer tipos de matrizes. Esta operação foi amplamente estudada por exemplo por
Steeb (1991).

Definição 2.12 Considerando a matriz AAA = [ai,j ] de ordem r × s, e uma matriz BBB qualquer,
tem-se

AAA⊗BBB =


a1,1BBB · · · a1,sBBB

...
. . .

...
ar,1BBB · · · ar,sBBB

 .

Seja Rj o espaço imagem de BBBj , j = 1, 2, R(BBBj), j = 1, 2, tem-se que

R1 ⊗R2 = R(BBB1 ⊗BBB2).

O produto de Kronecker não é comutativo mas satisfaz a propriedade associativa, tendo-se a
proposição seguinte.

Proposição 2.11 Quaisquer que sejam as matrizes AAA, BBB e CCC,

AAA⊗ (BBB ⊗CCC) = (AAA⊗BBB)⊗CCC = AAA⊗BBB ⊗CCC.

Proposição 2.12 SejamAAA eBBB matrizes de ordem r×s, eCCC eDDD matrizes de ordem v× t, tem-se

(AAA+BBB)⊗ (CCC +DDD) = AAA⊗CCC +AAA⊗DDD +BBB ⊗CCC +BBB ⊗DDD,

o que significa que o produto de Kronecker satisfaz a propriedade distributiva.

Proposição 2.13 Quaisquer que sejam as matrizes AAA e BBB, tem-se

(AAA⊗BBB)+ = AAA+ ⊗BBB+.

Se o produto usual de matrizes , AAAhBBBh, h = 1, 2, estiver definido ter-se-á, com AAA1 = [ai,j ],
AAA2, BBB1 = [bj,k] e BBB2 matrizes do tipo r × s, p× q, s× t, e q × v, respectivamente,

11
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(AAA1 ⊗AAA2)(BBB1 ⊗BBB2) =


a1,1AAA2 · · · a1,sAAA2

...
. . .

...
ar,1AAA2 · · · ar,sAAA2



b1,1BBB2 · · · b1,tBBB2

...
. . .

...
bs,1BBB2 · · · bs,tBBB2



=


(

s∑
j=1

a1,jbj,1)AAA2BBB2 · · · (

s∑
j=1

a1,jbj,t)AAA2BBB2

...
. . .

...

(

s∑
j=1

ar,jbj,1)AAA2BBB2 · · · (

s∑
j=1

ar,jbj,t)AAA2BBB2



=


(

s∑
j=1

a1,jbj,1) · · · (

s∑
j=1

a1,jbj,t)

...
. . .

...

(

s∑
j=1

ar,jbj,1) · · · (

s∑
j=1

ar,jbj,t)


⊗ (AAA2BBB2)

= (AAA1BBB1)⊗ (AAA2BBB2). (2.1.1)

Da definição de ⊗ resulta, com AAA = [ai,j ] uma matriz do tipo r × s, que

(AAA⊗BBB)
′

=


a1,1BBB

′ · · · ar,1BBB
′

...
. . .

...
a1,sBBB

′ · · · ar,sBBB
′

 = AAA
′
⊗BBB

′
. (2.1.2)

Proposição 2.14 Com PPP j diagonalizadora ortogonal de AAAj , j = 1, 2, PPP 1 ⊗ PPP 2 será diagonaliza-
dora ortogonal deAAA1⊗AAA2 e os valores próprios deAAA1⊗AAA2 serão o produto dos valores próprios
de AAA1 pelos valores próprios de AAA2.

Dem: Como PPP j é diagonalizadora ortogonal deAAAj , j = 1, 2, tem-se PPP jAAAjPPP
′

j = DDDj , comDDDj , j =

1, 2 uma matriz diagonal. Aplicando (2.1.1) e (2.1.2), obtém-se

(PPP 1 ⊗PPP 2)(AAA1 ⊗AAA2)(PPP 1 ⊗PPP 2)
′

= (PPP 1 ⊗PPP 2)(AAA1 ⊗AAA2)(PPP
′

1 ⊗PPP
′

2)

= (PPP 1AAA1PPP
′

1)⊗ (PPP 2AAA2PPP
′

2)

= DDD1 ⊗DDD2,

logo PPP 1 ⊗PPP 2 é diagonalizadora ortogonal de AAA1 ⊗AAA2, visto queDDD1 ⊗DDD2 é uma matriz diagonal.
Para terminar a demonstração basta observar que os elementos principais de DDD1 ⊗DDD2 são o
produto dos elementos principais de DDD1 pelos de DDD2. �
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Da aplicação desta proposição resulta que o número de valores próprios não nulos de BBB1BBB
′
1 ⊗

BBB2BBB
′
2 é o produto do número de valores próprios relativos aBBB1BBB

′
1 eBBB2BBB

′
2. Como esses números

correspondem às características das matrizes BBB1BBB
′
1 ⊗BBB2BBB

′
2, BBB1BBB

′
1 e BBB2BBB

′
2 tem-se que

car(BBB1 ⊗BBB2) = car[(BBB1 ⊗BBB2)(BBB1 ⊗BBB2)
′
]

= car[(BBB1 ⊗BBB2)(BBB
′

1 ⊗BBB
′

2)]

= car[(BBB1BBB
′

1)⊗ (BBB2BBB
′

2)]

= car(BBB1BBB
′

1)car(BBB2BBB
′

2)

= car(BBB1)car(BBB2).

Como vimos atrás, Rj = R(BBBj), j = 1, 2, e R1 ⊗R2 = R(BBB1 ⊗BBB2), vindo

dim(R1 ⊗R2) = car(BBB1 ⊗BBB2)

= car(BBB1)car(BBB2)

= dim(R1)dim(R2).

Proposição 2.15 O produto de Kronecker de MPO é uma MPO.

Dem: Sendo GGG1 e GGG2 MPO tem-se GGG
′

i = GGGi e GGGiGGGi = GGGi, i = 1, 2, logo

(GGG1 ⊗GGG2)
′

= GGG
′

1 ⊗GGG
′

2 = GGG1 ⊗GGG2,

assim como
(GGG1 ⊗GGG2)(GGG1 ⊗GGG2) = (GGG1GGG1)⊗ (GGG2GGG2) = GGG1 ⊗GGG2,

logo GGG1 ⊗GGG2 é simétrica e idempotente o que significa que é MPO. �

2.1.4 Álgebras de Jordan Comutativas

As Álgebras de Jordan foram introduzidas por Pascual Jordan, em parceria com John von Neu-
mann e Eugene Wigner, para resolver problemas de mecânica quântica, ver Jordan et al. (1934).
Com Seely estas estruturas algébricas deram origem a uma linha de pesquisa com desenvol-
vimentos relevantes em inferência estatística linear e foram designadas por Espaços Vetoriais
Quadráticos, ver Seely (1970a, 1970b, 1971, 1977) e Seely e Zyskind (1971).

Mais tarde, Michalski e Zmślony em (1996) e (1999), usaram as Álgebras de Jordan primeiro para
testar hipóteses sobre componentes de variância e, depois para funções lineares dos parâmetros
em modelos mistos.

As Álgebras de Jordan continuam a ser muito utilizadas, veja-se por exemplo Vanleuwen et al.
(1998, 1999), Fonseca et al. (2006, 2007, 2008, 2009), Rodrigues e Mexia (2006), Jesus et al.
(2007, 2009), Ferreira et al. (2013), Carvalho et al. (2015).
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Interessa-nos fundamentalmente as álgebras Jordan comutativas de matrizes simétricas, AJCS.
Estas são espaços lineares constituídos por matrizes simétricas que comutam e contêm os qua-
drados das suas matrizes.

Seely (1971) mostrou que toda a AJCS, A, tem uma única base, a base principal, bp(A), consti-
tuída por MPOMO.

Seja QQQ = {QQQ1, . . . ,QQQm} a base principal, bp(A), da AJCS A . Dada MMM uma matriz pertencente
à AJCS A, tem-se

MMM =

m∑
j=1

bjQQQj =
∑

j∈C(MMM)

bjQQQj ,

com C(MMM) = {j : bj 6= 0}.

A inversa de Moore-Penrose de MMM será dada por

MMM+ =
m∑
j=1

b+j QQQj ,

onde b+j = 0, se bj = 0 e b+j = b−1
j , qualquer que seja bj 6= 0, j = 1, . . . ,m, e

C(MMM+) = C(MMM).

Assim, podemos concluir que uma AJCS contém as inversas de Moore-Penrose de quaisquer
das suas matrizes.

Com
Rj = R(QQQj), j = 1, . . . ,m

e
gj = car(QQQj), j = 1, . . . ,m,

tem-se

• R(MMM) = ⊕j∈C(MMM)Rj ;

• car(MMM) =
∑

j∈C(MMM)

gj ,

onde ⊕ representa a soma direta ortogonal de subespaços. Além disso, a MPO, sobre R(MMM)

será

QQQ(MMM) =
∑

j∈C(MMM)

QQQj .

Proposição 2.16 As MPO pertencentes a uma AJCS, A, são somas de matrizes da bp(A).
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Dem: Seja QQQ uma MPO pertencente a A, tem-se

QQQ =

m∑
j=1

bjQQQj .

Como QQQ é idempotente e QQQ1, . . . ,QQQm são idempotentes e mutuamente ortogonais,

QQQ =

m∑
j=1

bjQQQj =

m∑
j=1

b2jQQQ
2
j = QQQ2,

logo teremos b2j = bj o que significa que bj = 0 ou bj = 1, j = 1, . . . ,m. Então, com C(QQQ) = {j :

bj 6= 0}, tem-se
QQQ =

∑
j∈C(QQQ)

QQQj .

�

Suponhamos agora que as matrizes de A são matrizes do tipo n× n.

Definição 2.13 Uma AJCS, A, diz-se completa se contém matrizes invertíveis.

Se A contém matrizes invertíveis então teremos

m∑
j=1

QQQj = IIIn, (2.1.3)

uma vez que se tem
∑m
j=1 gj = n, o que significa que a soma das matrizes da base principal de

uma AJCS completa é igual a IIIn.

Seja MMM uma matriz pertencente a uma AJCS, MMM é regular se e somente se C(MMM) = {j : bj 6=
0} = {1, . . . ,m}. Assim, dada

MMM =

m∑
j=1

bjQQQj ,

com bj 6= 0, j = 1, . . . ,m, os bj , j = 1, . . . ,m, serão os valores próprios deMMM com multiplicidades
gj , j = 1, . . . ,m. Ter-se-á então

det(MMM) =

m∏
j=1

b
gj
j

e

MMM−1 =

m∑
j=1

b−1
j QQQj .

Dada a família de matrizes MMM = {MMM1, . . . ,MMMw} de A, tem-se
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MMM i =

m∑
j=1

bi,jQQQj , i = 1, . . . , w,

sendo BBB = [bi,j ] a matriz de transição entre MMM e QQQ. As matrizes de MMM são linearmente indepen-
dentes se e só se os vetores linha de BBB são linearmente independentes. Como dim(A) = m,
se w = m e as matrizes MMM1, . . . ,MMMm são linearmente independentes, os m vetores linha de BBB
serão linearmente independentes. Assim BBB será uma matriz m ×m com car(BBB) = m. Então BBB
será invertível, e com BBB−1 = [bl,h], teremos

QQQl =

m∑
h=1

bl,hMMMh, l = 1, . . . ,m,

e MMM = {MMM1, . . . ,MMMw} será uma base de A.

As matrizes deMMM = {MMM1, . . . ,MMMw} comutam se e somente se forem diagonalizadas pela mesma
matriz, PPP ◦, ver Schott (1997, pg 155).

Temos, então,
MMM ⊂ FFF (PPP ◦),

com FFF (PPP ◦) a família de matrizes diagonalizadas por PPP ◦. Uma vez que FFF (PPP ◦) é uma AJCS,
vemos que uma família de matrizes simétricas n× n está contida numa AJCS se, e somente se
elas comutarem. Como a intersecção de AJCS resulta numa AJCS existirá uma AJCS mínima
que contém MMM , cujas matrizes comutam. Será a AJCS gerada por MMM , A(MMM), ver por exemplo
Jacobson (1953).

2.2 Algumas Distribuições teóricas

Nessa seção apresentamos alguns resultados bem conhecidos sobre algumas distribuções que
iremos utilizar nos capítulos seguintes, nomeadamente as distribuições discretas, Binomial e
Poisson, e as distribuições contínuas, Normal, Qui-quadrado, Quocientes de Qui-quadrado e
distribuição F. Não serão apresentadas demonstrações por serem resultados triviais e fáceis de
encontrar na mais diversificada bibliografia, veja-se por exemplo Pestana e Velosa (2006).

2.2.1 Distribuição Binomial

Seja X o número de sucessos obtidos na realização de n provas de Bernoulli. X tem distribuição
Binomial com parâmetros n e p, em que p é a probabilidade de sucesso em cada prova, se a sua
função de probabilidade for dada por, ver por exemplo Meyer (1970) e Pestana e Velosa (2006),

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, . . . , n. (2.2.4)
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Usaremos a notação X ∼ B(n, p).

A função geradora de momentos de X, ϕX(t), é dada por,

ϕX(t) = E
(
etX
)

=

n∑
k=0

etk

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=

n∑
k=0

(
n

k

)
(etp)k(1− p)n−k

= (pet + 1− p)n.

em que, na última igualdade, foi utilizada a fórmula do binómio de Newton. Como é bem conhe-
cido pode-se encontrar o valor esperado de X, E(X), e a variância de X, V ar(X), da seguinte
forma:

d

dt
ϕX(t) =

d

dt
(pet + 1− p)n

= n(pet + 1− p)n−1pet

e, como E(X) = d
dtϕX(0), então

E(X) = n(p+ 1− p)n−1p = np.

Por outro lado

d2

dt2
ϕX(t) =

d2

dt2
(pet + 1− p)n

= n(n− 1)(pet + 1− p)n−2(pet)2 + npet(pet + 1− p)n−1.

E, portanto,

E(X2) =
d2

dt2
ϕX(0) = n(n− 1)p2 + pn,

e consequentemente, a V ar(X) será

V ar(X) = E(X2)− E2(X)

= [n(n− 1)p2 + pn]− (np)2

= n2p2 − np2 + np− n2p2 = np(1− p).
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Por definição, a função geradora de probabilidades, será dada por

ψX(t) = E(tX) = ϕX(ln t)

= (pt+ 1− p)n.

Apresentamos agora a:

Proposição 2.17 Considerando as variáveis aleatórias independentes X ∼ B(m, p) e Y ∼
B(n, p), tem-se

X + Y ∼ B(m+ n, p).

2.2.2 Distribuição de Poisson

Em situações em que o número n de provas é demasiado grande (n→∞) e a probabilidade de
sucesso p é pequeno (p → 0), a utilização do modelo Binomial, embora adequado, leva-nos a
algumas dificuldades em termos de cálculo.

Observe-se que a expressão (2.2.4) pode ser reescrita da seguinte forma

P (X = k) =
n!

k!(n− k)!
pk
nk

nk

(
1− np

n

)n−k
=

n!

k!(n− k)!

(np)k

nk

(
1− np

n

)n−k
.

Tomando λ = np, tem-se

P (X = k) =
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

λk

nk

(
1− λ

n

)n−k
=

λk

k!
1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)(
1− λ

n

)n−k
.

Se considerarmos o limite quando n→∞, obtemos

lim
n→∞

1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
= 1

e
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lim
n→∞

(
1− λ

n

)n−k
= lim
n→∞

(
1− λ

n

)n
= e−λ, k = 0, 1, . . . .

Assim obtemos

lim
n→∞

P (X = k) =
e−λλk

k!
,

o que corresponde à função de probabilidade da distribuição de Poisson.

Tem-se então

Definição 2.14 Uma variável aleatória X segue uma distribuição de Poisson com parâmetro λ,
λ > 0, se a sua função de probabilidade for dada por

P (X = k) =
e−λλk

k!
, k = 0, 1, . . . .

Utilizamos a notação X ∼ P (λ).

A função geradora de momentos de X, é dada por:

ϕX(t) = E[etX ]

=

∞∑
k=0

etke−λλk

k!

= e−λ
∞∑
k=0

(λet)k

k!

= e−λeλe
t

= eλ(et−1).

Tem-se que

d

dt
ϕX(t) =

d

dt
eλ(et−1) = λeλ(et−1)+t.

Então,

E(X) =
d

dt
ϕ(0) = λ.

Como
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d2

dt2
ϕ(t) = λ(eλ(et−1)+t(λet + 1)),

tem-se

E(X2) =
d2

dt2
ϕ(0) = λ(λ+ 1)

donde

Var(X) = E(X2)− (E(X))2 = λ(λ+ 1)− λ2 = λ.

A função geradora de probabilidades é dada por

ψX(t) = E(tX) = ϕX(ln t)

= eλ(t−1).

Proposição 2.18 Considerando as variáveis aleatórias independentes X ∼ P (λ1) e Y ∼ P (λ2),

então
X + Y ∼ P (λ1 + λ2).

2.2.3 Distribuição Normal

Diz-se que a variável aleatória X segue uma lei Normal com valor esperado µ e desvio padrão
σ, e escreve-se X ∼ N (µ, σ), se a sua função densidade de probabilidade for dada por

n(x|µ, σ) =
1

σ
√

2π
e
−1
2 ( x−µσ )2 , −∞ < x < +∞,−∞ < µ < +∞, σ > 0.

Como é bem conhecido a variável Z = X−µ
σ terá vetor médio nulo e variância 1, Z ∼N (0, 1), e

consequentemente função densidade

n(x|0, 1) =
1√
2π
e
−x2
2 , −∞ < x < +∞.

Proposição 2.19 Consideremos as variáveis aleatórias independentes Xi ∼ N (µi, σi), i =

1, 2, ..., n. Então

Sn =

n∑
i=1

Xi ∼ N

 n∑
i=1

µi;

√√√√ n∑
i=1

σ2
i

 .
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Corolário 2.19.1 Se as variáveis aleatórias independentes Xi ∼ N (µ, σ), i = 1, ..., n, então

X =

∑n
i=1Xi

n
∼ N (µ,

σ√
n

).

2.2.4 Distribuição Qui-quadrado

Como é sabido, ver por exemplo Mood et al. (1987), a soma de m variáveis independentes,
Zi ∼ N (0, 1), i = 1, . . . ,m ao quadrado é um qui-quadrado central com m graus de liberdade,
χ2
m , isto é,

X =

m∑
i=1

Z2
i ∼ χ2

m.

A sua função densidade é dada por:

g(x|m) =
1

2Γ(m2 )
(
x

2
)
m
2 −1e

−x
2 , x > 0,

sendo Γ(n) =
∫∞

0
xn−1e−xdx, n > 0.

Vamos em seguida obter a função geradora de momentos, ϕX(t), considerando a substituição
x = 2

1−2tu. Assim tem-se

ϕX(t) =

∫ +∞

0

etx
1

2Γ(m2 )
(
x

2
)
m
2 −1e

−x
2 dx

=
1

2Γ(m2 )

∫ +∞

0

(
u

1− 2t
)
m
2 −1e−u

2

1− 2t
du

=
1

(1− 2t)
m
2

1

Γ(m2 )

∫ +∞

0

u
m
2 −1e−udu

=
1

(1− 2t)
m
2

; t <
1

2
,

uma vez que
∫ +∞

0
u
m
2 −1e−udu = Γ(m2 ).

Considerando o logarítmo da função ϕX(t), tem-se

η(t) = lnϕX(t) =
−m

2
ln(1− 2t).

O valor médio e a variância da variável serão obtidos por d
dtη(0) e d2

dt2 η(0) pelo que teremos
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{
E(χ2

m) = m,

V ar(χ2
m) = 2m.

Segue-se a

Proposição 2.20 Consideremos as variáveis aleatórias independentes Xi ∼ χ2
mi , i = 1, . . . , k,

então
k∑
i=1

Xi ∼ χ2∑k
i=1mi

.

2.2.4.1 Qui-quadrados não centrais

Vamos agora considerar qui-quadrados não centrais, ver por exemplo Mexia (1995) e Nunes
(2005). Para tal, consideramos a variável aleatória X ∼ N(µ, 1). A função geradora de momentos
de X2 será

ϕX2(t) =

∫ +∞

−∞
etx

2 e
−(x−µ)2

2

√
2π

dx.

Uma vez que se tem

tx2 − 1

2
(x− µ)2 =

t

1− 2t
µ2 − 1

2
(√

1
1−2t

)2

(
x− µ

1− 2t

)2

,

então

ϕX2(t) =
e

t
1−2tµ

2

√
1− 2t

∫ +∞

−∞

e

−1

2(
√

1
1−2t )

2 (x− µ
1−2t )

2

√
2π
√

1
1−2t

dx =
e( t

1−2t )µ2

√
1− 2t

,

uma vez que e

−1

2(
√

1
1−2t )

2 (x− µ
1−2t )

2

√
2π
√

1
1−2t

corresponde à função densidade de uma distribuiçãoN ( µ
1−2t ,

√
1

1−2t ).

Assumindo que X1, ..., Xm são variáveis aleatórias independentes, com densidades n(x|µj , 1),
j = 1, ...,m, ter-se-á

ϕ∑m
j=1X

2
j
(t) =

m∏
j=1

ϕX2
j
(t) =

e
δt

1−2t

(1− 2t)
m
2
, (2.2.5)
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onde δ =
∑m
j=1 µ

2
j , corresponde ao parâmetro de não centralidade. Assim

∑m
j=1X

2
j será um

qui-quadrado não central com m graus de liberdade e parâmetro de não centralidade δ, que
representaremos por χ2

m,δ. Como se tem

ηχ2
m,δ

(t) = lnϕ∑m
j=1X

2
j
(t) =

δt

1− 2t
− m

2
ln(1− 2t),

obtém-se

{
E(χ2

m, δ) = m+ δ

V ar(χ2
m, δ) = 2m+ 4δ.

Considerando χ2
m1,δ1

e χ2
m2,δ2

independentes, facilmente se verifica que

ϕχ2
m1,δ1

+χ2
m2,δ2

(t) = ϕχ2
m1,δ1

(t)ϕχ2
m2,δ2

(t)

=
e

(δ1+δ2)t
1−2t

(1 + 2t)
m1+m2

2

= ϕχ2
(m1+m2),(δ1+δ2)

(t).

Segue-se a

Proposição 2.21 Considerando as variáveis aleatórias independentes X1 ∼ χ2
m1,δ1

e X2 ∼
χ2
m2,δ2

, então
X1 +X2 ∼ χ2

(m1+m2),(δ1+δ2).

Em seguida iremos mostrar que a densidade g(x|m, δ) de um χ2
m,δ é uma combinação linear

de densidades de qui-quadrados centrais. Como os coeficientes dessa combinação são não
negativos, com soma um, ter-se-á uma mistura, ver Robbins (1948) e Robbins and Pitman (1949).
Portanto, visto que δt

1−2t = δ
2 ( 1

1−2t − 1), de (2.2.5) teremos

ϕχ2
m,δ

(t) =
e
−δ
2

(1− 2t)
m
2
e

δ
2(1−2t)

=
e
−δ
2

(1− 2t)
m
2

+∞∑
j=0

1

j!

( δ2 )j

(1− 2t)j

= e
−δ
2

+∞∑
j=0

( δ2 )j

j!

1

(1− 2t)
(m+2j)

2

= e
−δ
2

+∞∑
j=0

( δ2 )j

j!
ϕχ2

m+2j
(t).
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Como a expressão obtida corresponde à função geradora de momentos da mistura

+∞∑
j=0

e
−δ
2

( δ2 )j

j!
g(x|m+ 2j),

teremos, ver Robbins (1948) e Robbins and Pitman (1949),

g(x|m, δ) = e
−δ
2

+∞∑
j=0

( δ2 )j

j!
g(x|m+ 2j),

o que corresponde à densidade de uma variável X ∼ χ2
m,δ.

2.2.5 Quocientes de Qui-quadrados independentes e Distribuição F

Nesta subseção iremos considerar as distribuições F e F , onde esta última corresponde ao
quociente de qui-quadrados independentes, ver por exemplo Nunes (2005).

Considerando os qui-quadrados independentes χ2
m e χ2

n,

=m,n =
nχ2

m

mχ2
n

seguirá uma distribuição F central comm e n graus de liberdade, que representamos por F (z|m,n).
A sua densidade será

f(z|m,n) =
Γ (m+n)

2

Γ(m2 )Γ(n2 )

m
n (mn z)

m
2 −1

(1 + m
n z)

m+n
2

, z > 0.

Por outro lado a densidade de

Tm,n =
χ2
m

χ2
n

,

será

f̄(z|m,n) =
Γ (m+n)

2 z
m
2 −1

Γ(m2 )Γ(n2 )(1 + z)
m+n

2

, z > 0. (2.2.6)

Diremos que Tm,n tem distribuição F (z|m,n).

Assim, uma vez que

∫ +∞

0

Γ(m+n
2 )

Γ(m2 )Γ(n2 )

z
m
2 −1

(1 + z)
(m+n)

2

dz = 1,
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tem-se ∫ +∞

0

z
m
2 −1

(1 + z)
m+n

2

dz =
Γ(m2 )Γ(n2 )

Γ(m+n
2 )

, (2.2.7)

e o valor esperado de Tm,n será dado por,

E(Tm,n) =

∫ +∞

0

z
Γ(m+n

2 )

Γ(m2 )Γ(n2 )

z
m
2 −1

(1 + z)
(m+n)

2

dz

=
Γ(m+n

2 )

Γ(m2 )Γ(n2 )

∫ +∞

0

z
m+2−1

2

(1 + z)
(m+2)+(n−2)

2

dz

=
Γ(m+n

2 )Γ(m+2
2 )Γ(n−2

2 )

Γ(m2 )Γ(n2 )Γ(m+n
2 )

=
m
2

n−2
2

=
m

n− 2
, n > 2,

visto que Γ(x+ 1) = xΓ(x). Tem-se então

E(=m,n) =
n

m
E(Tm,n) =

n

m

m

n− 2
=

n

n− 2
, n > 2.

Consideremos agora

Tm,n,δ =
χ2
m,δ

χ2
n

,

que seguirá uma distribuição F com m e n graus de liberdade e parâmetros de não centralidade
δ e 0, F (z|m,n, δ).

Como vimos anteriormente, a densidade de χ2
m,δ é uma mistura, logo a densidade de Tm,n,δ será,

ver Robbins (1948) e Robbins e Pitman (1949), uma mistura com os mesmos coeficientes, vindo

f̄(z|m,n, δ) = e
−δ
2

+∞∑
i=0

( δ2 )i

i!
f̄(z|m+ 2i, n). (2.2.8)

Seja Y uma variável indicatriz com distribuição de Poisson de parâmetro δ
2 . Quando Y = i, χ2

m,δ

distribui-se como um χ2
m+2i e F (z|m,n, δ) como F (z|m+2i, n), ver Mexia (1995) e Nunes (2005).

Portanto, a distribuição de Tm,n,δ será
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F (z|m,n, δ) = pr(Tm,n,δ ≤ z)

=

+∞∑
i=0

pr(Y = i)pr(Tm,n,δ ≤ z|Y = i)

=

+∞∑
i=0

e
−δ
2

δ
2

i

i!
F (z|m+ 2i, n)

= e
−δ
2

+∞∑
i=0

δ
2

i

i!
F (z|m+ 2i, n). (2.2.9)

Derivando F (z|m,n, δ) em ordem a δ, obtém-se, com j = i− 1,

∂F (z|m,n, δ)
∂δ

= −1

2
F (z|m,n, δ) + e

−δ
2

∞∑
i=1

( δ2 )i−1

(i− 1)!
F (z|m+ 2i, n)

= −1

2
F (z|m,n, δ) + e

−δ
2

∞∑
j=0

( δ2 )j

j!
F (z|m+ 2 + 2j, n)

= −1

2
F (z|m,n, δ) +

1

2
F (z|m+ 2, n, δ)

=
F (z|m+ 2, n, δ)− F (z|m,n, δ)

2
.

Seja Fl a distribuição de Ul, l = 1, 2. Se U1 < U2, então U2 ≤ u implica que U1 ≤ u, logo tem-se,
ver Nunes (2005),

F2(u) ≤ F1(u).

Assim, considerando os qui-quadrados independentes, χ2
m,δ, χ

2
n, χ

2
2, como

pr

(
χ2
m,δ

χ2
n

<
χ2
m,δ + χ2

2

χ2
n

)
= 1,

e uma vez que estas frações seguem distribuições F (z|m,n, δ) e F (z|m+2, n, δ) respectivamente,
vem, para z > 0, F (z|m+ 2, n, δ)<F (z|m,n, δ) e consequentemente,

∂F (z|m,n, δ)
∂δ

< 0.

Por outro lado

=m,n,δ =
n

m

χ2
m,δ

χ2
n

terá distribuição

F (z|m,n, δ) = F
(m
n
z|m,n, δ

)
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e densidade
f(z|m,n, δ) =

(m
n

)
f
(m
n
z|m,n, δ

)
.

Como vamos ver nos próximos capítulos optámos por trabalhar com a distribuição F por ser mais
"tratável" e estatisticamente equivalente à distribuição F .

2.2.5.1 Propriedades de monotonia das distribuições F e F

Nesta subseção apresentamos uma propriedade de monotonia das distribuições F e F centrais,
que nos será útil nas aplicações que serão apresentadas neste trabalho, ver Mexia et al. (2011).
O desenvolvimento será feito utilizando a distribuição F no entanto a propriedade é igualmente
válida para a distribuição F. Como foi visto anteriormente, com χ2

r e χ2
s independentes,

Tr,s =
χ2
r

χ2
s

tem distribuição F (z|r, s). Com f1−α,r,s o (1−α)-ésimo quantil desta distribuição e s < s0, ter-se-á

f1−α,r,s > f1−α,r,so , (2.2.10)

o que sugere que, para z suficientemente grande, se tem

F (z|r, s) < F (z|r, so). (2.2.11)

Vamos em seguida verificar a veracidade destas desigualdades. De (2.2.6) e (2.2.7) vem que

F (z|r, s) =

∫ z
0

x
r
2
−1

(1+x)
r+s
2

dx∫ +∞
0

x
r
2
−1

(1+x)
r+s
2

dx
.

Esta expressão permite-nos tratar r e s como variáveis reais e mostrar que ∂F (z|r,s)
∂s > 0, para

z > 0, o que estabelece as desigualdades (2.2.10) e (2.2.11). Começamos por obter

∂

∂s

∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx =
∂

∂s

∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r
2
e−

ln(1+x)s
2 dx

= −
∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r
2
e−

ln(1+x)s
2

ln(1 + x)

2
dx

= −1

2

∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

ln(1 + x)dx.

Assim, de (2.2.7), tem-se
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∂

∂s

(∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx

)−1

=
1

2

(∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx

)−2 ∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

ln(1 + x)dx

=
1

2

Γ2
(
r+s

2

)
Γ2
(
r
2

)
Γ2
(
s
2

) ∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

ln(1 + x)dx.

Analogamente

∂

∂s

(∫ z

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx

)

= −1

2

∫ z

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

ln(1 + x)dx

vindo

∂F (z|r, s)
∂s

=
d

ds

∫ z

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx×

(∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx

)−1


=
Γ
(
r+s

2

)
Γ
(
r
2

)
Γ
(
s
2

) (−1

2

∫ z

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

ln(1 + x)dx

)

+
1

2

Γ2
(
r+s

2

)
Γ2
(
r
2

)
Γ2
(
s
2

) ∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

ln(1 + x)dx×
∫ z

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx.

=
1

2

Γ
(
r+s

2

)
Γ
(
r
2

)
Γ
(
s
2

) ( Γ
(
r+s

2

)
Γ
(
r
2

)
Γ
(
s
2

) ∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

ln(1 + x)dx

×
∫ z

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx−
∫ z

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

ln(1 + x)dx

)
.

Tem-se então
∂F (z|r,s)

∂s −→ 0

z 7→ +∞
,

e
∂F (z|r,s)

∂s −→ 0

z 7→ 0
.

Para estabelecer as desigualdades, ou seja, mostrar que ∂F (z|r,s)
∂s > 0, para z > 0, será suficiente

provar que ∀s, ∂F (z|r,s)
∂s , como função de z, tem apenas um máximo local para z > 0.
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Consideremos g(z) = ∂F (z|r,s)
∂s , tem-se então

g′(z) =
∂2F (z|r, s)
∂s∂z

=
∂2F (z|r, s)
∂z∂s

=
∂

∂s

 ∂

∂z

∫ z

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx

(∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx

)−1


=
∂

∂s

(∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

dx

)−1
z
r
2−1

(1 + z)
r+s
2


=

1

2

Γ2
(
r+s

2

)
Γ2
(
r
2

)
Γ2
(
s
2

) ∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

ln(1 + x)dx

× z
r
2−1

(1 + z)
r+s
2

− 1

2

Γ
(
r+s

2

)
Γ
(
r
2

)
Γ
(
s
2

) z
r
2−1

(1 + z)
r+s
2

ln(1 + z)

=
1

2

Γ
(
r+s

2

)
Γ
(
r
2

)
Γ
(
s
2

) z
r
2−1

(1 + z)
r+s
2

(
Γ
(
r+s

2

)
Γ
(
r
2

)
Γ
(
s
2

)
×

∫ +∞

0

x
r
2−1

(1 + x)
r+s
2

ln(1 + x)dx− ln(1 + z)

)
= u(z, s) [v(s)− ln(1 + z)] ,

com 
u(z, s) = 1

2

Γ( r+s2 )
Γ( r2 )Γ( s2 )

z
r
2
−1

(1+z)
r+s
2

> 0, z > 0

v(s) =
Γ( r+s2 )

Γ( r2 )Γ( s2 )

∫ +∞
0

x
r
2
−1

(1+x)
r+s
2

ln(1 + x)dx > 0.

Como

`(z) = ln(1 + z)

cresce com z, `(0) = 0 e
`(z) −→ +∞

z 7→ +∞
,

a equação

`(z) = v(s)

terá uma única raiz z0, para z > 0. Assim z0 será a única raiz de g′(z), para z > z0, tendo-se a
situação descrita na Figura 2.1. Concluímos então que F (z|r, s) < F (z|r, so) sempre que s < so,

o que estabelece a propriedade de monotonia dos quantis da distribuição F central.
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Figura 2.1: Representação gráfica de g(z).

2.3 Modelos Lineares

Os modelos lineares são muito usados pelos estatísticos na análise de dados e desenvolvimento
de novos métodos estatísticos. Estes apresentam uma relação entre variáveis que é linear nos
seus parâmetros. Nesta seção faremos uma pequena abordagem a estes modelos, apresen-
tando a sua estrutura para fatores de efeitos fixos e efeitos aleatórios. São considerados ainda
os modelos mistos com estrutura ortogonal por blocos (OBS) e apresentados alguns resulta-
dos sobre extensões L. Estes modelos foram amplamente estudados, por exemplo em Scheffé
(1959), Searle et al. (1992), Rao (1973), Khuri et al. (1998) e Muller and Stewart (2006).

2.3.1 Modelos de efeitos fixos

Um modelo linear que apresenta somente fatores de efeitos fixos, para além do erro que é sempre
aleatório, designa-se por modelo de efeitos fixos. O modelo mais simples é o modelo com apenas
um fator, que pode ser descrito da seguinte forma, ver por exemplo Scheffé (1959),

Yi,j = µ+ αi + εi,j , j = 1, ..., ni, i = 1, ..., r, (2.3.12)

onde

• Yi,j , representa a j-ésima observação do nível i do fator;

• µ, representa a média geral, sendo um parâmetro fixo desconhecido;

• αi, representa o efeito do nível i do fator, que é fixo;

• εi,j , corresponde ao erro aleatório.

À semelhança do que acontece na maioria da literatura, utilizaremos a seguinte notação:

• Yi• =

ni∑
j=1

Yij

ni
, é a média das observações do nível i do fator;
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• Y•• =

r∑
i=1

ni∑
j=1

Yij

n , é a média geral das observações;

• n =

r∑
i=1

ni, é o número total de observações.

Considerando a notação matricial, o modelo (2.3.12) pode ser escrito, ver por exemplo Searle et
al. (1992),

YYY = µµµ+DDD(111n1
, ...,111nr )ααα+ εεε,

onde

• YYY = (Y1,1, Y1,2, ..., Y1,n1
, Y2,1, ..., Y2,n2

, ..., Yr,1, ..., Yr,nr )
′, corresponde ao vetor das observa-

ções;

• µµµ = 111nµ, sendo 111n o vetor com todas as n componentes iguais a 1;

• ααα = (α1, ..., αr)
′, o vetor de efeitos fixos;

• DDD(111n1
, ...,111nr ), indica uma matriz diagonal por blocos com, 111n1

, ...,111nr , ao longo dos blocos;

• εεε = (ε1, ..., εn)′, corresponde ao vetor dos erros aleatórios.

Se considerarmos um modelo de efeitos fixos com dois fatores e interação, teremos

Yi,j,k = µ+ αi + τj + (ατ)i,j + εi,j,k, i = 1, ..., r; j = 1, ..., ni; k = 1, ..., ni,j ,

onde

• Yi,j,k, representa a k-ésima observação do nível i do primeiro fator e nível j do segundo
fator;

• µ, representa a média geral dos dados;

• αi, representa o efeito do nível i do primeiro fator;

• τj , representa o efeito do nível j do segundo fator;

• (ατ)i,j , representa a interação, entre o nível i do primeiro fator e o nível j do segundo fator;

• εi,j,k, i = 1, ..., r; j = 1, ..., ni; k = 1, ..., ni,j , corresponde ao erro aleatório.

31



Análise de Variância com Amostras de Dimensão Aleatória e suas Aplicações

Em notação matricial e em termos gerais teremos, ver por exemplo Searle et al. (1992),

YYY = µµµ+

c∑
h=1

XXXhαααh + εεε,

onde

• µµµ = 111nµ;

• XXXh, h = 1, ..., c, correspondem às matrizes de delineamento, conhecidas;

• αααh = h = 1, ..., c, correspondem aos vetores de efeitos fixos;

• εεε = (ε1, ..., εn)′, será o vetor dos erros aleatórios.

2.3.2 Modelos de efeitos aleatórios

Se um fator tem um grande número (ou mesmo uma infinidade) de possíveis níveis, não sendo
possível estudá-los a todos, teremos que estudar apenas uma amostra aleatória de níveis do
fator. Neste caso, os níveis selecionados aleatoriamente para o estudo terão efeitos que são
descritos por variáveis aleatórias, e não por constantes.

Consideremos o modelo de efeitos aleatórios mais simples, que será o que apresenta apenas
um fator, ver por exemplo Scheffé (1959),

Yi,j = µ+ βi + εi,j , i = 1, ..., r, j = 1, ..., ni, (2.3.13)

onde

• Yi,j , representa a j-ésima observação do nível i do fator;

• µ, representa a média geral dos dados;

• βi, representa o efeito do nível i do fator, que é aleatório;

• εi,j , i = 1, ..., r; j = 1, ..., ni, corresponde ao erro aleatório.

O modelo (2.3.13) pode ser escrito em notação matricial da seguinte forma, ver por exemplo
Khuri et al. (1998),

YYY = µµµ+DDD(111n1
, ...,111nr )βββ + εεε,

onde

• YYY = (Y1,1, Y1,2, ..., Y1,n1 , Y2,1, ..., Y2,n2 , ..., Yr,1, ..., Yr,nr )
′, é o vetor das observações;
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• µµµ = 111nµ;

• βββ = (β1, ..., βr)
′, é o vetor de efeitos aleatórios;

• DDD(111n1
, ...,111nr ), indica uma matriz diagonal por blocos com, 111n1

, ...,111nr ao longo dos blocos;

• εεε = (ε1, ..., εn)′, é o vetor dos erros aleatórios.

Para o caso geral ter-se-á, em notação matricial, ver mais uma vez por exemplo Searle et al.
(1992) e Khuri et al. (1998),

YYY = µµµ+

w∑
h=1

XXXhβββh + εεε,

onde

• µµµ = 111nµ, corresponde ao vetor das médias;

• XXXh, h = 1, ..., w, são as matrizes de delineamento, conhecidas;

• βββh, i = 1, ..., w, são os vetores de efeitos aleatórios, independentes;

• εεε = (ε1, ..., εn)′, corresponde ao vetor dos erros aleatórios.

2.3.3 Modelos mistos

Um modelo misto é um modelo que contém tanto fatores de efeitos fixos como fatores de efeitos
aleatórios. Estes modelos têm vindo a ser aplicados nas mais diversas áreas, nomeadamente na
investigação biológica e médica, agricultura ou indústria. Detalhe referente, à teoria de modelos
mistos podem ser consultados, por exemplo, em Khuri et al. (1998).

O modelo misto com um fator fixo, e outro aleatório e com interação pode ser escrito da seguinte
forma, ver por exemplo Searle et al. (1992),

Yi,j,k = µ+ αi + βj + (αβ)i,j + εi,j,k, i = 1, ..., r, j = 1, ..., ni, k = 1, ..., ni,j ,

onde

• Yi,j,k, representa a k-ésima observação do nível i do primeiro fator e nível j do segundo
fator;

• µ, representa a média geral;
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• αi, i = 1, ..., r, corresponde ao efeito do nível i do primeiro fator, que é fixo;

• βj , j = 1, ..., ni, corresponde ao efeito do nível j do segundo fator, que é aleatório;

• (αβ)i,j , i = 1, ..., r; j = 1, ..., ni, representa a interação, entre o nível i do primeiro fator e o
nível j do segundo fator;

• εi,j,k, i = 1, ..., r; j = 1, ..., ni; k = 1, ..., ni,j , corresponde ao erro aleatório.

Em notação matricial e em termos gerais, ter-se-á

YYY = µµµ+

w∑
h=1

XXXhβββh + εεε, (2.3.14)

onde

• µµµ = 111nµ;

• XXXh, h = 1, ..., w, correspondem às matrizes de delineamento, conhecidas;

• βββh, h = 1, ..., c, são vetores de efeitos fixos, c < w;

• βββh, h = c+ 1, ..., w, são vetores de efeitos aleatórios e independentes;

• εεε = (ε1, ..., εn)′, corresponde ao vetor dos erros aleatórios.

2.3.4 Modelos com estrutura ortogonal por blocos (OBS)

O modelo (2.3.14) aparece em muita literatura, ver por exemplo Carvalho et al. (2015), Khuri et
al. (1998) e Santos (2012), escrito da seguinte forma

YYY =

w+1∑
i=0

XXXiβββi, (2.3.15)

em que βββ0 é fixo e βββ1, . . . ,βββw+1 são vetores aleatórios independentes com vetores médios nulos
e matrizes de covariância σ2

1IIIc1 , . . . , σ
2
w+1IIIcw+1

, com ci o número de componentes de βββi, i =

1, . . . , w + 1. O modelo misto assim definido será considerado no capítulo 3 e 4 do presente
trabalho. As matrizes XXX1, . . . ,XXXw+1 são conhecidas e tais que

R([XXX1 . . .XXXw+1]) = Rn.
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O vetor médio de YYY é dado por

µµµ = E

(
w+1∑
i=0

XXXiβββi

)
= XXX0βββ0 +

w+1∑
i=1

XXXiE(βββi) = XXX0βββ0,

e a matriz de covariâncias por

6 Σ =6 Σ

(
w+1∑
i=1

XXXiβββi

)
=

w+1∑
i=1

σ2
iXXXiXXX

′

i =

w+1∑
i=1

σ2
iMMM i,

em que MMM i = XXXiXXX
′

i, i = 1, . . . , w + 1.

Podemos considerar, para o modelo (2.3.15), σ2
w+1 = σ2,XXXw+1 = IIIn e βββw+1 = εεε. Os modelos

de efeitos fixos e de efeitos aleatórios abordados anteriormente podem ser tratados como casos
particulares do modelo misto. Para se ter um modelo de efeitos aleatórios considera-se XXX0 = 111n

e βββ0 = µµµ enquanto que para o modelo de efeitos fixos se tem, w + 1 = 1 e XXXw+1βββw+1 = εεε.

O espaço gerado por µµµ será R(XXX0). Assim, de acordo com a proposição 2.8, página 9, a MPO

sobre R(XXX0) será dada por

TTT = XXX0(XXX ′0XXX0)+XXX ′0 = XXX0XXX
+
0 .

Segundo Nelder (1965a, 1965b), Houtman and Speed (1983) e Mejza (1992) tem-se

Definição 2.15 Um modelo misto tem estrutura ortogonal por blocos (OBS) quando a matriz de
covariância, 6 Σ, pode ser escrita como a seguinte combinação linear

6 Σ =

m∑
j=1

γjQQQj ,

com QQQ1, . . . ,QQQm MPOMO conhecidas e tais que

m∑
j=1

QQQj = IIIn.

Estes modelos foram introduzidos por J. A. Nelder, ver Nelder (1965a, 1965b), e continuam a
desempenhar um papel central na teoria do delineamento em blocos casualizados, ver Calinski
and Kageyama (2000, 2003).

Estabelecemos agora a seguinte proposição.

Proposição 2.22 O modelo misto YYY =
∑w+1
i=0 XXXiβββi tem OBS se e somente se, as matrizes

MMM1, . . . ,MMMw+1 comutam.
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Dem: Se as matrizesMMM1, . . . ,MMMw+1 comutam, geram umaAJCS,A, com base principal bp(A) =

{QQQ1, . . . ,QQQm}. Assim teremos

MMM i =

m∑
j=1

bi,jQQQj , i = 1, . . . , w,

e

6 Σ =

w+1∑
i=1

σ2
iMMM i =

m∑
j=1

γjQQQj ,

com γj =
∑w+1
i=1 bi,jσ

2
i , j = 1 . . . ,m. A tese fica estabelecida visto que a matriz invertível

∑w+1
i=1 MMM i ∈

A, então A é completa e
∑m
j=1QQQj = IIIn.

A demonstração da implicação no sentido inverso pode ser vista em Carvalho et al. (2015). �

Apresentaremos agora uma classe especial de modelos com OBS.

Definição 2.16 Um modelo misto tem estrutura ortogonal por blocos comutativa, COBS, se tem
OBS e além disso,

TQTQTQj = QQQjTTT , j = 1, . . . ,m,

sendo TTT aMPO sobre o espaço gerado pelo vetor médio µµµ e {QQQ1, . . . ,QQQm} as matrizes da bp(A).

Os modelos com COBS, foram introduzidos em Fonseca et al. (2008). Os mesmos têm vindo
a ser estudados, veja-se por exemplo Santos et al. (2007), Nunes et al. (2008), Carvalho et al.
(2008), Ferreira et al. (2013) e Carvalho et al. (2015).

Estabelecemos agora a seguinte proposição.

Proposição 2.23 O modelo tem COBS se e só se as matrizes MMM1, . . . ,MMMw+1 e TTT comutarem.

Dem: A demonstração pode ser vista, por exemplo, em Carvalho et al. (2015). �

2.3.5 Extensões L

Nesta seção, apresentaremos alguns resultados importantes sobre extensões L, as quais têm
sido usadas para resolver certas questões sobre a falta de ortogonalidade em modelos de efeitos
fixos e modelos mistos, ver Ferreira et al. (2009) e Moreira et al. (2009). Utilizaremos esta classe
de modelos nos próximos dois capítulos, na formulação dos modelos mistos com amostras de
dimensão aleatória.

Consideremos um modelo linear com m tratamentos e n1, . . . , nm observações por tratamento e
seja
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LLL = DDD(111n1
, . . . ,111nm)

uma matriz diagonal por blocos, com blocos principais 111n1 , . . . ,111nm .

Segundo Ferreira et al. (2009) e Moreira et al. (2009), o modelo

YYY = LLLYYY o + εεε,

em que εεε corresponde ao vetor dos erros com vetor médio nulo e matriz de covariância σ2IIIn, é
uma extensão L de

YYY o =

w∑
i=0

XXXiβββi,

onde βββ0 é fixo e βββ1, . . . ,βββw são aleatórios e independentes com vetores médios nulos e matrizes
de covariância σ2

1IIIc1 , . . . , σ
2
wIIIcw , onde ci, i = 1, . . . , w, é o número de componentes de βββi, i =

1, . . . , w. Os modelos YYY e YYY 0 são modelos mistos.

Vamos assumir que YYY o tem estrutura ortogonal por blocos, OBS, com vetor médio e matriz de
covariância, respectivamente,

• µµµo = XXX0βββ0,

• VVV o =
∑`
j=1 γjKKKj ,

onde KKK1, ...,KKK` são MPOMO e γj , j = 1, ..., `, correspondem às chamadas componentes de
variância canónicas, ver por exemplo, Ferreira et al. (2013). Consideremos as matrizes AAAj ,
j = 1, ..., `, cujos vetores linha constituem uma base ortonormada para o espaço gerado por KKKj ,
R(KKKj), j = 1, ..., `. Teremos portanto

• KKKj = AAA
′

jAAAj , j = 1, ..., `,

• IIIgj = AAAjAAA
′

j , j = 1, ..., `,

com gj = car(KKKj).

As MPO sobre Ω = R(LLL) e sobre o seu complemento ortogonal, Ω
⊥
, serão respectivamente, ver

Schott (1997),

• P (LLL) = LLLLLL+,

• Q(LLL) = IIIn − P (LLL).

Note-se, que com LLL = D(111n1 , ...,111nm), e n =
∑m
i=1 ni, teremos

LLL+ = D(
1

n1
111
′

n1
, ...,

1

nm
111
′

nm).
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Como os vetores coluna de LLL são linearmente independentes, ver Schott (1997), temos

LLL+LLL = IIIn.

Quando YYY o é independente de εεε, com εεε ∼ N (000, σ2IIIn), P (LLL)εεε e Q(LLL)εεε também serão indepen-
dentes, uma vez que têm distribuição conjunta normal e matrizes de covariância nulas. Assim,
ter-se-á

P (LLL)YYY = P (LLL)LLLYYY o + P (LLL)εεε = LLLYYY o + P (LLL)εεε

e
Q(LLL)YYY = Q(LLL)εεε

independentes.

Podemos então considerar, uma vez que LLL+P (LLL) = LLL+,

YYY oo = LLL+YYY = YYY o +LLL+εεε = YYY o +LLL+P (LLL)εεε,

independente de Q(LLL)YYY = Q(LLL)εεε, ver Ferreira et al. (2009), e portanto, independente de

S = ‖Q(LLL)YYY ‖2 = ‖Q(LLL)εεε‖2, (2.3.16)

que será o produto de σ2 por um qui-quadrado central com

g(n) = n−m

graus de liberdade, S ∼ σ2χ2
g(n).

Observemos que YYY oo tem vetor médio e matriz de covariância dados por

• µµµoo = µµµo = XXX0βββ0,

• VVV oo = VVV o + σ2(LLL+(LLL+)′) =
∑m
j=1 γjKKKj + σ2(LLL+(LLL+)′).

Com LLL = D(111n1
, ...,111nm) teremos

LLL+(LLL+)′ = D(n−1
1 , ..., n−1

m )

e, com XXXo
j = AAAjXXX0, j = 1, ..., `, ter-se-á

YYY ooj = AAAjYYY
oo, j = 1, ..., `,

com vetor médio e a matriz de covariância dados por

• µµµoj = AAAjµµµ
o = XXXo

jβββ0, j = 1, ..., `,

• VVV ooj = γjIIIgj + σ2AAAj(LLL
+(LLL+)′)AAA

′

j , j = 1, ..., `.
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SendoPPP j eQQQj as MPO sobre R(XXXo
j) e R(XXXo

j)
⊥, com características pj e fj = gj−pj , j = 1, ..., `,

respectivamente, e TTT j e WWW j as matrizes cujos vetores linha constituem uma base ortonormada
para R(XXXo

j) e R(XXXo
j)
⊥, j = 1, ..., `, teremos

• PPP j = TTT
′

jTTT j , j = 1, ..., `,

• QQQj = WWW
′

jWWW j , j = 1, ..., `.

A seguir consideramos os testes de hipóteses para as componentes de variância canónicas,
γ1, ..., γ`. Assumimos que

pj < gj , j = z + 1, ...., `,

com 0 ≤ z < `. Consideremos

ooYooYooY j = WWW jYYY
oo
j , j = z + 1, ...., `

os quais têm vetores médios nulos e matrizes de covariância γjIIIfj + σ2BBBj , j > z, com

BBBj = WWW jAAAjLLL
+(LLL+)′AAA

′

jWWW
′

j , j > z. (2.3.17)

Como YYY ooj é independente de S, ooYooYooY j também é independente de S, j > z. Por outro lado,

ooYooYooY j = oYoYoY j +WWW jAAAjLLL
+εεε, j > z, (2.3.18)

com

oYoYoY j = WWW jAAAjY
oY oY o, j > z.

Quando a hipótese

H0,j : γj = 0, j > z (2.3.19)

se verifica, temos

pr(oYoYoY j = 000) = 1, j > z,

vindo

pr(ooYooYooY j = WWW jAAAjLLL
+εεε) = 1, j > z.

Assim, ooYooYooY j terá vetor médio nulo e matriz de covariância σ2BBBj , j > z.

Devido à independência entre ooYYY j e S, j > z, quando H0,j se verifica, a estatística

Tj =
(ooYooYooY j)

′(BBB−1
j )ooYooYooY j

S
, j > z (2.3.20)
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seguirá uma distribuição F central com fj , j > z, e g(n) graus de liberdade, F (z|fj , g(n)), e pode
ser utilizada como estatística de teste.

Vamos estabelecer

Proposição 2.24 Os testes com a estatística Tj , j > z, são não distorcidos.

Dem: Como oYoYoY j é independente de WWW jAAAjLLL
+εεε pode-se trabalhar com probabilidades condicio-

nais, definidas a partir dos valores de ‖oYoYoY j‖2. As hipóteses H0,j verificam-se se e somente se
pr(‖oYoYoY j‖2 = 0) = 1 e quando ‖oYoYoY j‖2 = δj a distribuição de Tj é uma distribuição F não central
com parâmetro de não-centralidade δj , F (.|fj , g(n), δj), j > z. Para completar a demonstração,
basta observar que esta distribuição diminui com δj , j > z, como vimos na seção (2.2.5) (ver
também por exemplo Mexia (1990) e Nunes (2005)). �
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Capítulo 3

Testes F com amostras de dimensão aleatória.
Processos de contagem

Neste Capítulo iremos estender a ANOVA usual, com um e mais fatores, ao caso em que as di-
mensões das amostras não são previamente conhecidas. Estas serão tratadas como realizações
de variáveis aleatórias, ver Capistrano et al. (2014), Mexia et al. (2011), Moreira et al. (2013),
Nunes et al. (2012a, 2013, 2014).

Comecemos por supor que temos m tratamentos e que:

• a distribuição do vetor das dimensões das amostras, NNN = (N1, ..., Nm)
′
, é conhecida a

menos de certos parâmetros,

• a distribuição condicional do vetor das observações, YYY , dadoNNN = nnn, com nnn = (n1, ..., nm)
′
,

é igualmente conhecida a menos de certos parâmetros,

então podemos formular um modelo afim de realizar inferência aquando da recolha das observa-
ções.

Assim, quando as dimensões das amostras não são previamente conhecidas, é mais correto
considerá-las como realizações, n1, ..., nm, das variáveis aleatórias independentes, N1, ..., Nm. O
vetor nnn = (n1, ..., nm)

′
será uma realização do vetor NNN = (N1, ..., Nm)

′
.

Esta abordagem deve ser baseada na escolha apropriada da distribuição dos N1, ..., Nm. No
que se segue presume-se que a ocorrência das observações, para cada uma das amostras,
corresponde a processos de contagem. A contagem é interrompida no final do período de tempo
definido à partida. Isso leva-nos a considerar que as variáveis aleatórias N1, ..., Nm seguem uma
distribuição de Poisson com parâmetros λ1, ..., λm.

Consideremos ainda

n =

m∑
i=1

ni,

como realização da variável aleatória

N =

m∑
i=1

Ni.
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Devido à independência dos N1, ..., Nm, a variável N terá distribuição de Poisson com parâmetro

λ =

m∑
i=1

λi.

De seguida apresentamos um exemplo de uma situação prática em que, quanto a nós, o mais
correto será a utilização desta abordagem. Suponhamos que se pretende realizar um estudo
para comparar várias patologias de pacientes que chegam às urgências de um Hospital durante
um determinado intervalo de tempo. O número de pacientes não é conhecido à partida e se as
contagens forem repetidas num outro intervalo de tempo, com a mesma duração, o mais provável
é obtermos um número diferente de pacientes para essas patologias. Assim, se pretendermos
realizar apenas um estudo é mais correto considerar as dimensões das amostras como realiza-
ções de variáveis aleatórias.

Neste capítulo consideramos modelos de efeitos fixos, efeitos aleatórios e modelos mistos. São
apresentados aplicações com dados reais, nomeadamente com pacientes com diferentes tipos
de cancro no Brasil, para ilustrar a utilidade da nossa abordagem.

3.1 Distribuição de Poisson Truncada

Nesta seção iremos obter a expressão da função de probabilidade da Poisson truncada assu-
mindo inicialmente que se tem uma dimensão mínima global para as amostras e depois assu-
mindo uma dimensão mínina para cada uma das amostras. Ao assumirmos a existência de di-
mensões mínimas pretendemos evitar a ocorrência de casos altamente desequilibrados, veja-se
por exemplo Mexia et al. (2011) e Nunes et al. (2014). Continuaremos a assumir que existem m

diferentes tratamentos no total. Os resultados obtidos nesta seção serão utilizados neste capítulo
por forma a obter as distribuições não condicionais das estatísticas de teste.

3.1.1 Dimensão mínima global para as amostras

A forma mais comum para a distribuição de Poisson truncada é a omissão do valor zero como
valor da variável, como se pode ver por exemplo em Johnson and Kotz (1969). Iremos portanto
assumir que Ni ≥ 1, i = 1, ...,m, uma vez que é necessário ter-se pelo menos uma observação
por tratamento. Por forma a podermos realizar inferência assumiremos ainda queN =

∑m
i=1Ni >

m.
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Como foi dito anteriormente consideremos que as variáveis Ni, i = 1, ...,m seguem uma dis-
tribuição de Poisson com parâmetros λi, i = 1, ...,m,Ni ∼ P (λi), i = 1, ...,m. Assim, N terá
distribuição de Poisson com parâmetro λ, N ∼ P (λ). Teremos

pu,i = pr(Ni = u|Ni ≥ 1)

=
pr(Ni = u)

pr(Ni ≥ 1)
=

pr(Ni = u)

1− p(Ni = 0)

=
e−λiλui /u!

1− e−λi
=

e−λi

1− e−λi
λui
u!
, u = 1, ...; i = 1, ...,m.

A função geradora de momento dos Ni, quando Ni ≥ 1, i = 1, ...,m, será dada por

ϕi(t) =

∞∑
u=1

eute−λi

1− e−λi
λui
u!

=
e−λi

1− e−λi
(eλie

t

− 1), i = 1, ...,m,

e a sua função geradora de probabilidade dada por

ψi(t) = ϕi(ln t) =
e−λi

1− e−λi
(eλit − 1), i = 1, ...,m.

Vamos assumir agora que N̈i, i = 1, ...,m, correspondem às variáveis truncadas Ni, i = 1, ...,m,
quando Ni ≥ 1, e que

N̈ =

m∑
i=1

N̈i.

Obtém-se então a função geradora de probabilidades de N̈ dada por

ψ̈(t) =

m∏
i=1

ψi(t) =

(
m∏
i=1

e−λi

1− e−λi

)
m∏
i=1

(eλit − 1)

=

(
m∏
i=1

e−λi

1− e−λi

) ∑
C⊆m

(−1)m−](C)e(
∑
i∈C λi)t,

visto que
m∏
i=1

(eλit − 1) =
∑
C⊆m

(−1)m−](C)e(
∑
i∈C λi)t,

onde m = {1, ...,m} e ](C) corresponde ao cardinal de C, sendo C um qualquer subconjunto de
m.

Sabe-se que ψ̈<r>(0) = r!p̈r, onde < r > representa a derivada de ordem r.
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Assim ter-se-á

p̈u = pr(N̈ = u) =
1

u!
ψ̈<u>(0)

=
1

u!

(
m∏
i=1

e−λi

1− e−λi

) ∑
C⊆m

(−1)m−](C)

(∑
i∈C

λi

)u
, u = m, ....

com

ψ̈<u>(0) =
∑

uuu∈P (m)
u

(
∑m
i=1 ui)!∏m
i=1 ui!

m∏
i=1

ψ<ui>i (0), ui = 1, . . . , i = 1, . . . ,m,

onde Pmu representa a família das partições com cardinal m de u = u1 + . . . + um e uuu =

(u1, . . . , um)
′
.

Vamos considerar que
j1 + ...+ jm = s; s = 1, ...,m− 1,

logo jjj = (j1, ..., jm)′ tem pelo menos uma componente nula. Uma vez que ψi(0) = 0, i = 1, . . . ,m,
ter-se-á

m∏
i=1

ψ<ji>i (0) = 0

e consequentemente ψ̈<s>(0) = 0, s = 1, . . . ,m− 1. Assim, uma vez que ψ̈<s>(0) = s!p̈s, obtém-
se

p̈s =
1

s!
ψ̈<s>(0) = 0, s = 1, . . . ,m− 1.

Consideremos agora s = m. Neste caso o único termo não nulo de ψ̈<m>(0) corresponde a
jjj = 111m, uma vez que j1 + ...+ jm = m, logo

p̈m = pr(N̈ = m)

=
1

m!
ψ̈<m>(0) =

m∏
i=1

ψ<1>
i (0)

=

m∏
i=1

e−λiλi
1− e−λi

e consequentemente

pr(N̈ > m) = 1− pr(N̈ ≤ m)

= 1− p̈m = 1−
m∏
i=1

e−λiλi
1− e−λi

.

Considerando N̈NN o vetor aleatório com componentes N̈1, ..., N̈m, teremos N̈ > m, o que significa
que existe pelo menos um N̈i > 1, i = 1, ...,m, se e somente se N̈NN > 111m, então

pr(N̈NN > 111m) = p(N̈ > m) = 1− p̈m.
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Obtemos portanto

p̈u,m+1 = pr(N̈ = u|N̈ ≥ m+ 1) =
pr(N̈ = u)

pr(N̈ > m)

=
pr(N̈ = u)

1− pr(N̈ ≤ m)
=

p̈u
1− p̈m

, u = m+ 1, . . . .

Assumindo que se tem uma dimensão mínima global para as amostras, por exemplo n•, com
n• ≥ m+ 1, teremos portanto N̈ ≥ n•, donde se pode considerar

p̈u,n• = pr(N̈ = u|N̈ ≥ n•) =
pr(N̈ = u)

pr(N̈ ≥ n•)

=
p̈u

pr(N̈ > m)

pr(N̈ > m)

pr(N̈ ≥ n•)

= p̈u,m+1
1− p̈m

1−
∑n•−1
`=m p̈`

, u = n•, . . . . (3.1.1)

3.1.2 Dimensão mínima para cada uma das amostras

Como vimos na subseção anterior apenas podemos considerar m parcelas para as partições,
uma vez que estamos a considerarm tratamentos na totalidade. Iremos assumir agora que existe
uma dimensão mínima para cada uma das amostras, ver por exemplo Nunes et al. (2015). Con-
sideremos então que Ni ≥ n•i , i = 1, . . . ,m, o que significa que NNN ≥ nnn•, com nnn• = (n•1, . . . , n

•
m)
′

e portanto se tem como dimensão mínima global n• =
∑m
i=1 n

•
i . Assim poderemos tomar

pn,n•i = pr(N = n|NNN ≥ nnn•)

=

n−
∑m
i=2 n

•
i∑

n1=n•1

...

n−(
∑`
i=1 ni+

∑m
i=`+1 n

•
i )∑

n`=n•`

...

n−
∑m−1
i=1 ni∑

nm=n−
∑m−1
i=1 ni

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•), ni = n•i , ..., i = 1, ...,m,

(3.1.2)

onde devido, à independência dos Ni, i = 1, . . . ,m, se terá

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•) =

m∏
i=1

pr(Ni = ni|Ni ≥ n•i )

=

m∏
i=1

pr(Ni = ni)

pr(Ni ≥ n•i )
=

m∏
i=1

e−λi(λnii /ni!)

1−
∑n•i−1
ui=0 e

−λi(λuii /ui!)

=

m∏
i=1

λnii

ni!(eλi −
∑n•i−1
ui=0

λ
ui
i

ui!
)
, ni = n•i , . . . , i = 1, . . . ,m. (3.1.3)
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3.2 Modelos de efeitos fixos

Nesta seção iremos abordar a ANOVA de efeitos fixos e estender essa abordagem ao caso
em que as dimensões das amostras são desconhecidas à partida. Começamos por considerar
apenas um fator e em seguida mais que um fator de efeitos fixos.

3.2.1 Um fator com apenas um nível com dimensão aleatória

Vamos assumir que temos apenas um fator de efeitos fixos com m níveis e que:

• a dimensão do m-ésimo nível é desconhecido à partida;

• N é a variável aleatória que representa a dimensão do m-ésimo nível do fator;

• n é a realização da variável aleatória N ;

• as dimensões dos restantes m− 1 níveis são consideradas fixas e iguais a r, com r ≥ n.

Estamos interessados em testar a hipótese

H0,F : µ1 = ... = µm,

que pode ser escrita na forma

H0,F : AAAµµµ = 000,

onde AAA = [IIIm−1| − 111m−1], com 111m−1 o vetor com todos as m − 1 componentes iguais a 1 e µµµ o
vetor médio com componentes µ1, . . . , µm.

Como referido anteriormente vamos considerar que N segue uma distribuição de Poisson trun-
cada de parâmetro λ, N ∼ P (λ). Precisamos de ter pelo menos uma observação para o m-ésimo
nível, o que significa que N ≥ 1. Além disso como estamos a considerar que r ≥ n, ter-se-á n

com valores entre 1 e r. Esta situação é justificável para o caso em que o m-ésimo nível corres-
ponde, por exemplo, a uma patologia rara, ver Nunes et al. (2010, 2012a). Assim tomaremos

pn = pr(N = n|1 ≤ N ≤ r) =
pr(N = n)

pr(1 ≤ N ≤ r)

=
e−λλn/n!
r∑
j=1

e−λλj/j!

=
λn

n!

r∑
j=1

λj/j!

, n = 1, ..., r. (3.2.4)

46



Análise de Variância com Amostras de Dimensão Aleatória e suas Aplicações

3.2.1.1 Estatística de teste e suas distribuições

Quando N = n teremos as amostras

Yi,1, ..., Yi,r, i = 1, ...,m− 1,

e
Ym,1, ..., Ym,n,

com médias Yi,•,i = 1, ...,m. A soma das somas dos quadrados dos erros será dada por

S =

m−1∑
i=1

r∑
j=1

(Yi,j − Yi,•)2 +

n∑
j=1

(Ym,j − Ym,•)2,

como se pode ver, por exemplo, em Searle et al. (1992) e Khuri et al. (1998). Ao assumirmos que
as observações são normais e independentes com variância σ2 e valores médios µi, i = 1, ...,m,
quando N = n, S será o produto de σ2 por um qui-quadrado central com

g(n) = (m− 1)(r − 1) + n− 1

graus de liberdade,
S ∼ σ2χ2

g(n).

Sendo n uma realização de N , g(n) será uma realização de g(N), logo teremos graus de liber-
dade aleatórios para os erros.

Além disso S será condicionalmente independente do vetor YYY •, com componentes Y1,•, ..., Ym,•.
Quando N = n, o vetor YYY • será condicionalmente normal com vetor médio µµµ, com componentes
µ1, . . . , µm, e matriz de covariância σ2D

(
1
r , ...,

1
r ,

1
n

)
, onde D

(
1
r , ...,

1
r ,

1
n

)
representa a matriz

diagonal com elementos principais 1
r , ...,

1
r ,

1
n . Colocamos

YYY • ∼ N
(
µµµ, σ2D

(
1
r , ...,

1
r ,

1
n

))
.

(N = n)

Assim ter-se-á
AAAYYY • ∼ N

(
AµAµAµ, σ2AAAD

(
1

r
, ...,

1

r
,

1

n

)
AAA′
)
,

vindo, ver por exemplo Mexia (1990),

Snum = (AY•AY•AY•)
′
(
AAAD

(
1
r , ...,

1
r ,

1
n

)
AAA
′
)−1

(AY•AY•AY•) ∼ σ2χ2
g,δ(n),

com g = m− 1 e

δ(n) =
1

σ2
(AµAµAµ)

′
(
AAAD

(
1

r
, ...,

1

r
,

1

n

)
AAA
′
)−1

(AµAµAµ).

Note-se que δ(n) será uma realização de δ(N), quando N = n, o que nos leva a admitir que o
parâmetro de não centralidade é aleatório.
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Observemos que

AAAD

(
1

r
, ...,

1

r
,

1

n

)
AAA
′

=
1

r
IIIg +

1

n
JJJg,

com JJJr = 111r111
′

r.

Considerando KKKg = IIIg − 1
gJJJc vamos obter

AAAD

(
1

r
, ...,

1

r
,

1

n

)
AAA
′

=
1

r
KKKg +

(
g

n
+

1

r

)
1

g
JJJg.

Uma vez que KKKg e 1
gJJJg são matrizes ortogonais entre si, teremos

(
AAAD

(
1

r
, ...,

1

r
,

1

n

)
AAA
′
)−1

= rKKKg +
nr

gr + n

1

g
JJJg.

Então, os valores próprios distintos de
(
AAAD

(
1
r , ...,

1
r ,

1
n

)
AAA
′
)−1

serão r e nr
gr+n , logo o raio espec-

tral desta matriz será r.

Assim

δ(n) ≤ r‖Aµ
AµAµ‖2

σ2
,

e uma vez que AµAµAµ tem componentes µi − µm, i = 1, ..., g, temos

‖AµAµAµ‖2 =

m−1∑
i=1

(µi − µm)2,

vindo

δ(n) ≤ r

σ2

m−1∑
i=1

(µi − µm)2 = r∆, (3.2.5)

com

∆ =
1

σ2

m−1∑
i=1

(µi − µm)2,

onde ∆ é invariante para a escala.

Quando N = n, tem-se a estatística de teste,

=F =
(AY•AY•AY•)

′
(
AAAD

(
1
r , ...,

1
r ,

1
n

)
AAA
′
)−1

(AY•AY•AY•)

S
=
Snum
S

, (3.2.6)

com distribuição condicional F (.|g, g(n), δ(n)), que, como vimos no capítulo anterior, corresponde
à distribuição do quociente de qui-quadrados independentes com g e g(n) graus de liberdade e
parâmetros de não centralidade δ(n) e 0.

De acordo com o teorema das probabilidades totais a distribuição não condicional da estatística
será dada por, ver Mexia et al. (2011) e Nunes et al. (2012a),
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F (z) = pr(=F ≤ z) =

r∑
n=1

pr(N = n|1 ≤ N ≤ r)pr(=F ≤ z|N = n),

com

pr(=F ≤ z|N = n) = F (z|g, g(n), δ(n))

e
pr(N = n|1 ≤ N ≤ n) = pn.

Assim ter-se-á

F (z) =

r∑
n=1

pnF (z|g, g(n), δ(n))

=

r∑
n=1

pne
−δ(n)/2

∞∑
j=0

δ(n)j

2jj!
F (z|g + 2j, g(n)), (3.2.7)

uma vez que

F (z|g, g(n), δ(n)) = e
−δ(n)

2

∞∑
j=0

δ(n)j

2jj!
F (z|g + 2j, g(n)), (3.2.8)

ver por exemplo Nunes and Mexia (2006) e Nunes et al. (2012c).

Quando H0,F se verifica e N = n, δ(n) = 0 e consequentemente a estatística =F terá como
distribuição condicional

F (.|g, g(n)).

Neste caso a distribuição não condicional poderá ser reescrita da seguinte forma

F (z) =

r∑
n=1

pnF (z|g, g(n)),

com
pn =

λn

n!
∑r
i=1

λj

j!

, n = 1, . . . , r,

como definido em (3.2.4).

Uma aplicação a dados reais, considerando apenas um nível do fator com dimensão aleatória,
pode ser consultada em Nunes et al. (2012a), em que o referido nível corresponde a uma pato-
logia rara.
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3.2.1.2 Erro de truncatura

Como vimos na subseção anterior quando a hipótese nula não se verifica, as estatísticas de
teste têm distribuições condicionais F não centrais dando origem, após descondicionamento,
à expressão para F (z) obtida em (3.2.7). Nesta seção vamos considerar esta expressão da
distribuição não condicional e truncar a série nela existente, por forma a tornar mais fáceis os
cálculos quando for necessário utilizá-la, ver Nunes et al. (2012a).

Consideremos

F J(z) =

r∑
n=1

pne
−δ(n)/2

J∑
j=0

δ(n)j

2jj!
F (z|g + 2j, g(n))

=

r∑
n=1

pnF J(z|g, g(n), δ(n)), (3.2.9)

com

F J(z|g, g(n), δ(n)) = e
−δ(n)

2

J∑
j=0

(δ(n))j

2jj!
F (z|g + 2j, g(n)).

Uma vez que
0 ≤ F (z|g + 2j, g(n)) ≤ 1, j = 0, ...,∞, n = 1, ..., r,

tem-se
F J(z|g, g(n), δ(n)) < F (z|g, g(n), δ(n)) < F J(z|g, g(n), δ(n)) + εJ(n),

com

εJ(n) = e−δ(n)/2
∞∑

j=J+1

δ(n)j

2jj!
= 1− e−δ(n)/2

J∑
j=0

δ(n)j

2jj!
, n = 1, ..., r.

Considerando

f(u) = 1− e−u
v∑
j=0

uj

j!
,

tem-se

df(u)

du
= e−u

v∑
j=0

uj

j!
− e−u

v∑
j=1

uj−1

(j − 1)!
= e−u

uv

v!
> 0.

Consequentemente, ver em Nunes et al. (2010) e Nunes et al. (2012a),

εJ(n) < εJ ,

com

εJ = 1− e−r∆/2
J∑
j=0

(r∆)j

2jj!
,
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em que, como vimos anteriormente em (3.2.5), r∆ = r
σ2

∑m−1
i=1 (µi − µm)2 é um majorante de

δ(n).

Este limite superior, εJ , não depende de n, podemos portanto considerar

F J(z) < F (z) < F J(z) + εJ .

Calculámos, através do software R, o valor mínimo de J de modo a que εJ < w, com w = 10−6.

Considerámos diferentes valores de r∆ e obtivemos os valores apresentados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Valores mínimos de J.

Valores de r∆
1/50 1/10 1/5 1 2 5 10 15 20 30 40

Valores Mínimos de J 2 3 4 7 9 13 19 24 28 37 45

Desta tabela podemos concluir que não é necessário considerar um valor muito elevado de J de
modo a que o erro de truncatura, εJ , seja inferior a 10−6. Assim podemos afirmar que temos um
excelente controle do erro de truncatura.

3.2.2 Um fator com todos os níveis com dimensões aleatórias

Nesta seção continuamos a considerar apenas um fator com m níveis em que agora a dimensão
das amostras são desconhecidas à partida para esses m níveis.

Vamos assumir então que:

• N1, ..., Nm são variáveis aleatórias que representam as dimensões das amostras;

• n1, ..., nm são as realizações dessas variáveis aleatórias;

• as variáveis independentesN1, ..., Nm têm distribuições de Poisson com parâmetros λ1, ..., λm, Ni ∼
P (λi), i = 1, ...,m;

• n =
∑m
i=1 ni é a realização da variável aleatória N =

∑m
i=1Ni;

• devido à independência dosNi, i = 1, . . . ,m, N terá distribuição de Poisson com parâmetro
λ =

∑m
i=1 λi, N ∼ P (λ).

À semelhança do caso anterior pretendemos testar a hipótese

H0,F : µ1 = ... = µm,

que pode ser reescrita
H0,F : AAAµµµ = 000,

onde µµµ corresponde ao vetor médio com componentes µ1, ..., µm, e AAA = [IIIm−1| − 111m−1].
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3.2.2.1 Estatística de teste e suas distribuições

Considerando Ni = ni, i = 1, ...,m, temos as amostras Yi,1, ..., Yi,ni , i = 1, ...,m, com médias
Yi,•, i = 1, ...,m. A soma das somas dos quadrados dos erros será neste caso dada por, ver mais
uma vez por exemplo Khuri et al. (1998) e Searle et al. (1992),

S =

m∑
i=1

ni∑
k=1

(Yi,k − Yi,•)2.

Considerando as observações normais e independente com variância σ2, quando Ni = ni, i =

1, ...,m, S será o produto por σ2 de um qui-quadrado central com g(n) = n−m graus de liberdade,
S ∼ σ2χ2

g(n).

Adicionalmente, quando Ni = ni, i = 1, . . . ,m, S será condicionalmente independente do vetor
das médias dos tratamentos, YYY •, que será normalmente distribuido com vetor médio µµµ e matriz
de covariância σ2D( 1

n1
, ..., 1

nm
). Assim,

Snum = (AAAYYY •)
′
(
AAAD

(
1
n1
, ..., 1

nm

)
AAA′
)−1

(AAAYYY •)

será o produto de σ2 por um qui-quadrado não central com g = m − 1 graus de liberdade e
parâmetro de não-centralidade

δ(n) =
1

σ2
(AAAµµµ)′

(
AAAD

(
1

n1
, ...,

1

nm

)
AAA′
)−1

(AAAµµµ),

Snum ∼ σ2χ2
g,δ(n). Quando H0,F se verifica, δ(n) = 0 e Snum ∼ σ2χ2

g.

Assim, quando N = n e H0,F se verifica, a distribuição condicional da estatística

=F =
Snum
S

será F (.|g, g(n)).

Afim de realizarmos inferência, vamos supor que temos uma dimensão mínima para cada uma
das amostras. Vamos portanto considerar que Ni ≥ n•i , i = 1, ...,m, o que significa que teremos
como dimensão mínima global n• =

∑m
i=1 n

•
i . Assim tomaremos, com nnn• = (n•1, ..., n

•
m)′,

pn,n•i = pr(N = n|NNN ≥ nnn•)

=

n−
∑m
i=2 n

•
i∑

n1=n•1

...

n−(
∑`
i=1 ni+

∑m
i=`+1 n

•
i )∑

n`=n•`

...

n−
∑m−1
i=1 ni∑

nm=n−
∑m−1
i=1 ni

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•),
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onde

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•) =

m∏
i=1

λnii

ni!(eλi −
∑n•i−1
ui=0

λ
ui
i

ui!
)
, ni = n•i , . . . , i = 1, . . . ,m

conforme definido em (3.1.3).

A distribuição não condicional de =F , quando H0,F se verifica, será dada por, ver por exemplo
Mexia et. al (2011) e Nunes et. al (2014),

F (z) =

∞∑
n=n•

pr(N = n|NNN ≥ nnn•)F (z|g, g(n)) =

∞∑
n=n•

pn,n•i F (z|g, g(n)). (3.2.10)

Quando N ≤ n, podemos desprezar em (3.2.10) os termos para os quais n > n, tendo-se o
"encaixe"

Fn(z) < F (z) < F
∗
n(z), (3.2.11)

onde

Fn(z) =

n∑
n=n•

pr(N = n|NNN ≥ nnn•)F (z|g, g(n)) (3.2.12)

e

F
∗
n(z) = Fn(z) +

∞∑
n=n+1

pr(N = n|NNN ≥ nnn•). (3.2.13)

Observemos que

∞∑
n=n+1

pr(N = n|NNN ≥ nnn•) = 1−
n∑

n=n•

pr(N = n|NNN ≥ nnn•). (3.2.14)

Este tipo de encaixe também se verifica para as distribuições não centrais. Vimos que Snum ∼
σ2χ2

g,δ(n) e portanto, quando NNN = nnn, tem-se

=F =
Snum
S
∼ F (z|g, g(n), δ(n)),

obtendo-se a distribuição não condicional

F
◦
(z) =

∞∑
n=n•

pr(N = n|NNN ≥ nnn•)F (z|g, g(n), δ(n)).

Ter-se-á agora o "encaixe"
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F
◦
n(z) < F

◦
(z) < F

◦∗
n (z),

com

F
◦
n(z) =

n∑
n=n•

pr(N = n|NNN ≥ nnn•)F (z|g, g(n), δ(n))

e

F
◦∗
n (z) = F

◦
n(z) +

∞∑
n=n+1

pr(N = n|NNN ≥ nnn•).

Facilmente se conclui que

F
◦∗
n (z)− F

◦
n(z) = F

∗
n(z)− Fn(z) =

∞∑
n=n+1

pr(N = n|NNN ≥ nnn•),

pelo que o valor de n a utilizar pode ser o mesmo do caso central.

3.2.2.2 Uma aplicação a dados do cancro

Os dados utilizados nesta aplicação são referentes à cidade de São Paulo, 2010, e dizem respeito
à idade de deteção da doença. O fator é o tipo de cancro e terá três níveis: Tecidos moles do
tórax, Trato intestinal e Cavidade nasal. As Tabelas do Anexo 1 mostram as frequências destes
três tipos de cancro, agrupadas por idade. A Tabela seguinte ilustra o número de pacientes
afetados por estes tipos de cancro.

Tabela 3.2: Tipos de cancro e número de pacientes.

Tipos de cancro Número de pacientes
Tecidos moles do tórax 18

Trato intestinal 22
Cavidade nasal 25

Neste caso vamos testar a hipótese
H0,F : AAAµµµ = 0,

com

AAA =

[
1 0 −1

0 1 −1

]
.

Quando H0,F se verifica, o numerador da estatística =F é dado por

Snum = (AAAYYY •)
′ (AAAD ( 1

18 ,
1
22 ,

1
25

)
AAA′
)−1

(AAAYYY •) ∼ σ2χ2
g ,
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com g = m− 1 = 2. Vamos então obter

(
AAAD

(
1

18
,

1

22
,

1

25

)
AAA′
)−1

=

[
13.0154 −6.0923

−6.0923 14.5538

]
e AAAyyy• =

[
−12.9000

−0.6273

]
,

em que as médias amostrais, componentes do vetor yyy•, são respectivamente

• y1,• = 49.50;

• y2,• = 61.7727;

• y3,• = 62.40.

Obtemos então para o numerador da estatística

Snum = 2073.021.

O denominador da estatística, quando N = n, é o produto de σ2 por um qui-quadrado central
com g(n) = n− 3 graus de liberdade, S ∼ σ2χ2

n−3. Neste caso vamos obter

S =

18∑
j=1

(y1,j − y1,•)
2 +

22∑
j=1

(y2,j − y2,•)
2 +

25∑
j=1

(y3,j − y3,•)
2 = 26632.364.

O valor observado da estatística, =F,Obs, será

=F,Obs =
2073.021

26632.364
= 0.07784.

Quando N = n, e H0,F se verifica, a distribuição condicional de =F é uma distribuição F central
com g = 2 e g(n) = 65 − 3 = 62 graus de liberdade, F (z|2, 62). Os quantis, z1−α, da distribuição
condicional são dados na Tabela 3.3. Estes quantis são obtidos considerando z1−α = 2

63 ×
f1−α,2,62, onde f1−α,2,62 corresponde ao quantil (1− α) de uma distribuição F central com 2 e 62

graus de liberdade. Assim, podemos concluir que se rejeita H0,F para α = 0.1, pois =F,Obs >
z1−α, e não se rejeita para α = 0.05 e 0.01.

Tabela 3.3: Os quantis da distribuição condicional e não condicional de =F

Valores de α 0.10 0.05 0.01
z1−α 0.07711 0.10146 0.16016
ze1−α 0.07856 0.10341 0.16341

Por forma a realizar os cálculos vamos assumir que λi, i = 1, 2, 3, correspondem ao número
médio de casos por ano. Assim, teremos λ1 = 18; λ2 = 22 e λ3 = 25. Vamos supor ainda
que se tem no mínimo cinco observações para cada um dos níveis do fator, o que significa que
n•i = 5, i = 1, 2, 3, n• =

∑3
i=1 ni = 15 e consequentemente nnn• = (5, 5, 5)′.
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Afim de calcularmos os quantis da distribuição não condicional de =F , iremos determinar o valor
de n da expressão (3.2.12) de modo a que

∞∑
n=n+1

pr(N = n|NNN ≥ nnn•) = 1−
n∑

n=n•

pr(N = n|NNN ≥ nnn•) < 10−4. (3.2.15)

Obteve-se o valor mínimo de n = 97 para que (3.2.15) seja satisfeita. Assim, quando H0,F se
verifica, ter-se-á

Fn(z) =

97∑
n=n•

pn,n•i F (z|2, n− 3)

=

97∑
n=15

n−10∑
n1=5

n−(n1+5)∑
n2=5

n−(n1+n2)∑
n3=n−(n1+n2)

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•)F (z|2, n− 3),

com

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•) =

3∏
i=1

λnii /ni!

eλi −
∑4
ui=0

λ
ui
i

ui!

.

Os quantis, ze1−α, para a probabilidade 1 − α, são apresentados na Tabela 3.3. Visto que
=Obs,F < ze1−α, conclui-se que não se rejeita H0 para os níveis usuais de significância. Con-
cluímos portanto, que neste caso para α = 0.1 a abordagem não condicional nos leva a tomar
uma decisão contrária à que tínhamos tomado considerando a abordagem clássica.

3.2.2.3 Cálculo dos valores críticos

Nesta subseção iremos apresentar uma outra forma para calcular os valores críticos. Notemos
que a utilização de valores críticos incorretos nos podem conduzir à utilização de níveis incorretos
para os testes de hipóteses.

Vimos que a distribuição não condicional de =F , quando H0 se verifica, é dada por

F (z) =

∞∑
n=n•

pr(N = n|NNN ≥ nnn•)F (z|g, g(n)) =

∞∑
n=n•

pn,n•i F (z|g, g(n)),

com pn,n•i conforme definido em (3.1.2).

Então, considerando (3.2.11) tem-se
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Fn(z) < F (z) < F
∗
n(z),

e, consequentemente,

f∗n,1−α < f1−α < fn,1−α,

com fn,1−α, f1−α e f∗n,1−α os (1− α)-ésimo quantis para estas distribuições, como podemos ver
na Figura 3.1 (ver também por exemplo Mexia et al. (2011)).

Figura 3.1: Relação entre as distribuições e os seus quantis.

Assim, o valor aproximado do quantil pode ser considerado

f̃1−α =
fn,1−α + f∗n,1−α

2
, (3.2.16)

que pode ser usado como um valor crítico, para os valores usuais de α, ver Nunes et al. (2014).

Uma vez que os parâmetros, λi, i = 1, ...,m, são desconhecidos, iremos agora mostrar como lidar
com estes, por forma a calcular os valores críticos. Para tal vamos calcular os limites inferiores
para estes parâmetros.

Cálculo dos limites inferiores dos parâmetros das distribuições de Poisson

A distribuição não condicional cresce com λi, i = 1, ...,m, logo os correspondentes quantis de-
crescem, portanto vamos usar limites inferiores para estes parâmetros, ver Nunes et al. (2014).

Vamos considerar que como esses limites inferiores são os valores mínimos de λi, i = 1, ...,m,
tal que

e−λi
λnii
ni!

= α, i = 1, ...,m, (3.2.17)

com α os níveis usuais de significância.
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Assim, considerando
gni(λi) =

1

ni!
e−λiλnii ,

obtemos
dgni(λi)

dλi
= − 1

ni!
e−λiλnii +

1

ni!
e−λiniλ

ni−1
i =

1

ni!
e−λiλni−1

i (−λi + ni),

o que significa que gni(λi) aumenta com λi, quando λi < ni, i = 1, ...,m. Vamos portanto
considerar a solução da equação (3.2.17), tal que λi < ni, i = 1, ...,m, que designamos por λα,i,
por forma a obtermos o intervalo de confiança a (1− α)% para λi, i = 1, ...,m,

[λα,i; +∞[.

Obtenção dos resultados

Vamos considerar os dados utilizados na aplicação da seção 3.2.2.2, assumir que temos a
mesma dimensão mínima para cada amostra (n•i = 5, i = 1, 2, 3) e calcular os valores críti-
cos. Os valores de ni, i = 1, 2, 3, correspondem ao número de pacientes apresentados na Tabela
3.2.

Os limites inferiores, λα,i, para λi, i = 1, 2, 3, obtidos considerando os níveis usuais de significân-
cia, são apresentados na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Os limites inferiores para λi, i = 1, 2, 3.

Valores de α 0.05 0.01
λα,1 13.5 10.5
λα,2 17.5 13.75
λα,3 20.5 16.25

Recorrendo a (3.2.12), tem-se

Fn(z) =

n∑
n=15

pn,n•i F (z|2, n− 3)

e

F
∗
n(z) = Fn(z) +

(
1−

n∑
n=15

pn,n•i

)
= Fn(z) + q,

onde

q = 1−
n∑

n=15

pn,n•i ,

não depende de z. Assumindo os limites inferiores para λi, i = 1, 2, 3, dados na Tabela 3.4,
obtemos n = 80 [n = 66] tal que q < 10−4 para α = 0.05 [α = 0.01]. Calculámos os quantis de
F
∗
n(z) substituindo 1− α por (1− α)− q, assumindo que q = 10−4.
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Os valores críticos, f̃1−α, definidos em (3.2.16), são apresentados na Tabela 3.5.

Tabela 3.5: Valores críticos corretos.

Valores de α 0.05 0.01
f̃1−α 0.13476 0.28704

Comparando estes valores críticos com os obtidos na seção 3.2.2.2 verificamos que estes são
ligeiramente mais elevados. Ao utilizarmos este método para o cálculo dos valores críticos es-
taremos a considerar um modelo "mais completo", pelo que aumenta a robustez. Além disso, a
utilização de um limite inferior para os parâmetros λi, i = 1, 2, 3, diminui os valores considerados
para n.

3.2.3 Mais do que um fator de efeitos fixos

Vamos agora admitir que temos mais do que um fator de efeitos fixos com m tratamentos na
totalidade, ver Nunes et al. (2014), e que:

• as dimensões das amostras para os diferentes m tratamentos são desconhecidas à partida;

• N1, ..., Nm são variáveis aleatórias independentes que representam as dimensões das amos-
tras;

• n1, ..., nm são as realizações destas variáveis aleatórias;

• as variáveis N1, ..., Nm seguem distribuições de Poisson com parâmetros λ1, ..., λm, Ni ∼
P (λi), i = 1, ...,m;

• n =
∑m
i=1 ni é a realização da variável aleatória N =

∑m
i=1Ni;

• devido à independência dos Ni, i = 1, . . . ,m, N tem distribuição de Poisson com parâmetro
λ =

∑m
i=1 λi, N ∼ P (λ).

Consideremos Ω =
⊕τ

j=1 wj o espaço gerado pelo vetor das médias dos tratamentos µµµ. Neste
caso estamos interessados em testar as hipóteses

H0,j : µµµ ∈ wj , j = 1, . . . , τ,

onde wj = (w⊥j ∩ Ω), j = 1, . . . , τ, é um subespaço do espaço paramétrico Ω, com w⊥j o comple-
mento ortogonal de wj , j = 1, . . . , τ. Assumindo que os vetores linha das matrizes AAAj constituem
uma base ortonormada para wj , j = 1, . . . , τ, podemos reescrever as hipóteses anteriores da
seguinte forma

H0,j : AAAjµµµ = 0, j = 1, . . . , τ,

as quais correspondem às hipóteses de ausência de efeitos e interação entre os fatores.
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3.2.3.1 Estatística de teste e suas distribuições

Para obtermos a distribuição não condicional das estatísticas assumiremos neste caso que se
tem uma dimensão mínima global para as amostras. Por essa razão utilizaremos as probabilida-
des obtidas em 3.1.1 e vamos considerar as variáveis aleatórias N̈i, i = 1, . . . ,m, que, tal como
definidas anteriormente, correspondem às variáveis truncadas Ni, i = 1, . . . ,m, quando Ni ≥ 1.

Recordemos que N̈ =
∑m
i=1 N̈i.

Assim, quando N̈i = ni, i = 1, ...,m, temos as amostras

Yi,1, ..., Yi,ni , i = 1, ...,m,

com médias Yi,•, i = 1, ...,m. A soma das somas dos quadrados dos erros será mais uma vez
dada por

S =

m∑
i=1

ni∑
k=1

(Yi,k − Yi,•)2.

Se assumirmos que as observações são normais, independentes, com variância σ2, tem-se

S ∼ σ2χ2
g(n),

com
g(n) = n−m.

Além disso S será condicionalmente independentes do vetor YYY •, e ter-se-á

YYY • ∼ N
(
µµµ, σ2D( 1

n1
, ..., 1

nm
)
)
.

(N̈ = n)

Quando N̈i = ni, i = 1, ...,m,

Sj = (AAAjYYY •)
′
(
AAAjD

(
1

n1
, ...,

1

nm

)
AAA′j

)−1

(AAAjYYY •) ∼ σ2χ2
gj ,δj(n), j = 1, ..., τ,

com
gj = car(AAAj), j = 1, ..., τ

e

δj(n) =
1

σ2
(AAAjµµµ)

′
(
AAAjD

(
1

n1
, ...,

1

nm

)
AAA′j

)−1

(AAAjµµµ), j = 1, ..., τ.

Assim, com N̈i = ni, i = 1, ...,m tem-se a estatística de teste

=j =
Sj
S
, j = 1, ..., τ,

com distribuição condicional F (z|gj , g(n), δj(n)), ver por exemplo Nunes e Mexia (2006) e Nunes
et al. (2012c).
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Vamos assumir agora que a dimensão mínima global para as amostras corresponde a n•, o que
significa que N̈ ≥ n•. A distribuição não condicional da estatística será dada por

F j(z) =

∞∑
n=n•

pr(N̈ = n|N̈ ≥ n•)F (z|g, g(n), δj(n)) =

∞∑
n=n•

p̈n,n•F ((z|g, g(n), δj(n)),

onde

p̈n,n• = p̈n,m+1
1− p̈m

1−
∑n•−1
`=m p̈`

, u = n•, . . . ,

como definido em (3.1.1). Quando N̈ = n, e H0,j se verifica, δj(n) = 0, j = 1, . . . , τ e a distribui-
ção condicional de =j , passará a ser

F (z|gj , g(n)), j = 1, ..., τ,

enquanto a distribuição não condicional de =j , j = 1, ..., τ , poderá ser reescrita da seguinte
forma, ver por exemplo Mexia et al. (2011) e Nunes et al. (2014),

F j(z) =
∞∑

n=n•
p̈n,n•F (z|gj , g(n)), j = 1, ..., τ.

3.2.3.2 Uma aplicação a dados do cancro

Nesta subseção vamos aplicar a nossa abordagem a pacientes com cancro no Brasil. Os dados
são referentes à cidade de São Paulo, 2010, e dizem respeito à idade de deteção da doença, ver
Nunes et al. (2013).

Consideramos dois fatores, Tipo de Cancro e Género. O primeiro fator tem quatro níveis: Amíg-
dala; Cavidade nasal e ouvido médio; Timo e Coração, Mediasto e Pleura. O segundo fator tem
obviamente dois níveis: Masculino e Feminino. Daqui resultamm = 4×2 = 8 diferentes tratamen-
tos. As tabelas do Anexo 2 mostram as frequências desses quatro tipos de cancro, agrupados
por idade e género. A Tabela 3.6 ilustra o número de pacientes por género e tipo de cancro.

Tabela 3.6: Número de pacientes por tipo de cancro e género.

Género (segundo fator)
Masculino Feminino

Tipos de cancro (primeiro fator) Amígdala 51 22
Cavidade nasal e ouvido médio 13 16

Timo 7 9
Coração, mediasto e pleura 18 13

Iremos então testar as hipóteses

H0,j : AAAjµµµ = 0, j = 1, 2, 3.
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Como vimos anteriormente, dado N̈i = ni, i = 1, . . . ,m, quando H0,j se verifica a distribuição
condicional de

=j =
Sj
S
, j = 1, 2, 3,

é uma distribuição F central com gj = car(AjAjAj), i = 1, 2, 3, e g(n) = n− 8 graus de liberdade,

F (.|gj , n− 8).

Quanto à distribuição não condicional será dada por

F j(z) =

∞∑
n=n•

p̈n,n•F (z|gj , n− 8), j = 1, 2, 3,

com p̈n,n• = p̈n,9
1−p̈8

1−
∑n•−1
u=8 p̈u

, n = n•, . . . .

Devido às propriedades de monotonia da distribuição F , apresentadas na subseção 2.2.5.1,
quando n < n◦, tem-se

F (z|gj , n− 8) < F (z|gj , n◦ − 8),

então
F (z|gj , n• − 8) ≤ F j(z) ≤ 1,

o que significa que F (z|gj , n• − 8) nos dá um limite inferior para F j(z), j = 1, 2, 3. Assim, a partir
de F (z|gj , n• − 8) podemos obter limites superiores para os quantis de F j(z), j = 1, 2, 3. Se
usarmos esses limites superiores como valores críticos teremos testes com tamanhos que não
irão exceder os valores teóricos.

Ao usarmos esta abordagem, considerando os limites superiores, é necessário tomar atenção a
algumas "questões" :

• Se o valor observado da estatística exceder o limite superior, também excede o valor crítico
real (obtido quando se considera o tamanho das amostras como aleatório) e, neste caso,
rejeita-se a hipótese nula;

• Para os casos em que o valor da estatística é menor do que o limite superior, devemos
calcular os valores críticos reais (considerando o tamanho das amostras como aleatório)
ou calcular o valor mínimo de n• que leva à rejeição da hipótese nula;

• É de esperar que os quantis obtidos considerando as dimensões das amostras como alea-
tórias, sejam superiores aos quantis clássicos (obtidos ao se usar a abordagem condicional,
com dimensões fixas para as amostras), uma vez que na expressão da distribuição é inse-
rida uma nova fonte de variação. Assim, quando não se rejeita a hipótese nula usando os
quantis clássicos é de se esperar que se tome a mesma decisão ao se utilizarem os quan-
tis considerando as amostras com dimensão aleatória e, consequentemente, a abordagem
usando os limites superiores.
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Em seguida passamos aos cálculos usando os dados da Tabela 3.6 e das Tabelas do Anexo
2. Quando se tem mais do que um fator usualmente a análise começa com o teste à interação
entre os fatores. Se a interação não é significativa, em seguida realizam-se os testes aos efeitos
principais dos fatores. Caso a interação seja significativa, a inferência é realizada para cada nível
de um dos fatores. Nomeadamente, se um dos fatores tiver apenas dois níveis, como acontece
neste caso, podem ser obtidos intervalos de confiança para a diferença das médias, ver Nunes
et al. (2014). Iremos seguir esta abordagem testando primeiro a interação entre os dois fatores.
No entanto, seja qual for o resultado deste teste iremos também testar os efeitos principais dos
fatores uma vez que pretendemos mostrar como estes testes podem ser realizados considerando
o descondicionamento. Assim iremos ordenar os índices das hipóteses H0,j , j = 1, 2, 3, e das
matrizes AjAjAj , j = 1, 2, 3, da seguinte forma:

• Índice 1- interação;

• Índice 2- primeiro fator;

• Índice 3- segundo fator.

Neste caso obtiveram-se as médias amostrais, componentes do vetor yyy•,

• y1,• = 47.0000; y2,• = 33.1364;

• y3• = 55.0769; y4,• = 63.8750;

• y5• = 55.5714; y6,• = 55.8889;

• y7,• = 53.9444; y8,• = 63.5385.

A Figura 3.2 parece indicar a existência de interação entre os dois fatores, uma vez que as linhas
não são paralelas. No entanto esta análise não é completamente conclusiva pois na verdade
não passa de uma análise meramente descritiva já que as médias consideradas são as médias
amostrais.

Figura 3.2: Interação entre os dois fatores.

Assim, construímos intervalos de confiança a (1 − α)% para a diferença das médias entre os
dois géneros, para cada um dos tipos de cancro. Esses intervalos são apresentados na Tabela
3.7. Como podemos constatar, à exceção da amígdala, para 1 − α = 0.90 e 0.95, a origem está
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contida em todos os intervalos. Os resultados podem ser igualmente observados pela análise da
Figura 3.3, considerando o grau de confiança de 95%.

Tabela 3.7: Intervalos de confiança para a diferença das médias

Valores de 1− α 0.90 0.95 0.99

Amígdala [3.2394; 24.4878] [1.1454; 26.5673] [-3.0096; 30.7368]

Cavidade nasal e ouvido médio [-22.1056; 4.5094] [-24.8287; 7.2325] [-30.4450; 12.8487]

Timo [-22.1560; 21.5210] [-26.9107; 26.2757] [-37.2273; 36.5923]

Coração, mediastino e pleura [-22.0300; 2.8418] [-24.5632; 5.3750] [-29.7681; 10.5799]

Figura 3.3: Intervalo de confiança a 95% para a diferenças das médias entre os dois géneros.

Começemos então pela interaçãointeraçãointeração entre os dois fatores. Neste caso
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 ,
logo g1 = car(A1A1A1) = 3. Obtemos

(
A1A1A1D

(
1

51
,

1

22
,

1

13
,

1

16
,

1

7
,

1

9
,

1

18
,

1

13

)
A1A1A1
′
)−1

=

 0.0739 −0.0245 0.0227

−0.0245 0.0739 −0.0059

0.0227 −0.0059 0.0739

 ,
e

A1y•A1y•A1y• =

 11.2919

5.2952

−4.7324

 .

Assim, tem-se para o numerador da estatística =1

S1 = (A1A1A1yyy•)
′
(
A1A1A1D

(
1

51
,

1

22
,

1

13
,

1

16
,

1

7
,

1

9
,

1

18
,

1

13

)
A1A1A1
′
)−1

(A1A1A1yyy•) = 4033.3460.

Para o denominador da estatística, obtemos
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S =

51∑
k=1

(y1,k − y1,•)
2 +

22∑
k=1

(y2,k − y2,•)
2 +

13∑
k=1

(y3,k − y3,•)
2

+

16∑
k=1

(y4,k − y4•)
2 +

7∑
k=1

(y5,k − y5,•)
2 +

9∑
k=1

(y6,k − y6,•)
2

+

18∑
k=1

(y7,k − y7,•)
2 +

13∑
k=1

(y8,k − y8,•)
2 = 76368.0424.

Assim, o valor observado da estatística, =1,Obs, é dado por

=1,Obs =
4033.3460

76368.0424
= 0.0528.

Se considerarmos a distribuição condicional de =1, que corresponde a F (z|3, 141) uma vez que
n−8 = 149−8 = 141, obtemos os quantis, z1−α, representados na Tabela 3.8. Neste caso vamos
rejeitar H0,1 para α = 0.10, uma vez que =1,Obs > z1−α, e não rejeitar para α = 0.05 e 0.01.

Suponhamos agora que n• ≥ 52, digamos que n• = 52, o que corresponde a menos de dez
observações por tratamento. Para a distribuição não condicional da estatística de teste, te-
mos os limites superiores para os quantis, zu1−α, representados também na Tabela 3.8. Como
=1,Obs < zu1−α, significa que estes valores nos podem levar a não rejeitar H0,1, considerando os
níveis usuais de significância. Podemos portanto tomar uma decisão contrária à tomada quando
usámos a abordagem condicional para α = 0.1.

Tabela 3.8: Os quantis da distribuição condicional e limites superiores para os quantis de =1 e =2

Valores de α 0.10 0.05 0.01
z1−α 0.0452 0.0568 0.0835
zu1−α 0.1509 0.1920 0.2905

Vamos então calcular a dimensão mínima que leva à rejeição de H0,1. Assumindo que os valores
da estatística de teste permanecem inalterados, teremos que ter o valor mínimo de n• apresen-
tado na Tabela 3.9 por forma a rejeitar a hipótese nula.

Tabela 3.9: Valor minimo de n• que leva à rejeição da hipótese H0,1

Valores de α 0.10 0.05 0.01
n• 130 160 228

Uma vez que para valores maiores de n• vamos obter valores menores para os quantis, podemos
concluir que =1,Obs > zu1−α para todo n• ≥ 228 e neste caso rejeitar a hipótese H0,1 para os níveis
usuais de significância. O valor 228 como dimensão mínima global não é demasiado elevado,
atendendo a que temos 8 tratamentos, podendo-se portanto concluir que nestas condições a
interação entre os dois fatores é significativa.

Agora, para o primeiro fatorprimeiro fatorprimeiro fator, temos
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 ,
logo g2 = car(AAA2) = 3. Assim

(
AAA2D

(
1

51
,

1

22
,

1

13
,

1

16
,

1

7
,

1

9
,

1

18
,

1

13

)
AAA′2

)−1

=

 0.0739 −0.0245 0.0227

−0.0245 0.0739 −0.0059

0.0227 −0.0059 0.0739

 ,
e

AAA2yyy• =

 15.8527

10.5553

−11.5941

 .

Obtém-se para o numerador da estatística

S2 = (AAA2yyy•)
′
(
AAA2D

(
1

51
,

1

22
,

1

13
,

1

16
,

1

7
,

1

9
,

1

18
,

1

13

)
AAA′2

)−1

(AAA2yyy•) = 11463.1200.

Atendendo a que S = 76368.0424, o valor observado da estatística, =2,Obs, será dado por

=2,Obs =
11463.1200

76368.0424
= 0.1501.

Os quantis, z1−α, da distribuição condicional de =2, que corresponde a F (z|3, 141), são apresen-
tados na Tabela 3.8. Uma vez que =2,Obs > z1−α, podemos concluir que se rejeita H0,2 para os
níveis usuais de significância.

Vamos considerar mais uma vez que n• = 52. A Tabela 3.8 mostra os limites superiores para
os quantis, zu1−α, para a probabilidade 1 − α da distribuição não condicional de =2. Como
=2,Obs < zu1−α estes resultados podem levar-nos a tomar uma decisão contrária à tomada con-
siderando a distribuição condicional da estatística. Assumindo que os valores da estatística de
teste permanecem inalterados devemos considerar o tamanho mínimo global para as amostras
apresentado na Tabela 3.10 por forma a rejeitar a hipótese.

Tabela 3.10: Valor mínimo de n• que leva à rejeição da hipótese H0,2

Valores de α 0.10 0.05 0.01
n• 53 64 89

Neste caso, por exemplo para α = 0.05, teremos que ter pelo menos 64 observações para que a
decisão seja a mesma considerando as duas abordagens. Podemos concluir que para n• ≥ 89

rejeitamos H0,2, considerando os níveis usuais de significância, o que significa que o primeiro
fator será significativo.

Para o segundo fatorsegundo fatorsegundo fator temos
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[
− 1

2
√

2
1

2
√

2
− 1

2
√

2
1

2
√

2
− 1

2
√

2
1

2
√

2
− 1

2
√

2
1

2
√

2

]
,

66



Análise de Variância com Amostras de Dimensão Aleatória e suas Aplicações

logo g3 = car(AAA3) = 1. Assim, obtemos(
AAA3D

(
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13

)
AAA′3

)−1

= 0.0739 ,

e
AAA3yyy• = 1.7139 ,

e consequentemente

S3 = (AAA3yyy•)
′
(
A3A3A3D

(
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,
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,

1

7
,

1

9
,

1

18
,

1

13

)
AAA′3

)−1

(AAA3yyy•) = 39.7388

para o numerador da estatística =3.

Portanto, o valor observado da estatística, =3,Obs, é dado por

=3,Obs =
39.7388

76368.0424
= 0.0005.

Considerando a distribuição condicional de =3, que corresponde a F (z|1, 141), obtemos os quan-
tis, z1−α, apresentados na Tabela 3.11. Como =3,Obs < z1−α, podemos concluir que não rejeita-
mos H0,3 para os níveis usuais de significância.

Tabela 3.11: Os quantis da distribuição condicional e limites superiores para os quantis de =3

Valores de α 0.10 0.05 0.01
z1−α 0.0194 0.0277 0.0484
zu1−α 0.0642 0.0923 0.1647

Para a distribuição não condicional da estatística para o segundo fator, considerando-se n• = 52,
temos os limites superiores para os quantis apresentados também na Tabela 3.11. Como era
esperado estes resultados levam-nos a tomar a mesma decisão que tomámos considerando a
abordagem condicional, isto é, não rejeitar H0,3. Poderíamos pensar que não temos uma dimen-
são suficientemente grande para as amostras por forma a detectar a significância do segundo
fator. Assumindo que os valores da estatística de teste permanecem inalterados seria necessá-
rio ter o tamanho mínimo das amostras apresentados na Tabela 3.12 por forma a rejeitar H0,3.

Tabela 3.12: Valor minimo de n• que leva à rejeição da hipótese H0,3

Valores de α 0.10 0.05 0.01
n• 5421 7694 13282

Como estes valores são demasiado elevados somos levados a concluir que o segundo fator não
é significativo, isto é, que não existe diferença significativa entre os géneros quanto à idade de de-
teção da doença. Se confrontarmos este resultado com os intervalos de confiança apresentados
na Tabela 3.7 tiraríamos a mesma conclusão. É importante salientar que o fato dos intervalos de
confiança para a amígdala, considerando α = 0.1 e α = 0.05, não conterem o zero é justificado
pela existência de interação entre os fatores.
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3.3 Modelos de efeitos aleatórios

É muito comum existir um grande número de diferentes patologias, isto na área de investigação
médica, ou um grande número de diferentes castas de videiras, isto na área de agricultura.
Nestes casos é usual optar-se por se selecionar aleatoriamente apenas alguns níveis do fator
por forma a realizar o estudo estatístico, considerando portanto o fator como aleatório.

Nesta seção abordaremos a ANOVA de efeitos aleatórios com amostras de dimensões aleatórias.

Consideraremos apenas um fator com m níveis. Vamos assumir que:

• as dimensões das amostras para os m níveis não são conhecidas à partida;

• N1, ..., Nm são variáveis aleatórias que representam as dimensões das amostras;

• n1, ..., nm são as realizações das variáveis aleatórias N1, ..., Nm;

• as variáveis independentes N1, ..., Nm seguem distribuições de Poisson com parâmetros
λ1, ..., λm, Ni ∼ P (λi), i = 1, ...,m;

• n =
∑m
i=1 ni é a realização da variável aleatória N =

∑m
i=1Ni;

• N segue uma distribuição de Poisson com parâmetro λ =
∑m
i=1 λi, N ∼ P (λ).

Como vimos no Capítulo 2, seção 2.3.2, o modelo com um fator de efeitos aleatórios pode ser
escrito na seguinte forma:

Yi,j = µ+ αi + εi,j , j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . ,m

com µ fixo e desconhecido e αi e εi,j , j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . ,m, aleatórios. Vamos assumir que
αi e εi,j , j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . ,m, são normais, independentes, com valores médios nulos e
variâncias σ2

α e σ2, respectivamente, αi ∼ N (0, σ2
α) e εi,j ∼ N (0, σ2), j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . ,m.

Este modelo pode ser escrito em notação matricial da seguinte forma

YYY = µµµ+DDD(111ni , . . . ,111nm)ααα+ εεε,

onde ααα = (α1, . . . , αm)
′
, DDD(111ni , . . . ,111nm) representa uma matriz diagonal por blocos, com blocos

principais 111ni , . . . ,111nm , ααα ∼ N (000, σ2
αIIIm) e εεε ∼ N (000, σ2IIIn).

QuandoNi = ni, i = 1, . . . ,m, o vetor YYY , será condicionalmente normal com vetor médioµµµ = µ111m

e matriz de covariância dada por, ver por exemplo Khuri et al. (1998) e Searle et al. (1992),

6 Σ = σ2
αD (JJJn1

, ...,JJJnm) + σ2IIIn,
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onde JJJm = 111m111′m,

YYY ∼ N
(
µµµ, σ2

αD (JJJn1
, ...,JJJnm) + σ2IIIn

)
.

(N = n)

Neste caso estamos interessados em testar as hipóteses

H0,R : σ2
α = 0 vs H1,R : σ2

α > 0.

3.3.1 Estatística de teste e suas distribuições

Nesta seção apresentamos a estatística de teste e as suas distribuições condicional e não con-
dicional. Quanto à expressão de estatística de teste optámos por considerar a obtida em Nunes
et al. (2012b). Mais uma vez assumiremos que temos uma dimensão global mínima para as
amostras pelo que iremos considerar as variáveis aleatórias N̈i, i = 1, . . . ,m, que, como referido,
correspondem às variáveis Ni, i = 1, . . . ,m, em que Ni ≥ 1, i = 1, . . . ,m.

Quando N̈i = ni, i = 1, ...,m, temos as médias Yi,•, i = 1, ...,m, para as amostras

Yi,1, ..., Yi,ni , i = 1, ...,m.

A soma das somas dos quadrados do erro será dada por

S =

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yi,j − Yi,•)2 =

m∑
i=1

ni∑
j=1

Y 2
i,j −

m∑
i=1

T 2
i

ni
,

com Ti =
∑ni
j=1 Yi,j , i = 1, ...,m, S será, quando N̈i = ni, i = 1, ...,m, o produto por σ2 de um

qui-quadrado central com
g(n) = n−m

graus de liberdade, S ∼ σ2χ2
g(n). Como g(n) é uma realização de g(N̈), temos, como nos casos

anteriores, graus de liberdade aleatórios para os erros. Como podemos ver em Searle et al.
(1992), S pode ser escrito usando a notação matricial, tendo-se

S = YYY ′
(
IIIn −D

(
JJJn1

n1
, ...,

JJJnm
nm

))
YYY .

Quando N̈i = ni, a média das amostras

Yi,• = µ+ αi + εi,•, i = 1, ...,m,

têm valores médios µ e variâncias σ2
α + σ2

ni
, i = 1, ...,m. Portanto, quando a hipótese H0,R se

verifica, tem-se
Yi,• ∼ N

(
µ, σ

2

ni

)
, , i = 1, ...,m,

e teremos a média geral

Y•,• = 1
n

∑m
i=1 niYi,• ∼ N

(
µ, σ

2

n

)
.
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Vamos considerar
ZZZ = Y•Y•Y• − Y•,•Y•,•Y•,• = BBBY•Y•Y•,

onde Y•Y•Y• = (Y1,•, ..., Ym,•)
′, Y•,•Y•,•Y•,• = (Y•,•, ..., Y•,•)

′ e

BBB = IIIm −


n1

n · · · nm
n

...
. . .

...
n1

n · · · nr
n

 =


n−n1

n · · · −nm
n

...
. . .

...
−n1

n · · · n−nm
n

 = IIIm −
1

n
111mnnn

′.

Quando N̈i = ni, i = 1, ...,m, ZZZ seguirá uma distribuição normal com vetor médio nulo e matriz
de covariância σ2VVV , ZZZ ∼ N (000, σ2VVV ), onde

VVV = BBBD

(
1

n1
, ...,

1

nm

)
BBB′ = D

(
1

n1
, ...,

1

nm

)
− 1

n
JJJm.

O numerador da estatística de teste será definido por, ver Nunes et al. (2012b),

Snum = ZZZ ′VVV −ZZZ,

onde VVV − representa uma matriz inversa generalizada de VVV . Quando H0,R se verifica

Snum = ZZZ ′VVV −ZZZ ∼ σ2χ2
g,

com g = car(VVV ) = m− 1.

Assim, quando temos N̈ = n e H0,R se verifica, a distribuição condicional da estatística

=R =
Snum
S

=
ZZZ ′VVV −ZZZ

S

será uma F central com g e g(n) graus de liberdade, F (z|g, g(n)).

Vamos admitir, à semelhança do que considerámos na seção anterior, que existe uma dimensão
mínima global, n•, para as amostras. Teremos então N̈ ≥ n• e a distribuição não condicional de
=R, quando H0,R se verifica, será dada por

F (z) =

∞∑
n=n•

pr(N̈ = n|N̈ ≥ n•)F (z|g, g(n))

=

∞∑
n=n•

p̈n,n•F (z|g, g(n)),

com
p̈u,n• = p̈u,m+1

1− p̈m
1−

∑n•−1
`=m p̈`

, u = n•, . . . .

definida pela expressão (3.1.1).
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3.3.2 Uma aplicação a dados do cancro

Os dados usados nesta aplicação foram mais uma vez disponibilizados pelo INCA e reportam-se
a pacientes com cancro no Brasil, mais precisamente, a pacientes de São Paulo, 2010, e dizem
respeito à idade de deteção dos diferentes tipos de cancro. Recorreu-se ao método de amostra-
gem aleatória simples, por forma a selecionar seis diferentes tipos de cancro, ver Capistrano et
al. (2015). A Tabela 3.13 mostra os tipos de cancro obtidos através desta seleção e os respecti-
vos números de pacientes. As tabelas do Anexo 3 apresentam as frequências desses seis tipos
de cancro, agrupadas por idade.

Tabela 3.13: Diferentes tipos de cancro selecionados e número de pacientes

Tipos de cancro Número de pacientes
Corpo do estômago 91

Medula espinhal e outras partes S.N.C. 42
Melanoma malígno do tronco 107

Encéfalo 93
Cólon ascendente 201

Lobo superior, brônquios ou pulmão 155

Quando N̈ = n e H0,R se verifica, a distribuição condicional de =R é uma distribuição F central
com g = 5 e g(n) = n−6 graus de liberdade, F (z|5, n−6). Enquanto a distribuição não condicional
da estatística será dada por

F (z) =

∞∑
n=n•

p̈n,n•F (z|5, n− 6).

Mais um vez recorrendo às propriedades de monotomia da distribuição F , apresentados na sub-
seção 2.2.5.1, com n < n◦, tem-se

F (z|g, n− 6) < F (z|g, n◦ − 6),

donde se conclui que
F (z|5, n• − 6) ≤ F (z) ≤ 1,

então, a partir de F (z|5, n•− 6), podemos obter limites superiores para os quantis da distribuição
não condicional da estatística, F (z).

Neste caso obtemos

S =

91∑
j=1

(y1,j − y1,•)
2 +

42∑
j=1

(y2,j − y2,•)
2 +

107∑
j=1

(y3,j − y3,•)
2

+

93∑
j=1

(y4,j − y4,•)
2 +

201∑
j=1

(y5,j − y5,•)
2 +

155∑
j=1

(y6,j − y6,•)
2

= 209005.8252,

com as médias das amostras, componentes do vetor yyy•,

• y1,• = 62.05; y2,• = 46.17;
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• y3,• = 67.89; y4,• = 49.90;

• y5,• = 71.10; y6,• = 66.26.

O numerador da estatística =R é definido por Snum = ZZZ ′VVV −ZZZ que, quando a hipótese se verifica,
Snum ∼ σ2χ2

5. Neste caso temos

ZZZ = BBBYYY • =



−1.9654

−17.8537

3.8675

−14.9881

7.0842

2.2377


e

VVV − =



88.6759 0.9077 −4.3802 −2.5542 −26.4091 −13.5043

0.9077 43.3330 0.30705 0.8450 −7.8147 −2.8597

−4.3802 0.3069 99.9126 −4.6869 −34.6912 −18.6847

−2.5542 0.8450 −4.6869 90.2067 −27.3849 −14.1060

−26.4091 −7.8147 −34.6912 −27.3849 95.6745 −66.0669

−13.5044 −2.8597 −18.6847 −14.1060 −66.0669 115.7391


.

Assim, obtemos Snum = ZZZ ′VVV −ZZZ = 47067.08. Portanto, o valor observado da estatística, =R,Obs,
é dado por

=R,Obs =
47067.0800

209005.8252
= 0.2252.

Se usarmos a distribuição condicional de =R, que corresponde a F (z|5, 683), visto que g(n) =

n− 6 = 689− 6, obteremos os quantis apresentados na Tabela 3.14.

Tabela 3.14: Os quantis da distribuição condicional e limites superiores para o quantis de =R

Valores de α 0.10 0.05 0.01
z1−α 0.0135 0.0163 0.0222
zu1−α 0.1848 0.2254 0.3192

Uma vez que =R,Obs > z1−α, podemos concluir que se rejeita H0,R para os níveis usuais de
significância.

Vamos agora supor que n• ≥ 59, digamos que n• = 59, o que significa que temos aproxima-
damente 10 observações por tratamento. A Tabela 3.14 mostra os limites superiores para os
quantis, zu1−α, para a probabilidade 1− α da distribuição não condicional F (z). Estes resultados
podem levar-nos a tomar uma decisão contrária à que tínhamos tomado ao usarmos a distribui-
ção condicional das estatísticas, para α = 0.05 e α = 0.01.

Assumindo que os valores da estatística de teste permanecem inalterados, teremos que ter o
tamanho total das amostras apresentado na Tabela 3.15, para que possamos rejeitar a hipótese
nula.
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Tabela 3.15: Valor minimo de n• que leva à rejeição da hipótese H0,R

Valores de α 0.10 0.05 0.01
n• 51 60 79

Uma vez que, para valores maiores de n• obteríamos valores menores para os quantis, ter-
se-á =R,Obs > zu1−α para todo n• ≥ 79, o que significa, que neste caso, rejeitaríamos H0,R

considerando os níveis usuais de significância. Nestas condições o tipo de cancro tem um efeito
aleatório significativo e portanto a idade de deteção da doença pode diferir consoante o tipo de
cancro.

3.4 Modelos mistos

Nas duas seções anteriores a ANOVA de efeitos fixos e de efeitos aleatórios foi abordada consi-
derando as dimensões das amostras como aleatórias. Vamos agora estender os resultados aos
modelos mistos.

A formulação de modelos mistos fica facilitada se usarmos as extensões L, ver Ferreira et al.
(2009) e Moreira et al. (2009). Suponhamos que o vetor YYY o tem m componentes as quais
correspondem aos tratamentos de um modelo linear e que se tem a matriz

LLL = D(111n1 , ...,111nm) = LLL(nnn), (3.4.18)

com nnn = (n1, ..., nm)′. Então

YYY = LLLYYY o + εεε

corresponderá a um modelo com amostras n1, ..., nm, onde εεε é o vetor dos erros com vetor médio
nulo e matriz de covariância σ2IIIn.

Se considerarmos

YYY o =

w∑
i=0

XXXiβββi, (3.4.19)

com βββ0 fixo e βββ1, ...,βββw aleatórios e independentes, com vetores médios nulos e matrizes de
covariância σ2

1IIIc1 , ..., σ
2
wIIIcw , onde ci, i = 1, ..., w, representam o número de componentes de

βββi, i = 1, ..., w, YYY o e YYY serão modelos mistos, ver por exemplo Khuri et al. (1998).

Vamos supor mais uma vez que:

• as dimensões das amostras são desconhecidas à partida para os m tratamentos, logo
consideradas como variáveis aleatórias independentes N1, . . . , Nm;
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• n1, . . . , nm são as realizações destas variáveis aleatórias;

• nnn é uma realização do vetor aleatório NNN = (N1, . . . , Nm)
′
;

• a recolha das observações correspondem a processos de contagem, o que nos leva a
considerar mais uma vez queN1, . . . , Nm seguem distribuições de Poisson com parâmetros
λ1, . . . , λm, Ni ∼ P (λi), i = 1, . . . ,m.

Assim, passaremos a considerar

LLL(NNN) = D(111N1 , ...,111Nm).

Para obtermos esta matriz teremos que descondicionar em ordem a NNN a matriz definida em
(3.4.18).

Dado NNN = nnn, suponhamos que se pretende testar a hipótese

H0 : θθθ = 000,

e o teste é não distorcido qualquer que seja nnn. Então, representando por prnnn,θθθ(Rej) [prnnn,000(Rej)]
a probabilidade de rejeitar H0, dados nnn e o parâmetro θθθ [a probabilidade de rejeitar H0, dado nnn e
θθθ = 000], vamos obter

prnnn,θθθ(Rej) > prnnn,000(Rej),

que descondicionando em ordem a NNN dará

prθθθ(Rej) > pr000(Rej),

logo o teste continua a ser não distorcido.

3.4.1 Estatística de teste e suas distribuições

Iremos assumir mais uma vez uma dimensão mínima global para as amostras, por isso trabalha-
remos com as variáveis N̈i, i = 1, . . . ,m, e consequentemente com o vetor N̈̈N̈N = (N̈1, . . . , N̈m).

Nesta seção iremos considerar as hipóteses e as estatísticas de teste apresentadas na seção
2.3.5, sobre extensões L.

Segundo a proposição 2.24, os testes para as hipóteses

H0,j,M : γj = 0, j > z,

onde γj , j = 1, . . . , `, correspondem às componentes da variância canónicas, são não distorci-
dos, qualquer que seja o nnn. Então, descondicionando em ordem a N̈̈N̈N, estes continuarão a ser
não distorcidos.
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Como vimos na seção 2.3.5, a soma dos quadrados do erro é dada por

S = ‖Q(LLL)YYY ‖2 ∼ σ2χ2
g(n),

com Q(LLL) = IIIn −LLLLLL+ e g(n) = n−m, que é independente de

(ooYYY j)
′
(BBB−1

j )ooYYY j ,

com BBBj e ooYYY j definidas em (2.3.17) e (2.3.18), respetivamente. Quando H0,j,M se verifica,
(ooYYY j)

′
(BBB−1

j )ooYYY j ∼ σ2χ2
fj
, com fj = car(QQQj), j > z, em que QQQj são MPO sobre R(AAAjXXX0)⊥.

Assim, considerando N̈ = n e que H0,j,M se verifica, a distribuição condicional da estatística,
definida em (2.3.20),

Tj =
(ooYYY j)

′
(BBB−1

j )ooYYY j

S
, j > z,

será uma F central com fj e g(n) graus de liberdade, F = (z|fj , g(n)). A distribuição não condi-
cional de Tj , j > z, considerando a dimensão mínima global para as amostras, n•, portanto que
N̈ ≥ n•, será dada por, ver por exemplo Mexia et al. (2011) e Nunes et al. (2014),

F j(z) =

∞∑
n=n•

pr(N̈ = n|N̈ ≥ n•)F (z|fj , g(n))

=

∞∑
n=n•

p̈n,n•F (z|fj , g(n)), j > z,

com p̈n,n• = p̈n,m+1
1−p̈m

1−
∑n•−1
u=m p̈u

, n = n•, . . . , como definido em (3.1.1).

3.4.2 Uma aplicação a dados do cancro

Nesta seção, continuamos a considerar dados de São Paulo, Brasil, de 2010 referentes à idade
de deteção da doença. Vamos considerar um modelo misto com um fator de efeitos fixos e
outro de efeitos aleatório. O fator de efeitos fixos será o Género, com dois níveis: Masculino
e Feminino, e o fator de efeitos aleatórios será o Tipo de Cancro. Recorreu-se ao método de
amostragem aleatória simples para selecionar três diferentes tipos de cancro. Isto leva-nos a
m = 2× 3 = 6 diferentes tratamentos. A Tabela 3.16 ilustra o número de pacientes por género e
pelos três tipos de cancro que foram selecionados.

Tabela 3.16: Tipos de cancro selecionados e número de pacientes

Género (segundo fator)
Masculino Feminino

Tipos de cancro (primeiro fator) Ossos e articulações dos membros 34 25
Medula espinhal e outras partes S.N.C. 19 23

Linfomas de células T cutâneas e periféricas 34 27

As Tabelas de frequências dos três tipos de cancro, para homens e mulheres, são apresentadas
no Anexo 4.
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Neste caso, de (3.4.19), teremos o modelo

YYY o = XXX0βββ0 +XXX1βββ1 +XXX2βββ2, (3.4.20)

onde βββ0 é fixo e βββ1 e βββ2 são independentes e aleatórios, correspondendo, respectivamente, ao
fator de efeitos aleatórios e à interação entre os dois fatores. Para a obtenção do numerador e
denominador da estatística de teste iremos utilizar os resultados apresentados na seção 2.3.5
sobre extensões L. Neste caso, teremos então

XXX0 = III2 ⊗ 1113

XXX1 = 1112 ⊗ III3

XXX2 = III2 ⊗ III3

.

As matrizes AAAj , j = 1, 2 serão dadas por

AAA1 =


1√
2

0 0 1√
2

0 0

0 1√
2

0 0 1√
2

0

0 0 1√
2

0 0 1√
2



AAA2 =


− 1√

2
0 0 1√

2
0 0

0 − 1√
2

0 0 1√
2

0

0 0 − 1√
2

0 0 1√
2


e  XXX0

1 = AAA1XXX0 = 1√
2
111′2 ⊗ 1113

XXX0
2 = AAA2XXX0 =

[
− 1√

2
1√
2

]
⊗ 1113

.

As matrizes QQQj , j = 1, 2, que são MPO sobre R(XXX0
j )
⊥, j = 1, 2, serão dadas por{

QQQ1 = WWW ′1WWW 1 = III3 − 1
3JJJ3

QQQ2 = WWW ′2WWW 2 = III3 − 1
3JJJ3

e

WWW 1 = WWW 2 =

[
− 1√

2
0 1√

2
1√
6
− 2√

6
1√
6

]
.
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Além disso, f1 = car(QQQ1) = 3, f2 = car(QQQ2) = 3 e as MPO sobre R(XXX0
j ), j = 1, 2, correspondem

a 

PPP 1 = XXX0
1(XXX0

1)+ =


1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3



PPP 2 = XXX0
2(XXX0

2)+ =


1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3


.

Como foi referido queremos testar as hipóteses

H0,j,M : γj = 0, j = 1, 2,

que correspondem, respectivamente, às hipóteses de ausência de efeitos do segundo fator e
da interação entre os dois fatores. Quando N̈ = n e H0,j,M , j = 1, 2 se verifica, a distribuição
condicional de

Tj =
(ooYooYooY j)

′(BBB−1
j )ooYooYooY j

S
, j = 1, 2

é uma F central com fj = rank(QQQj) = 3, j = 1, 2, e g(n) = n−6 graus de liberdade, F (.|3, n−6).

Suponhamos que
n•−1∑
n=0

p̈n,n• ' 0,

o que significa que, com grande probabilidade, se tem N̈ ≥ n•, sendo portanto n• a dimensão
mínima global para as amostras. A distribuição não condicional das estatísticas será então dada
por

F j(z) =

∞∑
n=n•

p̈n,n•F (z|3, n− 6), j = 1, 2.

Pelas propriedades de monotonia da distribuição F , apresentadas na subseção 2.2.5.1, tem-se

F (z|3, n• − 6) ≤ Fj(z) ≤ 1,

e portanto, a partir de F (z|3, n• − 6), podemos obter limites superiores para os quantis da dis-
tribuição não condicional, Fj(z). Apesar de realizarmos primeiro o teste à interação entre os
dois fatores, tal como referido na seção 3.2.3, neste caso iremos manter os índices das matrizes
XXXj , j = 0, 1, 2, definidas no modelo (3.4.20) e das hipóteses H0,j,M , j = 1, 2. Assim

• Índice 0- primeiro fator;

• Índice 1- segundo fator;

• Índice 2- interação.
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Para a interação, teremos então

ooYYY 2 = WWW 2AAA2LLL
+YYY =

[
10.0788

−9.7891

]
,

onde
LLL+ = D

(
1

34
111′34,

1

25
111′25,

1

19
111′19,

1

23
111′23,

1

34
111′34,

1

27
111′27

)
e LLL+YYY , é o vetor das médias amostrais com componentes

• 27.5882; • 42.8000;

• 46.4737; • 45.9130;

• 57.7353; • 47.1852.

Obtemos

BBB2 = WWW 2AAA2LLL
+(LLL+)′AAA′2WWW

′
2 =

[
0.0406 0.0024

0.0024 0.0367

]
e para o numerador da estatística T2,

(ooYYY 2)′(BBB−1
2 )ooYYY 2 = 5453.8120.

Como previamente definido, quando N̈ = n, S ∼ σ2χ2
n−6. Neste caso, obtemos

S = ‖Q(LLL)YYY ‖2 = 87095.4899.

Portanto, o valor observado da estatística, T2,Obs, é dado por

T2,Obs =
5453.8120

87095.4899
= 0.0626.

Se usarmos a distribuição condicional de T2, que corresponde a F (z|3, 156), uma vez que n =

162, vamos obter os quantis indicados na Tabela 3.17. Podemos concluir que se rejeita H0,2,M

para α = 0.1 e α = 0.05 e não se rejeita para α = 0.01.

Vamos supor que n• ≥ 24, digamos que n• = 24, o que significa que temos quatro observações
por tratamento.

Tabela 3.17: Os quantis da distribuição condicional e limites superiores para os quantis de T1 e T2

Valores de α 0.10 0.05 0.01
z1−α 0.0408 0.0512 0.0752
zu1−α 0.4027 0.5267 0.8486

A Tabela 3.17 mostra os limites superiores dos quantis para a probabilidade 1 − α, zu1−α, da
distribuição não condicional. Os resultados desta tabela podem levar-nos a tomar uma decisão
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contrária à que tomámos ao usarmos a distribuição condicional da estatística para α = 0.1 e
α = 0.05.

Assumindo que os valores da estatística de teste permanecem inalterados, teremos que ter o
tamanho mínimo n• apresentado na Tabela 3.18 por forma a garantirmos a rejeição da hipótese
nula.

Tabela 3.18: Valor minimo de n• que leva à rejeição da hipótese H0,2,M

Valores de 1− α 0.10 0.05 0.01
n• 109 135 193

Uma vez que para valores maiores de n• obteríamos valores menores para os quantis, temos
T2,Obs > zu1−α para todo n• ≥ 193. Neste caso, rejeitaríamos H0,2,M considerando os níveis
usuais de significância, o que significa que a interação entre os fatores seria significativa. Pela
Figura 3.4 podemos ver que não existe paralelismo entre as linhas para ambos os géneros, o
que aponta para a existência de interação entre os dois fatores.

Figura 3.4: Interação entre os fatores.

Agora, para o segundo fatorsegundo fatorsegundo fator, teremos

ooYYY 1 = WWW 1AAA1LLL
+YYY =

[
−8.8067

−3.1276

]

e

BBB1 = WWW 1AAA1LLL
+(LLL+)′AAA′1WWW

′
1 =

[
0.0406 0.0024

0.0024 0.0367

]
.

Assim, para o numerador da estatística T1, obtemos

(ooYYY 1)′(BBB−1
1 )ooYYY 1 = 2093.8120.

Portanto, o valor da estatística, T1,Obs, é dado por

T1,Obs =
2093.8120

87095.4899
= 0.0240.
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Se usarmos a distribuição condicional de T1, que corresponde a F (z|3, 156), obteremos os quan-
tis indicados na Tabela 3.17.

Como T1,Obs < z1−α, podemos concluir que não se rejeita H0,1,M para os níveis usuais de signi-
ficância.

A Tabela 3.17 também mostra os limites superiores para os quantis, zu1−α, da distribuição não
condicional, F 1(z), considerando n• = 24. Concluímos, como era de se esperar, que também
não se rejeita H0,1,M considerando a abordagem não condicional. Portanto o segundo fator não
é significativo, o que significa que a idade de deteção da doença não depende do tipo de cancro.

3.5 Conclusões e discussão dos resultados obtidos

Pretendemos com este capítulo apresentar uma nova abordagem, que nos parece mais realista
que a usual, quando as dimensões das amostras não são conhecidas à partida. Em situações
como esta as referidas dimensões devem ser consideradas como realizações de variáveis alea-
tórias.

Em todo o capítulo supusemos que a ocorrência das observações correspondia a processos
de contagem o que nos levou a assumir que as variáveis aleatórias seguiam distribuições de
Poisson. Através das aplicações apresentadas concluímos que os valores críticos da nova abor-
dagem podem exceder os da abordagem clássica. Assim, esta abordagem será mais robusta no
sentido em que diminui a probabilidade de falsas rejeições.
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Capítulo 4

Testes F com amostras de dimensão aleatória.

Falhas de observações

No capítulo anterior considerámos o caso em que a ocorrência das observações correspondia a
processos de contagem. Assumimos que as variáveis aleatóriasN1, ..., Nm seguiam distribuições
de Poisson de parâmetros λ1, . . . , λm e portanto as dimensões das amostras não tinham limites
superiores. O caso em que este limite superior existe corresponde a uma situação diferente. Por
exemplo, pode ter-se um limite superior comum conhecido, r, que não é sempre atingido, uma
vez que podem ocorrer falhas.

Tal situação pode ocorrer, por exemplo, quando:

• se está a trabalhar com um determinado número de pacientes e existe uma probabilidade,
que pode depender do tipo de doença, de alguns dos processos clínicos dos pacientes
serem incompletos ou mesmo não existirem;

• se está a trabalhar com videiras e existe uma probabilidade, que pode depender do trata-
mento, da videira secar;

• se envia um determinado número de questionários, por forma a que o "projeto" de pesquisa
seja válido, porém nem todos são enviados de volta.

A distribuição Binomial é a escolha adequada para estes casos. Considerando que existem m

diferentes tratamentos, vamos então supor que as variáveis aleatórias independentes, N1, ..., Nm,

seguem uma distribuição Binomial, com parâmetros:

• r1, ..., rm, os limites superiores para as dimensões das m amostras, os quais nem sempre
são atingidos uma vez que podem ocorrer falhas de observações;

• 1− p, onde p representa a probabilidade da ocorrência de uma falha.

ColocamosNi ∼ B(ri, 1−p), i = 1, . . . ,m e devido à independência dosNi, i = 1, . . . ,m, ter-se-á

N =

m∑
i=1

Ni ∼ B(r, 1− p),

com r =
∑m
i=1 ri.
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À semelhança do que foi feito no capítulo anterior, onde assumimos a distribuição de Poisson
para as dimensões das amostras, vamos agora alargar esta abordagem considerando que as
dimensões das amostras seguem distribuições Binomiais. Serão considerados modelos de efei-
tos fixos e modelos mistos e serão apresentados algumas aplicações com dados do cancro no
Brasil.

4.1 Distribuição Binomial Truncada

À semelhança do que foi apresentado no capítulo anterior, nesta seção vamos apresentar alguns
resultados sobre a Binomial Truncada, que nos serão úteis na obtenção das distribuições não
condicionais das estatísticas. Tal como no capítulo anterior, continuaremos a assumir dimensões
mínimas para as amostras por forma a evitar casos altamente desequilibrados.

4.1.1 Dimensão mínima global para as amostras

Tal como acontece com a distribuição de Poisson, a forma mais comum para a distribuição Bi-
nomial Truncada é a omissão do valor zero como valor da variável, uma vez que necessitamos
de ter pelo menos uma observação por tratamento, ver Johnson and Kotz (1969). Por forma a
realizar inferência, assumiremos então que as seguintes condições são satisfeitas:

• Ni ≥ 1, i = 1, ...,m,

• N > m.

Como referido anteriormente, supondo que podem ocorrer falhas nas observações, vamos as-
sumir que as variáveis N1, ..., Nm têm distribuição Binomial com parâmetros r1, ..., rm e 1 − p,
Ni ∼ B(ri, 1− p). Devido à independência de N1, ..., Nm tem-se N =

∑m
i=1 ∼ B(r, 1− p) em que

r =
∑m
i=1 ri.

Temos então

pu,i = pr(Ni = u|Ni ≥ 1) =
pr(Ni = u)

pr(Ni ≥ 1)

=
pr(Ni = u)

1− pr(Ni = 0)
=

(
ri

u

)
(1− p)upri−u

1− pri
, u = 1, ..., ri, i = 1, ...,m.
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Portanto, a função geradora de momentos de Ni, quando Ni ≥ 1, i = 1, ...,m, será

ϕi(t) =

ri∑
u=1

etu

(
ri

u

)
(1− p)upri−u

1− pri

=
(p+ (1− p)et)ri − pri

1− pri
, i = 1, ...,m,

e sua função geradora de probabilidade

ψi(t) = ϕi(ln t) =
(p+ (1− p)t)ri − pri

1− pri
, i = 1, ...,m.

Vamos supor mais uma vez que N̈i, i = 1, ...,m, correspondem às variáveis truncadas Ni, i =

1, ...,m, em que Ni ≥ 1, e que

N̈ =

m∑
i=1

N̈i.

Obtém-se então a função geradora de probabilidade de N̈

ψ̈(t) =

m∏
i=1

ψi(t) =

m∏
i=1

(p+ (1− p)t)ri − pri
1− pri

.

Portanto, sendo P(m)
u a família de partições de u1 + ...+um = u, de tal modo que 1 ≤ ui ≤ ri, i =

1, ...,m e uuu = (u1, ..., um)′, tem-se

p̈u = pr(N̈ = u) =
1

u!
ψ̈<u>(0)

=
∑
uuu∈Pu

m∏
i=1

(
ri

ui

)
(1− p)uipri−ui

1− pri

=
∑
uuu∈Pu

m∏
i=1

ri!p
ri−ui(1− p)ui

ui!(ri − ui)!(1− pri)
, ui = 1, ..., ri, i = 1, ...,m.

Vamos agora considerar que

j1 + ...+ jm = s; s = 1, ...,m− 1,

logo jjj = (j1, ..., jm)′ tem pelo menos uma componente nula. Com P(m)
s a família de partições de

s com cardinal m, tem-se

ψ̈<s>(0) =
∑

jjj∈P(m)
s

(
∑m
i=1 ji)!∏m
i=1 ji!

m∏
i=1

ψ<ji>i (0), s = 1, ..., r.
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Se s < m, qualquer que seja jjj ∈ P(m)
s ,

m∏
i=1

ψ<ji>i (0) = 0,

uma vez que jjj tem pelo menos uma componente nula e χi(0) = 0, i = 1, ...,m, e consequente-
mente

ψ̈<s>(0) = 0, s = 1, ...,m− 1.

Assim, visto que ψ̈<s>(0) = s!p̈s, obtém-se

p̈s = pr(N̈ = s) =
1

s!
ψ̈<s>(0) = 0, s = 1, . . . ,m− 1.

Portanto pr(N̈ ≤ m) = pr(N̈ = m) = p̈m.

Vamos agora considerar que s = m. O único termo não nulo de ψ̈<m>(0) corresponde a jjj = 111m,
uma vez que j1 + ...+ jm = m, assim

p̈m = pr(N̈ = m) =
1

m!
ψ̈<m>(0)

=

m∏
i=1

ψ<1>
i (0) =

m∏
i=1

ri(1− p)pri−1

1− pri
.

Além disso

pr(N̈ > m) = 1− pr(N̈ ≤ m) = 1− p̈m

= 1−
m∏
i=1

ri(1− p)pri−1

1− pri
,

vindo

p̈u,m+1 = pr(N̈ = u|N̈ ≥ m+ 1) =
pr(N̈ = u)

pr(N̈ > m)
=

p̈u
1− p̈m

, u = m+ 1, ..., r.

Assumindo que se tem uma dimensão mínima global para as amostras, por exemplo n•, com
n• ≥ m+ 1, tem-se N̈ ≥ n• e

p̈u,n• = pr(N̈ = u|N̈ ≥ n•) =
pr(N̈ = u)

pr(N̈ ≥ n•)

=
p̈u

pr(N̈ > m)

pr(N̈ > m)

pr(N̈ ≥ n•)

= p̈u,m+1
1− p̈m

1−
∑n•−1
`=m p̈`

, u = n•, . . . , r. (4.1.1)
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4.1.2 Dimensão mínima para cada uma das amostras

Como vimos na subseção anterior, ao assumirmos que existem m diferentes tratamentos, ape-
nas podemos considerar m parcelas para as partições. Iremos agora considerar que se tem uma
dimensão mínima para cada uma das amostras, ver Nunes et al. (2015). Teremos então Ni ≥
n•i , i = 1, . . . ,m, o que equivale a ter-se NNN ≥ nnn•, com NNN = (N1, . . . , Nm)

′
e nnn• = (n•1, . . . , n

•
m)
′
.

Significa portanto que a dimensão mínima global será n• =
∑m
i=1 n

•
i . Assim, ter-se-á a probabili-

dade

pn,n•i = pr(N = n|NNN ≥ nnn•)

=

n−
∑m
i=2 n

•
i∑

n1=n•1

...

n−(
∑`
i=1 ni+

∑m
i=`+1 n

•
i )∑

n`=n•`

...

n−
∑m−1
i=1 ni∑

nm=n−
∑m−1
i=1 ni

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•),

ni = n•i , ..., i = 1, ...,m, (4.1.2)

onde, devido à independência dos Ni, i = 1, . . . ,m, se tem

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•)

=

m∏
i=1

pr(Ni = ni|Ni ≥ n•i )

=

m∏
i=1

(
ri

ni

)
(1− p)nipri−ni∑ri

ui=n•i
pr(Ni = ui)

=

m∏
i=1

(
ri

ni

)
(1− p)nipri−ni

∑ri
ui=n•i

(
ri

ui

)
(1− p)uipri−ui

, ni = n•i , ..., ri; i = 1, ...,m. (4.1.3)

4.2 Modelos de efeitos fixos

Nesta seção consideraremos a ANOVA de efeitos fixos com um e mais fatores assumindo que
as dimensões das amostras seguem distribuições Binomiais.

4.2.1 Um fator com apenas um nível com dimensão aleatória

Nesta seção, vamos considerar que temos apenas um fator de efeitos fixos com m níveis. Vamos
supor que r é o limite superior para a dimensão de cada uma das m amostras. Supomos ainda
que a dimensão das amostras é fixa para todos os níveis, à exceção do m-ésimo onde podem
ocorrer falhas. Assim será mais correto considerar a dimensão do m-ésimo nível como aleatório.
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Vamos então assumir que:

• N é a variável aleatória que representa a dimensão do m-ésimo nível;

• n é uma realização desta variável.

Então N seguirá uma distribuição Binomial com parâmetros r e 1 − p, N ∼ B(r, 1 − p), onde p

corresponde à probabilidade da ocorrência de uma falha.

Estamos interessados em testar a hipótese

H0,F : µ1 = ... = µm,

que, como vimos, pode ser reescrita

H0,F : AAAµµµ = 000,

onde µµµ é o vetor médio com componentes µ1, ..., µm, e AAA = [IIIm−1| − 111m−1].

Para realizar a inferência precisamos de ter pelo menos uma observação para o m-ésimo nível,
o que significa que N ≥ 1, tomando-se

pn = pr(N = n|N ≥ 1) =
pr(N = n)

pr(N ≥ 1)

=

(
r

n

)
(1− p)npr−n

1− pr
, n = 1, ..., r.

(4.2.4)

4.2.1.1 Estatística de teste e suas distribuições

Quando N = n temos as amostras

Yi,1, ..., Yi,r, i = 1, ...,m− 1,

e
Ym,1, ..., Ym,n

com médias Yi,•, i = 1, ...,m. Portanto, a soma das somas dos quadrados dos erros será dada
por, ver por exemplo Khuri et al. (1998) e Searle et al. (1992),

S =

m−1∑
i=1

r∑
j=1

(Yi,j − Yi,•)2 +

n∑
j=1

(Ym,j − Ym,•)2.
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Se assumirmos que as observações são normais, independentes, com variância σ2 e valores
médios µi, i = 1, ...,m, S será, quando N = n, o produto de σ2 por um qui-quadrado central com

g(n) = (m− 1)(r − 1) + n− 1

graus de liberdade, S ∼ σ2χ2
g(n).

O vetor YYY •, com componentes Y1,•, ..., Ym,•, será condicionalmente independente de S e, com
N = n, condicionalmente normal com vetor médio µµµ e matriz de covariância σ2D( 1

r , ...,
1
r ,

1
n ),

YYY • ∼ N
(
µµµ, σ2D

(
1
r , ...,

1
r ,

1
n

))
.

(N = n)

Além disso, quando N = n, a distribuição condicional de AAAYYY • será N
(
AAAµµµ, σ2AAAD( 1

r , ...,
1
r ,

1
n )AAA′

)
.

Então, ver por exemplo Mexia (1990),

Snum = (AAAYYY •)
′ (AAAD ( 1

r , ...,
1
r ,

1
n

)
AAA′
)−1

(AAAYYY •) ∼ σ2χ2
g,δ(n),

(N = n)

com g = m− 1, e

δ(n) =
1

σ2
(AAAµµµ)′

(
AAAD

(
1

r
, ...,

1

r
,

1

n

)
AAA′
)−1

(AAAµµµ).

Portanto, a distribuição condicional da estatística de teste

=F =
Snum
S

será F (.|g, g(n), δ(n)). Quando N = n e H0,F se verifica, δ(n) = 0 e a distribuição condicional de
=F será F (.|g, g(n)).

Neste caso a distribuição não condicional de =F será dada por, ver por exemplo Mexia et al.
(2011) e Nunes et al. (2012a),

F (z) =

r∑
n=1

pr(N = n|N ≥ 1)pr(= ≤ z|N = n)

=

r∑
n=1

pnF (z|g, g(n)),

com

pn =

(
r

n

)
(1− p)npr−n

1− pr
, n = 1, ..., r.

como definido em (4.2.4).
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4.2.1.2 Uma aplicação a dados do cancro

Os dados utilizados nesta aplicação são referentes à cidade de São Paulo, Brasil, de 2010, e
dizem respeito à idade de deteção da doença. Vamos considerar como fator o Tipo de cancro,
com três níveis: Ossos longos do membro inferior, Parede lateral da bexiga urinária e Corpo do
pâncreas. As Tabelas do Anexo 5 mostram as frequências destes três tipos de cancro, agrupadas
por idade. A Tabela 4.1 ilustra o número de pacientes para os diferentes tipos de cancro.

Tabela 4.1: Diferentes tipos de cancro e número de pacientes.

Tipos de cancro Número de pacientes
Ossos longos dos membros inferiores 32

Parede lateral da bexiga urinária 32
Corpo do pâncreas 29

Vamos testar a hipótese:
H0,F : AµAµAµ = 0,

onde

AAA =

[
1 0 −1

0 1 −1

]
.

O numerador da estatística =F , é neste caso dado por

Snum = (AAAYYY •)
′ (AAAD ( 1

32 ,
1
32 ,

1
29

)
AAA′
)−1

(AAAYYY •),

que, quando H0,F se verifica, corresponde ao produto de σ2 por um qui-quadrado central g =

m− 1 = 2 com graus de liberdade.

Assim, obtém-se

AAAD

(
1

32
,

1

32
,

1

29

)
AAA′ =

[
0.0657 0.0345

0.0345 0.0657

]
e (

AAAD

(
1

32
,

1

32
,

1

29

)
AAA′
)−1

=

[
20.9893 −11.0108

−11.0108 20.9893

]
.

Uma vez que

AAAyyy• =

[
−33.6045

−0.4795

]
,

em que yyy• tem como componentes

• y1,• = 31.8438;

• y2,• = 65.9688;

• y3,• = 65.4483;
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obtém-se
Snum = 23352.35.

O denominador da estatística =F , quando N = n, é o produto de σ2 por um qui-quadrado central
com g(n) = 2× 31 + n− 1 = 61 + n graus de liberdade. Neste caso,

S =

32∑
j=1

(y1,j − y1,•)
2 +

32∑
j=1

(y2,j − y2,•)
2 +

29∑
j=1

(y3,j − y3,•)
2 = 28022.3599.

Assim, o valor observado da estatística, =F,Obs, é dado por

=F,Obs =
23352.35

28022.3599
= 0.8333.

Considerando N = n, quando H0,F se verifica a distribuição condicional de =F será uma F

central com g = 2 e g(n) = 61 + 29 = 90 graus de liberdade, F (.|2, 90). Os quantis da distribuição
condicional, z1−α, são apresentados na Tabela 4.2. Como =F,Obs > z1−α, podemos concluir que
se rejeita H0,F para os níveis usuais de significância.

Tabela 4.2: Os quantis da distribuição condicional e não condicional de =F

Valores de α 0.10 0.05 0.01
z1−α 0.05250 0.06884 0.10776
zb1−α 0.05264 0.06902 0.10805

Suponhamos que o limite superior para a dimensão da amostra é r = 32 para cada tipo de
cancro. No contexto desta aplicação podemos assim assumir que:

• a probabilidade de ocorrer uma falha para os dois primeiros tipos de cancro é aproxima-
damente nula, portanto as dimensões das amostras nestes casos são consideradas como
fixas;

• a probabilidade de ocorrer uma falha para o terceiro tipo de cancro pode ser considerada
como p = 0.1 logo 1 − p = 0.9, uma vez que 29

32 ' 0.9, considerando a aproximação a uma
casa decimal. Neste caso a dimensão da amostra deve ser considerada como aleatória.

Podemos portanto aplicar o nosso modelo a esta situação assumindo que N ∼ B(32, 0.9).
Obtém-se assim

pn =

(
32

n

)
(0.9)n0.132−n

1− 0.232
, n = 1, ..., 32,

sendo a distribuição não condicional da estatística =F , quando H0,F se verifica, dada por

F (z) =

32∑
n=1

pnF (z|2, 61 + n).
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Os quantis zb1−α, para a probabilidade 1 − α desta distribuição são apresentados na Tabela 4.2.
Uma vez que =F,Obs > zb1−α, concluímos que neste caso se seguirmos a abordagem não con-
dicional continuamos a rejeitar H0,F para o níveis usuais de significância. Significa portanto que
as idades com que a doença é detectada para estes três tipos de cancro são significativamente
diferentes.

É importante referir que os valores dos quantis referentes à distribuição não condicional são
poucos superiores aos da distribuição condicional. Esta tão reduzida diferença deve-se ao fato
de neste exemplo a probabilidade de ocorrência de falha ser pequena (p = 0.1). Situações em
que p é maior a diferença entre os quantis é mais significativa.

4.2.2 Um fator com todos os níveis com dimensões aleatórias

Nesta seção vamos assumir que temos apenas um fator com m níveis e que podem ocorrer
falhas em todos os níveis do fator. Assumimos ainda que r1, . . . , rm correspondem aos limites
superiores para as dimensões das amostras para cada um dos níveis do fator. Estes limites
superiores nem sempre são atingidos uma vez que podem ocorrer falhas de observações.

Suponhamos então que:

• n1, ..., nm correspondem às realizações das variáveis aleatórias N1, ..., Nm, que represen-
tam as dimensões das amostras;

• n =
∑m
i=1 ni é uma realização da variável aleatória N =

∑m
i=1Ni;

• N1, ..., Nm seguem distribuições Binomiais com parâmetros r1, ..., rm e 1−p, Ni ∼ B(ri, 1−
p), i = 1, ...,m, onde p corresponde à probabilidade da ocorrência de uma falha;

• devido à independência dos Ni, i = 1 . . . ,m,N ∼ B (r, 1− p) , com r =
∑m
i=1 ri.

Pretendemos portanto testar a hipótese

H0,F : AAAµµµ = 000,

com AAA = [IIIm−1| − 111m−1] e µµµ o vetor médio.

4.2.2.1 Estatística de teste e suas distribuições

Considerando-se Ni = ni, i = 1, ...,m, temos as amostras Yi,1, ..., Yi,ni , i = 1, ...,m, com médias
Yi,•, i = 1, ...,m. Como vimos anteriormente, a soma das somas dos quadrados do erro será
dada por
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S =

m∑
i=1

ni∑
k=1

(Yi,k − Yi,•)2.

Considerando que as observações são normais e independentes com variância σ2, quando Ni =

ni, i = 1, ...,m, S será o produto de σ2 por um qui-quadrado central com g(n) = n −m graus de
liberdade, S ∼ σ2χ2

g(n).

Quando Ni = ni, i = 1, ...,m o vetor das médias dos tratamentos, YYY •, será normal com vetor
médio µµµ e matriz de covariância σ2D( 1

n1
, ..., 1

nm
), que será condicionalmente independente de S.

Assim, se Ni = ni, i = 1, ...,m,

Snum = (AAAYYY •)
′
(
AAAD

(
1
n1
, ..., 1

nm

)
AAA′
)−1

(AAAYYY •) ∼ σ2χ2
g,δ(n)

com g = m− 1, e

δ(n) =
1

σ2
(AAAµµµ)′

(
AAAD

(
1

n1
, ...,

1

nm

)
AAA′
)−1

(AAAµµµ).

Quando H0,F se verifica, δ(n) = 0 e ter-se-á Snum ∼ σ2χ2
g.

Assim, quando N = n e H0,F se verifica, a distribuição condicional de

=F =
Snum
S

será F (.|g, g(n)).

Vamos supor que existe uma dimensão mínima para cada amostra, à semelhança do que con-
siderámos no capítulo anterior, ver Nunes et al. (2015). Consideremos que Ni ≥ n•i , i =

1, ...,m, e que portanto a dimensão mínima global será n• =
∑m
i=1 n

•
i . Assim teremos, com

nnn• = (n•1, . . . , n
•
m)′,

pn,n•i = pr(N = n|NNN ≥ nnn•)

=

n−
∑m
i=2 n

•
i∑

n1=n•1

...

n−(
∑`
i=1 ni+

∑m
i=`+1 n

•
i )∑

n`=n•`

...

n−
∑m−1
i=1 ni∑

nm=n−
∑m−1
i=1 ni

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•),

onde

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•) =

m∏
i=1

(
ri

ni

)
(1− p)nipri−ni

∑ri
ui=n•i

(
ri

ui

)
(1− p)uipri−ui

, ni = n•i , ..., ri; i = 1, ...,m,

como definido em (4.1.3).
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A distribuição não condicional de =F , quando a hipótese H0,F se verifica, será dada por, ver por
exemplo Mexia et. al (2011) e Nunes et. al (2014),

F (z)

=

r∑
n=n•

pr(N = n|NNN ≥ nnn•)F (z|g, g(n))

=

r∑
n=n•

pn,n•i F (z|g, g(n)).

4.2.2.2 Uma aplicação a dados do cancro

Os dados utilizados nesta aplicação são referentes à cidade de São Paulo, 2010, já considerados
na subseção 3.2.2.2, e dizem respeito à idade de deteção da doença. Vamos considerar como
fator o Tipo de cancro, com três os níveis: Tecidos moles do tórax, Trato intestinal e Cavidade
nasal. As Tabelas do Anexo 1 mostram as frequências destes três tipos de cancro, agrupadas por
idade. A Tabela seguinte ilustra o número de pacientes para cada tipo de cancro, já apresentado
na Tabela 3.2.

Tabela 4.3: Tipos de cancro e número de pacientes.

Tipos de cancro Número de pacientes
Tecidos moles do tórax 18

Trato intestinal 22
Cavidade nasal 25

Como vimos a hipótese a testar será

H0,F : AAAµµµ = 0,

com

AAA =

[
1 0 −1

0 1 −1

]
.

Quando H0,F se verifica, o numerador da estatística =F será dado por

Snum = (AAAYYY •)
′ (AAAD ( 1

18 ,
1
22 ,

1
25

)
AAA′
)−1

(AAAYYY •) ∼ σ2χ2
g ,

com g = m− 1 = 2. Vamos obter

Snum = 2073.021.

em que as médias amostrais são iguais a

• y1,• = 49.50;
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• y2,• = 61.7727;

• y3,• = 62.40.

Quanto ao denominador da estatística, quando N = n, S ∼ σ2χ2
g(n) com g(n) = n − 3. Neste

caso obtemos S = 26632.364.

Então o valor observado da estatística, =F,Obs, será

=F,Obs =
2073.021

26632.364
= 0.07784.

Dado N = n, quando H0,F se verifica, a distribuição condicional de =F corresponde a uma
distribuição F central com g = 2 e g(n) = 65 − 3 = 62 graus de liberdade, F (z|2, 62). Os quantis
desta distribuição, z1−α, são apresentados na Tabela 4.4. Podemos concluir que se rejeita H0,F

para α = 0.1, pois =F,Obs > z1−α, e não se rejeita para α = 0.05 e α = 0.01.

Tabela 4.4: Os quantis da distribuição condicional e não condicional de =F

Valores de α 0.10 0.05 0.01
z1−α 0.07711 0.10146 0.16016
zb1−α 0.07871 0.10361 0.16365

Para calcular os quantis da distribuição não condicional de estatística vamos assumir que os
limites superiores para as dimensões das amostras são r1 = 22, r2 = 27 e r3 = 31. Neste caso
a probabilidade de ocorrência de uma falha será p = 0.2, tendo-se portanto 1− p = 0.8, uma vez
que ni

ri
' 0.8, i = 1, 2, 3, considerando a aproximação a uma casa decimal. Isto significa que

N1 ∼ B(22, 0.8), N2 ∼ B(27, 0.8) e N3 ∼ B(31, 0.8). Devido à independência dos Ni, i = 1, 2, 3,
tem-se N =

∑3
i=1Ni ∼ B(80, 0.8).

Vamos supor, tal como na subseção 3.2.2.2, que existem pelo menos 5 observações por nível,
assim n•i = 5, i = 1, 2, 3, nnn• = (5, 5, 5)′ e n• = 15.

A distribuição não condicional de =F , quando a hipótese H0,F se verifica, será neste caso dada
por

F (z) =

80∑
n=15

n−10∑
n1=5

n−(n1+5)∑
n2=5

n−(n1+n2)∑
n3=n−(n1+n2)

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•)F (z|2, n− 3),

com

pr(NNN = nnn|NNN ≥ nnn•) =

3∏
i=1

(
ri

ni

)
(0.8)ni(0.2)ri−ni

∑ri
ui=5

(
ri

ui

)
(0.8)ui(0.2)ri−ui

.

Os quantis obtidos para a probabilidade 1 − α desta distribuição, zb1−α, são apresentados na
Tabela 4.4. Concluímos portanto que não se rejeita a hipótese para os níveis usuais de signifi-
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cância. Neste caso, para α = 0.1, a abordagem não condicional leva-nos a tomar uma decisão
contrária à que tinhamos tomado pela abordagem clássica (decisão similar à apresentada na
subseção 3.2.2.2).

4.2.3 Mais do que um fator de efeitos fixos

Vamos agora assumir que se tem mais que um fator de efeitos fixos com m tratamentos na
totalidade. Consideremos ainda que os limites superiores para as dimensões das amostras cor-
respondem a r1, ..., rm, os quais podem não ser atingidos uma vez que podem ocorrer falhas.

Assim, vamos assumir que:

• N1, ..., Nm são variáveis aleatórias independentes que representam as dimensões das amos-
tras;

• n1, ..., nm são as realizações das variáveis aleatórias N1, ..., Nm;

• n =
∑m
i=1 ni é uma realização da variável aleatória N =

∑m
i=1Ni;

• N1, ..., Nm seguem distribuições Binomiais com parâmetros r1, ..., rm e 1−p, Ni ∼ B(ri, 1−
p), i = 1, ...,m, onde p representa a probabilidade da ocorrência de uma falha;

• devido à independência dos Ni, i = 1 . . . ,m,N ∼ B (r, 1− p) , com r =
∑m
i=1 ri.

Pretendemos testar as hipóteses

H0,j : µµµ ∈ wj , j = 1, ..., τ,

onde wj = (w⊥j ∩ Ω), j = 1, ..., τ , é um subespaço do espaço paramétrico Ω. Como vimos no
capítulo anterior, se assumirmos que os vetores linha de AjAjAj constituem uma base ortonormada
para wj , j = 1, ..., τ , podemos reescrever estas hipóteses da seguinte forma

H0,j : AjAjAjµµµ = 000, j = 1, ..., τ.

Estas hipóteses correspondem a hipóteses de ausências de efeitos e de interação entre os fato-
res.

4.2.3.1 Estatística de teste e suas distribuições

Nesta seção, obteremos as distribuições das estatísticas, assumindo que as dimensões das
amostras para os m tratamentos são realizações de variáveis aleatórias independentes com
distribuição Binomial. Para obtermos as distribuições não condicionais das estatísticas con-
sideraremos uma dimensão mínima global para as amostras. Por esse motivo vamos consi-
derar N̈1, ..., N̈m como sendo as variáveis correspondentes às dimensões das amostras e que
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N̈i ∼ B(ri, 1 − p), i = 1, . . . ,m. Recordemos que N̈i correspondem às variáveis truncadas Ni,
com Ni ≥ 1, i = 1, . . . ,m.

Assim, quando N̈i = ni, i = 1, ...,m, temos as amostras

Yi,1, ..., Yi,ni , i = 1, ...,m,

com médias Yi,•, i = 1, ...,m. A soma das somas dos quadrados dos erros será dada por

S =

m∑
i=1

ni∑
k=1

(Yi,k − Yi,•)2,

tendo-se, assumindo a normalidade e a independência das observações com variância σ2,

S ∼ σ2χ2
g(n),

com g(n) = n−m.

Além disso, S será condicionalmente independente do vetor das médias dos tratamentos, YYY •, que
será normal com média µµµ e matriz de covariância σ2D( 1

n1
, ..., 1

nm
). Tendo-se, quando N̈i = ni,

i = 1, ...,m,

Sj = (AAAjYYY •)
′
(
AAAjD

(
1

n1
, ...,

1

nm

)
AAA′j

)−1

(AAAjYYY •) ∼ σ2χ2
gj ,δj(n), j = 1, ..., τ,

com
gj = car(AAAj), j = 1, ..., τ,

e

δj(n) =
1

σ2
(AAAjµµµ)′

(
AAAjD

(
1

n1
, ...,

1

nm

)
AAA′j

)−1

(AAAjµµµ), j = 1, ..., τ.

Portanto, como vimos no capítulo anterior, a distribuição condicional da estatística de teste

=j =
Sj
S
, j = 1, ..., τ,

será F (.|gj , g(n), δj(n)), j = 1, ..., τ.

Quando N̈ = n, e H0,j , j = 1, ..., τ , se verifica, δj(n) = 0, j = 1, . . . , τ e a distribuição condicional
de =j será uma distribuição F central com gj e g(n) graus de liberdade, F (.|gj , g(n)), j = 1, ..., τ.

Considerando como dimensão mínima global para as amostras o valor n•, o que significa que
N̈ ≥ n•, obtém-se a distribuição não condicional de =j , i = 1, . . . , τ, quando H0,j , i = 1, . . . , τ, se
verifica,
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F j(z) =

r∑
n=n•

pr(N̈ = n|N̈ ≥ n•)pr(=j ≤ z|N̈ = n)

=

r∑
n=n•

p̈n,n•F (z|gj , g(n)), j = 1, ..., τ,

onde p̈n,n• = p̈n,m+1
1−p̈m

1−
∑n•−1
u=m p̈u

, n = n•, . . . , r, como definido pela expressão (4.1.1).

4.2.3.2 Uma aplicação a dados do cancro

Mais uma vez os dados que vamos usar nesta aplicação são da cidade de São Paulo, Brasil, 2010
referentes à idade de deteção da doença. Vamos considerar dois fatores, o Tipo de cancro e o
Género. O primeiro fator com três níveis: Cavidade nasal e ouvido médio; Meninges e Coração,
mediastino e pleura. O segundo fator com dois níveis: Masculino e Feminino. Isto resulta em
m = 3 × 2 = 6 diferentes tratamentos. As Tabelas do Anexo 6 mostram as frequências destes
três tipos de cancro, para os dois géneros, agrupados por idade. A Tabela 4.5 ilustra o número
de pacientes por tipo de cancro e género.

Tabela 4.5: Número de pacientes por tipo de cancro e género.

Género (segundo fator)
Masculino Feminino

Tipos de cancro (primeiro fator)
Cavidade nasal e ouvido médio 13 16

Meninges 9 11
Coração, mediastino e pleura 18 13

Vamos testar as hipóteses
H0,j : AAAjµµµ = 0, j = 1, 2, 3.

Como já referimos no capítulo anterior, nestes casos a análise deve começar com o teste à
interação e, se esta não for significativa, de seguida fazem-se os testes aos efeitos principais dos
dois fatores. Se a interação for significativa, a inferência é realizada para cada nível de um dos
fatores. Como neste caso o segundo fator tem apenas dois níveis, serão obtidos intervalos de
confiança para a diferença das médias. Mais uma vez iremos seguir esta abordagem o que nos
leva a ordenar as hipóteses H0,j e as matrizes AAAj , j = 1, 2, 3, da seguinte forma

• Índice 1- interação;

• Índice 2- primeiro fator;

• Índice 3- segundo fator.
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Como vimos, quando N̈ = n e H0,j se verifica, a distribuição condicional de =j , j = 1, 2, 3,
corresponde a F (.|gj , n − 6), com gj = car(AAAj), j = 1, 2, 3. A distribuição não condicional,
considerando N̈ > n•, é dada por

F j(z) =

r∑
n=n•

p̈n,n•F (z|gj , n− 6), j = 1, 2, 3,

com p̈n,n• = p̈u,7
1−p̈6

1−
∑n•−1
u=6 p̈u

, n = n•, . . . , r.

Devido às propriedades de monotonia da distribuição F , que já foram referidas anteriormente,
quando n < no, temos

F (z|gj , n− 6) < F (z|gj , no − 6),

portanto
F (z|gj , n• − 6) ≤ F j(z) ≤ 1,

o que significa que F (z|gj , n• − 6) nos dá um limite inferior para F (z). Assim, a partir de
F (z|gj , n• − 6), podemos obter limites superiores para os quantis da distribuição não condicional
F j(z), j = 1, 2, 3.

Em relação à interaçãointeraçãointeração entre os dois fatores tem-se

AAA1 =

[
1
2 − 1

2 0 0 − 1
2

1
2

− 1
2
√

3
1

2
√

3
1√
3
− 1√

3
− 1

2
√

3
1

2
√

3

]
,

com g1 = car(AAA1) = 2. Obtemos

(
AAA1D

(
1

13
,

1

16
,

1

9
,

1

11
,

1

18
,

1

13

)
AAA′1

)−1

=

[
14.7137 0.1639

0.1639 11.1131

]
,

e

AAA1yyy• =

[
0.3980

11.6077

]
,

em que o vetor yyy• tem como componentes

• y1,• = 55.0769; y2,• = 63.8750;

• y3• = 47.0000; y4,• = 36.0909;

• y5• = 53.9444; y6,• = 63.5385.

Obtém-se então

S1 = (AAA1yyy•)
′
(
AAA1D

(
1

13
,

1

16
,

1

9
,

1

11
,

1

18
,

1

13

)
AAA′1

)−1

(AAA1yyy•) = 1501.221

para o numerador da estatística =1.
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Para o denominador das estatísticas, temos

S =

6∑
i=1

ni∑
k=1

(Yi,k − Yi,•)2 = 1501.221.

Assim, o valor observado da estatística, =1,Obs, é dado por

=1,Obs =
1501.221

35037.7574
= 0.0428.

Os quantis, z1−α, da distribuição condicional =1, que corresponde a F (z|2, 74), são apresentados
na Tabela 4.6.

Tabela 4.6: Os quantis da distribuição condicional e limites superiores para o quantis de =1 e =2.

Valores de α 0.10 0.05 0.01
z1−α 0.0642 0.0843 0.1325
zu1−α 0.3594 0.4910 0.8478

Podemos concluir que não se rejeita H0,1 para os níveis usuais de significância quando conside-
ramos a distribuição condicional.

Vamos agora supor que se tem n• ≥ 21, por exemplo que n• = 21, o que significa que se
tem no mínimo pouco mais de três observações por tratamento. A Tabela 4.6 mostra os limites
superiores para os quantis, para a probabilidade 1 − α, zu1−α, da distribuição não condicional
F 1(z). Como =1,Obs < zu1−α podemos concluir, como era de esperar, que não se rejeita H0,1

para os níveis usuais de significância. Os valores apresentados na Tabela 4.6 podem levar-nos a
pensar que não temos dimensões suficientemente grandes para as amostras por forma a detetar
a existência de interação. Assumindo que os valores da estatística permanecem inalterados,
serão necessários os valores mínimos de n• apresentados na Tabela 4.7 por forma a rejeitar
H0,1.

Tabela 4.7: Valor mínimo de n• que leva à rejeição da hipótese H0,1.

Valores de α 0.10 0.05 0.01
n• 116 149 226

Uma vez que para valores maiores de n• vamos obter valores menores para os quantis. Con-
cluímos que para todo o n• ≥ 226 se rejeita H0,1, o que significa que nestas circunstâncias a
interação é significativa. A Figura 4.1 parece apontar efetivamente para a existência de interação
entre os dois fatores, uma vez que as linhas se cruzam.

Construímos também os intervalos de confiança para as diferenças das médias entre os géneros,
para os três tipos de cancro. A Tabela 4.8 mostra os intervalos obtidos.

Para todos os graus de confiança considerados a origem pertence aos intervalos de confiança, o
que significa que não existe diferença significativa quanto à média das idades entre os géneros.
Os resultados podem ser igualmente observados pela análise da Figura 4.2, considerando o grau
de confiança de 95%.
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Figura 4.1: Interação entre os dois fatores.

Tabela 4.8: Intervalos de confiança para as diferenças das médias

Valores de 1− α 0.90 0.95 0.99

Cavidade nasal e ouvido médio [-22.1056; 4.5094] [-24.8286; 7.2325] [-30.4449; 12.8487]

Meninges [-8.7835; 30.6017] [-12.9497; 34.7679] [-21.7795; 43.5977]

Coração, mediastino e pleura [-22.0300; 2.8418] [-24.5632; 5.3750] [-29.7681; 10.5799]

Figura 4.2: Intervalo de confiança a 95% para a diferenças das médias entre os dois géneros.

Apesar da existência de interação, iremos mesmo assim testar os efeitos principais dos dois
fatores por forma a mostrar como estes testes se comportam descondicionando as distribuições.

Para o primeiro fatorprimeiro fatorprimeiro fator temos

AAA2 =

[
− 1

2 − 1
2 0 0 1

2
1
2

1
2
√

3
1

2
√

3
− 1√

3
− 1√

3
1

2
√

3
1

2
√

3

]
e g2 = car(AAA2) = 2. Obtemos

(
AAA2D

(
1

13
,

1

16
,

1

9
,

1

11
,

1

18
,

1

13

)
AAA′2

)−1

=

[
14.7137 0.1639

0.1639 11.1131

]
,

e

AAA2yyy• =

[
−0.7345

20.2803

]
,
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donde

S2 = (AAA2yyy•)
′
(
AAA2D

(
1

13
,

1

16
,

1

9
,

1

11
,

1

18
,

1

13

)
AAA′2

)−1

(AAA2yyy•) = 4573.7740.

Portanto, o valor observado da estatística, =2,Obs, é dado por

=2,Obs =
4573.7740

35037.7574
= 0.1305.

Os quantis, z1−α, da distribuição condicional de =2, que corresponde a F (z|2, 74), são apresen-
tados mais uma vez na Tabela 4.6. Assim, usando a distribuição condicional podemos concluir
que rejeitamos H0,2 para α = 0.1 e 0.05 e não rejeitamos para a α = 0.01.

Para a distribuição não condicional da estatística de teste F 2(z), vamos considerar mais uma
vez n• = 21 obtendo-se os limites superiores para os quantis da probabilidade 1 − α, zu1−α,
apresentados na Tabela 4.6. Estes resultados podem contradizer a decisão que tomamos através
da utilização da abordagem condicional, para α = 0.1 e 0.05.

Supondo que os valores da estatística de teste permanecem inalterados teremos que ter os
tamanhos das amostras apresentados na Tabela 4.9 por forma a garantir a rejeição da hipótese.

Tabela 4.9: Valor mínimo de n• que leva à rejeição da hipótese H0,2.

Valores de α 0.10 0.05 0.01
n• 44 55 82

Então, por exemplo para α = 0.05, teremos que ter pelo menos 55 observações para tomarmos
a mesma decisão utilizando as duas abordagens.

Uma vez que para valores maiores de n• obteríamos valores menores para os quantis, temos
=2,Obs > zu1−α para todo o n• ≥ 82, o que significa que, neste caso, vamos rejeitar H0,2 conside-
rando os níveis usuais de significância o que significa que o primeiro fator é significativo.

Para o segundo fatorsegundo fatorsegundo fator temos

AAA3 =
[
− 1√

6
1√
6
− 1√

6
1√
6
− 1√

6
1√
6

]
,

e g3 = car(AAA3) = 1.

Obtém-se

S3 =

(
AAA3D

(
1

13
,

1

16
,

1

9
,

1

11
,

1

18
,

1

13

)
AAA′3

)−1

=
[

12.6603
]
,

e
AAA3yyy• =

[
3.0549

]
,

e para o numerador da estatística =3,
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S3 = (AAA3yyy•)
′
(
AAA3D

(
1

13
,

1

16
,

1

9
,

1

11
,

1

18
,

1

13

)
AAA′3

)−1

(AAA3yyy•) = 118.1531

Portanto, o valor da estatística, =3,Obs, é dado por

=3,Obs =
118.1531

35037.7574
= 0.0034.

Considerando a distribuição condicional de =3, que corresponde a F (z|1, 74), obtêm-se os quan-
tis apresentado na Tabela 4.10.

Tabela 4.10: Os quantis da distribuição condicional e limites superiores para o quantis de =3.

Valores de α 0.10 0.05 0.01
z1−α 0.0375 0.0537 0.0945
zu1−α 0.2049 0.3029 0.5789

Assim, podemos concluir que não se rejeita a hipótese nula para os níveis usuais de significância
quando consideramos a distribuição condicional.

Para as distribuição não condicional da estatística de teste, F 3(z), vamos considerar n• = 21

obtendo-se os limites superiores para os quantis da probabilidade 1 − α, zu1−α, apresentados
também na Tabela 4.10.

Como esperado, esta abordagem leva-nos a tomar a mesma decisão que tínhamos tomado
usando a abordagem condicional. No entanto, os resultados da Tabela 4.10 poderíam-nos levar a
pensar que não temos observações suficientes para detectar as diferenças entre os géneros. As-
sumindo que os valores da estatística de teste permanecem inalterados, para garantir a rejeição
da hipótese seria necessário ter os tamanhos mínimos das amostras apresentados na Tabela
4.11.

Tabela 4.11: Valor mínimo n• que leva à rejeição da hipótese H0,3.

Valores α 0.10 0.05 0.01
n• 810 1148 1978

Na verdade, esses valores são elevados, logo somos levados a concluir que não existe dife-
rença significativa entre os dois géneros. A mesma decisão já tinha sido tomada com base nos
intervalos de confiança obtidos e apresentados na Tabela 4.8.

4.3 Modelos mistos

Na formulação dos modelos mistos, à semelhança do apresentado no Capítulo 3, vamos utilizar
as extensões L.
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Vamos supor que o vetor YYY o tem m componentes que correspondem aos tratamentos de um
modelo linear e que se tem

LLL = D(111n1
, ...,111nm) = LLL(nnn),

com nnn = (n1, ..., nm)′. Temos então a extensão L

YYY = LLLYYY o + εεε,

que corresponde a um modelo com amostras n1, ..., nm, onde εεε é o vetor dos erros com vetor
médio nulo e matriz de covariância σ2IIIn. Continuamos a considerar que

n =

m∑
i=1

ni,

e que se tem o modelo misto

YYY o =

w∑
i=0

XXXiβββi, (4.3.5)

com βββ0 fixo e βββ1, ...,βββw aleatórios e independentes, com vetores médios nulos e matrizes de
covariância σ2

1IIIc1 , ..., σ
2
wIIIcw . O modelo YYY também será um modelo misto.

Suponhamos mais uma vez que podem ocorrer falhas para os m tratamentos e que r1, . . . , rm

correspondem aos limites superiores para a dimensão das amostras. Portanto:

• n1, ..., nm são as realizações das variáveis aleatórias independentes, N1, ..., Nm;

• Ni ∼ B(ri, 1− p), i = 1, . . . ,m e N ∼ B(r, 1− p), com r =
∑m
i=1 ri.

Como vimos no Capítulo anterior os resultados sobre extensões L podem ser aplicados no "con-
texto" dos tamanhos das amostras aleatórias. Vamos portanto passar a considerar a matriz

LLL(NNN) = D(111N1 , ...,111Nm),

com NNN = (N1, . . . , Nm).

4.3.1 Estatística de teste e suas distribuições

Iremos mais uma vez, por forma a obter as expressões das distribuições não condicionais das
estatísticas, assumir que se tem uma dimensão mínima global para as amostras o que nos leva
a considerar as variáveis N̈i, i = 1, . . . ,m.

Como vimos na seção 3.4 estamos interessados em testas as hipóteses

H0,j,M : γj = 0, j > z,
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onde γj , j = 1, . . . , l, correspondem às componentes de variância canónicas.

Teremos a estatística de teste definida em (2.3.20) dada por

Tj =
(ooYooYooY j)

′(BBB−1
j )ooYooYooY j

S
, j > z,

que, quandoH0,j se verifica e N̈i = ni, i = 1, . . . ,m, tem distribuição F central com fj = car(QQQj),
j > z, e g(n) = n−m graus de liberdade, F (.|fj , g(n)).

A distribuição não condicional de Tj , j > z, quando a hipótese H0,j,M se verifica, e se tem como
dimensão mínima global para as amostras n•, ou seja N̈ ≥ n•, será dada por

F j(z) =

r∑
n=n•

pr(N̈ = n|N̈ ≥ n•)F (z|fj , g(n))

=

r∑
n=n•

p̈n,n•F (z|fj , g(n)), j > z, (4.3.6)

com

p̈n,n• = p̈n,m+1
1− p̈m

1−
∑n•−1
u=m p̈u

, n = n•, . . . , r,

como definido em (4.1.1).

4.3.2 Uma aplicação a dados do cancro

Nesta seção, vamos considerar um modelo misto com um fator de efeitos fixos e outro aleatório.
Mais uma vez os dados foram disponibilizados pelo INCA, e são referentes ao cancro do Cólon do
ano de 2008, Brasil. O fator de efeitos fixos será o género, com dois níveis: Masculino e Feminino
e o fator de efeitos aleatórios será o Estado. Foram selecionados três Estados recorrendo-se
ao método de amostragem aleatória simples. A Tabela 4.12 ilustra o número de pacientes por
género e pelos três Estados que foram selecionados.

Tabela 4.12: Estados selecionados e número de pacientes.

género (segundo fator)
Masculino Feminino

Estados (primeiro fator) Espírito Santo 34 38
Goiás 99 88

Paraná 108 132

Temos portanto m = 2× 3 = 6 tratamentos diferentes. As Tabelas de frequências referentes aos
três Estados, para homens e mulheres, são apresentadas no Anexo 7.
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De (4.3.5), teremos o modelo

YYY o = XXX0βββ0 +XXX1βββ1 +XXX2βββ2, (4.3.7)

onde βββ0 é fixo e βββ1 e βββ2 são aleatórios e independentes, e correspondem, respectivamente, ao
fator de efeitos aleatórios e interação entre os fatores. Mais uma vez iremos utilizar os resultados
apresentados na seção 2.3.5 do Capítulo 2 sobre extensões L. Teremos então, como vimos na
seção 3.4.2, 

XXX0 = III2 ⊗ 1113

XXX1 = 1112 ⊗ III3

XXX2 = III2 ⊗ III3

.

As matrizes AAAj , j = 1, 2 serão dada por

AAA1 =


1√
2

0 0 1√
2

0 0

0 1√
2

0 0 1√
2

0

0 0 1√
2

0 0 1√
2



AAA2 =


− 1√

2
0 0 1√

2
0 0

0 − 1√
2

0 0 1√
2

0

0 0 − 1√
2

0 0 1√
2


e  XXX0

1 = AAA1XXX0 = 1√
2
111′2 ⊗ 1113

XXX0
2 = AAA2XXX0 =

[
− 1√

2
1√
2

]
⊗ 1113

.

As matrizes QQQj , j = 1, 2, que correspondem às MPO sobre R(XXX0
j )
⊥, j = 1, 2, serão neste caso{

QQQ1 = WWW ′1WWW 1 = III3 − 1
3JJJ3

QQQ2 = WWW ′2WWW 2 = III3 − 1
3JJJ3

,

com

WWW 1 = WWW 2 =

[
− 1√

2
0 1√

2
1√
6
− 2√

6
1√
6

]
,
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e ter-se-á f1 = car(QQQ1) = 3 e f2 = car(QQQ2) = 3. Portanto, as MPO sobre R(XXX0
j ), j = 1, 2, são



PPP 1 = XXX0
1(XXX0

1)+ =


1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3



PPP 2 = XXX0
2(XXX0

2)+ =


1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3


.

Queremos testar as hipóteses
H0,j,M : γj = 0, j = 1, 2,

que correspondem às hipóteses de ausências de efeitos do segundo fator e interação entre os
dois fatores, respectivamente. Quando N̈ = n e H0,j , j = 1, 2, se verifica, a distribuição condi-
cional da estatística

Tj =
(ooYooYooY j)

′(BBB−1
j )ooYooYooY j

S
, j = 1, 2

será F (.|3, n− 6), uma vez que fj = rank(QQQj) = 3, j = 1, 2 e g(n) = n− 6.

Assumindo que se tem N̈ ≥ n•, sendo portanto n• a dimensão mínina global para as amostras,
a distribuição não condicional da estatística será dada por

F j(z) =

r∑
n=n•

p̈n,n•F (z|3, n− 6), j = 1, 2.

Pelas propriedades de monotonia da distribuição F , já referidas e apresentadas na subseção
2.2.5.1,

F (z|3, n• − 6) ≤ Fj(z) ≤ 1

e portanto, a partir de F (z|3, n•−6), podemos obter limites superiores para os quantis da distribui-
ção não condicional, Fj(z). Tal como na subseção 3.4.2, iremos manter os índices das matrizes
XXXj , j = 0, 1, 2 e das hipóteses H0,j , j = 1, 2, apesar de começarmos com o teste à interação,
logo

• Índice 0- primeiro fator;

• Índice 1- segundo fator;

• Índice 2- interação.

Assim para a interaçãointeraçãointeração, obtemos

ooYYY 2 = WWW 2AAA2LLL
+YYY =

[
5.4445

0.2594

]
,
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onde
LLL+ = D

(
1

34
111′34,

1

38
111′38,

1

99
111′99,

1

88
111′88,

1

108
111′108,

1

132
111′132

)
e LLL+YYY corresponde ao vetor das médias amostrais com componentes

• 66.4118; • 63.1842;

• 58.9697; • 61.2045;

• 62.9722; • 64.6515.

Teremos

BBB2 = WWW 2AAA2LLL
+(LLL+)′AAA′2WWW

′
2 =

[
0.0146 −0.0033

−0.0033 0.0167

]
e para o numerador da estatística T2,

(ooYYY 2)′(BBB−1
2 )ooYYY 2 = 2169.713.

Quanto ao denominador obtém-se
S = 96590.0595

Portanto, o valor observado da estatística, T2,Obs, é dado por

T2,Obs =
2169.713

96590.0595
= 0.0225.

Em relação à distribuição condicional de T2, que corresponde a F (z|3, 493) uma vez que n = 499,

temos os quantis indicados na Tabela 4.13. Concluímos que se rejeita a hipótese para α = 0.1 e
α = 0.05 e não se rejeita para α = 0.01. Vamos assumir agora que n• ≥ 90, digamos que n• = 90,

o que significa que se tem 15 observações por tratamento. Este valor não é muito elevado uma
vez que os dados se referem a Estados do Brasil.

Tabela 4.13: Os quantis da distribuição condicional e limites superiores para os quantis de T1 e T2.

Valores de α 0.10 0.05 0.01
z1−α 0.0127 0.0160 0.0232
zu1−α 0.0768 0.0969 0.1437

A Tabela 4.13 mostra os limites superiores dos quantis para a probabilidade 1 − α, zu1−α, da
distribuição não condicional. Os resultados podem levar-nos a não rejeitar H0,2,M para os ní-
veis usuais de significância, e consequentemente a tomar uma decisão contrária à que tínhamos
tomado pela abordagem condicional, para α = 0.1 e α = 0.05. No entanto estes não são comple-
tamente conclusivos como já foi explicado anteriormente.

Assumindo que os valores da estatística de teste permanecem inalterados, teremos que ter as
dimensões mínimas para as amostras apresentados na Tabela 4.14 para garantirmos a rejeição
da hipótese nula.
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Tabela 4.14: Valor minimo de n• que leva à rejeição da hipótese H0,2,M .

Valores de 1− α 0.10 0.05 0.01
n• 287 358 517

Estes valores podem parecer um pouco elevados como valores mínimos de n•, no entanto é
importante referir que os dados se referem a diferentes Estados do Brasil e não apenas a uma
cidade, como em exemplos considerados anteriormente. Assim, concluímos que para todo n• ≥
517 se rejeita H0,2,M para os níveis usuais de significância, o que significa que existe interação
entre os dois fatores. A Figura 4.3 parece indicar efetivamente a existência de interação já que
as linhas se cruzam.

Figura 4.3: Interação entre os fatores.

Agora, para o segundo fatorsegundo fatorsegundo fator, teremos

ooYYY 1 = WWW 1AAA1LLL
+YYY =

[
−1.9975

−0.3104

]
e

BBB1 = WWW 1AAA1LLL
+(LLL+)′AAA′1WWW

′
1 =

[
0.0146 −0.0033

−0.0033 0.0167

]
.

Assim, para o numerador da estatística T1, obtemos

(ooYYY 1)′(BBB−1
1 )ooYYY 1 = 309.8181.

Portanto, o valor observado da estatística, T1,Obs, é dado por

T1,Obs =
309.8181

96590.0595
= 0.0032.

Se usarmos a distribuição condicional de T1, que corresponde também a F (z|3, 493), obteremos
os quantis indicados na Tabela 4.13 e portanto concluímos que pela abordagem condicional não
rejeitamos H0,1,M para os níveis usuais de significância. A Tabela 4.13 mostra ainda os limites
superiores para os quantis da probabilidade 1 − α, zu1−α, da distribuição não condicional F 1(z).
Como era de esperar não rejeitamos H0,1,M considerando estes limites superiores. Portanto a
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idade de deteção da doença para este tipo de cancro não depende do Estado, ou seja, de região
onde se vive.

4.4 Conclusões e discussão dos resultados obtidos

Nesta seção, tentámos abrir um "novo campo" com base no uso da distribuição Binomial, para
modelos de fatores de efeitos fixos e modelos mistos, quando podem ocorrer falhas nas obser-
vações.

Verificámos, à semelhança do capítulo anterior em que a ocorrência das observações correspon-
dia a processos de contagem, que também neste caso os quantis considerando a abordagem
não condicional são superiores aos da abordagem clássica.

Podemos portanto concluir que ao considerarmos as dimensões das amostras como aleatórias,
devido à possível ocorrência de falhas nas observações, teremos uma abordagem mais realista
e mais robusta, uma vez que esta diminui a probabilidade de falsas rejeições.
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Capítulo 5

Conclusões finais e trabalhos futuros

Com este trabalho propomos uma abordagem alternativa à ANOVA usual, baseada em situações
em que as dimensões das amostras não são conhecidas à priori. Concluímos que nestes casos
a ANOVA usual, usada rotineiramente por investigadores das mais diversas áreas da ciência,
pode não ser a opção mais correta para a análise e tratamento dos dados.

A metodologia apresentada passa por, sempre que as dimensões das amostras são desconheci-
das, considerar essas dimensões como realizações de variáveis aleatórias independentes. Me-
diante a situação prática em questão, assumimos duas distribuições para essas variáveis aleató-
rias:

• A distribuição de Poisson, quando a ocorrência das observações corresponde a processos
de contagem;

• A distribuição Binomial, caso ocorram falhas nas observações.

Através dos Capítulos 3 e 4, mostrámos a relevância da abordagem não condicional, em evitar
falsas rejeições. Podemos concluir portanto que a nossa abordagem, para além de ser mais
realista quando as dimensões das amostras são desconhecidas, é igualmente mais robusta,
uma vez que diminui a probabilidade de falsas rejeições.

Em termos de trabalho futuros, pensamos em estender este tratamento a outras situações reais
onde se justifique considerar diferentes distribuições discretas para as dimensões das amostras.
Por exemplo, assumir a distribuição Geométrica [Binomial Negativa] quando se consideram situa-
ções em que se desconhece o número de observações até à primeira falha [até à s-ésima falha].
Uma situação prática que poderá ser considerada neste caso é a de ambientes protegidos, em
que cada vez que se recolhe uma observação há o risco de ter ocorrido alguma espécie de con-
taminação. Na área da investigação médica um exemplo que poderá justificar a utilização destas
distribuições é a deslocação de pacientes com uma determinada patologia a um hospital e que
correm o risco de sofrer algum tipo de infeção bacteriana.

Para o caso em que a distribuição Binomial é assumida como a distribuição adequada para
as dimensões das amostras pretendemos realizar o estudo para modelos de efeitos aleatórios.
Pretendemos ainda alargar a nossa abordagem ao caso em que a probabilidade da ocorrência
de uma falha varia de tratamento para tratamento, ou seja, assumir que Ni ∼ B(ri, 1 − pi),
i = 1, ...,m.
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É importante ainda referir que durante o nosso tratamento trabalhámos com as distribuições
F , uma vez que são mais "tratáveis" e estatisticamente equivalentes às distribuições F . Esta
equivalência permite-nos considerar os nossos testes como testes F .
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[12] Fonseca, M., Mexia, J.T. and Zmyślony, R. (2006). Binary Operations on Jordan algebras.
Linear Algebra and its Applications, 117, 75-86.

111



Análise de Variância com Amostras de Dimensão Aleatória e suas Aplicações

[13] Fonseca, M. (2007). Estimation and hypothesis testing in mixed linear models. PhD Thesis.
FCT - Universidade Nova de Lisboa, Lisboa, Portugal.
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[15] Fonseca, M., Jesus, V., Mexia, J.T. and Zmyślony R. (2009). Binary Operations and canonical
forms for factorial and related models. Linear Algebra and its Applications, 430, 2781-2797.

[16] Horn, R. , Johnson, C. (1985). Matrix Analysis. Cambridge University Press.

[17] Houtman, A.M. and Speed, T.P. (1983). Balance in designed experiments with orthogonal
block structure. Annals of Statistics, 11(4), 1069-1983.

[18] Jacobson, N. (1953). Lectures in Abstract Algebra. Volume II-Linear Algebra. New York: D.
Van Nostrand.

[19] Jesus, V., Rodrigues, P.C. and Mexia, J.T. (2007). Inference for random effects in prime basis
factorials using commutative Jordan algebras. Discussiones Mathematicae -Probability and
Statistics, 27, 15-25.

[20] Jesus, V., Fonseca, M., Mexia, J.T. and Zmyślony, R. (2009). Binary operations and canonical
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Apêndice A

Anexos

A.1 - Tabelas de frequência referentes às Subseções 3.2.2.2 e

4.2.2.2.

Tabela A.1: Cancro do tecidos moles do tórax
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 2 1 2 1 1 2

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 0 0 0 2 1 1 2 1

Tabela A.2: Cancro do trato intestinal
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 1 1 1 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 3 3 2 1 3 0 1 2 4

Tabela A.3: Cancro da cavidade nasal
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 1 0 0 2 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 4 0 4 1 3 3 1 4
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A.2 - Tabelas de frequência referentes à Subseção 3.2.3.2.

Tabela A.4: Homens com cancro na amígdala
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Médias das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 5 1 1 0 3 5 1 1 5

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Médias das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 3 5 6 3 1 4 0 1 6

Tabela A.5: Mulheres com cancro na amígdala
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 3 3 0 1 1 2 2 0 2

Idade 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das Idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 4 1 0 1 0 1 0 0 1

Tabela A.6: Homens com cancro na cavidade nasal e do ouvido médio
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das Idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 1 0 0 3 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das Idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 0 3 0 0 2 0 2

Tabela A.7: Mulheres com cancro na cavidade nasal e do ouvido médio
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Médias das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 3 0 1 1 3 2 1 2

Tabela A.8: Homens com cancro no timo
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 1 1 0 0 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 1 0 1 0 1 0 1
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Tabela A.9: Mulheres com cancro no timo
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 1 0 0 0 0 0 0 1 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 0 1 0 3 1 0 0 1

Tabela A.10: Homens com cancro no coração, mediasto e pleura
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 1 1 2 1 3

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 3 0 1 1 1 0 2 2

Tabela A.11: Mulheres com cancro no coração, mediasto e pleura
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 1 0 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 3 1 0 2 2 0 0 1 3
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A.3 - Tabelas de frequência referentes à Subseção 3.3.2.

Tabela A.12: Cancro do corpo do estômago
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 1 0 1 0 0 3 4 2

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 13 4 15 4 11 8 9 5 11

Tabela A.13: Cancro do encéfalo

Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 2 5 1 2 6 1 3 7 7

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 3 11 10 8 11 7 5 1 3

Tabela A.14: Cancro da medula espinhal e outras partes S.N.C.
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 4 2 0 1 1 2 2 4 3

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 5 4 2 0 5 5 1 0

Tabela A.15: Melanoma malígno do tronco
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 1 0 1 1 7 5 6

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 5 7 6 2 7 4 5 3 47

Tabela A.16: Cancro do cólon ascendente
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 2 1 4 6

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 7 9 14 20 20 23 21 16 58
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Tabela A.17: Cancro do lobo superior, brônquios ou pulmão
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 1 1 2 3

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 7 14 17 15 28 24 24 10 9
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A.4 - Tabelas de frequência referentes à Subseção 3.4.2.

Tabela A.18: Homens com cancro nos ossos e articulações dos membros
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 5 8 5 2 2 1 3 1

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 0 1 2 0 0 1 0 1

Tabela A.19: Mulheres com cancro nos ossos e articulações dos membros
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 1 3 2 1 1 2 3 2

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 3 1 1 1 0 0 3

Tabela A.20: Homens com cancro na medula espinhal e outras partes S.N.C.
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 3 1 0 0 0 1 1 1 1

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 3 0 0 0 3 3 1 0

Tabela A.21: Mulheres com cancro na medula espinhal e outras partes S.N.C.
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 1 1 0 1 1 1 1 3 2

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 2 4 2 0 2 2 0 0

Tabela A.22: Homens com linfomas de células T cutâneas e periféricas
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 3 2 0 1 3

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 1 1 5 2 6 2 1 4

122



Análise de Variância com Amostras de Dimensão Aleatória e suas Aplicações

Tabela A.23: Mulheres com linfomas de células T cutâneas e periféricas
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 2 1 0 0 2 2 1 4 2

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 2 0 1 0 2 2 1 3
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A.5 - Tabelas de frequência referentes à Subseção 4.2.1.2.

Tabela A.24: Cancro dos ossos longos dos membros inferiores
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 4 4 7 1 2 1 4 2

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 0 2 1 0 0 0 0 3

Tabela A.25: Cancro da parede lateral da bexiga urinária
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 2 0 1

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 6 8 1 5 3 2 3

Tabela A.26: Cancro do corpo do pâncreas
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 1 0 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 2 4 3 6 4 4 1 2
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A.6 - Tabelas de frequência referentes à Subseção 4.2.3.2.

Tabela A.27: Homens com cancro na cavidade nasal e do ouvido médio
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 1 0 0 3 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 0 3 0 0 2 0 2

Tabela A.28: Mulheres com cancro na cavidade nasal e do ouvido médio
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 2 3 0 1 1 3 2 1 2

Tabela A.29: Homens com cancro na meninge
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 1 0 0 1 0 0 0 1 1

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 1 1 0 0 2 0 0

Tabela A.30: Mulheres com cancro na meninge
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 1 2 0 0 0 2 0 1 1

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 1 2 0 0 0 0 1 0

Tabela A.31: Homens com cancro no coração, mediastino e pleura
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 1 1 2 1 3

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 0 3 0 1 1 1 0 2 2
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Tabela A.32: Mulheres com cancro no coração, mediastino e pleura
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 1 0 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 3 1 0 2 2 0 0 1 3
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A.7 - Tabelas de frequência referentes à Subseção 4.3.2.

Tabela A.33: Espírito Santo-Homens com cancro no cólon
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 1 3 5 5 6 6 0 5 2

Tabela A.34: Espírito Santo-Mulheres com cancro no cólon
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 1 0 0 0 2

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 5 3 5 3 4 5 5 3 2

Tabela A.35: Goiás-Homens com cancro no cólon
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 1 1 0 1 2 4 12

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 7 7 17 9 6 12 15 2 3

Tabela A.36: Goiás-Mulheres com cancro no cólon
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 0 2 5 7

Age 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 10 6 6 14 8 12 10 3 5

Tabela A.37: Paraná-Homens com cancro no cólon
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 0 1 3 2 0

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 8 10 18 11 18 24 4 5 4
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Tabela A.38: Paraná-Mulheres com cancro no cólon
Idades 1− 4 5− 9 10− 14 15− 19 20− 24 25− 29 30− 34 35− 39 40− 44

Média das idades 2 7 12 17 22 27 32 37 42
Pacientes 0 0 0 0 1 0 1 1 7

Idades 45− 49 50− 54 55− 59 60− 64 65− 69 70− 74 75− 79 80− 84 85+

Média das idades 47 52 57 62 67 72 77 82 87
Pacientes 9 14 17 14 14 17 15 14 8
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