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Resumo

Todas as sociedades humanas, desdes as mals rudimentares as mais sofisticadas
necessitam do conceito de niimero e de alguma forma de contagem. De acordo com
muitos estudiosos (ver [6]), todas as sociedade humanas tem uma designagao para
0s primeiros niimeros naturais, embora em tribos mais primitivas essa nomenclatura
nao ultrapasse 2 ou 3.

Relativamente aos processos de contagem, parece que os seres humanos sempre
usaram os dedos como forma mais conveniente de fazer a contagem de niimeros
naturais. No entanto, embora os dedos das maos permitam fazer calculos simples, a
necessidade de contar um vasto nimero de objetos, sejam cabecas de gado, amigos,
dias ou anos, levou a uma sistematizacao do processo de contagem. Um primeiro
passo neste sentido consistiu na criacao de grupos de numeros, a partir dos quais
os restantes seriam construidos. O leitor estard provavelmente mais familiarizado
com os 10 primeiros mimeros inteiros para esse grupo de nimeros, a partir dos quais
sao construidos os restantes niimeros naturais e depois todos os nimeros reais. A
preponderancia da base 10 deve-se ao facto da contagem ser habitualmente feita
com o0s dedos das maos. No entanto, outras bases foram também bastante usadas
ao longo da historia por outras civilizacoes, como a base 5, onde a contagem é
feitas usando os dedos de uma Unica mao, ou a base 20, esta bastante comum, e
que corresponde ao uso dos dedos das maos e dos pés. Este sistema de base 20 foi
bastante usado nas civilizacoes pré-Colombianas da América como os Malas, mas
o seu uso parece ter-se entendido bem para além da América Central. Na Europa
¢ possivel encontrar vestigios da utilizacao desse antigo sistema de base 20. Por
exemplo em frances, oitenta diz-se “quatre-vingt” | um resquicio desse antigo sistema
de contagem.

Este trabalho debruca-se sobre diferentes formas de representar nimeros reais. Ire-
mos apresentar e estudar dois modos distintos de representar mimeros reais. Assim,
iniciamos este trabalho com um capitulo onde estudaremos sucessoes e séries. Es-
tes assuntos sao necessarios aos capitulos seguintes uma vez que a resolucao de
varios problemas que nos aparecem dependem do estudo da convergencia de certas
sucessoes e séries.

No Capitulo II, a representacao de wm mimero real numa base g, sendo g um inteiro
maior do que 1. Tremos provar vérias propriedades dos niimeros reais, propriedades
essas bem conhecidas, estando os niumeros representados numa base g.

No Capitulo IIT iremos estudar outra forma de representar niimeros reais, através das
fracoes continuas. A principal questao que vamos abordar é saber se qualquer fracao
continua representa sempre um nimero real. Se bem que para fracoes continuas
finitas este problema é facilmente resoluvel, quando se trata de fracoes continuas
infinitas o problema torna-se bastante mais complexo. Iremos resolve-lo para uma
classe particular de fracoes continuas infinitas, chamadas simples.

Palavras chave: Representacao, base, niimeros reais, fracao continua.
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Abstract

All human societies, from the most rudimentary to the most sophisticated, need the
concept of number and some form of counting. According to many scholars (see cite
Ore), all human societies have a designation for the first natural numbers, although
in more primitive tribes this nomenclature does not exceed 2 or 3.

With regard to counting processes, it seems that humans have always used fingers as
the most convenient way of counting natural numbers. However, although the fingers
allow simple calculations to be made, the need to count a vast number of objects,
be they cattle, friends, days or years, has led to a systematization of the counting
process. A first step in this direction was the creation of groups of numbers, from
which the rest would be built. The reader will probably be more familiar with the
first 10 integer numbers for that group, from which the remaining natural numbers
and all real numbers are constructed. The preponderance of the base 10 is due to
the fact that the count is usually done with the fingers. However, other bases have
also been used throughout history by other civilizations, such as the 5 base, where
the counting is done using the fingers of a single hand, or the 20 base, which is quite
common, and which corresponds to the use fingers and toes. This 20 base system
was widely used in pre-Colombian civilizations in America such as the Mayans, but
its use seems to have been well understood beyond Central America. In Europe it is
possible to find traces of the use of this old base system 20. For example in French,
eighty is called “ it quatre-vingt 7, a remnant of that old counting system.

This work focuses on different ways of representing real numbers. We will present
and study two different ways of representing real numbers. Thus, we begin this work
with an introductory chapter where we will study successions and series. These issues
are necessary for the following chapters since the resolution of several problems that
appear to us depends on the study of the convergence of certain successions and
series.

In Chapter II, the representation of a real number on a g basis, g being an integer
greater than 1. We will prove several properties of real numbers, properties that are
well known, the numbers being represented on a g basis.

In Chapter III we will study another way of representing real numbers, using conti-
nuous fractions. The main question we are going to address is to know if any fraction
continued fraction always represent a real number. Although for finite continuous
fractions this problem is easily solved, when it comes to infinite continuous fractions
the problem becomes much more complex. We will solve it for a particular class of
infinite continuous fractions, called simple.

Keywords: Representation, base, real numbers, continuous fraction.






Notacoes

e N Conjunto dos numeros naturais;

e N Conjunto dos niimeros inteiros nao negativos;
e 7 Conjunto dos numeros inteiros relativos;

o O Conjunto dos numeros racionais;

e R Conjunto dos numeros reais;

e RT Conjunto dos nimeros reais positivos;

o Ry Conjunto dos nimeros reais nao negativos;

o [7] Parte inteira do ntimero real x;

Moédulo do nimero real z;

L]
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a divide b.

L
=2
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Capitulo 1
Introducao

A Teoria de Nimeros, tal como outras dreas da Matemadtica, necessita para sua com-
preensao e desenvolvimento de conhecimentos provenientes das mais diversas fontes,
nomeadamente da Analise Matemdtica e da Combinatéria. Tendo presente este facto
e com o objectivo de tornar a expressao o mais possivel autocontida, iniciamos o
nosso trabalho com um capitulo preliminar, onde é apresentado os resultados ligados
a sucessoes, séries e produtos infinitos. O objetivo é apresentar diversos resultados
conhecidos, os quais sao utilizados diversas vezes ao longo do texto. Os resultados
presentes neste capitulo podem ser encontrados em qualquer livro de Matemaética
elementar. No entanto para a elaboracao deste capitulo consultamos essencialmente

[3], [5] e [6].
1.1 Swucessoes

Nesta seccao, apds apresentarmos a definicao de sucessao, abordaremos as nocoes de
subsucessao, sucessao mondtona, sucessao limitada e limite de uma sucessao. Algu-
mas propriedades fundamentais sobre estes conceitos serao também apresentadas.

Definicao 1.1. Uma sucessao de nimeros reais é toda a aplicacao de N (ou Ny) em
R, habitualmente representada por (up)nen ou por (un)nen, -

Aos elementos do contradominio de uma sucessao damos o nome de termos da su-
Cessao.

Uma sucessao pode ser descrita por um termo genérico u, a que se da o nome de
termo geral da sucessao.

Exemplo 1.1. Consideramos a seguinte sucessao de termo genérico u, = é Entao

u = 1
Uy = !
L — 2
1
Ups1 = n——i—l

Entao, para obter o sétimo termo desta sucessao substitui-se, no termo geral, n por

T:
1

uy = —.
7



Uma sucessao de nimeros reais definida pelo termo geral esti completamente
definida, visto que o dominio € o conjunto de chegada sao conhecidos: N e IR,
respetivamente.

Uma sucessao de nimeros reais pode também ser definida por um processo de
recorréncia, onde cada termo da sucessao é calculado a partir de termos anteriores
ja conhecidos.

Exemplo 1.2. Seja (u,),ey Uma sucessao em que:
e u; = 3;

e Qualquer termo diferente do primeiro obtém-se do termo anterior somando-lhe
4 unidades.

Abreviadamente escrevemos

3 se n=1

Up =
" Up1+4 se n>1

Entao, como ;. = u, +4 vem

my = w+4=3+4="7
ug = wr+4=7+4=11
uy = uz+4=11+4=15

Vamos em seguida definir o que entendemos por subsucessao de uma sucessao de
nimeros reais.

Definicao 1.2. Uma subsucessao da sucessao (u,)neny € qualquer sucessao que
resulte da supressao de alguns termos de (u, )nen-

Exemplo 1.3. Uma subsucessao da sucessao de termo geral u, = %,

1 1
2 b :3 3 11 5 b) 6 b) e 3 E 3
é, por exemplo a sucessao
1 1 1
45 6
Para definirmos sucessao mondtona, devemos primeiro saber o que sao sucessoes
crescentes e sucessoes decrescentes.

Definicao 1.3. Uma sucessao (u,)nen € dita crescente (ou crescente em sentido
lato) se, e s6 se
Upe]l = Up, Vi €N,
ou seja,
Upsl — Up = 0, Vn eN.

Portanto, numa sucessao crescente, cada termo é menor ou igual do que o termo
seguinte. Entao,

up < up < ug <o < Uy < Uy <



Uma sucessao (un)nen ¢ estritamente crescente se, e sé se
Upsl > Up, Vn e N

ou seja,
Upel — Uy > 0, Vn €N,

o que quer dizer
up < upg < ug < - < Uy < Upgpp <o

Exemplo 1.4. A sucessao dos nimeros pares, isto é. a sucessao de termo geral
U, = 2N,

2.4, 6, -+, 2n, .-

¢ uma sucessao estritamente crescente.
Com efeito,

Ups1 — U, = 2(n+1)—2n
2n+2—-2n
= 2.

Logo,
Upil — Uy >0, Vn e N

Os conceitos de sucessao decrescente (ou decrescente em sentido lato) e de sucessao
estritamente decrescente sao definidos de modo analogo.

Exemplo 1.5. A sucessao de termo geral u,, = %,

1 1 1 1 1 1 1

bl 2'] 35 41 51 6'] bl n11
¢ uma sucessao decrescente.
Com efeito,

1 1 B n—n-—1

n+1 n  nn+1)
— 7; <0,VneN.
n“ +n

Definigao 1.4. Uma sucessao mondtona é toda sucessao crescente ou decrescente
em sentido estrito ou lato.

Exemplo 1.6. A sucessao de termo geral u, = (—1)",
-1, 1, -1, 1, 1 —-11,---
nao é nem crescente e nem decrescente e logo, nao é uma sucessao mondtona.

De seguida iremos apresentar o conceito de sucessao limitada. Antes mesmo de o
definirmos, vamos primeiro apresentar as nocoes de majorante e de minorante de
um conjunto. Com estas nocoes apresentaremos também o conceito de conjunto
limitado.



Definigao 1.5. O majorante de um conjunto A € R é um ntmero real L tal que
Vee A, = <L.

Um conjunto que admite um majorante diz-se limitado superiormente ou ma-
jorado.

Exemplo 1.7. Se A = {3,5,7,9}, podemos afirmar que 10 é um majorante de A, e
portanto A é um conjunto limitado superiormente.

Com efeito, sao verdadeiras as proposicoes
3<10; 5<10; 7<10; 9 <10.
E também majorante de A qualquer outro mimero real maior ou igual a 9.

Definigao 1.6. Seja A um conjunto limitado superiormente. Ao elemento mimimo
do conjunto de todos os majorantes de A chamamos supremo do conjunto A.

Exemplo 1.8. Se A = [-3,5[, o conjunto dos majorantes de A é [5,+oc[ e o
supremo do conjunto é o ntimero 5.

Axioma do supremo: Todo o subconjunto nao vazio de R que seja limitado
superiormente tem supremo.
O supremo de um conjunto A serd denotado por sup(A).

Definigao 1.7. O minorante de um conjunto B C R é um nimero real m tal que
Vre B, m<uz.
Exemplo 1.9. Se B={4,5,6,7}, podemos afirmar que 3 é um minorante de B.
Com efeito, sao verdadeiras as proposicoes
4>23;523,623,72>3.
Sao também minorantes de B qualquer niimero real menor ou igual do que 4.

Definicao 1.8. Um conjunto diz-se minorado ou limitado inferiormente se tem
minorantes. Ao elemento méximo do conjunto dos minorantes chamamos infimo
do conjunto.

O infimo de um conjunto A sera denotado por inf(A).

Exemplo 1.10. Se B = [-3,6], o conjunto dos minorantes de B é |—oc, —3] e o
infimo de B é o nimero —3.

Lema 1.1. Seja A um subconjunto nao vazio de R limitado inferiormente. Entao,
o conjunto —A = {—xz : x € A} é limitado superiormente e —sup(—A) =inf(A).

4



Demonstragao: Como A é um subconjunto nao vazio de R limitado inferiormente,
existe um numero real ¢ tal que ¢ < a, para todo a € A. Entao —a < —¢, para
todo a € A e portanto —A ¢ limitado superiormente. Pelo axioma do supremo, —A
tem supremo que denotamos por b. Para concluir a demonstracao basta mostrar
que —b é o infimo de A. Como b é o supremo de —A temos —a < b, para todo
a € A. Entao —b < a e portanto —b é um minorante do conjunto A. Seja b’ outro
minorante de A. Entao ' < a, para todo a € A, e entao —a < —¥, para todo
a € A. Concluimos assim que —b é um majorante de —A e atendendo a definicao
de supremo vem b < —b'. Entao ¥ < —b e portanto —b é o elemento méaximo do
conjunto dos minorantes de A. O
Deste lema concluimos o resultado seguinte:

Teorema 1.1. Todo o subconjunto ndo vazio de R que seja limitado inferiormente
tem infimo.

Definicao 1.9. Um conjunto diz-se limitado se e s6 se for majorado e minorado.

Em outras palavras, podemos escrever:
O conjunto C € limitado se e s6 se

3L>0VzeC, |z|<L.

Com efeito, como

le| <Le -L<az<L,

—L seria um minorante e L um majorante do conjunto C.

Exemplo 1.11. Se C' = {—3,-2,—1,0,1}, entao —4 é um minorante de C', visto
que todos os elementos de C' sao superiores a —4, e o conjunto de todos os minorantes
de C é

|—o0, —3].

Neste caso, —3 é o infimo.

Como, por outro lado, o ntimero 1 é um majorante do conjunto €', entao o conjunto
C é limitado. Tendo em conta a definicao de conjunto limitado, L poderia ser
qualquer valor superior ou igual a 3.

Definicao 1.10. Uma sucessao (uy,)nen diz-se limitada, se o conjunto dos seus
termos ¢ um conjunto limitado. Portanto, uma sucessao (uy)nen diz-se limitada, se
o conjunto dos seus termos admite um majorante e um minorante. Isto é, existem
dois ntimeros reais M e N, tais que

N <u, <M, VneN.

Exemplo 1.12. A sucessao de termo geral u, = (—1)" é limitada, pois o conjunto
dos scus termos ¢ o conjunto {—1,1} que ¢ limitado.

Passemos de seguida ao conceito de limite de uma sucessao. A definicao de limite de
uma sucessao pode ser visto como um caso particular da definicao de limite, segundo
Cauchy, para funcoes com dominio N, quando o argumento tende para +oc. Antes
mesmo de o definirmos e apresentarmos as suas propriedades, importa-nos primeiro
abordar as nocoes de erro de um valor aproximado e de vizinhanca.



Definicao 1.11. Seja a¢ um numero real qualquer e € um nimero real positivo.
Chama-se valor aproximado de a com erro inferior a e (também se diz a
menos de €) a todo o nimero real z, tal que

lr —a| <e
Ao nimero real | — a| damos o nome de erro de z em relacao a a.

Exemplo 1.13. 3,14 é o valor aproximado de m com erro inferior a 0,01.
Com efeito,
13,14 — | < 0,01.

Definigao 1.12. A vizinhanga de a de raio ¢ ¢ o conjunto de todos os valo-
res aproximados de a com erro inferior a € e representa-se por Vi(a) ou V(a,e).
Abreviadamente escreve-se:

Vi(a) =]a—e,a+ €.

Exemplo 1.14. O conjunto de todos os valores aproximados de 2 com erro inferior
a0,01é

Vooi1(2) = ]2-0,01,2+0,01]
]1,99:2,01[.

Definigao 1.13. Dizemos que o niimero real a é o limite de uma sucessao (u;,)nen
se para qualquer € > 0, existe M > 0 tal que, para qualquer n € N, se n > M, entao
|un, — a| < e. Isto &,

Veso 0t n>M = |u, —a| <e

Neste caso, diz-se que a sucessao (un)nen converge para a, ou tende para a. Abre-
viadamente escreve-se:
lim u,, = a,

ou
Uy, — a.

Se uma sucessao (U, )peny Na0 é uma sucessao convergente entao dizemos que a su-
cessao é divergente.

Exemplo 1.15. Seja (u,)pen, onde u, = 251,
Vamos mostrar que
limu, = 2,
1sto é,
2n —1
Veso ms0: n>M —> —2| <e
n+1
Seja € > 0. Observamos que
2n—1 3
2l <e & < €,
n+1 n+1




3
<€e & n>-—1.
€

n+1
Seja M = g — 1> 0. Entao, se n > % — 1 vem 2—;:11 — 2| < e, logo
2n—1
Ves0 HMZ%_DO: n>M— ) — 9| <e.

Vejamos agora algumas propriedades do conceito de limite:

Teorema 1.2. (Teorema da unicidade do limite) O limite de uma sucessdio
convergentle € dnico.

Demostragao: Fazemos a demonstracao por reducao ao absurdo. Admitamos que
a sucessao (U, )nen tende para dois limites diferentes a e b.

Suponhamos que b > a e seja € < b%“.

Entao, como u, — a temos

=0 n > My = u, € V(a).
Analogamente, como u, — b,
EIM’g)O n > My =— u, € Vve(b)
Seja M o maior dos nimeros M, e Ms. Entao, podemos concluir que se n > M,

up € Ve(a) e u, € Vi(b),

0 que € impossivel, pois
Vi(a) N Ve(b) = @.

Entao, a suposicao que fizemos nao é verdadeira e ¢ = b. Portanto, uma sucessao
convergente nao pode ter mais do que um limite. ]

Teorema 1.3. Toda sucessao constante € convergente e tem por limite a pripria
constante.

Demostracao: Com efeito, a sucessao de termo geral
u, = k, keR,
é uma sucessao constante e tem por limite k, pois qualquer que seja € positivo,

lup —k|=1k—kl=0<e

Teorema 1.4. Toda a subsucessdo de uma sucessao convergente € também conver-
gente e tende para o mesmo limite.



Demostracao: Seja (un)new uma sucessao convergente para um nimero real a e
seja (Un)neny uma subsucessao de (un)nen
Sendo (uy)nen convergente para a, tem-se

Veso Ims0: n> M = |up —a| <,
facto suficiente para garantir que, também,
Veso Inso: n>N = |v, —a| <e,

pois (U, )nen € uma subsucessao de (uy,)nen, isto é, todos os termos de (v, ),en S0
elementos do conjunto dos termos de (uy)nen. ]

Teorema 1.5. Toda a sucessio mondtona e limitada € convergente.

Demostragao: Seja (u,),en uma sucessao que vamos supor ser crescente e limitada.
A hipétese de ser limitada significa que ela ¢ limitada superiormente, ou seja, seu
conjunto de termos possul supremo que denotamos por S. Vamos mostrar que
lim u, = 5.

Com efeito, dado qualquer € > 0, como S —e < 5, atendendo & definicao de supremo,
o niimero S — € nao € majorante do conjunto dos termos da sucessao. Logo existe
algum ng € N tal que S — € < u,,. Como a sucessao ¢ monétona crescente,

n>ng = Up, < Up

e, portanto,
S — € < uy,.

Como u, < S para todo n € N, vemos que
n>nyg=—=5—-e<u,<S+e
Portanto,

U, — 5.

De modo analogo mostramos que se (uy,),ey uma sucessao decrescente e limitada e
se s ¢ o Infimo do conjunto dos seus termos, entao

Up — S.
Assim completamos a demonstracao. O

Teorema 1.6. Se a sucessao (uy,)uen € convergente e se lim u, = a, entio a su-
cessao (|un|)nen também é convergente e im |uy,| = |al.

Demonstracgao: Seja € um nimero positivo. Como (un)nen ¢ uma sucessao con-
vergente para a, existe um nimero natural p tal que

n>p=—lu, —al <e.
Mas, de acordo com [5], pagina 56, tem-se

[t — al = ||us| — |al|



e, portanto, tem-se:
n>p=—||ua| —|a|| <e.

Como € é um qualquer nimero real positivo, é verdadeira a proposicao
Ve >0 Jpen n > p = ||ua| — |a]| <,
isto é,
[tn| — |a] .
O
Teorema 1.7. Se a sucessao (uy)neny € convergente, e se a partir de certa ordem
todos os termos sao nao negativos, entao limu,, > 0.

Demonstragao: Suponhamos, com vista a obter um absurdo que a sucessao () pen
é convergente, que a partir de certa ordem todos os termos sao nao negativos, mas
lim u, = a, com a < 0.

Seja € um numero real positivo tal que € < |al.

Como a sucessao (un)nen ¢ convergente para a, existe um niimero natural p; tal que

n>p=a—€e<u, <at+e (1L1)
Mas, por hipdtese, existe um nimero natural py tal que
n>p = u, >0 (12)

Da conjuncao (1.1) e (1.2) resulta que, representando por p o maior dos inteiros p

€ P2,
n>p=—u, > 0Nu, <a-te,

o que é impossivel pelo facto de ser a + € < 0, uma vez que a é negativo e |a| > €.
Portanto, concluimos que
lim wu,, > 0.

Teorema 1.8. Se (tn)nen € (Un)nen SGo sucessées convergentes e, a partir de uma
certa ordem se tem u, < v,, entdo im u, < lim v,.

Demonstragao: Sejam (u,),en € (U, )nen duas sucessoes convergentes tais que, a
partir de certa ordem, se tem u,, < v, e suponhamos, com vista a obter um absurdo
que lim u, > lim v,.

Facamos lim u,, = a e lim v, = b, e seja € um nimero real positivo menor que “T_b.
Atendendo & Definicao 1.13, existem os niimeros naturais p; e ps tais que

n > pr = u, € Ve(a),

n > py = v, € V(b).
Mas, por hipdtese, existe um nimero natural p3 tal que
> py = Uy < Uy
Representando por p o maior dos niimeros naturais py, ps € p3, tem-se:
n>p= u, € Ve(a) ANv, € Ve(b) Aup < vy,

o que é impossivel, pois qualquer elemento de V,(a) é maior que todos os elementos
de V(D). O



Teorema 1.9. (Teorema das sucessoes enquadradas) Sejam (Un)new € (Un)nen
duas sucessoes convergentes e com o mesmo limite a, € seja (Wn)nen UMa SUCESSA0O
tal que a partir de certa ordem se tem un < wy < vy. Entdo im w, = a.

Demonstragao: Sendo lim u, = a e lim v,, = a, entao lim (v, — u,) = 0.
Ora, de u, < wy, < vy, conclui-se que 0 < wy, — Uy < Uy — Up.
Como, para todo € > 0, existe uma ordem p tal que

n>p=|vp — uy| <e,
também, para todo € > 0, tem-se:
n>p=|w, — Un| <e.

Podendo concluir-se que lim w, = lim w, e, portanto, lim w, = a. [l
Vamos em seguida apresentar alguns aspectos sobre infinitamente grandes.

Definicao 1.14. Diz-se que a sucessao (uy)nen ¢ um infinitamente grande po-
sitivo e escreve-se
Up —> +00,

se e s se qualquer que seja o nimero L positivo, existe uma ordem a partir da qual
todos os termos da sucessao sao maiores que L. Abreviadamente escreve-se:

(Up =+ 400) & (Viso Fpew: n>p = u, > L).

Exemplo 1.16. A sucessao dos niimeros naturais

é um infinitamente grande positivo.
Com efeito, para qualquer L € R,

n>L—u,>L.
E portanto verdadeira a proposicao

Vim0 Jpen: n>p = un > L.

Neste caso, p é qualquer niimero natural superior ou igual a L.

Definigao 1.15. Diz-se que a sucessao (U, )neny € um infinitamente grande ne-
gativo e escreve-se
Uy — — 00,

se e 86 se a sucessao (—uy, )pen ¢ um infinitamente grande positivo. Abreviadamente
escreve-se:
(up — —00) & (—u, — +00)

ou
(up — —00) & (Vis0 Fpen: Nn>p = —u, > L).
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Exemplo 1.17. A sucessao de termo geral u, = 1 — 2n é um infinitamente grande
negativo. Com efeito, para qualquer L € RT,

L+1
2

E portanto verdadeira a proposicao

n > = —u, > L.

V-0 EIpEN Cn>p = —u, > L.
z R . . Oy : L+1
Neste caso, p é qualquer nimero natural superior ou igual a =5=.
Definigao 1.16. Diz-se que uma sucessao (u,)yen € um infinitamente grande ou
infinitamente grande em modulo e escreve-se

Un — OO0,

se e 56 se a sucessao (|uy|)pey € um infinitamente grande positivo.

Observagao 1.1. Se a sucessao (u,)nen € infinitamente grande em mddulo e ndo
¢ infinitamente grande positivo ou negativo, enltao ndo eziste im u,.

Desta definicao resulta imediatamente que todos os infinitamente grandes positivos
e todos infinitamente grandes negativos sao infinitamente grandes em maédulo.

Ja vimos que se uma sucessao tem por limite um nimero real se chama convergente.
Os infinitamente grandes nao sao sucessoes convergentes, sao sucessoes divergentes.
Se uma sucessao tende para +o0o ou —oo diz-se que a sucessao é propriamente
divergente; as sucessoes divergentes que nao sao propriamente divergentes dizem-
se sucessoes oscilantes.

Exemplo 1.18. Sao sucessoes convergentes as sucessoes de termo geral:

n-—+1
n

3
Up = e Up= —.
n

De facto, v, — 1 e v,, — 0.
Sao propriamente divergentes as sucessoes de termo geral:
Wp=3n+5 e z,=5—Tn.

De facto, w, — +o0 e 2z, — —0oc.
Sao oscilantes as sucessoes de termo geral

Pn=(=1)"9n—=5) e ¢u=(=1)"xT.

1.2 Séries

Seja (un)new uma sucessao de ntmeros reais. Nesta seccao pretendemos dar signifi-
cado a uma expressao da forma

od

Zun. (1.3)

n=1

Com este objetivo definimos o conceito de n-ésima soma parcial.

11



Definicao 1.17. Seja n € N. Chamamos a n-ésima soma parcial da série (1.3)
ao numero real s, definido
n
Sp = Zui.
i=1

Assim, dada uma expressao da forma (1.3), podemos definir a sucessao (s, ),y das
somas parciais. F esta sucessao que nos permite dar um significado & expressao

oo

E Uy -

n=1

Assim, se a sucessao (s, )pey € Uma sucessao convergente, entao dizemos que a série
i » . (s ] . . #
(1.3) é convergente. Nesse caso, definimos >~ u, como sendo lim s,, isto ¢, se

lim s, = a, entao dizemos que

o0
E ty = Q.

n=1

Se a sequéncia das somas parciais nao é convergente, entao dizemos que (1.3) é uma
série divergente.

Exemplo 1.19. Cousideremos a série
=~ 1
Vamos mostrar que

—~ 1

Zn(n—l—l) =1

n=1

Para isso temos de mostrar que a sucessao (s,)ney, onde

1

é uma sucessao convergente e lim s, = 1.
Como

S R U
S 1x2 2x3 3 x4 n(n+1)’

e como para todo k € N

Sn

111
kk+1) k k+1
velmm
1 1 1 1 1 1 1
S R TR T S |
1
- _n—i—l
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Entao,

lim s, =1,
e portanto
=~ 1

2D

n=1

Existe um teste simples para decidir se uma série é ou nao convergente.

. ~ . ) . o] .
Teorema 1.10. Seja (u,)nen wma sucessio de nimeros reais. Se a série )~ | Uy, €

. : - =
convergente, entdo im u, = 0. Por outras palavras, se lim u,, # 0, entdo >~ u,
€ uma série divergente.

-~ .o o0 . —~ —~
Demonstracao: Suponhamos que a série Y | u, é convergente. Entio a sucessao
das somas parciais (s, ),en € Uma sucessao convergente.
Seja

s = lim s,

Entao, a sucessao (s, )nen, onde

, 0 se n=1
Sp_1 se n>=1 "~

¢ uma sucessao convergente e lim s/, = s. Entao, lim (s, — s,) = 0.
Mas

!
Spn — 8, = Un,

logo
lim w, = 0.
O
Atendendo a este teorema, concluimos que as séries
o0 s o]
E n e E (—1)"
n=1 n=l1

sao divergentes, pois lim n = +oc e lim (—1)" nao existe.

A afirmacao reciproca do teorema anterior nao é vélida, isto é, dada uma sucessao
1 o o0 . .

(tn )nen, onde lim wu,, = 0, pode acontecer que a série anl u, seja divergente.

Exemplo 1.20. Consideremos a série

conhecida como série harmdnica.

13



E evidente que lim % = 0. No entanto, a série é divergente. Para mostrar este facto
observemos que

SIS S C S A DA W Y A S
Sans 2 "\3 "1 5' 6 om—1 ' 2n

> 1zt (st )t (mts) bt (ot e
= 2 \4 4 6 6 2n ' 2n

S WISV VR
B 2 2 3 n
— 2 Sn.
Entao,
1
Son > § + Sn.

Se a série harmodnica fosse convergente para um ntimero real s, entao
lim s, = lim s9, = s.

Mas s9, > %—i—sn, logo s > %—I—s, ou seja, 0 > é Impossivel. Entao a série harmédnica
¢ uma série divergente.

No caso de séries de niimeros reais nao negativos, podemos apresentar mais um
critério para a convergencia.

Teorema 1.11. Seja (uy)nen uma sucessao de nimeros reais nao negativos. A

.o oo - . o~ o .
série Y " | U, € convergente se € s0 se a sucessao (Sy)nen das somas parciais € uma
sucessao limitada.

Demonstracao: Uma vez que u, => 0, para todo n € N, vem s, < s,.1. Con-
cluimos assim que a sucessao das somas parcials (s, ),en ¢ Uma sucessao monétona
crescente e portanto (s, ),en € uma sucessao convergente se, e so se é limitada. [

Exemplo 1.21. Consideremos a série

=1
2=
n=1

Entao,
SIS S I S
Sno = 2%x2 ' 3x3  4dx4 nxn
<144ttt
- 1x2 2x3 3x4 (n—1)n

Atendendo que para todo k € N,

vem
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1 1 1 1 1 11
J < N S SO S Ry . —
sn < ltl—g4s—gtz— gt t—r—=
1
= 14+1—-
n
< 2.

Mostramos assim que a sucessao das somas parcials € monétona e limitada, logo a
série é convergente.
Saber para que niimero real esta série converge é um problema dificil. Em [5] o leitor

podera encontrar nove demonstracoes diferentes para a igualdade

2

=1
>

Definigao 1.18. Seja (v, ),eny uma sucessao de nimeros reais. Uma série

o
E U’?’l b

n=1
onde u,, = v, — v,»1 € chamada de série telescdpica.

Em geral é dificil saber o valor de séries convergentes. No entanto, em séries te-
lescopicas é facil determinar esse valor.

. ~ - . . oo
Teorema 1.12. Seja (v,)nen, wma sucessio de nimeros reais € seja » > Up @
correspondente série telescdpica. A série E;:O:o Uy € uma série convergente se e s6
se (Un)nen, € uma sucessio convergente. Neste caso,

o0

E Uy = vp — llm v,.

n=0

Demonstracao: Uma vez que

Sp = (.vo — '1"1) —+ {'U]_ — .vz) + .-+ ('Un—l _ .-Un) + {.Un _ 'Un+l)

Vo — Un+1,

se lim v, existe, e se este limite é igual a v, entao a sucessao (v},),en,, onde vy, = vy,
n € Ny também é convergente e portanto lim v/, = lim v, existe e é igual a v.
Assim,
lim s, = vy — v,
logo a série é convergente.
: ’o (s ] , . .

Reciprocamente, suponhamos que a série )~ u, é convergente, e seja s = lim s,,.
Como vy,41 = vp — S, concluimos que a sucessao (v,)ney, também é convergente. [

. - o~ P s ¢)
Teorema 1.13. Seja u um nimero real ndio nulo e k € Z. A série )~ , u™ converge
se e s0 se |u| < 1 e neste caso

(s =]
uF
E " = .
1—u

n=>k

15



Demonstragao: Se |u| > 1 entdo, para todo n € N, |u|" > 1, logo lim u" # 0 e
portanto, pelo Teorema 1.10, a série é divergente.

Suponhamos que |u| < 1. Uma vez que
1
C1l-u

u"

(un . un—}—l)

veln
' = v — Upyi,
onde

.u?l

1—u
un

Como |u| < 1 vem lim = = 0. Pelo Teorema anterior vem

Un

o0 k

U
mn

u =uv;— 0= .

Z 1—u

n==k

1.3 Produto infinito

Nesta seccao, de certa forma andloga a seccao anterior, pretendemos dar significado
a uma expressao da forma

o0
Hun = Uy -Uy U ...,
n=1

sendo (u,),eny uma sucessao de nimeros reais.

Definigao 1.19. Seja (u,),eny uma sucessao de nimeros reais. O produto infinito

o0

I I Up = UL - U~ U3 - ...

n=1

¢ dito convergente sc existir m € N tal que os u,’s sao diferentes de zero para todo
n > m, e a sucessao dos produtos parciais

n
Pn = H up, n >k,
k=m
é uma sucessao convergente para um nimero real nao nulo. Neste caso, se lim p,, = p,
p # 0, definimos

=0
H Up = Uy - U~ oo = Umpm—1 - P-
n=1
Esta definicao é, obviamente, independente do valor m escolhido, de modo que u,,’s

sejam diferentes de zero para todo n > m.
oo

Por outro lado, o produto infinito | I uy, diverge se satisfazer uma das seguintes
n=1
condicoes:
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e A sucessao (Un)new tem um nimero infinito de termos iguais a zero;

.

e A sucessao ( uk) diverge;
k=m n>m

n
[ ] A sucessao ( 'U,k) converge para Zero.
k=m n=m

Neste 1iltimo caso, dizemos que o produto infinito diverge para zero. Assim como as
sequéncias e séries podem comecar em qualquer nimero inteiro, o produto também
pode comecar em qualquer niimero inteiro, com modificacoes diretas da definicao.

>0
1
Exemplo 1.22. O produto harmdnico H (1 — —) diverge para zero, porque
n

n=2

- 1 1 1y 123 n—1 1

1) =(1=2). - (1==2)==.2.2. -~ 50
H ( k) ( 2) ( n) 2 3 4 n n
k=2
e T 1 1

Por outro lado, o produto infinito H 1 — — | converge para 5, porque

n=2 "

- 1 - E—1)(k+1
H(l_E)ZHT :H( (+)

k=2 k=2
B 1 3 2 4 3 5 46 (n—1)(n+1)
22334455 n-n
~ on+l . 1
2 2
Assim sendo,
- 1 1
i(-2)-
n=2
T 1
Observe que o produto infinito H (1 — —) também converge, mas nesse caso,
n2
n=1
- 1 1 T 1 1
Hl(l_ﬁ) (1‘ﬁ) ',}Eﬂokf_lz(l—@) =0-5=0

Teorema 1.14. Sega (an)nen uma sucessao de numeros reais nao negativos. O

. . P o0 .
produto infinito | I{l +a;) € convergente se, e 56 se a série ) ., a; € convergente.

n=1

Demonstragao: Consideremos as sucessoes (pn)neny € (Sp)nen onde, para cada
n e N,

n

pn:H(1+ai) e Snzzai-
i=l

1=1

17



Como (an)nen é uma sucessao de nlimeros reais nao negativos, as sucessoes (pn )nen €
(Sn)nen sao crescentes, logo estas sucessoes sao convergentes se e s6 se sao limitadas.
Uma vez que

1<1+a<e,
para todo mimero real nao negativo x (ver [5], pagina 301), vem

n n
L<py=[](1+a) <[[e" =Xzt = e
1=1 1=1
Concluimos assim que se (,)nen € uma sucessao limitada, entao (p,)ney é também
limitada.
Suponhamos agora que (p,)pey ¢ wma sucessao limitada. Como

(I+a)(l+az)---(1+ay)
> l+ar+---+ap
1+ sp,

Pn

concluimos que se a sucessao (p, ey € limitada, entao a sucessao (145, ) ey também
é limitada e portanto, (s,),ey € uma sucessao limitada. O
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Capitulo 2
Representagao de Numeros Reais numa Base ¢

Neste capitulo abordamos de maneira clara a representacao de um ntimero real numa
base genérica que denotamos de g. Assim, ao longo deste capitulo, g ¢ um inteiro
positivo, maior do que 1 e arbitrariamente fixado. Este capitulo é todo baseado,
com as devidas adaptacoes, em [1].

2.1 Representacao de um numero natural na base g

Definigao 2.1. Seja n € N. Uma representacao de n na base g € uma expressao

n=cmg™ + emo1g"™ "+ g + e,

onde, para cada i = 0,1, ,m,
0<<g—1 e ¢,#0.

Se
eng™ + 19"+ ag o

¢ uma representacao na base g de um nimero natural n, entao n pode ser abrevia-
damente representado por

n = (emCm-1-"C10)g-

Os ntmeros inteiros {0, 1, - - - g — 1} sao chamados de algarismos do sistema de base
g.

Teorema 2.1. Qualquer nimero natural admite uma tunica representacao na base
qg.

Demonstragao: Comecemos por demonstrar que qualquer ntmero natural tem
pelo menos uma representacao na base g. Segundo o algoritmo da divisao, ao dividir
n por g sabemos que existem inteiros nao negativos g e ¢y tais que n = gq; +¢g e
0 < ¢y < g—1. Dividindo ¢g; por g obtemos o quociente que representamos por gs e
o resto ¢1. Sabemos que ¢ = gg2 +c1,onde 0 < ey <g—1lega >0, e

QQSE.
gq

Continuando este procedimento, é claro que os quocientes obtidos consecutivamente,
sao numeros positivos cada vez mais pequenos, porque gy < 95, t > 1. Entao existe
um inteiro k£ > 1 tal que g, = 0. Seja m o maior inteiro para o qual ¢, # 0. Este
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procedimento termina entao no passo m + 1, e obtemos a seguinte sequencia de
igualdades:

n = ¢+ gq1
qgq = 11T 992
Gm—1 = Cm—1 1 9qm
9m = Cm;
onde, 0 < ¢; < g—1lecy, #0, paratodoi=0,1,--- ,m. Assim, fazendo substi-

tuicoes sucessivas obtemos a seguinte representacao de n na base g:
~1
n=cpg" +cmag™ + o+ agto.

Demonstremos agora que esta representacao de n na base g é inica. Para isso vamos
mostrar que se

1

n=cmg" +em-19"" +- +ec1g+co,

entao os inteiros me ¢;, 1 = 0,1,--+ . m, sao unicamente determinados por n.
Sejat € {0,1,---m — 1}. Entao

no_ oemg"temag" T+ tag' tag T Haag™ 4o
g g

: Ci_: Ci_
= Cmgm_t—l—cm_lgm_t_l+"'+Ct+t—l+t—22+"'+&;
) g g
e : 1 1
Cp Cr _ _ _
Como
g-1, 9° 9= (-1 xg"™ + (9= xg+-+(g—1) x1
Tt T = )
g | g

R U A ).

— p

- gt+gt_l+gt_2_|_..._|_g_gt—l gt—Z -1

— -

t*]_ 1

— ggt :]__E < 11

concluimos
n m—t m—t—1
Analogamente,
n L
{F] =eng" " e,

e entao
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n n
“= ol ol

logo, ¢; é unicamente determinado por n.
Do mesmo modo, dividindo n por g™, obtemos:

no g+ g™ 4 gt 6
gm gm
Cm—1 C1 &0
= Cm—|—T—|—...+gm_l g_m’
e como
_ — —1 -1 m_1
= SRR R Tk S g-1 _ g
g g g g g" g™
1
= 1-—
g
< 1,
obtemos
n
Cm — g_m :
Além disso, como 0 < ¢; <g—1, i=0,1,--- ,m e ¢, # 0, temos:

gmg n < (g—l){gm+gm_l+...+g+l) <gm+l.
Assim, m < logg(n) < m + 1. Isso significa que

m = [logy(n)] .

L

A fim de estender a Definicao 2.1 para todos os nimeros inteiros, temos de notar que
o numero inteiro zero tem uma tnica representacao na base g; 0. Observe-se que 0
¢ um algarismo da base g. Quanto aos nimeros inteiros negativos, estes podem ser
representados na base g, usando a representacao do seu simétrico. Assim, dado um
inteiro negativo m, pelo Teorema 2.1, existem os inteiros s e ¢;, onde 0 < ¢; < g—1,
para todo 1 =0, ..., s tais que

—m=cg’+ e+ Fagta.
Assim,

m = —(csg®+ 19+ g + )
= (=g + (—es)g ™ + -+ (—er)g + (—a),

que habitualmente é representado por

m = —(€sCs_1...Cp)g-
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2.2 Representacao de um numero real na base g

Definicao 2.2. Dizemos que um nimero real x estd representado na base g se

s s—1 €l €2
r=as9"+as-19" +tagtat—+ 5+,
g9 9
onde:
(a) s é um mimero inteiro nao negativo;

(b) Para todo 7 = 0,1,--- ,s e todo j € N, a; e ¢; sao ntimeros inteiros tais que
0<a.,c;<g-—1,eses>1, entao as # 0;

(c) asg® + as_1g° '+ +aig+ag = [z].
Se
s s—1 €1 €2
T=asg" +as_19 +"'+alg+a0+g+?+“'

¢ uma representacao de um nimero real nao negativo x na base g, entao r também
¢ denotado por

x = (asas_1 - ag, 162 -~ )g.

Teorema 2.2. Todo nimero real nao negativo tem wma representagdo na base g.
Demonstragao: Seja 2z > 0 um nimero real e [z] a sua parte inteira. Assim,
v=I[z]+x, onde z1€R e 0<m < 1.

Como [z] é um ntmero inteiro nao negativo, pelo Teorema 2.1, existe um inteiro nao
negativo s e os inteiros a;, 1 =0.1,--+s, com a propriedade 0 < a; < g— 1, tais que

s—1

[#] = asg® + a5 19" + -+ + a1g + aq,

com a ressalva que no caso em que s > 1, entao a, # 0.
Consideremos a sucessao (z;)ien, onde

Ty = x— 2], 0<2 <1
xy = gry— [gm], 0<2y<1
r3 = gxg — [gza), 0<z3<1
ou equivalente,
ry = x—|[x],
Tpal = 9Ty — [gry) n > 1.

Entao, para todon e N, 0 < z,, < 1.
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Para cada n € N os inteiros [gx,] sao inteiros nao negativos e sao algarismos na base
g. Denotamo-los por ¢, n € N. Entao

S ¢+ x2
g 2
vy = ¢y + T3
g b
- _ On + Tnyl
" g
Assim,
c1+x o
o= blrn =l T =] T T
€1 G Cn | Tn+l
= =lz]+—+ - T Tt
g g g g
Como 0 < x,.1 < 1, temos 0 < % < QL“, e pelo Teorema 1.9,
x .
lim — = 0.
g

Deste modo, obtemos a seguinte série infinita que é uma representacao de x:
€1 | &
$:[$]+—+—2+---,
g9 g

onde ¢;, 1 = 1,2, - sao inteiros com a propriedade 0 < ¢; < g— 1. [l

Neste instante, surge a necessidade de nos interrogarmos, se toda a sequéncia de
algarismos representa wn nimero real e se cada um deles pode ser expresso de
maneira tinica usando os g — 1 algarismos da base g.

Proposigao 2.1. Seja x wm nidmero real ndo negativo, com a representacao na base

9.
C; C

[a] + =+ =+
9 9

Entao existe i € N tal que ¢; # g — 1.

Demonstragao: Se ¢; = g — 1 para todo i € N, temos

g—1 ¢g—1 =1
r=f]+— 4"+ =+ - D= |- (g-D.
g g = 9
Como ‘$| < 1, pelo Teorema 1.13 vem
1
=[]+ (9= | =1 ) - (¢-D=lkl+s-(s-1),
g
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logo = [z] + 1, 0 que é impossivel. O

Observacao 2.1. Da proposicao anterior concluimos que, por exemplo, na repre-
sentagao decimal (base 10) de um nimero real, os inteiros ¢;, i > 1 nao podem ser
todos iguais a 9. Assim, apesar de

9

- =1
100 '

o0

i=1

0,999... nao € considerada representacio decimal de 1.

De seguida, iremos enunciar dois teoremas que nos dao uma clarificacao sobre a uni-
cidade da representacao dos nimeros reais numa base g. Estes teoremas indicam-nos
quais sao as condicoes em que um nimero racional tem uma Unica representacao
numa base g ou quando este admite duas representacoes.

Vejamos em primeiro lugar algumas notacoes:

Seja x um numero real nao negativo, com representacao na base g,

r=AA - Ag crcp -

Denotamos
ro = [z]
&)
o= ro+ —
g
c c
ro = To%——i —%
g
) 1 c
B
g g g
Assim,

Cntl Cni2
gn+l gn+2

x_rn: _|_...

e, atendendo ao Teorema 1.13,

g—1 g¢g—1 1
gl T TS

0<e—r, <

Teorema 2.3. Qualquer nimero real nao negativo que nio seja igual @ uma fracao
irredutivel cujo denominador é um produto de nimeros primos cada um dos quais é
divisor de g, tem precisamente uma unica representacao na base g.

Demonstragao: Seja x um numero real nao negativo. Suponhamos que x é um
nimero irracional ou um nimero racional diferente de uma fracao irredutivel cujo
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denominador é um produto de ntmeros primos, cada um dos quais é divisor de g.
Seja
E s—1 €l €2
T =asg" +as—19 +"'+alg+a0+g+?+“'

uma representagao de x na base g. Sabemos que para todo n € N,

1
0 S T —Tp S !
9
e suponhamos que existen € N tal que z—7r,, = g;in. Entaocpiy = e = ... = g—1.

Assim,

1 [z]g" +eg" P teamigten 1
r=rp+—=
q" g"

logo ¢« é um numero inteiro, o que € impossivel, atendendo a hipdtese. Concluimos

b)

assim que para todo n € N,

1
ng_rn‘(_

n’

donde vem 0 < g"x — g"r,, < 1. Como, para todo n € N, g"r, é um nimero inteiro
temos

Assim,
mn

[gnx} —q [gnfl_d = gn{rn — Tn—l) =g g_?l = cp,

e portanto, todos os algarismos ¢,, n € N sao determinados de maneira inica. Além
disso, da defini¢ao de [z], bem como do Teorema 2.1, concluimos que o nimero real
xz, com z > 0, tem uma unica representacao na base g. O

Teorema 2.4. Todo o nuimero real que seja igual a uma fragdo irredutivel cujo
denominador é um produto de numeros primos cada um dos quais € divisor de g,
tem duas representacoes na base g.

Demonstragao: Seja x um numero real como na hipétese e seja
€1 C2
g 9

uma representacao na base g de . Entao existem niimeros naturais m e [ tais que

r = ng- Usando a notacao anteriormente definida temos
1
0 S r—Tm S m!?
[
logo,

0<l—g"rm <1.

Como [ e g"r,, sao nimeros inteiros concluimos que I — g™r,;, = 0 oul — g"r,, = 1.
Assim, temos dois casos a analisar:

25



(a) Sel—g™rym =0, entao x = ng = 7, € assim,

&] c2 Cm
r=z]4+ =+ =+ 4 =,
2 g g° g

Assim, todos os algarismos ¢,,.1, ¢pis, - -+ devem ser zero.

Seja mg o menor mimero natural com essa propriedade. Entao,

Cmg = Cmg+1 = -+ = 0.

Se mg = 1, entao = = [z], o que ¢ impossivel, logo mg > 1 ¢ ¢, 1 # 0. Assim,
Crg—1 = Cmy—1 — 1 também é um algarismo da base g e

g1 1

. [&] [85)]
r= ]+ 24 S T

Pelo Teorema 1.13,

>
B
o9 g

e consequentemente, como o numero real x tem também a representacao

tmo-t (9= (g=1)

. (&} C9
I—[$]+E+?++ gmo gmo+l

i<

(b) Sel—g™ry, =1, entao x —ry, = ng e esta igualdade sé ocorre no caso em que

Cmtl = Cpp2 =...=g— 1.

Seja mp o menor inteiro tal que ¢n+1 = ¢me2 = ... = g — 1. Se mg = 1, entao
x = |z] +1, o que é impossivel. Entao mg > 1 € ¢;,,—1 # (g — 1).
Assim, Gp,—1 = Cp,—1+ 1 também é um algorismo da base g, e assim concluimos

que
e Cl 02 .- e E _J- — — .- e
’ [17]—9—;"‘?"‘ +g 71+g°+g °+1+
C] Ca Cmgp—1 (g 1) {Q’ 1)
[ﬂ"‘g"‘g"‘““"g it g g°+l

O

Exemplo 2.1. Na base 10 o ntmero real ﬁ pode ser representado por 0,25 ou
0,249999- .- . Porém, o nimero real £ tem apenas uma representacao na base 10,

3
0,3333--- .

Teorema 2.5. Um nidmero real ndo negativo x € racional se, e somente se a repre-
sentacdo de x na base g € finita ou infinita periodica.
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Demonstracao: Seja x um numero racional representado por uma fracao irre-
fvel + iar = a ey, repr 3
dutivel - e seja x = [z] + g T T a sua representacgao na base g.

Seja () new uma sucessao definida recursivamente por

{ vy = x-— 7]
Tp+el = GTp — [Q.I‘n}
Entao, 0 <z, <1, ne N.

Como mxy = 1 — mz], concluimos que mz; ¢ um nimero inteiro. Sejan > 1 e
admitamos que ma, é um nimero inteiro. Entao, mx,+1 = gmz, —m [gz,] também
¢ um numero inteiro. Pelo Principio de Inducao Matemaitica, concluimos que, para
todo m € N, mz,, sao nimeros inteiros, e como, para qualquer n € N, 0 < z,, < 1
vem 0 < mx, < m.

Se para algum n, temos x, = 0, entao x; = 0, para todo j > n, e assim

lgz1] | lgz2] lgzn1] 0O 0
$:[$]+T+QT+"'+F+E+W+“"

e portanto, r possui uma representacao na base g que € finita.

Se x, # 0, para todo n € N, temos que 0 < mz, < m. Assim, os nimeros
mxy1, maz, --- ,mr, podem apenas ter m — 1 diferentes valores, de 1 até m — 1.
Daqui resulta que existem nuimeros h e s tais que h + s < m e mx, = Mrpes, O
que demonstra que z, = x,.s, n > h ¢ portanto, ¢, = €¢pis, N > h. Assim. a
representacao € infinita periddica.

Reciprocamente, iremos mostrar que, se a sequéncia de digitos ¢y, ca, - -+ € periddica,
entao o mimero x = [z] + %‘- + 5% + -+ éracional. Na verdade, se existem mimeros

naturais s e h tais que ¢,., = ¢, quando n > h, temos

_ C1 Ch | Ch+l Ch Ch+1
$_[$]+E+..._’_E+W+...+W+W..._

Logo, fazendo [x] = (dy - - - dy)4 vem

hts—1 h—1_.
g r—g" w=dydpC1Cy Cpis—1, Cps - — dy e dgeieg e cpoy O
Portanto,
. dy---dycrcy- - sy — dy - dyereg - ey
- h—1 bl
9" g —1)
donde concluimos que z é um namero racional. [l

Corolario 2.5.1. Se o numero real ndo negativo x tem uma representacdo na base
g infinita nao periodica, entdo x € wm ndmero irractonal.

Podemos estender para nimeros reais negativos a representacao numa base g, usando
o mesmo procedimento para nimeros inteiros negativos.
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Para concluir este capitulo vamos apresentar um resultado, o qual é consequéncia
imediata dos resultados provados anteriormente, e onde se listam as propriedades
da representacao decimal de niimeros reais, propriedades essas ja bem conhecidas.

Corolario 2.5.2. Seja x wm niumero real nao negativo. As sequintes afirmacoes sao
verdadeiras:

1. O numero x tem uma representacao na base 10;

2. Em qualquer representa¢ao de um niumero real na base 10 € impossivel ter
c¢i =9, para todo 1 € N;

3. Se x € um niimero racional representado por wma fracdo irredutivel cujo de-

nominador é da forma 2°.5%, p,q € Ny, entdo x tem duas representa¢oes na
base 10;

4. Se x € um niumero irracional ou se x é um numero racional representado por
uma fracao irredutivel cujo denominador nao é da forma 2.5, p,q € Np,
entao x tem uma tnica representacao na base 10,

J. x € um nimero racional se se s6 se a sua representacdo decimal € finita ou
infinita periodica.

28



Capitulo 3

Representacao de Numeros Reais em Fracao
Continua

A representacao decimal, ou mais geralmente numa base ¢, nao é a unica forma de
representar nimeros reais. Neste capitulo, apresentaremos outro modo de represen-
tar mimeros reais: fracoes continuas. Para este capitulo usamos [5] como principal
referéncia.

3.1 Introducao as fracoes continuas

Nesta seccao, apresentamos as nocoes basicas relacionadas com as fragoes continuas.
Veremos que este conceito surge da divisao usual de inteiros bem como da resolucao
de equacoes.

Exemplo 3.1. Consideramos a fracao 2. Dividindo 137 por 28, temos 137 =

28
4 x 28 4 25, ou seja,
137 4 25

1
R e -
R TTTE

25
Agora, dividindo 28 por 25 vem 28 = 1 x 25+ 3, logo

137 1 1
28 1+2 1+ 4

Por fim, como 25 =8 x 3+ 1 vem

137 1
— =4+ —. 3.1
% 1 o (3.1)

tal|

Deste modo, o processo termina.

Portanto

¢ a representacao do niumero racional % por meio do que vamos chamar de fracao
continua.

Mas as fracoes continuas também aparecem das solucoes de uma equacao quadratica.
De facto, sejam a,b € RT. Se ¢ é uma solucao positiva da equacao

2 +ar—b=0,
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entao
F+ac—b=0 < clc+a)=b
b

— = .
a-+e
Mas uma vez que ¢ = —> vem
q a+tc
b
= —on.
b
a + -+

Repetindo este processo um nimero finito de vezes vem

—é_
a+_b-a+E
Se o processo for repetido um numero infinito de vezes escrevemos também

c=a-—+ .
a+ —5—

Exemplo 3.2. O ntimero /3 — 1 é a solucio da equacio

242 —-2=0.

Assim, como a = b =2 vem
2

3—1l=p— "> —
vl 2+ s —4—
e

ou seja,
2
d=14+4 —5—.
V3 D P —

2

2+
o

(3.2)

Consideramos agora a equacao
-z —1=0.

equacgao.

S

¢ uma solucao da equacao 3.2. Este nimero é designado por

O numero ¢ = l+2
nimero de ouro e é a unica solucao positiva desta

=o0+1

Entao podemos escrever

P-p-1=0 & ¢
d=1+-.
& o=1+-
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Substituindo ¢ por 1 + é no denominador da fracao vem

=1+

T-
1+5

Repetindo o processo um nimero infinito de vezes vem

=14 —
- AR I w—

Nestes exemplos apresentdmos outra forma de representar niimeros reais através do
que chamamos fracao continua.

3.2 Definicoes basicas sobre fragoes continuas

Nesta seccao, apresentamos os conceitos basicos que estao a volta das fragoes continuas.

Definigao 3.1. Sejam (a,)nen, € (bn)nen duas sucessoes de nimeros reais. Uma
fragao continua é uma expressao da forma
b

ap +
ay + by

Obviamente, vamos admitir que todas as fracoes estao bem definidas, isto é que
nao ha divisoes por zero. Observemos que se b,;,, = 0, para algum m € N, entao
by by
ap + by =ap+ 5
ay + ap +
m 3+ bm_QL ﬂ-m—3+_'brgq_h21
Uy g+ — Aot g
A+ m—1

Neste caso, a fracao continua diz-se finita.
O nosso estudo foca-se em fragoes continuas nao negativas, isto é, em fracoes
continuas onde a, > 0 e b, > 0, para todo n € N (qp pode ser um nimero real
qualquer), e em particular, nas fragoes continuas simples. Uma fracao continua
nao negativa ¢é dita simples se, para todon € N, b, =1 e a,, ¢ um niimero inteiro.
Uma fracao continua simples é portanto uma expressao da forma

1

ap + i
ai + a2+7l

Estas fracoes continuas sao também denotadas por

lag; a1, ap, as, .. ]. (3.3)



As fracoes continuas também podem ser representadas da forma:

by by b
a1+ as+ O‘,3—|—-“'

Se uma fracao continua finita representa obviamente um nimero real, o mesmo
problema para fracoes continuas infinitas é mais complexo, isto é, serd que qualquer
fracao continua infinita representa sempre algum numero real? A resposta a esta
questao é de certa forma similar ao estudo que fizemos sobre séries, e para isso
necessitamos de um novo conceito, o conceito de n-ésima convergente.
Consideremos a fracao continua infinita

by
ay + a1+ b 3
1 a2+7b3
"'“n—L+_bn'
e sejan € N.
Ao nimero real
b1
Cn = G‘O + bQ b
aj 13
g+ — A
" a bn_1
n—z2+ r—

damos o nome de n-ésima convergente da fracao.
Assim, partindo de uma fracao continua infinita

b
ay + ——

a2+ —_—

ao + ., (34)

. ﬂn—]_+_bn—

podemos definir a sucessao de nimeros reais (¢, )nen, onde para cada n, ¢, é a n-
ésima convergente desta fracao. Se esta sucessao é convergente e se lime, = ¢,
¢ € R, entao dizemos que a fragao continua infinita (3.4) é convergente e é uma
representacao do nimero real ¢. Neste caso escrevemos

b
c=ag+ ! 5 . (3.5)

e — ro—

. an—].+b_“

O nosso objetivo serd o estudo da convergéncia de fracoes continuas infinitas. Iremos
provar um resultado que nos permite concluir que toda a fracao continua simples é
convergente e portanto, representa um ntmero real. Antes porém, vamos apresentar
um resultado simples sobre fracoes continuas finitas:

Teorema 3.1. Um nimero real € racional se, e somente se pode ser representado
por uma fra¢do continua simples finita.
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Demonstracao: Seja x = §, onde a e b sao inteiros com b > 0. De acordo com

o algoritmo da divisao, existem inteiros ny e r1, 0 < r1 < b tais que a = nib+ r.
Entao, podemos escrever

a
— =n; +uy,

b
onde
a—nib
“me T
ou seja,
1
uwy = —.
b
Se u; = 0, entao x é um mimero inteiro.
Se uy # 0, entao
1 b
— = — =ny +uy,
Uy T
onde
b — nor
Uy — —————.
1
Assim,
2
Uz = —,
LS
onde 1y € o resto da divisao de b por ry.
Logo,
a n 1
—=ny+ ——-.
b na+ 2

Se r9 = (0, entao o processo termina. Logo, temos a representacao de x por uma
fracao continua finita.

Se ry > 0, entao repetimos o processo.

Como 71,79, -+ sao os restos das sucessivas divisoes e ry > ry > ---. O processo
termina apds um numero finito de etapas com o aparecimento de um resto zero.

Deste modo, mostramos que se x é um numero racional, entao a fracao continua
simples que o representa € finita.

Reciprocamente, consideremos um mimero real © que pode ser representado por
uma fracao continua simples finita, isto é,

T =dag+ i
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Mostraremos por inducao sobre n que x é um nimero racional.
Se n = 0, entao x é um nimero inteiro, logo x é racional.

Sejan > 1. Suponhamos, por hipdtese de inducao, que o teorema é verdadeiro para
os numeros reais que podem ser escritos em fracao continua, na forma:

[bo: b1, b, ..., by,
onde by um niimero inteiro e by, by, ... b, € N.
Seja
x = [ag;ay, a9, ..., 0y, ot (3.6)

Podemos reescrever a expressao em 3.6 da seguinte maneira:
Tr = ap + —
)

onde
y = [ﬂ.]_;ﬂ,?, e 1an1an+l]'

Por hipétese de inducao y é um mimero racional. Entao

B 1
q

ou seja,
- pa;+¢q

p
Uma vez que ay, p e g sao niimeros inteiros, entao x é um numero racional. Portanto,
o teorema é verdadeiro para n + 1.
Deste modo, mostramos por inducao que se uma fracao continua simples é finita,
entao representa um niimero racional. [

3.3 As relacoes de recorréncia de Wallis-Euler

Nesta seccao, definimos e estudamos as relacoes de recorréncia de Wallis-Euler, com
objectivo de estudar a convergéncia de fracoes continuas nao negativas. Assim,
dadas duas sequéncias de nimeros reais (an )nen, € (bn)nen tals que a, > 0, b, > 0,
para qualquer n € N (ap é um nimero real arbitrario), vamos definir outras duas
sequéncias (pn) € (gn), n > —1, as quais sao centrais no estudo das fra¢oes continuas:

Definigao 3.2. Sejam (a,)nen, € (bn)nen sequéncias de nimeros reals tais que a,, >
0, b, > 0, para todo o n € N. Definimos as sequéncias (p,) e (g,), n > —1, do
seguinte modo:

1 se n=—1
P, = ag se n=0
nPr-1+ bppr—2 se n>1



0 se n=—1
Uy = 1 se n=20
AnGn-1 +bpgn—2 se n =1

A estas relacoes damos o nome relacoes de recorréncia de Wallis-Euler.

Observagao 3.1.

p1 = aipo+bip1 =ajag+b1-1=aya0+ b
@1 = aigo+big_1 =ai.

Lema 3.1. Para todo o n € Ny, ¢, > 0.

Demonstracao: Vamos usar o Segundo Principio de Indugao Matematica. Por
definicao, qo =1 e g1 = a1 > 0. Sejan > 1.

Hipdtese de indugao: g > 0 para todo o k < n;

Tese de inducao: g, > 0.

Atendendo que b, > 0 para todo o n € N, usando a hipétese de inducao vem

In = AnGn-1 T bun—2 2 angu—1 > 0.
]

Teorema 3.2. Sejam (a,)nen, € (Dn)nen duas sucessoes de nimeros reais tais que
an >0 e b, >0 para todo o n € N. Entdo, para cada v € R™ e cadan € N,

b1 _ Tpp-1 + bnpn—2

an + = .
ay + —bz— Tqn-1 + bn@'n72

a _2—0——5—-'
" Glrl—l.‘l'Trl

Demonstragao: A demonstracao é feita por inducao sobre n.
Sen=1,como pg=ag, gg=1,9.1=0e p_1 =1,

by agx+by  poxr+p by
ap + — = = .
x T g0 +q-1h

Admitamos que o resultado é vélido para o n-ésimo termo.
Atendendo que

b b1
ag + by = day -+ ba 3
a; + a; + —=2—
a.z—}——"h ag+———F—
—14 I g 42n
an —b—gn+L:;:l'_L A1 ]

onde
bn+1 Tap + bn—l—l
Y= a,+ = ;
T T

vem, usando a hipétese de inducao, e o facto de x # 0,
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_ YPn_itbnpn_s
ag+—22 T Ygn—1+bngn_2

Tan+b
nfw)pn—L_"bnpn—Q

b
(““—J;‘“*‘—L)qn_ﬁbnqn_z
1‘11’1pn—l+bn+1pn—l+1bn+1_pn—2

T
xﬂn‘In—l+bn+lqn—L+1bﬂ‘JH—2

z
w(anpn—L—anPn—2)+bn+lpn—L
2(angn_1+bngn—2)+Fbnpign_1
TPn+Hin 1 Pn_1
mQH+bn+LQH—L °

O
Corolario 3.2.1. Nas condigies do Teorema 3.2, para todo on € N,
by
Cp = g+ o = &.
a+————— n
az+ —ran _L+Jl
Demonstragao: Atendendo que
+ h + h
= {1 = a bl
Cn 0 al + b, 0 a + by
a2+an—l-|:%n— 2 an—lj-l'-%:n
com T = ay, aplicando o Teorema 3.2 vem
_ ApPp—1 + bnpn—Z _ }(ﬁ
ApQn—1 + bn‘fn72 n
O

Teorema 3.3. Para todo n € N,

Pnn—1 — Pn—19n = (_1)?1—16162 by,

Pnin—2 — Pn—24n = (_1)nanbl e bn—l-
Demonstragao: A demonstracao da primeira igualdade serd feita por inducao

sobre n.
Se n = 1, atendendo a Observacao 3.1 vem

P1go — poq1 = aiap + b1 — apay = by = (_1)061'
Seja n > 1, e admitamos que
Pndn—1 — Pn—14n = {—1)71_161 A bn
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Entao

Poa1n — Pulnyl = (an+1pn + anrlpnfl)Qn - pn(anJrlQn + bn+l‘]n71)
= (On+1PnGn + bn+1pn—1Qn — Pnln+1Gn — E3'1r1+lpar1(}’1r1—1
= _bn+1(pn@"n—1 b pn—l'?n)
= —bura(=1)"""by by
= (=1)"n - babpsa

A segunda igualdade é consequéncia da igualdade que acabamos de provar. De facto,

Pnn—2 — Pn—20n = (@nPn-1+ bnPpn—2)@n—2 — Pn2(@ngn-1 + bnGn_2)
= anPn-19n-2 + bnPn—2qn-2 — AnPrn—2Gn-1 — bnPn—2qn—2
An(Pn-19n-2 — Pn—2qn-1)
an(—1)"2by b,y
= (—=1)"anb1---bp_1.

Corolario 3.3.1. Para todon > 1,
(=)™ 1by by,
nln—1

Cn — Cp—1 =

e para todon > 2,
(=1)"apb1 -+ - by
ndn—1 )
Demonstragao: Com efeito, atendendo ao Coroldrio 3.2.1 vem
& . Pn—1
n  dn-1
Pnin—1 — Pn—14n
nln—1
(=1)" by -,
Indn—1 '
Pn_ Pn—2
n (n—2
Pnn—2 — Pn—20n
Inn—2
(—1)”&:”61 e bn—l
Inn—1 '

Cn — Cpn—2 =

Cn —Cp—1 =

Cp — Cpn-2 =

O

Corolario 3.3.2. Dada uma fracao continua simples, para todo n € N, p,, e q, sao

n

primos entre st e portanto ¢, = *Z— € uma fracao irredutivel.
n

Demonstragao: Numa fracao continua simples sabemos que a sucessao (b, )ney €
constante igual a 1 e portanto,

Prndn—-1 — Pn—19n = {_l)n_l'
Assim, se um inteiro d é um divisor comum p, e g, isto é, se d divide p,, € g, entao
d também divide p,q,_1 — pp—1qn, isto é, d divide (—1)". Entao, d = £1. O
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3.4 Teorema de convergéncia para fracoes continuas

Nesta seccao vamos estudar a convergéncia de fracoes continuas infinitas nao nega-
tivas e provar que toda fracao continua simples é convergente.

Recordemos que (¢n)nen denota a sequéncia dos convergentes de uma fracao continua
infinita
b
ap + by 3
aj+ —b——

que ao longo desta seccao vamos assumir ser nao negativa.

Proposigao 3.1. Sejam k, j el inteiros positivos tais que j € par, k impar el €
maior que k e maior que j. Admitamos que by, ba, - - - , by sdo numeros reais positivos.
Entao

Co<<C2 <Cg <+ <C<Cp<<-+-<C5<<C3<Cl.

Demonstragao: Seja n um nimero natural par, n <[+ 1. Entao, pelo Corolario

3.3.1

(—1)“an61 e bn—l

Cn — Cp—2 =
dnn—1
o anbl e bn—l
Gnln—1
Uma vez que estamos a supor que @, > 0e by,--- . b, 1 >0 vem

Cp — Cp_g >0,

ou seja,

Cp—2 < Cp.

Concluimos assim que a sequéencia dos convergentes de ordem par de ordem inferior
a l+ 1 ¢é estritamente crescente.
Analogamente, se n ¢ um nimero natural fimpar e n < [ + 1, entao

(=1)"anby - - - by

Cp — Cn—2 =
Inn—1
anby - - by,
nln—1 '
logo
Cp — Cn_g < 0,
ou seja,

Cp < Cp—2,

38



e portanto, a sequéncia dos convergentes de ordem fmpar, inferiores a [ + 1 é estri-
tamente decrescente.

Sejam agora j e k inteiros satisfazendo as condi¢oes do enunciado. Vamos mostrar
que ¢; < ¢. Para isso vamos considerar dois casos:

Caso 1: j > k.

Tendo presente o Lema 3.1 e o Corolario 3.3.1 concluimos que

1Yy, .. b
Cj _ ijl _ ( ) 1 '
qiqj—1
__heeh <0,
qiqj-1
e entao
Cj < Cj—1.

Ja vimos que a subsucessao dos convergentes de ordem fmpar é estritamente decres-
cente logo, como j — 1 > k vem

Cj—1 < Cp,
e portanto
Cj < Cg.

Caso 2: 3 < k.
Como k é impar, tendo presente o Lema 3.1 e o Corolario 3.3.1 concluimos que
(—l)k_lbl < by

Cp — Ch—] = = 0,
qrqr—1

logo
Cp = Ck—1.

Como k—1épare j <k—1vem ¢; < cp_1, pois jd vimos que a sequéncia dos
convergentes de ordem par inferior a [ + 1 é estritamente crescente, logo

cj < Cg,

o que conclui a demonstracao. O
Assim, tendo presente o Teorema 1.5 concluimos que:

Corolario 3.3.3. Os limites das subsucessoes (can)nen € (Con—1)nen existem e
cp<cp<---<limeg, <llm ey < -+ <5 <3 <ey.

Como consequeéncia deste corolario concluimos que lim ¢, existe se, e s6 se lim ¢y, =
lim ey, 1sto é, se, e 86 se
—biby - - - by,

lim (¢g, — ¢9p—1) = lim ————— = 0.
42nG2n—1
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Teorema 3.4. Sejam (an)nen, € (bn)nen duas sucessoes de nimeros reais, onde
an >0 e by > 0 para todo n € N. Se

o0

Anln+1
2 . =t
n=1 n

entdo a fracao continua
by
ag + T
ai +
an_2+

—_—
In-1t T

converge para um numero real que chamaremos &, e para quaisquer j e k tais que j
€ par e k € impar,

<< << << < << g <
Demonstragao: Em primeiro lugar observemos que para todo n > 2, como
-1 = An-1Gn—2 + bp—1Gn—3,
e como b,_1q,—3 > 0, ( Lema 3.1) vem
In—1 = An—1Gn-2-

Assim,

n = Onqn—1 -+ bn@n—? 2 an(an—lQn—Z) + bn@n—?
= (anan—l +bn)q}1—2-

Deste modo, concluimos que

G > (A2n02n-1 + b2n)qan—2
> (agn@2n-1 + b2n)(a2n—202n-3 + ban—2)G2n—1
>
> (a2n2n—1 + ban)(a2n—202n—3 + ban—2) - - - (@4a3 + ba)(aza1 + b2) qo.

De modo andlogo,

Gon—1 =2 (2n—1a2n—2 + b2p—1)(@2,—302,—4 + b2p—3) - - - (aza4 + bs)(azasz + b3)q;.
Segue-se que

QnQoan—1 = (G2p02n—1 + bay)(A2n—1G20—2 + bap—1) - - - (a5a4 + b3) (agas + by)(azaz + b3)
(agay + b2)qoq

aqa a9l (1171 4005
— QO(}lebg“‘an 1_|_£ 1_|_ﬂ 1_|_ 3%4 1_|_ 4
by b3 by bs
A2n—102n
14+ —).
(+ ban )
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azay

) (1) -

qoibiba - bon (1+ %22 ) (14 %2) (1+

Entao
bigangon—1 >
dopn_—10on
(1)
e portanto
blb?“‘bz&g by | 1 '
42nq2n—1 qoq1 i [eF e rEN)|
IT (1 it
P bit1
]

Pelo Teorema 1.14 sabemos que uma série Y ,- ; oy de nimeros reais positivos con-
verge se, e somente se o produto infinito | [, (14a4) converge. Como, por hipétese,
Ajlg4+1
= +00, e portanto

o
E;‘O:l “Eﬂ-_l = 400, também temos H (1 +
ek P brt1
. b 1
lim L S =0.
P9 T I
H (1 + i 1+l)
bit1

i=1

1

biby - - - ban _0

lim
2nqin—1

Concluimos assim que
lim(eg,, — €9,—1) = 0,

e portanto a fracao continua é convergente.

ou seja,
O facto de que para quaisquer inteiros 7 e k, onde 7 é par e k é impar, temos
cp<cep<<eg << <L L E< L << <oy < o3 <oy,

resulta do Corolédrio 3.3.3, o que completa a nossa demonstracao.

Exemplo 3.3. A fracao continua infinita
4

3+ 5 yi ,

* 6+ —5—

44+

00 62
— = +00,

fol uma das primeiras fracoes continuas a ser estudada. O seu estudo foi feito por
Rafael Bombelli (1526-1572). Uma vez que
> a,a
ntnt+l
>4

Z E71r1+1 n—

n=1

£ =

a fracao continua anterior converge. Seja
i bt o——
G+G+_44_
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e seja

n==§&+3.
Entao
4
6+ 6+——
64 ——
G4 1
G4 ——
e portanto

4
n=6+4+—-<n*—6n—4=0.
n

Concluimos assim que 7 € a solucao positiva da equacao quadratica anterior e por-

tanto,
n=3+V13.
Como
§=n-—3
vem que
£= V13,
1sto é,

O Teorema 3.4 permite-nos afirmar que toda a fracao continua simples é convergente
e portanto representa um mimero real. De facto dada uma sucessao (an)nen,, onde
para todo n € N, a, é um ntmero inteiro positivo, temos

oo

g AnQn+1 = 0,

n=1
e portanto a fragao continua simples [ag; a1, as, .. .| é convergente, isto é representa

um numero real.

Imediatamente, outra questao se coloca: sera que podemos afirmar que todo o
nimero real positivo pode ser representado por uma fracao continua simples?

Seja x um niumero real. Se £ ¢ um nimero racional, entao a resposta a esta questao
¢ afirmativa e fol dada no Teorema 3.1. Se x é um numero irracional, entao existem
dois inteiros sucessivos n. e n + 1 tais que

n<zr<n+l1.

O numero real © = x—n satisfaz 0 < u < 1. Assim, para um dado nimero irracional
x existe uma tnica decomposicao * = n + u, onde n é um nimero inteiro e u é um
nimero real, 0 < u < 1.
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Vamos utilizar um processo recursivo para representar o nimero irracional x através
de uma fracao continua simples.

Seja x = ny 4+ w1, onde ny € um mimero inteiro e 0 < uy < 1.

Entao ul—L, inverso de uq, satisfaz u% > 1. Podemos escrever

1
— = N3+ Uz,
Uy

onde ny é um niimero inteiro e ug satisfaz 0 < ug < 1.

Assim,

1
x:nl—i—ul:nl—i—T:nl—l—i_ .
oy ng + U
Se uy = 0, entao temos a representacao do nimero irracional z em fracao continua
simples finita, o que é impossivel. Entao, 0 < wuz < 1 logo, u% > 1 e podemos

escrever

1
— =n3 + Uus,
U

onde n3 ¢ um nimero inteiro e 0 < uz < 1, ¢ assim,

1
r=nt+-———=m+——.
ng + Uy n + o
Se uz = 0, entao temos a representacao do nimero irracional z em fracao continua
simples finita, o que é impossivel. Entao, 0 < uz < 1 e repetimos o processo. Apds,

k iteracoes obtemos

1
r=ny+———=mn1+ i )
ng + U2 ng + ———

-1t

onde 0 < uy, < 1. Se up = 0, entao temos a representacao do numero irracional x
em fracao continua simples finita, o que é impossivel. Entao, 0 < uy < 1 e podemos
escrever

— = N1 + Uk,
Uy

onde np.1 é um numero inteiro e 0 < ugpyy < 1.

Apoés k + 1 etapas, podemos escrever o mimero real como

1
$2n1+ 1 1
T9 —

1

gt
T

onde 0 < w1 < 1 e o processo pode ser repetido.

Entao verificamos que todo o numero irracional pode ser representado por uma
fracao continua simples infinita.
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No Teorema 3.1 provamos que uma fracao continua simples infinita representa um
nimero irracional. Podemos generalizar esta conclusao no Teorema seguinte:

Teorema 3.5. Sejam (a,)nen, € (bn)nen duas sucessées de nimeros inteiros posi-
twos tais que Y, gt = +oo, e existe m € N tal que 0 < b, < an, para todo
n > m. Entdao o nimero real

€ um ndmero irracional.

Demonstragao: Em primeiro lugar observemos que a fracao continua que define &
é de facto convergente. Seja m € N tal que 0 < b, < a,, para todo n > m. Entao a
fracao continua

bm+2

b
amiz + —"% —

am+3+ﬂi

Am+1 +

também converge para um numero real que denotamos por n e n > a;,e; > 0.
Podemos também escrever

e usando o Teorema 3.2 vem

I bm T —
5 = W g T?me + gberlmel = pm + bm+lqm71

Sl W(me - pm) = _gbm+lQm—l + bm+lpm—l-

Assim,

_ gberlQm - E3'1?1\1+mefl
n= .
Pm — £Qm
Como as sucessoes (ay)nen, € (bp)nen a0 sucessoes de nimeros inteiros vem que £
é irracional se e s6 se 11 € irracional. Provemos entao que 7 é irracional. Como a1
é um nuimero inteiro, sé temos de mostrar que

’ bm+2

(2 +

bm+3

b
am+3+—m‘l:6_

4
“m+4+M

onde 0 < b, < a,, para todo n > m + 1, é um ndmero irracional.
Admitamos que ' é um numero racional e para cada n > m + 1, seja

bn

bny1
tn b2

)

T =

ﬂ.n+1+

Entao
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o b?’l
n Ay + ?7;1+l '
Portanto, como estamos a assumir que 7 é um nimero racional vem que 7], também é
um nimero racional, para todon > m+1. Por definicao, 7/, > 0 e como 0 < b, < ay,
para todon > m vem 0 < 1/, < 1. Como 7, ¢ um nimero racional, podemos escrever

! Sn

??n:tn

e s, e t, sao primos entre si, para todo n > m + 1.

, 0< s, <ty

Assim,
Sn by, Spn bntn+l
— T Sni1 T . a
tn p, + ﬁ n Aplni1 + Sni1

S SnSntl T Snlalpil = E)ntntn+l

<~ SnSnt+l = {bnfn - ane'in)tn+l-

Mostramos assim que t,.1 | SpSpe1, as cOMoO Ly € Speq Sao primos entre si vein

tns1 | sp (ver [4], pdgina 156). Entédo t,.1 < s, € como s,, < t, vem t,.1 < t,.
Entao a sequéncia de inteiros (;);>, satisfaz

tme2 >tz > - >0,

e assim concluimos que existe um inteiro [ tal que #; = 0. Absurdo. O

3.5 Fracoes continuas periddicas

Nesta secao vamos nos debrucar sobre fracoes simples que sao infinitas peridédicas.
Uma fracgao simples infinita

lao: a1, az, a3, .. ],

diz-se periodica se existem os inteiros positivos p e [ tais que, para todo n > |,
Ans+p = Gpn. Neste caso a fracao continua serd representada por

lag; a1, ag, a3, ... a1, a7, ., Grep_1i].

No primeiro capitulo vimos que os numeros racionais tinham uma representacao
numa base g, que era finita ou infinita periddica. Nesta seccao vamos identificar
numeros reais que podem ser representados por uma fracao continua simples infinita
periodica.

Um irracional quadratico é, como o nome indica, um nimero irracional o qual é raiz
de equacao quadratica. Um irracional quadratico é entao todo o niimero real que se
pode escrever na forma

E=r+sVd, (3.7)
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onde r e s sao nimeros racionais e d > 0 é um niimero inteiro que nao é quadrado
perfeito.

Reciprocamente, dado wm nimero real da forma (3.7), podem mostrar que £ é raiz
da equacao
2? — 2rz + (r? — s%d) = 0.

De facto,
(r+sVd)? —2r(r+sVd)+r? —s?d = r*+2rsVd+ s2d — 2% — 2rsvVd + r? — $4d
= 277 — 22
0.

Observe-se que, nao sendo d um quadrado perfeito, v/d é um nfimero irracional (ver
[7], pdgina 103).

O objetivo principal desta seccao € o de mostrar que uma fracao continua simples
infinita periddica é igual a um irracional quadratico.

Seja entao d um inteiro positivo que nao é um quadrado perfeito e seja
@[\/c_i] = {a—kb\/&: a,be@}.

Lema 3.2. Scjam a, 8 € Q[Vd]. Entao, a +§.a— 3, a8 € Q[Vd], e se a # 0, entdo
L e Qvd,.

Demonstragao: Seja o« =a + bvde f=¢e+ f\/a, onde a, b e, f € Q. Entao

a+ B = (a+bVd)+ (e+ fVd)
= (a+e)+ b+ f)Vde QVd].
De modo andlogo vem a — 3 € Q[Vd].

Quanto a «.3 vem

aff = (a+bVd)(e+ fVd)
= ae+ afVd+ beVd+ bfd
(ae +bfd) + (af + be)Vd € Q[Vd].

Por fim,

1
a+ bvd

1 a—byVd
a—i—b\/&.a—b\/f?

a—b/d
(a+ bv/d)(a — bV/d)
a—b\/a

a2 — ab\/d + abv/d — b2d
a —b
— d dl.
T T gV AVl

B~
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Teorema 3.6. Se uma fracao continua simples é periddica, entao ela € igual a um
irracional quadrdtico.

Demonstragao: Seja & = [ag;ay, -+, a;1,a, - 01 p-1), € seja
. 1
n = o T
a
+1 + g T
ayp 1+t
1
= a+ T 1
e
+1 ot 1
Gyp o1ty

Vamos provar que n é um irracional quadratico.

Pelo Teorema 3.2,

_ NS1ip-1 1 Siyp-2 (3.8)
Misp—1 +lisp-2’

i . . S . ) B : LI s -
onde, para cada inteiro positivo j, s; e f; sao tais que i ¢ igual & j-ésima conver-

gente de 7.

Multiplicando ambos os membros de (3.8) por Ntiyp—1 + trep—2 vem

?72tz+p—1 + Nlisp—2 = NSi+p—1 + Si+p-2 & t:+p—1?72 + (ti+p—2 — St4p-1)0 — St4p—2 = 0.

Mostramos assim que n é wmn irracional quadratico.

Como :
5 - ao + 1 )
ay + o ——
- 'al—l.+r%
novamente pelo Teorema 3.2 vem
_ npi—1 tpi—2
ng1+aq 2

onde p; 1, q 9, p-1 € g2 sao calculados de acordo com as relacoes de recorréncia
de Wallis-Euler. Como n é um irracional quadratico, atendendo ao Lema anterior
sobre Q[v/d] vem £ é um irracional quadrético. O

3.6 Consideracoes finais

As ideias envolvidas na elaboracao deste trabalho andam em volta da representacao
dos mimeros reais. HA muitas formas de representar os niimeros reais. Neste traba-
lho abordamos apenas duas: a representacao de niimeros reais numa base g, onde g é
um inteiro maior do que 1, e a representacao de niimeros reais em fracoes continuas.
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Estas duas formas de representar nimeros reais foram abordadas em dois capitulos
separados.

Num primeiro capitulo abordamos representacao de niimeros reais numa base g. De
entre as varias conclusoes a que chegamos destacamos o facto de todo niimero real
admite uma representacao numa base g qualquer. Porém, hd que ter em conta que
nem todas as representacoes sao admissiveis. No caso concreto da representacao
decimal, a sequéncia 0,999... que nao é considerada como a representacao decimal
de um numero real. Outra conclusao importante foi de que muitas daquelas propri-
edades conhecidas desde o Ensino Secundério, como, por exemplo, todo o niimero
racional tem uma dizima finita ou infinita periddica, nao sao exclusivas na base 10,
visto que elas permanecem validas em uma base g qualquer.

Num segundo capitulo apresentdamos outra forma de representar os nimeros reais,
porém menos conhecida e menos trabalhada na Matematica do Ensino Secundario,
que € a representacao dos ntimeros reais em fracoes continuas. Neste capitulo veri-
ficAmos que um numero real é racional se e sé se pode ser representado em fracao
continua finita. Relativamente as fracoes continuas infinitas, centramos o nosso
estudo nas fracoes continuas nao negativas e em particular nas fracoes continuas
simples. Por meio das relacoes de recorréncia de Wallis-Euler conseguimos mostrar
que toda fracao continua simples representa sempre um nimero real. Nao obstante,
ficou muita coisa por se desenvolver nas fracoes continuas. Nada foi dito sobre
fracoes continuas que nao sejam nao negativas.

Este trabalho pode ser utilizado por professores, educadores e alunos interessados
em explorar um pouco mais os contetiddos contemplados no programa de Matematica
do Ensino Secundario. Espera-se que este seja um ponto de partida para um estudo
mais profundo e proficuo do tema em andlise, e para tal, recomenda-se vivamente a
consulta dos varios textos indicados na bibliografia.

48



Bibliografia

[1] Kalapodi, A. “The decimal representation of real numbers”, International Jour-
nal of Mathematical Education in Science and technology, Vol 41, n® 7. 15 Oc-
tober 2010, 889-900. 19

[2] Katz, V. J., (2010), Histéria da Matematica, Lisboa: Fundagao Calouste Gul-
benkien.

[3] Knopp, K.,(1956), Infinite Sequences and Series, New York: Dover Publications
Inc. 1

[4] Koshy, T.,(2002), Elementary Number Theory with Applications; San Diego:
Harcourt Academic Press. 45

[5] Loya, Paul, (2017), Amazing and Aesthetic Aspects of Analysis, New York:
Springer. 1, 8, 15, 18, 29

[6] Ore, O., (1988), Number Theory and its History, New York: Dover Publication.
vii, 1

[7] Rosen, Kenneth, (2000), Elementary Number Theory and its Applications, Bos-
ton: Addison-Wesley. 46

49



