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Dedicatoria

"COVILHA-PORTUGAL"

Covilha, foi descoberta sobre o olhar das estrelas e foi referendada pelo frio crescendo
sobre a luz do sol e desenvolveu-se sobre a magnitude dos Astros (O Distrito de

Castelo Branco).
Hoooo Covilha!!!!
Ja me acostumei com a tua voz, me da vontade de choramingar... Com teu rosto e

teu olhar guardando horizontes, seu frio um dia me pode matar, mais ndo te posso

acoimar, seus feitos tornam-te como uma das cidades refulgentes;

Pode ser que um dia deixemos de nos comunicar... Mais, enquanto houver amizade

entre nos, faremos as pazes para cd um dia eu regressar;

Pode ser que um dia me vou embora e o tempo passar... Mais, se a nossa amizade

permanecer como hoje, em todos momentos hei-de me lembrar;

Pode ser que um dia nos afastemos de verdade... Mais, se formos amigos de estima, a

nossa amizade nos aproximara a longevidade;

Pode ser que um dia ja nao subsistirei... Mais, se ainda sobrar amizade um para com

outro, fustigar e debicar o meu esqueleto e tao logo ressurgirei;

Pode ser que um dia tudo acabe para sempre... Mais, quando desejamos que uma
lembranca fique gravado em nossa memoéria, devemos associar-lhe alguma espécie
de satisfacdo ou gozo pessoal, que juntos viveremos e nos lembraremos para sempre.
"Covilha a Cidade da Neve."

Gilson Contreiras (2018)
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Resumo

Os chineses inventaram o papel e, na idade média, no Japao, comegou a ser desenvolvido um
conjunto de técnicas de dobragens de papel, designado por Origami. Ja no século XX, estas
técnicas despertaram o interesse de diversos matemaéticos. H. Huzita, K. Hatori e R. Lang fixaram
o sistema axiomaético para as construgoes com dobragens. Na presente dissertacao, apresenta-se
este sistema, axiomatico e a resolucao dos probemas classicos da duplicacao do cubo e da triseccao
de um angulo com Origami. Além disso, estuda-se a teoria dos niimeros construtiveis com Origami

em comparagao com a teoria dos niimeros construtiveis com régua e compasso.

Palavras-chave Origami, axiomas de Huzita-Hatori, régua e compasso, duplica¢do do

cubo, trisseccao do angulo, ntimeros construtiveis.
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Abstract

The Chinese invented the paper and, in the middle ages, in Japan, a set of folding techniques
began to emerge: the Origami. Recently, in 20th century, these techniques attracted the attention
of several mathematicians. H. Huzita, K. Hatori and R. Lang established an axiomatic system
for Origami constructions. In the present dissertation, we present this axiomatic system and the
resolution of the classic problems of doubling the cube and angle trissection with Origami. Besides
that, we study the theory of Origami’s constructible numbers in comparison with the theory of

constructible numbers with non-graduated ruler and compass.

KeyWOI'dS Origami, Huzita-Hotari axioms, ruler and compass, doubling the cube, angle

trisection, constructible numbers.
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Introducao

As construgoes geométricas com régua e compasso sdo familiares no ensino secundario em
Portugal e ensino médio em Angola. Estas construgdes ampliam as fronteiras de conhecimento dos
estudantes, facilitam a compreensao dos conceitos e das propriedades geométricas e sao uma fonte
muito rica de problemas estimulantes. Para os antigos gregos e egipcios eram ferramentas uteis.
Na Grécia antiga, berco da geometria enquanto ciéncia dedutiva, os sabios gregos depararam-se
com enigmas que incidiam na busca da resolugao de certos problemas com régua e compasso. Entre
estes, ressaltamos os problemas da duplicagao do cubo, trisseccao de um angulo e quadratura do
circulo, cuja impossibilidade de resolugao sé6 foi provada no século XIX.

Os chineses inventaram o papel e, na idade média, no Japao, comegou a ser desenvolvido um
conjunto de técnicas de dobragens de papel, designado por Origami, que permitiam a construgao
de figuras com uma grande beleza estética. Ja no século XX, estas técnicas despertaram o interesse
de diversos matemaéaticos. H. Huzita, K. Hatori e R. Lang fixaram o sistema axiomatico para as
construgdes com dobragens. Do ponto de vista matematico, muito do interesse pelo Origami deve-
se ao facto de ele possibilitar, através das sete operacgdes basicas — os axiomas de Huzita—Hatori
[0, 10]-, a resolucdo dos problemas classicos da duplicagido do cubo e da trissec¢do de um angulo
[I5]. Mais geralmente, a algebra (extensdo de corpos e teoria de Galois) da-nos critérios para
decidir que nimeros sdo construtiveis com Origami [I3].

O primeiro capitulo desta dissertacao incide sobre construgdes com régua e compasso. Em par-
ticular, recordam-se algumas construcoes geométricas elementares, constréi-se o corpo dos nimeros
construtiveis e apresenta-se o teorema sobre equagoes ciibicas que permite provar a impossibilidade
de resolver os trés problemas classicos da antiga Grécia com régua nao graduada e compasso. Neste
capitulo utilizam-se diversos conceitos algébricos que podem ser consultados em diversas referén-
cias (ver, por exemplo, [5, [6, [7, [17]). No Apéndice II, fazemos um breve resumo dos resultados
necessarios.

No segundo capitulo, apresenta-se o desenvolvimento axiomatico do Origami: os sete axiomas
de Huzita-Hatori. Dois desses axiomas permitem a construcao de retas tangentes a parabolas cujos
focos e diretrizes sao dados. No apéndice I, apresentamos um estudo sobre a geometria da parabola
de modo a permitir a melhor compreensao destes axiomas.

No terceiro capitulo, estuda-se a resolucao do problema da duplicacao do cubo e da trisseccao do
angulo com Origami. Algebricamente, estes problemas correspondem a resolver equacoes cibicas
relacionadas com a tangente comum a duas pardbolas. Prova-se mais geralmente que é possivel
construir uma solugio de qualquer equagao ctubica com Origami [15].

Finalmente, no capitulo quatro, estudamos de forma detalhada o corpo dos niimeros constru-
tiveis com Origami. Apresentamos uma caracterizacdo algébrica destes numeros construtiveis e

estuda-se a possibilidade da construgao de poligonos regulares com Origami [13].
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Capitulo 1

Construcoes com régua e compasso

Este capitulo incide sobre construgoes com régua e compasso. Em particular, recordam-se
algumas construgoes geométricas elementares, constrdi-se o corpo dos nimeros construtiveis e
apresenta-se o teorema sobre equagoes cubicas (Teorema 10) que permite provar a impossibilidade
de resolver os trés problemas classicos da antiga Grécia com régua nao graduada e compasso.

1.1 Construgoes geométricas elementares

Toda a construcdo com régua (nao graduada) e compasso consiste de uma sequéncia de passos

do seguinte tipo:
1. tracar uma reta determinada por dois pontos distintos;
2. dados trés pontos A, B e P, tragar a circunferéncia com centro em P e raio AB;

3. com pontos dados previamente, obter novos pontos que surgem como a intersecao de duas

retas ou de duas circunferéncias, ou de uma reta e uma circunferéncia.

Nesta secao descrevemos algumas construgoes geométricas basicas, utilizando somente os ins-

trumentos referidos. Estas sdo bem conhecidas e vao ser utilizadas no capitulo seguinte.

1.1.1 Paralela a uma reta dada que passa por um ponto fora da reta

Seja P um ponto exterior a reta r. Podemos ter A e B dois pontos sobre r. Podemos construir

a reta paralela a r que passa pelo ponto P:

1. com centro em P tracar uma circunferéncia que intersecta a reta r num ponto A;

2. com centro em A tragar uma circunferéncia com o mesmo raio que intersecta a reta r num

ponto B;

3. com centro em B tracar uma circunferéncia com o mesmo raio que intersecta a primeira

circunferéncia em Q.

4. tracar a reta que passa pelos pontos P e @), que € a reta paralela a reta dada.
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Figura 1.1: Paralela a uma reta dada que passa por um ponto fora da reta

Para justificar, observe que, pelas construgoes efetuadas, PABQ é um losango e, portanto seus
lados opostos sao paralelos.

1.1.2 Construcao da perpendicular a uma reta dada que passa por um dado ponto

Dada uma reta r e um ponto P, podemos construir a reta perpendicular a r que passa pelo

ponto P:

1. tragamos uma circunferéncia com centro em P que intersecte a reta r em dois pontos distintos
Ae B;

2. tracamos duas circunferéncias, uma com o centro em A e raio AB e a outra com o centro em
B e raio BA;

3. ao tragar a reta que passa pelos pontos de interse¢do das duas tltimas circunferéncias, estamos

a tracar a perpendicular desejada.

(N
S

Figura 1.2: Perpendicular por um ponto a uma reta dada
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1.1.3 Mediatriz de um segmento de reta

Dado um segmento de reta AB, podemos construir a mediatriz desse segmento (ou seja, a reta

que passa perpendicularmente pelo ponto médio desse segmento), da seguinte maneira:

1. tracamos duas circunferéncias, a primeira com o centro em A e raio AB e a segunda com o

centro em B e raio BA;

2. construimos agora a reta determinada pelos dois pontos de interse¢do das duas circunferén-

cias; esta é a mediatriz.

Figura 1.3: Mediatriz de um segmento de reta

1.2 Numeros construtiveis e corpos numéricos

O objetivo principal desta seccao é a apresentacao de um teorema que é central nos estudos
da impossibilidade de certas construcoes geométricas (Teorema 3). Para tal, precisamos de pri-
meiro definir os conceitos de ntmero real construtivel e de corpo numeérico. A nocao de numero
construtivel serd também estendida & nocao de ponto construtivel.

Suponha-se fixado um segmento de reta. Definimos a unidade como sendo o comprimento desse
segmento como sendo igual a uma unidade. Um nimero real « diz-se construtivel se for possivel
construir, com uso exclusivo de régua (nao graduada) e compasso, um segmento de comprimento
|l

As operagoes algébricas racionais (adigdo, subtragdo, multiplicacdo e divisdo) correspondem
a construgdes geométricas elementares. De facto, vamos mostrar que, dados dois segmentos de
comprimentos a e b (medidos segundo a unidade de comprimento dada), entdo é facil construir
segmentos de comprimentos a + b, a — b, ab e ¢ com (b # 0), utilizando régua ndo graduada e
compasso.

No que segue vamos supor que a e b sdo nimeros reais construtiveis e, sem perda de genera-
lidade, vamos também supor que eles sdo positivos. Dados os pontos A e B, o comprimento do

segmento AB serd designado por |AB).
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1.2.1 Os nameros a + b e a — b sao construtiveis

As construcgoes de a+b e a—b podem ser realizadas conforme indicado abaixo (para simplificar

a exposi¢do, assumimos que a > b > 0):

1. fixado um ponto O, marcar um ponto A sobre a circunferéncia de centro O e raio a;

2. tracar com centro em A a circunferéncia de raio b, que intersecta a reta OA em dois pontos,

Py e Py, um dos quais, digamos Py, esta entre O e A;

3. entdo |[OP;|=a—be|OP;| =a—+b.

Qs

Figura 1.4: Os ntimeros a + b e a — b sdo construtiveis

1.2.2 Os nameros ab e ¢ sdo construtiveis

SIS

De forma simplificada, as construgoes de ab e § sao possiveis pelo tracado de tridngulos

semelhantes, cujas razoes entre os lados correspondentes determinam os comprimentos requeridos.

Mais precisamente, o segmento de comprimento ab pode construir-se da seguinte maneira:

1. dada uma reta s que contém pontos O e P tais que |OP| = 1, tomemos o ponto A, sobre a
semireta OP, tal que |OA| = a;

2. tracamos uma semireta com origem em O que forme um angulo agudo com a semireta OP,

e sobre ela indicamos o ponto B tal que |OB| = b;

3. construimos o segmento BP e por A um segmento paralelo a BP, que interseta OB no ponto
C, entdo |OC| = ab.
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C

Tox

Figura 1.5: O ntmero ab é construtivel

Pelo critério AA, sabemos que os triangulos OPB e OAC sdo semelhantes. Temos assim que

|OP|  |OB]
oAl |oC)
ou seja,
1_ b
a |OC|
Logo,
|OC| = ab.

Procedemos de forma similar para a construcao de ¢:

1. dada uma reta m que contém pontos O e P tais que |OP| = 1, marcamos um ponto B sobre
a semireta OP tal que |OB| = b;

2. tracamos uma semireta com origem em O que forme um angulo agudo com a semireta OP,

e marcamos o ponto A tal que |OA| = a;

3. construimos o segmento AB e por P um segmento paralelo a AB, que interseta O A no ponto
C, entdo |OC| = ¢.

Figura 1.6: O ntimero § & construtive

Na figura acima, o tridingulo OAB é semelhante ao tridngulo OCP, pelo que

|OC| _ |OP]
|OA| OB’
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donde
a
|OoC| = 7

1.2.3 O ntmero /a é construtivel

Uma construcao decisiva é a extracao da raiz quadrada. Se um segmento de comprimento a é

dado, entdo um segmento de comprimento /a também pode ser construido, da seguinte maneira:

1. dada uma reta r, sobre ela marcamos os pontos O e A tais que |OA| = a;
2. a partir de A, indicamos na reta r o ponto B tal que |AB| =1, com A entre O e B;
3. de seguida, tracamos uma semicircunferéncia com centro no ponto médio de OB;

4. por A, tragcamos um segmento de reta perpendicular a OB, o qual intersecta a semicircunfe-

réncia no ponto C, para qual |[AC| = \/a.

Va

0] a A 1

m!

Figura 1.7: O nimero y/a é construtivel

Pelo critério AA, os tridngulos OAC e C' AB sdo semelhantes, logo

|AC|  |AB]
|0A| — |AC)

donde |AC|? = |OA||AB], ou seja, |[AC|? = a. Assim,

AC| = Va.

1.2.4 Pontos construtiveis

Dado um segmento, podemos munir o plano de um referencial cartesiano usando o comprimento
desse segmento como unidade de medida. Entdo, um ponto P de coordenadas (a,b) é construtivel
se, e sb se, a e b sao nimeros construtiveis. De facto, dados nimeros construtiveis a e b, os pontos
de coordenadas (a,0) e (0, b) sdo construtiveis, num sé passo; depois, o ponto de coordenadas (a, b)
é construtivel como o ponto de intersegdo de duas circunferéncias, uma com o centro (0,b) e raio
|a], e a outra com o centro (a,0) e raio |b|.

Reciprocamente, retas que passam po P, de coordenadas (a,b), podemos construir duas retas
que passam por p e sdo perpendiculares, respetivamente, a cada eixo do referencial; os pontos de

intersec@o destas retas com os eixos tém coordenadas (a,0) e (0,b).

8
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1.2.5 Corpo dos niimeros contrutiveis

E bem conhecido que o conjunto dos ntimeros racionais contém os elementos 1 e 0 e é fechado
em relacdo as operagOes racionais; isto é, a soma, diferenca, produto ou quociente de quaisquer

dois nimeros racionais (excluindo divisdo por 0) é ainda um namero racional.

Qualquer conjunto de nimeros que contenha os elementos 1 e 0 e seja fechado em relacao as
quatro operagdes racionais designa-se por corpo numérico. E claro que todo o corpo numérico
contém os nimeros racionais. A defini¢do de corpo encontra-se no Apéndice II.

Do que foi visto na sec¢ao anterior, comegando com um segmento unitario, podemos construir
todos os nimeros racionais e, portanto, todos os pontos racionais. Usando o compasso, podemos
construir nameros irracionais, como por exemplo v/2, que ndo é um ntumero racional. Tendo

construido v/2, podemos, através de construcdes racionais, obter todos os nimeros da forma
a+ V2

onde a e b sdo nimeros racionais.

De modo idéntico podemos construir todos os nimeros da forma:

a+bv2

Pt (1.1)

Observe-se que

= = + ,
ct+dvV2  (c+dV2)(c—dv2) E—d*  ?—d?

onde a, b, ¢ e d sdo racionais. Assim, os nimeros da forma ([1.1)) também podem escrever-se na

a+bv2  (a+bV2) (c—dv2) ac—2bd bc—da\/i

forma z + yv/2, onde z e y sdo nimeros racionais.

De um modo geral, comecando com o corpo racional Q = F e tomando um ntmero positivo

ko de Fp tal que v/ko nao pertence a Fy, podemos definir a extensdo (ver Apéndice IT)

Fy = Fy(vko)

de todos os numeros da forma

agp + bO \/%7

onde ag e by pertencem a Fj.

De seguida, tomando um nuimero positivo k; de Fj tal que /k; nao pertence a Fi, podemos

Fy = Fi(\k)

definir a extensdo

de todos os numeros da forma

ay +b1\/av

onde a; e by pertencem a Fj.

Continuando este processo, alcangamos um corpo
Fn = I'n-1 ( V kn—l)a

depois de n adjuncoes de raizes quadradas. Este ultimo consiste de todos os nimeros da forma

p—1+ bnfl V knflu
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com a,_1 € b,_1 nameros em F,,_1, sendo k,_1 um certo numero positivo (fixo) de F,_; tal que

v/ kn_1 nao pertence a Fj,_1.
Proposigao 1. Fy, Fy,..., F, sdo corpos de numeros construtiveis e Fy C Fy C ... C F,.

Demonstragdo. Vamos utilizar o método de indugdao. Como foi visto anteriormente, os nimeros
racionais sdo construtiveis. Assim, Q = Fy é um corpo de nimeros construtiveis. Se F; para (i =
0,...,n—1) éum corpo de ntimeros construtiveis, entao qualquer niimero da forma a; +b;+/k; onde
ai, b, k; € F;, com k; > 0 é um ntumero construtivel (por ser construido a partir da soma, produto
e raiz quadrada de ntmeros construtiveis), pelo que F;;1 é um corpo de nimeros construtiveis.

Além disso, F; esta propriamente contido em Fj; 1. De facto, se € F; , entdo

T = $+0\/EG Fz(\/k:) =Fi

e v k; pertence a F;; mas nao pertence a F;. O

1.2.6 Caracterizacao dos niimeros construtiveis

Pretendemos, de seguida, caracterizar os nimeros reais construtiveis, o que permitird mostrar
a impossibilidade de certas construcoes geométricas. Para tal, precisamos de apresentar alguns

resultados auxiliares.

Lema 1. Seja F' um corpo numérico.

1. Se wma reta contém dois pontos cujas coordenadas pertencem a F, entdo a reta tem uma
equacao da forma
ar+by+c=0

com a,b,c € F.

2. Se uma circunferéncia tem raio em F' e centro num ponto cujas coordenadas pertencem a I,

entdo a circunferéncia tem uma equa¢ao da forma
2+ +dr+ey+f=0
comd,e, f € F.

Demonstracao. 1. Consideremos a reta que contém os pontos (z1,y1) e (x2,y2), onde 1, T2, Y1, Y2

pertencem a F. Se x1 # x2, entao uma equacao dessa reta é dada por

(y —v1) (Y2 — 1)

(x—x1) (22 —21)

Claramente, podemos escrever esta equacao na forma ax + by + ¢ = 0, com cada um dos
coeficientes em F'. Por outro lado, se 1 = x2, entdo uma equacao da reta que passa pelos
pontos (z1,y1) e (z2,y2) é dada por x — z; = 0, que também se pode escrever na forma

ax + by 4+ ¢ = 0, com cada um dos coeficientes em F'.

2. Uma equagdo da circunferéncia com raio r e centro (z1,y1), onde r, 1,41 € F, é dada por

(€ —z1) + (y — ) =12,

10
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que se pode escrever na forma
2y vdetey+f=0

com d,e, f € F.
O

Chamamos a uma reta que passa por dois pontos cujas coordenadas pertencem a F’ uma reta
em F. Do mesmo modo, a uma circunferéncia que tem raio em F' e centro num ponto cujas
coordenadas pertencem a F' chamamos circunferéncia em F'.

Suponhamos que é possivel construir todos os numeros de um certo corpo numérico F. O
resultado seguinte mostra que a utilizagao exclusiva de uma régua, numa constru¢ao geométrica,
nao nos leva para além do corpo F, e que s6 através da utilizacdo do compasso é que podemos

obter novos nimeros, ou seja, nimeros que nao pertencem a F.
Lema 2. Seja F' um corpo numérico.
1. O ponto de interse¢ao de duas retas nao paralelas em F tem coordenadas em F';

2. Os pontos de intersecao de uma reta em F e uma circunferéncia em F tém coordenadas que

pertencem a F ou a uma extensao da forma Fy = F\/kg;

3. Os pontos de intersecdo de duas circunferéncias em F tém coordenadas numa das extensoes

F = Fyvko.

Demonstragao. 1. Sejam
oz +biy+c1 =0
asx + boy + c2 = 0,

equacoes de duas retas com coeficientes em F. As coordenadas do ponto de interse¢do, que
se obtém através da resolucao simultanea destas equacoes, sao:

_ (Clbg — blcg) y=— (alc2 - Cla2)
(albg — blag) ’ (a1b2 - blag) '

Uma vez que estas coordenadas sao obtidas através de soma, multiplicacao e divisao de

nimeros em F, elas estao também em F'.

2. Sejam
ar+by+c=0
224+’ +drdey+f=0,

equacgoOes de uma reta e de uma circunferéncia, respetivamente, com coeficientes em F. Eli-

minando y do sistema formado pelas duas equagdes, obtemos uma equagao
Ar? + Bx+C =0

para z, com coeficientes A = a® + b2, B = b’d + 2ca — eab, C = fb> + ¢ — ecb em F, cuja
solucao é

 —B+VBT—4AC

B 24 ’

T

que ¢é da forma

p+qVk e F(VE)

11
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onde p, g e k € F. De modo idéntico, eliminando x das equagoes simultaneas, obtemos que

y também é dessa forma.

3. Se
22+ +diz+ay+f1=0
2?2 +y? +dow + coy + f2 =0,

sao equacoes de duas circunferéncias com coeficientes em F', entdo subtraindo a segunda
equagao da primeira, obtemos

(dy —da)x + (c1 —c2)y + (fr — f2) =0,

que pode ser resolvida simultaneamente com a primeira equagdo, como na alinea b). Em
qualquer dos casos, a construcio produz as coordenadas z,y da forma p 4+ ¢vVk.
O

Teorema 3. Um nimero real o € construtivel se e so se existir uma sequéncia
Q:FOCFl c...CF,

de subcorpos do corpo real tal que o € F,, onde

Fy = F;1(Vkj-1),

para j =1,2,...,n.

Demonstra¢do. Se a é construtivel, entao é possivel construir o com régua e compasso num nimero

finito de passos, comecando com a unidade (que estd em Q). Por outro lado, de acordo com o
Lema cada um desses passos corresponde a tomar uma extensao Fj1 = F;( /k;).

Reciprocamente, suponhamos que « pertence a F,,. Entao, pela Proposicao[l} « é construtivel.

O

Para o préximo corolario, recorda-se que um ntimero algébrico sobre um corpo F' é um nimero
que a raiz de um polinémio com coeficientes em F. O conjunto dos polindémios com coeficientes

em F serd denotado por F[z].
Corolario 4. Qualquer nimero construtivel é um niumero algébrico (sobre Q).

Demonstrag¢io. Se a é um namero construtivel, temos a € F; = F;j_1(y/kj—1) para algum j.
Considera-se o polinémio Pj(x) = = — a, com P; € F;[x]. Entdo, pondo a = a + 5+/kj_1, com
a, € Fj_1, temos

Pj(z) = (z — &) = By/kj-1.
Fazemos Q;(z) =z —a e Rj(z) = —f. Temos Q;,R; € Fj_1[z] e

Pj=Qj + Rj\/kj1.

Se R; = 0, entao
Pj=Qj € Fj-a[x],

isto é, a € raiz de um polinémio com coeficientes em F;_;. Caso contrario (R; # 0) temos:

{ P]2 - Q? + R?kjfl + 2QjRj\/k‘j,1

_ Pi-Q;
ki1 = =5

12
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Logo
P? = —QF + Rlkj_1 + 2P;Q;.

Como Pj(a) = 0, temos da igualdade que
(—Q3 + R3k; — 1)(a) = 0.

Definimos
Pj,1 = —Q3 + R?kjfl € ijl[{E].

Temos entdo que o nimero construtivel é raiz do polinémio P;_; € F;_q[z] com coeficientes em

F;_1. O procedimento anterior pode ser repetido de forma a concluirmos que a é raiz de polinémios

Pj_g € Fj_2[$],Pj_3 S Fj_g[x},. .., Py e Fo[l‘],

com Fy = Q. Logo a, sendo raiz de um polinémio Py € QQ, é um numero algébrico. O

Exemplo 1. Consideremos o nimero

:c\/6+\/\/\/1+\/§+\/§+5.

Seja Fy = Q o corpo racional. Fazendo ko = 2, obtemos o corpo Fy = Fo(v/2), que contém o
nimero 1+ /2. Agora tomemos k1 =1+ V2eF,. O corpo

Fy=F(\/1+V?)

contém obviamente o nimero \/1++/2. De seguida, fazemos ko =3 € Fy. O corpo F3 = F,(+/3)

contém o numero
ks =\/1+V2+ V3.
F4:F3( \/1+\/§+\/§>
ky =1/ V1+V2 +V3 +5.

Entao,

contém o numero

Finalmente, o corpo

F5:F4(\/\/m+\/§+5)

contém o numero x. De facto: uma vez que \@ e \/§ estao claramente em F, \/6 = \/Q\@ também

esta em Fs; por outro lado,
\/\/\/1+\/§+\/§+5 € Ik

logo, uma vez que x é a soma destes numeros, x também estd em Fj.

13
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1.3 Um teorema sobre equacoes cubicas

O objetivo principal desta sec¢ao é a demonstragao de um teorema relativo a equagoes cibicas,
cuja importancia serd patente na proxima seccdo. Comegamos por relembrar algumas nogoes

relativas a conceitos basicos sobre polinémios.

Teorema 5. Seja p(r) = a,z" +a, 12" 1 +...+a12+ag um polinémio com coeficientes inteiros
e an #0. Se T ¢ uma raiz racional de p(x), onde r e s sdo primos entre si, entdo s divide a,, er

divide ag.

Demonstragio. Uma vez que © é raiz de p(x), temos

n n—1

r r
an— +an1—— +... a1~ +ag=0;
sn sn s

daqui obtemos

1

— A" =15 4 arrs™ T + ags”, (1.2)

donde, colocando s em evidéncia no segundo membro,
— ™ = 8[an_ 17" A arrs" T2 Fags" Y.

Uma vez que r e s nao tém divisores comuns distintos da unidade, concluimos desta igualdade

que s divide ay,. De modo andalogo, colocando r em evidéncia no segundo membro da equacao
(1.2), vemos que r divide ag. O

Recordemos agora o algoritmo de divisdo para polinémios (ver [7]).

Teorema 6. Dados dois polindmios p(z) e m(x) # 0, com coeficientes reais, existem polindmios

inicos q(x) e r(x) com coeficientes reais tais que
1. p(x) = m(x)q(x) + r(z);
2. o grau de r(x) € menor que o grau de m(z) ou r(x) = 0.
Dados polinémios p(x) e m(x) de coeficientes reais, recorde-se também que m(x) divide p(z), e
m(x)

p(z)
corolario fornece-nos um critério simples, baseado na nogao de raiz, para a determinacao dos fatores

escrevemos se p(z) = m(x)q(z) para algum polinémio ¢(x) de coeficientes reais. O seguinte

de um polinémio.

Corolario 7. Se p(z) € um polindmio de coeficientes reais e o € um nimero real, entio x — «

divide p(x) se e s6 se p(a) = 0.

Demonstrag¢ao. Se x — a divide p(x), entao

Reciprocamente, suponhamos que p(«) = 0. Pelo algoritmo de divisdo, temos

p(z) = (z = a)g(z) + r(z),

14
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em que o grau de r(z) é menor que o grau de v — a. Entdo r(z) = r para alguma constante r.

Logo
Portanto r(z) =0 e

donde z — « divide p(x). O

Lema 8. Se 1, 72 e y3 sGo as raizes do polindmio
azr® + bz + cx +d,

com coeficientes reais e a # 0, entao

c d
gs! +72+73=77 Y1Y2 + Y1778 + 723 = o M=
Demonstragao. Pelo corolario anterior, vamos ter

ax® + b’ +cx+d= alx —y1)(x —v2)(z —73)
=az® — a(n1 + 72 +3)2° + alnvz2 + 1173 + 1273)T — a(117273)-

0

Igualando os coeficientes em z°, e 2, obtemos as igualdades do enunciado. O
) )

Lema 9. Seja F' um subcorpo do corpo real. Se um polindmio de terceiro grau
p(z) = az® + ba? + cx + d,

com coeficientes em I, tem uma raiz da forma o+ 3,/7, onde o, 3,y € F', v > 0 e /¥ ndo pertence
a F, entao o — /7 também é uma raiz de p(z).

Demonstragdo. Vamos supor que 3 # 0, caso contrario o teorema é trivialmente verdadeiro. Sabe-
mos que = — (a + 3,/7) divide p(z), pelo Corolédrio 7. Basta agora estabelecer que x — (o — 3,/7)

também divide p(x). Para isso, vamos mostrar que,

[z = (&= By)]lz = (a + By = [(z — @) + B\Al(z — a) = BvA] = (2 — a)* = (By7)”

divide p(z).
Como (z—a)?—(8/7)? € um polinémio de coeficientes reais, temos, pelo algoritmo de divisao,

que existem polindmios tinicos ¢(x) e r(z), com coeficientes reais, tais que

p(a) = [(z — a)* = (By7)Ha(z) +r(x),

com o grau de r(z) menor que 2 ou r(x) = 0. Se r(z) # 0, entdo r(z) = p+va para certos nimeros

reais p1, V. Entao para r = a + (,/7, temos

0=pla+By7) =rla+By7) =p+rvia+By7) = (p+rva)+vpy/y.

Mas entao
w+rva=0, vg=0.
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Logo, podemos concluir que = v = 0. Portanto, r(z) =0 e

[(z = (e + By)l(x = (a = By
divide p(z), pelo que (z — (o — 8,/7) também divide p(z). O

Teorema 10. Se uma equagdo de terceiro grau com coeficientes racionais nio possui nenhuma

raiz racional, entao nenhuma das suas raizes é construtivel.

Demonstragio. Seja p(z) = ax3 + bxr? + cx + d um polinémio com coeficientes racionais que nao
possui uma raiz racional e que possui uma raiz construtivel p. Suponhamos que p foi escolhida
de tal modo que o corpo correspondente F, = n_l(\/E) satisfaz a condicdo de n ser minimo
com respeito & condi¢do de conter uma tal raiz. Entdo, k # 0 porque p nado é racional. Logo,
p = o+ BVk para certos a, B,k € Fy,_1.

Pelo Lema@ a — /7 também & uma raiz de p(x). Pelo Lema a soma das raizes de p(z) é

%b. Deste modo, se v é a terceira raiz de p(z), entao

2t ot By + (- BYA)

e portanto

v=— —2q.
a

Mas a,b,« € F,,_1, donde v € F,_1, 0 que contradiz a minimalidade de n. O

1.4 Construgoes impossiveis

Com estes resultados, estamos agora em condi¢oes de investigar os trés problemas classicos da
geometria grega, referidos na introducao desta dissertagdo. Veremos, em particular, que cada um
dos problemas originais se traduz num problema de determinar se é possivel construir um segmento

cujo comprimento é um certo miltiplo de um dado comprimento.

1.4.1 Problema da duplicacao do cubo

Corolario 11. Nao € possivel duplicar o cubo com régua e compasso

Demonstra¢do. Consideremos, em primeiro lugar, o problema da duplicagdo do cubo. Supondo
que o cubo dado tem aresta de comprimento unitario, entao o seu volume serd uma unidade ctbica.
Um cubo cujo volume é de 2 unidades cibicas terd um lado de comprimento z tal que z2 = 2.
Assim, o problema da duplicacdo do cubo pode ser formulado como se segue: dado um segmento

de comprimento igual a 1, construir um segmento de comprimento x tal que
3 =2.

Deste modo, a questdo que se coloca é se o polinémio 2 — 2 tem uma raiz construtivel. Pelo
lema@ o polinémio 23 — 2 ndo tem raizes racionais e, portanto, atendendo ao Teorema 23 —2
ndo tem raizes construtiveis. Assim, z = /2 ndo é um namero construtivel, pelo que é impossivel
a duplicagao do cubo recorrendo apenas & régua nao graduada e compasso.

O
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Figura 1.8: Duplicacao do cubo com régua nao graduada e compasso.

1.4.2 Problema da trisseccao do angulo

Mostremos agora que a trisseccdo do angulo por utilizacao exclusiva de régua nao graduada e
compasso é impossivel em geral. E claro que certos angulos, tais como os dngulos de 90° e 180°,
sao trissectaveis, mas isto nao é vélido para todos os dngulos. Vamos restringir a nossa atencao ao

angulo de 60°.
Corolario 12. E impossivel a trisseccio de um dngulo de amplitude de 60°

Demonstragao. E facil mostrar que um angulo # é construtivel se e s6 se cos() é construtivel
a partir de um segmento unitario. Com efeito, se 6 é construtivel entdo podemos construir um
tridngulo rectangulo de hipotenusa 1 e um dos angulos igual a 0: o cateto adjacente deste angulo
tem medida cos(f). Reciprocamente, se o cos(f) é construtivel, entdo o sin(f) também é, uma vez
que sin(f) = \/m é construtivel; construindo um tridngulo rectangulo com estes catetos,

ficamos com o angulo 6.

Da trigonometria elementar sabemos que
0 0
cos(0) = 4 cos® (5)—3cos ()
3 3
Tomando 6 = 60° e pondo
T = cos (Q)
3 b
obtemos a equagao

8z — 6z —1=0.

Assim, o problema da trisseccdo do angulo pode ser formulado como se segue: dado um
segmento unitrio, construir um segmento de comprimento x tal que 823 —6x — 1 = 0. As possiveis

raizes racionais deste polinémio sao

1 11 11 1

1,—1,2, =, == = ——
bl 72’ 2?47 4’87 8

No entanto, facilmente se vé que nenhum destes ntimeros é raiz. Logo, de acordo com o Teorema

110l ele ndo tem raizes construtiveis. Podemos por isso afirmar que x nao é construtivel.
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1.4.3 Problema da quadratura do circulo

Corolario 13. FE impossivel a quadratura de um circulo com régua e compasso.

Demonstragiao. O problema da quadratura do circulo. Vamos supor que o raio do circulo dado
tem comprimento igual a uma unidade. Entao a area do circulo é de m unidades quadradas, e o
problema consiste em construir um quadrado com é&rea igual a 7

O problema da quadratura do circulo pode entao ser formulado da seguinte maneira: dado um

segmento de comprimento igual a 1, construir um segmento de comprimento x tal que

A=mxr A — 22 — p2

Figura 1.9: Quadratura de um circulo com régua nao graduada e compasso.

Pelo corolario {4 qualquer ntimero construtivel é um ntmero algébrico. A impossilidade da
quadratura do circulo resulta do facto de /7 ndo ser um niamero algébrico, o que foi provado pelo

matematico alemao C.L.F. Lindemann, em 1882. O
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Capitulo 2

Definig¢oes e os axiomas do Origami

A palavra Origami surge da juncdo das palavras ori (dobrar) e kami (papel). Durante muito
tempo,o0s métodos de construc¢do eram transmitidos oralmente. Em 1787, foi publicado um livro
(Hiden Senbazuru Orikata) que continha, pela primeira vez, instrugoes escritas para a dobragem

de um péssaro sagrado do Japao.

Figura 2.1: Passaro sagrado do Japao (Tsuru).

O origami tem muitas variacoes. Na versao mais comum, comega-se com uma folha de papel
quadrada ndo marcada. E permitido apenas dobrar sem corte. O objetivo com a construcio de
origami consiste em localizar precisamente um ou mais pontos no papel, nas bordas da folha ou
no seu interior. Esses pontos de referéncia sao usados para definir as dobragens remanescentes que
dao forma ao objeto final. O processo de dobrar o modelo cria uma sequéncia de pontos auxiliares

ao longo da sua execucao, que sao gerados como intersecoes de retas.

2.1 Desenvolvimento axiomatico do origami

De seguida apresentam-se os sete axiomas de Huzita-Hatori, que vieram dar sustentabilidade &
teoria matematica do Origami. Em 2003, o fisico americano Robert Lang [11] afirmou que néo séo
necessarios mais axiomas e publica, numa das suas paginas da internet, um estudo onde justifica
a sua conviccao de que os sete axiomas de Huzita-Hatori definem o que é possivel construir com

dobragens.

2.2 Os axiomas de Huzita-Hatori

1. Axioma 1: dados dois pontos, P; e P, hia uma dobragem que passa pelos dois pontos.
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P,

P,

Figura 2.2: Axioma 1

Interpretacgao: Corresponde a tracar uma reta por dois pontos dados.

2. Axioma 2: dados dois pontos, P; e P>, ha uma dobragem que os torna coincidentes.

Figura 2.3: Axioma 2

Interpretacgao: Corresponde a tracar a mediatriz de um seguimento dado.

3. Axioma 3: dadas duas rectas, L1 e Lo, hd uma dobragem que as torna coincidentes.

L,

Figura 2.4: Axioma 3

Interpretacgao: Corresponde a tragar a bissetriz do dngulo formado pelas duas retas.
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4. Axioma 4: dados um ponto P e uma reta L, hi uma dobragem perpendicular a L que passa

por P.

Figura 2.5: Axioma 4

Interpretacao: Corresponde a tragar a unica reta perpendicular a L que passa pelo ponto
P.

5. Axioma 5: dados dois pontos, P; e P, e uma reta, L, se a distancia de P, a P, for igual ou
superior & distancia de P, a L, hd uma dobragem que faz incidir P, em L e que passa por
Ps.

N

P, I
1
/
P
Figura 2.6: Axioma 5

Interpretacao: Corresponde a marcar sobre a reta L o ponto I de interseccdo entre a

circunferéncia de centro em P; e raio |Py Py e a reta L.

Figura 2.7: Interpretacao do axioma 5

Por outro lado, a reta de dobragem é a reta tangente & parabola P de foco P; e diretriz

L pelo ponto X obtido da seguinte forma: considera-se a perpendicular a reta L pelo ponto
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I e seja X o ponto de interseccao entre esta reta e a reta da dobragem; uma vez que a reta
da dobragem é a mediatriz do segmento I P, e passa por X, pelo critério LAL, os triangulos
XIM e XPiM séo congruentes. Logo |XI| = |XPy|, isto é, X pertence a parabola P e,

tendo em conta os resultados do Apéndice I, a reta da dobragem é tangente a P no ponto X.

6. Axioma 6: dados dois pontos, P1 e P2, e duas retas, L1 e L2 , existe uma dobragem que

faz incidir P1 em L1 e P2 em L2.

Figura 2.8: Axioma 6

Interpretacgao: A reta de dobragem é, simultaneamente, tangente & parabola P; de foco
em P; e diretriz L, e tangente & pardbola Py de foco em P, e diretriz Ls. Tal pode ser

facilmente compreendido a partir da observacao do axioma 5.

7. Axioma 7: Dado um ponto P e duas retas L1 e Lo se as retas nao forem paralelas, hd uma
dobragem que faz incidir P em L; e é perpendicular a L.

L,

Figura 2.9: Axioma 7

Interpretacgao: Corresponde a marcar um ponto X de intersecgdo entre a reta L1, e a reta
paralela Ly pelo ponto P. A reta de dobragem é precisamente a mediatriz do seguimento
PX.
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De seguida, mostramos como aplicar os axiomas para construir uma paralela a uma reta dada

que passa por um ponto dado fora da reta.

1. dada uma reta L e um ponto P fora dela;

Figura 2.10: reta L e um ponto P fora dela.

2. tracar a perpendicular a L que passa pelo ponto P, pelo axioma 4;

Figura 2.11: reta perpendicular a L que passa pelo ponto P

3. considerar a perpendicular a L por P e tragar a perpendicular a esta reta por P, novamente

pelo axioma 4.

Figura 2.12: incidir o ponto que esa sobre a reta L até ao ponto P
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Capitulo 3

Resolucao de equacoes ciibicas com origami

Estuda-se a resolucdao do problema da duplicagao do cubo e da trisseccao do angulo com
Origami. Algebricamente, estes problemas correspondem a resolver equagoes cibicas relacionadas
com a tangente comum a duas pardbolas. Prova-se mais geralmente que é possivel construir uma

solugdo de qualquer equagdo cibica com Origami [15].

3.1 Problemas classicos: origem e aspetos histoéricos

O problema da duplicagdo do cubo consiste em construir a aresta de um cubo cujo volume é
0 dobro de um cubo dado e o problema da trisseccao de um angulo consiste em dividir um angulo
arbitrério em trés partes iguais. Sao dois dos trés problemas classicos da matemética grega que
tém sido um motivo de inspiragdo dos matematicos desde os tempos de Hippias de Elis (século
V a.C.) até aos dias atuais. O mundo origamistico também tem a sua participagdo nestes dois
problemas.

Segundo revelam os documentos antigos, as primeiras alusoes ao surgimento destes problemas
remetem a cerca de 429 a.C., quando uma peste exterminou um quarto da populagdo de Atenas. No
propdsito de cessar a peste, os atenienses, desesperados, enviaram uma delegacdo para perguntar
ao oraculo de Apolo, em Delos, de que maneira se poderia acabar com a peste. Em resposta, o
oraculo tera respondido que, se duplicassem o altar cibico de Apolo, o problema, seria sanado. Os
atenienses dobraram a aresta do altar, pensando que tinham satisfeito a vontade de Deus, mas de
facto multiplicaram o seu volume por oito.

A prova da impossibilidade da construgdo por régua nao graduada e compasso s6 surgiu no
século XIX. O argumento final foi colocado pelo matematico francés Pierre Laurent, em 1837.
No entanto, como vamos ver neste capitulo, é possivel construir a solucao para o problema da

duplicagao do cubo e da trisseccao do angulo através do Origami.

3.2 Resolugao do problema da duplicacao do cubo
Conforme Lucero [12], a solucdo seguinte foi feita pela primeira vez por Peter Messer.

1. partimos de uma folha quadrada de papel de dimensao arbitraria:
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Figura 3.1: Folha quadrada de papel

2. marcar o ponto médio da margem direita da folha quadrada do papel (axioma 2).

Figura 3.2: Ponto médio da margem direita

3. a partir do ponto médio da margem direita da folha quadrada do papel, tracar uma reta até

ao canto inferior esquerdo (axioma 1).

Figura 3.3: Reta do ponto médio ao canto inferior esquerdo

4. tragar uma diagonal a partir do canto superior esquerdo até ao inferior direito (axioma 1).
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Figura 3.4: Diagonal da folha

5. tragar uma reta perpendicular a margem direita a passar pelo ponto de intersec¢do C' (axioma
4). Fazer a margem superior coincidir com estd reta perpendicular (axioma 3); as linhas

dobradas horizontais dividem a folha em trés partes iguais.

\ .
\| -
£ Q
<N
A I
\
\

A

Figura 3.5: Folha dividida em trés partes iguais

6. dobrar de forma que o ponto A fique sobre a margem direita, ponto A’, e o ponto B sobre a
linha horizontal r, ponto B’ (axioma 6). O ponto A’ divide a margem direita na razdo de 1

para {/2, como de seguida passaremos a demonstrar na figura a baixo.

B’ )

A o

A

Figura 3.6: Resolugao do problema da duplicacao do cubo

Primeiro demonstraremos que a sequéncia de passos de 1 a 5 divide a folha de papel em trés
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partes iguais. O seguinte diagrama reproduz o resultado apés o passo 5. Temos colocado um par
de eixos cartesianos x e y, com a origem no canto inferior esquerdo. O comprimento dos lados da
folha é [ (ver figura |3.7)).

o~y

Figura 3.7: Folha ap6s passo 5

O ponto C estd & mesma distancia das margens inferiores e da margem direita, uma vez que
ele se encontra sobre a diagonal do quadrado. Designaremos esta distancia por s. Portanto, as

coordenadas de C' sao dadas por

(xc,yc) = (L= s, ).
As coordenadas do ponto médio D da margem direita sdo

(rp,yp) = (lvé)‘

Podemos entao dizer que

e} s yp 1
t = — = s t = —_—= -,
an(a) sl B an(«) oy 3
Igualando as equagoes, teremos
s
I—s 2
logo, isolando s obteremos
l
s==

Isto significa que as duas retas horizontais dividem a folha em trés retangulos iguais.
Agora demonstraremos que a dobragem do passo 6 determina o comprimento /2 sobre a
margem direita da folha. Para isso, colocamos novamente um par de eixos cartesianos = e y, com

a origem no canto inferior esquerdo da folha. Os pontos A e B (ver figura tém coordenadas

l

2)

(l'A7yA) = (0’0)7 (l'B,yB) = (O’ 3

respetivamente. Fixamos a unidade de comprimento de modo a que as coordenadas de A’ e B’

sejam dadas por
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21
(xA’ayA/) = (la 1)7 (JUB/7yB’) = (CL, g);

onde a designa a abscissa do ponto B’, por enquanto desconhecida.

Os pontos A” e B” sobre a linha m de dobragem (ver figura [3.8), sdo os pontos médios dos

segmentos AA’ e BB’, respetivamente, e tém coordenadas

1 l
(waryar) = (505)s  @mnysn) = (5.5).

AeT

Figura 3.8: Pontos médios de dobragem

Pela geometria da figura, os trés angulos indicados, com vértices em A, B e B”, sdo iguais.

Designamos a medida desse dngulo por beta. Podemos expressar o valor de tan(8) em trés formas

distintas:
umw)_gi_i:_}_g_; (3.1)
tan(f) = i/;i :z}‘; = Qi_é’ = 3% (3.2)
mmmziéiifziig—?:i (3.3)

Igualando as duas equagdes (3.1) e (3.2), teremos

1o .r
I 32 %773

Da mesma forma, igualando as equagoes (3.1) e (3.3, e tomando o valor de a desta ultima equagao,

resulta que

1 -k 312 — 13
— = — 1=
oo ! 3

logo
B—-312431-3=0

Esta equacao cibica pode também ser escrita na forma
(1-1)3-2=0,
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logo, substituindo ¢ = (I — 1), obtemos t3 — 2 = 0, ou seja,
t= V2.

O que prova a solugdo do problema da duplica¢do do cubo com Origami [12].

3.3 Raiz ciibica com dobragem

Nesta sec¢do, mostramos como achar a raiz ctibica de um comprimento fixado com dobragens[15].
Consideremos duas pardbolas P; e Py com equacgoes y? = 2ax e 2% = 2y, respetivamente, e

focos em

Neste caso, as parabolas intersectam-se em dois pontos com coordenadas reais. Seja T a reta

tangente comum as duas parabolas, com equacao y = cx + d.

P1

P, = (z1,y1)

Figura 3.9: Dobragem de tangente comum de duas parabolas

Vamos supor que P; = (z1,y1) € o ponto em que 7 é tangente a P;. Como

y? =20z & 1 = y—,
2a
derivando a expressao com relagao a y, temos Z—Z = ¥. Logo, o declive da reta tangente 7 ¢ dado
por
a
c=—.
Y1

Como P; € T, temos.

a a
h=—ut+ded=y ——1.
Y1 Y1

Substituindo na equacao y = cx + d da tangente, temos

a a 9
Yy=—r+y1— — T1 < Yy1 =ar +yjy —axy.
Y1 Y1

Como y? = 2ax; temos

Yy = ax + 2ax1 — axy.

Logo a tangente T tem a equacao

YY1 = ax + axy.
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Sendo assim,

a ax d
C=—, diil@ylzfa Ty = —
Y1 Y1
De y? = 2ax;, temos
2 d
Pl
e portanto
a=2cd (3.4)

Procedemos de forma similar para 2% = 2y. Assumindo que P, = (z2,%2) é o ponto em que T

é tangente a Po, deduzimos que 7 tem equagao
Y = T2Z — Y2,
Logo ¢ = x5 e d = —y. Sabendo que 23 = 2y, resulta a equagio
2 _
¢ =-2d (3.5)

Resolvendo o sistema formado pelas equacoes (3.4)) e (3.5),temos
a=2cd d= 5
= c
C2 = —2d C2 = _2d

c=—va

Dado um comprimento a, para encontrar a sua raiz ctibica, podemos entao proceder da seguinte

Logo ¢? = —2, pelo que

forma:

1. dobrar um angulo reto, com vértice em algum ponto, a fim de representar os eixos das

parabolas Py e Po;
2. marcar os focos I e Iy e dobrar as diretrizes Ly e Lo das parabolas;

3. dobrar a tangente comum as pardbolas P; e P2, pelo (axioma 6) de Huzita-Hatori (P; incide
com Ly e P incide com Ly);

4. A inclinagio desta reta é precisamente — ¥/a.

3.4 Solugao de equacoes cuibicas gerais

Uma pequena generalizagao do método apresentado na sec¢ao anterior, permite-nos resolver
equagOes cubicas gerais. Vejamos as parabolas [15]
P1, de equagdo (y — n)? = 2a(x —m), e Pa, de equagio z2 = 2by. Seja y = cx + d a equagao que
descreve a tangente comum de P; e Py. Devemos encontrar as coordenadas do foco e da diretriz
em funcdo de m , n e a. Novamente, a tangente comum 7 ndo pode ser paralela a qualquer eixo.
Denotando por P; = (z1,y1) o ponto em que T é tangente a Py, temos que 7 é representada pela
equagao:

(y —n)(y1 —n) =alx —m) + a(z; — m).
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F

Fy

Ly

Figura 3.10: Dobragem da tangente comum a duas parabolas

Ou seja,
-2
. a Cd=n+t axy am
(y1 —n) (y1 —n)
Isto implica que
d—n a+nc
Ty =——+2m, y1=
c c

Sendo assim, uma vez que P, = (x1,y;) satisfaz (y; — n)? = 2a(z; —m), vamos ter

a2

§:2a(

d—n

c —|—m).

e portanto
a = 2c(d—n+ cm). (3.6)

Procedemos de forma similar para 2 = 2by, assumindo que P> = (z2,%2) € 0 ponto em que T
é tangente a P,. A reta tangente pode agora ser escrita na forma:

T2

y:b

T —Y2,
com

Logo
xo =be, Yo = —d.

Sendo assim, uma vez que P» = (z2, ) satisfaz 22 = 2by, temos

b2c? = —2bd,
e portanto
bc?
d=———. 3.7
: (3.7)

Resolvendo o sistema formado pelas equagdes (3.6) e (3.7), obtemos

2bc3
a= ch — 2nc + 2md?,
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pelo que

ou seja, o declive ¢ da tangente comum é raiz de uma equagao cuibica.

Suponhamos agora que temos uma equagao cubica

234+ pr® +qr+1r=0,

onde p, q e r sdo dados. Queremos encontrar uma raiz por dobragens.

Podemos supor que o pardmetro b = 1. Assim, temos
p=2m, q=2n, r=a

ou seja,

Logo a equagao da pardbola P; é

(-3 =2(+?)

e a parabola Py tem equacdo x? = 2y. Os respetivos focos sdo

P q 1
h=(-z+-,2), F 0, =
1 ( 9 + 2) 2) 2 ( 2)
e as respetivas diretrizes L1 e Lo sao dadas por
p T 1
rT=—— — = = ——,
2 2 VT3

Entao, para encontrar uma raiz da equagao cibica podemos proceder do seguinte modo:

1. dobrar um sistema de eixos perpendiculares;

2. marcar os focos F} e Fy dados por (3.8)) e as diretrizes das parabolas P; e Po;

3. pelo axioma 6, dobrar a tangente comum as duas parabolas;

4. o declive desta reta tangente é uma raiz da equagao.

3.5 Resolugao do problema da trisseccao do angulo

Segue abaixo a demonstragdo da trissec¢ao do angulo, partimos de uma folha quadrada de

papel de dimensdo arbitraria e efectuamos os seguintes passos[16]:

1. partimos de uma folha quadrada de papel ABCD;
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As—— —eD)

B =i

C

Figura 3.11: Folha quadrada do papel.

2. marcamos um ponto F na borda superior AD do quadrado,

pelo (Axioma 1) e consideremos o angulo agudo ZEBC >

E

tragamos o segmento de reta BE

45°, o qual queremos trissectar;

A D

B c

Figura 3.12: Dobragem de um angulo agudo.

3. tragamos uma reta paralela FG a AD (Axioma 4);

A

E
F / G

B c

Figura 3.13: Dobragem de uma reta paralela.
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4. tracamos uma reta paralela HI a F'G, onde H e I sdo os pontos médios dos segmentos de

retas BF e CG, respetivamente (Axioma 3);

A /E
F G

Figura 3.14: Dobragem de pontos médios dos segmentos BF e CG, .

5. realizamos uma dobragem levando o ponto F' ao segmento de reta BE e o ponto B ao
segmento de reta HI (Axioma 6) e marcamos os pontos B’, F’ e H' que sdo as reflexdes dos

pontos B, F' e H relativamente a reta de dobragem L;

6. as retas BH' e BB’ dividem o dngulo ZEBC em trés partes iguais, como se ira justificar de

seguida.

E

A \ - D
B

H X5g e 1

B/ c

L N

Figura 3.15: Dobragem de triangulos congruentes.

Como uma reflexdo é uma isometria e, por construgdo, |BH| = |HF|, temos
|BH| = |B'H'| = |H'F'|.

O ponto X de interse¢ao das diagonais do quadrilatero BB’ H' H esté necessariamente sobre a
reta L, que é mediatriz dos segmentos BB’ ¢ HH'. Entéo, pelo critério LAL, os triAngulos BHX

e B'H’'X sao congruentes. Logo Z/BH'B’ = 90°.
Seja N a projecao ortogonal de B’ sobre o lado BC. Pelo critério LAL, vemos que os triangulos

BNB’', BH'B' ¢ BH'F’ sao congruentes. Em particular, os trés angulos em B sdo iguais, como

queriamos justificar.
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Capitulo 4

Niimeros construtiveis com origami

Estudamos de forma detalhada o corpo dos niimeros construtiveis com Origami. Apresentamos
uma caracterizacao algébrica destes nimeros construtiveis e estuda-se a possibilidade da construcao
de poligonos regulares com Origami [13].

Suponhamos fixados dois pontos A e B. Designamos a distancia de A a B por 1, a unidade.

Vamos identificar a folha de papel com os nimeros complexos do seguinte modo:
1. se aplicarmos o axioma 1 aos dois pontos, obtemos o eixo real;
2. se aplicarmos o axioma 4 ao ponto A e ao eixo real, obtemos o eixo imaginario;

3. o ponto A é a origem, ou seja, o zero dos nimeros complexos, e o ponto B é a unidade dos

nimeros complexos;

4. pelo axioma 5, podemos levar B para um ponto sobre o eixo imaginario através de uma

dobragem por A — o ponto assim obtido é o imaginario puro i.

Figura 4.1: Marcacao do ponto imaginario e dos eixos

4.1 Os ntimeros a + b e a — b sao construtiveis com origami

Seja O a origem do referencial fixado e consideremos dois pontos a e b. Para encontrar a soma

a + b podemos proceder da seguinte forma:
1. dobramos as retas Oa e Ob;
2. dobramos as paralelas de Oa e Ob por b e a, respetivamente;

3. a intersecao destas retas é o ponto ¢ = a + b.
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Figura 4.2: Adigdo de nimeros complexos com origami

Para marcar o ponto a — b, comegamos por dobrar a reta Ob e marcamos sobre ela o ponto —b

(axioma 3). Repetimos o procedimento anterior para obter a — b.

4.2 Multiplicacao de niimeros complexos com origami

Sejam a + bi e ¢ + di dois nimeros complexos. Temos
(a + bi)(c+ di) = ac — bd + (ad + be)i.

Daqui, vemos que para multiplicar ntimeros complexos com origami basta sabermos como
adicionar complexos e multiplicar por nimeros reais.
Ja vimos como realizar a adicao com dobragens. Tomemos agora um ndmero real 7 e um

numero qualquer a. Para encontrar ra, podemos proceder da seguinte forma:

1. no eixo dos reais, marcamos os pontos 1 e r;
2. dobramos a reta Ly por O e a;

3. dobramos a reta Ly por 1 e a;

4. dobramos a reta L3 paralela a Ly por r:

5. pelos critérios de semelhanca de triangulos, o ponto b de intersecao de Ly e L3 é precisamente

ra.

Observemos que este método nao funciona diretamente se a for um ntmero real. No en-
tanto, podemos marcar no eixo imaginario os pontos ¢ e ir (axioma 3), e depois aplicar o0 mesmo

procedimento anterior para obter ra.
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Figura 4.3: Multiplicagdo por um nimero real com origami

4.3 Divisao de ntimeros complexos com origami

Sabemos que o inverso de um nimero complexo z = a + bi é dado por

1 (a — bi)
)

Daqui vemos que para construir o inverso temos simplesmente de saber como dividir por
numeros reais, uma vez que ja sabemos adicionar, subtrair e multiplicar. A justificacdo do processo

que usamos para a divisdo assenta na semelhanca de triangulos.

Assim, dado um niimero complexo a e um nimero real r, para encontrar b = ¢ basta ter em

conta a seguinte figura:

2

Figura 4.4: Divis@o por um ndimero real com origami

E notério que este procedimento nao se aplica diretamente quando a é um nimero real, mas,
mais uma vez, podemos marcar no eixo imaginério os pontos i e ir (axioma 3), e depois aplicar o

mesmo procedimento anterior para obter %
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4.4 O namero /a é construtivel com origami.

Seja a = re? um nimero complexo escrito na sua forma polar. Temos entdo

Va=+re's.

Assim, para construir /a basta saber construir a bissetriz de um angulo (axioma 3) e a raiz
de um numero real. O procedimento seguinte indica precisamente como construir a raiz de um
ntmero real r dado.

Comecemos por observar que

o (5 - (5

Assim, o ponto de intersecdo do semieixo positivo real com a circunferéncia de centro em

(0,751) e raio £t ¢ dado por ¢ = (y/7,0). Este ponto pode ser obtido por dobragem, aplicando
para tal o axioma 5, fazemos incidir o ponto P; = —i sobre o eixo L dos niimeros reais por uma

dobragem que passe em P, = i%, de acordo com a figura seguinte:

\

Figura 4.5: A extracdo da raizes quadradas de um nimero complexo com origami

4.5 Caracterizagao da teoria de corpo com origami

Pelas secgoes anteriores, os nimeros construtiveis com origami formam um subcorpo Q de C,

de onde podemos concluir que
Qcocc

Seja Ky um subcorpo de O e K; uma extensao de K.

Lema 14. Se [K; : Ko =2 ou [K; : Ko] = 3 entio K7 C O.

Demonstragao. Se [K; : Ko = 2, entdo K7 = Ky(a), onde « é a raiz de um polinémio do segundo
grau em Ky[z]. Logo a é construtivel por radicais e, por conseguinte, é construtivel com origami.
Sendo assim K; = Ky(a) C O.

Se [K; : Ko] = 3, entdo K; = Ky(a, 3), onde «, 8 sdo raizes de um polindmio de terceiro

grau em Ko[z]. Logo «, 3 sdo construtiveis por radicais e, por conseguinte, sdo construtiveis com
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origami. Logo
Kl = KQ(O(,B) C Q

O

Teorema 15. Um numero complexo o € construtivel com origami se, e s0 se, existir uma sequéncia
de corpos
Q=KoCcKiCKyC...CK,,

com [Kiy1: K;) =2 ou [Kiy1 : K;] = 3 para qualquer i, tal que o € K.

Demonstragdo. Qualquer constru¢do com origami corresponde a uma sequéncia finita de passos,
em que cada um deles corresponde a resolu¢do de uma equacdo de grau 1, 2 ou 3. O teorema

resulta entao desta observacao e do lema anterior. O

Exemplo 2. O polinémio x° — 10z +5 € Q[z] ndo € resolivel por radicais ver. Logo as suas raizes

nao podem ser construtiveis por origami. [4l]

Teorema 16. Uma raiz primitiva n-ésima da unidade € construtivel com origami se, e so se,
aqb
n=23"p1...pm,

com p; = 2%3% + 1. [13]

Demonstragao. Para cada ¢ € N, pomos

Se (4 € construtivel, entdo (ya3s, também é construtivel porque é obtido por sucessivas raizes
quadradas e ciibicas de (,. Temos entdao de provar que (p, .. p,. € construtivel, com p; = 2% 30 4 1.

Consideremos a extensao.

Q g Q(Cp1~~~pm)'

O grupo de Galois GalpQ((p,.. p,,) desta extensdo ciclotomica é sabido ser

Z;1--~Pm = Z¢(P1~~-pm)7

onde ¢ é a funcao de Euler

1
g(n)=n]]01--).
b
pln
Logo
1 1 1
¢(p1--.pm) =p1...pm(l — ]71)(1 - pj)"'(l - Z;)
=@E1—Dp2—-1...(pm — 1)
:22%‘3217717
ou seja,

GalQQ(Cpl ...pm) =Zos aig5 b, -
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Se a; # 0 para algum 4, o grupo Zg é um subgrupo de Zys ., 555, Logo pela correspondéncia

de Galois, existe um corpo intermediério

QCK I CK= Q(CPL--Pm)

tal que
[K : Kl] = |Z2‘ =2
[§]
ZQ = GalKlK.
Temos
GalQK
GalpKy = ————
dot GalKlK
Zios a, v
R A

Se a; # 0 para todo ¢, mas b; # 0 para algum i, entdo, pelo mesmo argumento, vai existir um
corpo intermediario
Q CK, CK= Q(Cplmpm)

tal que [K : K1) =3e
GalQKl = Zgz b;—1.

Podemos entao continuar com este procedimento de forma a obtermos uma torre de extensoes
KODKi DKyD>...DK; DQ

tal que cada extensao K; D K11 tem grau 2 ou 3. Logo (p,..p,, € construtivel com origami.

Se n nao é da forma:

2a3bp1 <« Pm,

com p; = 2%3% 4+ 1, entdo, qualquer torre

Q(Cpl...an) 2K;2...2 Q,
tem uma das extensoes de grau maior que 3, logo (p, .. p,, Nao é construtivel com origami. O
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Vejamos alguns exemplos de n-ésimas raizes primitivas construtiveis por origami:

n |al|bd P1-.-Pm
2 |1]0 1

3 101 1

4 (210 1

5 10]0 5=2230+1
6 [1]1 1

7 10]0 7=2'3"+1
8 [3]0 1

9 [0]2 1
10110 5=22304+1
12 121 1
420 | 2| 1] 35= (2131 +1)(223° + 1)

O menor n para o qual a n-ésima raiz primitiva ndo é construtivel por origami é n = 11.
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Conclusao

Para além do Origami assumir um papel inesperado na resolucao de problemas classicos da
geometria grega, onde estes problemas correspondem a resolver equagoes ctbicas relacionadas com
a tangente comum a duas pardbolas, ele envolve contetidos mateméticos muito profundos, desde a
sua axiomadtica, & caracterizacao do corpo dos ntmeros construtiveis.

Permita-nos afirmar que o Origami pode também constituir um importante auxilio metodo-
logico no processo de ensino-aprendizagem da geometria. De facto, ele oferece um contexto que
permite elaborar diferentes atividades para a sala de aula, a diversos niveis de ensino, que permi-
tam trabalhar conhecimentos geométricos adquiridos. Nesta dissertacao, nao nos focdmos nesta

vertente, mas a matéria tedrica desenvolvida é uma base importante para desenvolvimentos futuros.
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Apéndice I: Estudo da Parabola

Uma secgdo conica é uma curva de intersec¢do de um plano com um cone reto de duas folhas.
Existem trés tipos de curvas que sdo obtidas desta maneira: a pardbola, a elipse (incluindo a
circunferéncia como um caso particular) e a hiperbole. O tipo de curva resultante depende da
inclinacao do eixo do cone em relacao ao plano secante. Nesta seccao iremos definir uma parabola,

deduzir a sua equagao e caracterizar as suas retas tangentes.

Definigao 1. Uma parabola é o conjunto de todos os pontos de um plano equidistantes a um ponto

fixzo F', o foco, e uma reta |l fizxa, a diretriz.

Admitiremos que F ndo pertence a [, pois isto resultaria em uma reta. Se P é um ponto do
plano e P’ é o ponto de [ determinado por uma reta por P perpendicular a [, entdo, por defini¢io,
P pertence & parabola se e somente se as distancias |PF| e |PP’| sdo iguais. O eizo da parabola é
a reta por F' perpendicular & diretriz. O wvértice da parabola é o ponto V do eixo equidistante de
Fel

Deduzimos agora a equagao da parabola P a partir da defini¢do. Fixemos um sistema de eixos
cartesianos. Seja P = (x,y) um ponto genérico da parabola P. O foco é o ponto F' = (Fy, Fy) e a
diretriz [ é a reta de equacgao

axr + by = c.
Sabemos que a distancia de P a [ é dada por

) lax + by — ¢
dist(P,1) = 24X T2Y —
(£.0) va? + b2

Uma vez que |PF| = dist(P,1), temos

ez + by — ¢
Vaz+ 2

Elevando ao quadrado ambos os membros da equacao, obtemos

V(e —F)?+(y— F2)?

2 (ax + by — ¢)?

2
(‘riFl) +(y7F2) a? + b2

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que a? + b = 1. Logo
22 = 20F + F2 + 4% — 2yF2 + F? = a®2% + by + ¢* + 2axby — 2byc.
Reordenando
(1 —a®)z? + (1 = b*)y? — 2abzy + (2ac — 2F))x + (2bc — 2F2)y + FE + F3 — 2 =0

Para o caso especifico de (a,b) = (0,1), FF = (0,p) e y = —p, substituindo os valores na

equagao, obtemos

y=—. (4.1)

Teorema 17. Seja P uma pardbola com foco F e diretriz . Seja X um ponto de P e X' a projegio
ortogonal de X na reta diretriz l. Entdo, a tangente a P no ponto X forma com XF e XX’ dngulos

1guaLs.
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Figura 4.6: Parabola de foco F' e a diretriz ¢ = —p

Demonstracao. Por defini¢do da parédbola, | X F| = | X X’|, logo o tridngulo AF X X’ é isosceles.
Seja M o ponto médio de FX'. Pela propriedade dos triangulos isésceles, M X é a mediatriz de
seguimento X' e os angulos ZFXM e /M XX’ sdo congruentes. Vamos de seguida demonstrar
que M X é a reta tangente & parabola por X.

A reta M X divide o plano em dois semiplanos: o primeiro cujos pontos sao aqueles que se
encontram mais proximos de F' do que de X’ e o segundo semiplano cujos pontos se encontram
mais préximos de X’ do que de F. Consideremos um ponto Y, distinto de X, sobre a parabola.
Seja Y a sua projecdo ortogonal sobre [. Claramente |YY'| < |Y X’|. Por outro lado, como Y esta
sobre a parabola, |[F'Y| = |[YY’|. Logo |FY| < |[YX'|. Isto é, Y estd mais proximo de F do que
de X’. Como Y é um ponto arbitrario distinto de X sobre a pardbola, concluimos que, todos os
pontos da pardbola com excecao de X estdo no semiplano limitado pela reta M X cujos pontos

estdo mais proximos de F' do que de X'. Logo M X é a reta tangente & parabola por X.

Tangente

Directriz

e = = ———

N
"

Figura 4.7: Tangente da parabola.
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Apéndice 1I: Estruturas algébricas

Neste apéndice recordamos de forma sucinta algumas definicoes e proposigoes sobre estruturas
algébricas (em particular, grupos, anéis, corpos e espacos vectorial) que direta ou indiretamente

foram utilizadas ao longo da dissertagao.

4.6 Grupos

Definigao 2. Seja G um conjunto e - uma operacao definida sobre elementos deste conjunto,

entdo (G,-) é um grupo se cumpre com as sequintes propriedades:
1. (fechamento) se a,b € G entio a-b € G, para todo par a,b € G;
2. (associatividade) temos a - (b-c) = (a-b) - ¢, para todo a,b,c € G;
3. (elemento neutro) existe um elemento 1 € G, tal que 1.a = a, para todo a € G;
4. (elemento inverso) para todo a € G, existe um elemento a=' € G tal que a-a~1 = 1.

Proposigao 2. Em todo grupo (G,-), o elemento neutro é unico e todo elemento possui um inico

elemento inverso.
Definicao 3. (G, ) é um grupo abeliano se a-b =10 a, para todo a,b € G.

Defini¢ao 4. Um subgrupo de (G, ) é um subconjunto nao vazio D de G que satisfaz as condigies

de grupo em relagao @ operacao que resulta da restricio a D da operagao em G. Denota-se D < G.

Proposigao 3. Seja G um grupo ¢ D um subconjunto nao vazio de G. (D,-) é um subgrupo de
(G,-) se, para todo par a,b € D, a-b~' € D.

O subgrupo trivial é o subgrupo formado apenas pela identidade de um grupo (G, -). Vemos que
todos as propriedades sdo satisfeitas: é fechado pois 1-1 = 1; é associativo pois 1-(1-1) = (1-1)-1;
contém obviamente o elemento neutro e vemos 1 é o seu proprio inverso.

Notamos que, quando (G, -) é um grupo, temos obviamente G < G.

Definigao 5. Definimos ordem de um grupo (G,-) como sendo o cardinal |G|, isto €, o nimero
de elementos do conjunto G.

Se |G| é um numero natural, entdo (G,-) é wm grupo finito, mas caso contrdrio, serd um grupo
infinito.

2

Definicao 6. Seja g € G, onde (G,-) é um grupo. Dizemos que n é a ordem de g se n for o

menor numero natural para o qual g" = 1. Neste caso, denotamos n = o(g).
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Proposigao 4. Seja (G,-) um grupo, S um subconjunto de G e (S) a intersegio de todos os

subgrupos de G que contém S. Entao, (S) é um subgrupo que satisfaz as sequintes propriedades:
1. (S) contém S;
2. se H é um outro subgrupo de G que contém S, entdo (S) < H.

Diz-se neste caso que (S) € o subgrupo gerado por S.

Se S é constituido por um tnico elemento a, temos que (S) coincide com o subgrupo
(a)y ={a" : n € Z}.
Diz-se neste caso que (S) é um grupo ciclico.

Teorema 18 (Teorema de Lagrange). Se H ¢ um subgrupo de um grupo finito G, a ordem de H

é um divisor da ordem de G.

Defini¢ao 7. Dado um subgrupo H de (G,-), definimos a relagio ~ em G da sequinte forma:
a~bseab™! € H.

Proposigao 5. A relagdo ~ é uma relagio de equivaléncia. A classe de equivaléncia [a] que contém
o elemento a € dada por
Ha={ha: he H}.

As classes de equivaléncia para esta relagdo sdo designadas por classes de equivaléncia a direita.

O conjunto de todas as classes de equivaléncia a direita é denotado por G/H.

4.7 Anéis

Definicao 8. Seja R um conjunto munido de duas operagdes + e x, designadas por adi¢io e

multiplicagao, respetivamente, para as quais:

1. (R,+) é um grupo abeliano, onde o elemento identidade é denotado por 0 e o inverso de a é

denotado por —a;
2. a multiplicagao € associativa;

3. a multiplicacdo € distributiva em relacao a adi¢do, isto €, para quaisquer r,z,y € R, temos

rx(x+y)=r*xz+r=*y, (x4y)xr=xzxr+yxr

Entao, (R,+,*) diz-se um anel.

Definigao 9. Um anel (R,+,*) é um anel comutativo se (R, ) possuir a propriedade da comu-

tatividade, ou seja, T xy = y * x, para todo x,y € R.

Defini¢ao 10. Um elemento a # 0 em R ¢ divisor de zero se existir algum b # 0 em R tal que
ab=0.

Definigao 11. R € uwm dominio de integridade se for um anel comutativo que ndao possua divisores

de zero.
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Exemplo 3. Dado p € N, recorde-se que dois inteiros a e b dizem-se congruentes maodulo p se
pl(a —b), isto €, se a — b for divisivel por p. A relag¢do de congruéncia mdédulo p é uma relagio de
equivaléncia. O conjunto das respetivas classes de equivaléncia é denotado por Z,. Em Z, podemos

definir as operagoes adigao e multiplicacdo comutativas do segquinte modo:
1. se[a],[b] € Zy, temos [a] + [b] = [a + b];
2. se [a], [b] € Z,, temos [a] * [b] = [ab].

Em (Zg,+, *), por exemplo, temos divisores de zero, jd que [2]*[3] = [6] = 0, mas em (Z, +, %),
com p um nimero primo, nao existem elementos [a] e [b] diferentes de 0 tais que [a] x [b] = 0, logo

Z, € um dominio de integridade.

4.8 Corpos

Definigao 12. Dizemos que o dominio de integridade (F,+,*) € um corpo, se (F,+) e (F*, %)
forem grupos abelianos, onde F* = F\ {0}.

Exemplo 4. (Q,+,%), (R,+,%) e (C,+, ), onde as operagdes + e x sao as operagdes usuais de

soma e produto, sao exemplos de corpos.

Exemplo 5. Se p é primo, entdo Z, é um corpo.

4.9 Espaco vetorial

Defini¢ao 13. Seja (F,+,*) um corpo. Consideremos um conjunto V- munido das sequinte ope-

ragoes:
1. adi¢ao: para v,w eV, v4+weV;
2. multiplicagdo por um escalar: para c € F ev eV, av e V.
Suponha-se ainda que estas operagoes satisfazem as sequintes propriedades:
1. (V,+) é um grupo abeliano;

2. a multiplicacdo por um escalar € associativa, ou seja, para todo par a,b € F e para todo
v eV, entio (ab)v = a(bv);

3. o elemento 1 € F ¢ a identidade, tal que 1v = v, para todo v € V;

4. distributividade, ou seja,
(a+b)v = av + bu, a(v+ w) = av + aw,

para todo a,b € F e para todo v,w € V.

Neste caso, dizemos que V € um espaco vetorial sobre F. QOs elementos de V designam-se por

vetores.

Definigao 14. Base de um F espaco vetorial: Seja V um espaco vetorial sobre F e

]B%g ={v1,...,v,}
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um conjunto de vetores linearmente independente, isto €,
avr +...auv, =0

se e sO se 0s escalares aq,...,ay, forem todos nulos. Diz-se que IB%X € uma base para o espaco
vetorial V' se os elementos de IB%IZ geram V', ou seja, todo elemento v de V pode ser escrito na
forma

V= Q1V1 + ...+ QpUp,

onde ay,...,a, € F..
Nestas condigcoes diremos também que a dimensao de V é n, onde n é o nimero de vetores que

temos na base BY., e escrevemos dim V = n.

4.10 Extensao de Corpos

Definigao 15. Diz-se que o corpo (K, +,*) é uma extensdo do corpo (F,+,x*), escrevemos K/F,
se F' C K. Nestas condigdes, (F,+,*) é um subcorpo de (K,+,x).

Lema 19. Se K/F é um extensdo de corpos, entao K é um espago vetorial sobre F.

Defini¢ao 16. Se K/F é uma extensdo de corpos, o grau da extensao é a dimensdo de K, visto
como espago vetorial sobre F, e escrevemos [K : F]. Se o grau for finito, dizemos que a extensdo

€ finita, caso contrdrio temos uma extensao infinita.
Exemplo 6. 1. [C:R] =2, logo C/R ¢é uma extensdo finita.

2. R/Q é uma extensdo infinita.

4.11 O corpo de decomposicao

Definicao 17. Seja F/K uma extensdo de corpos e P € K[x| um polindmio com coeficientes em
K. Diz-se que P € decomposto em F se é possivel factorizar P como wm produto de polindmios de
primeiro grau com coeficientes em F.

Obviamente, se P € K|[x] é decomposto em F, entdo P = c(x —uy),...,(x — up), comc € K e

Ul,...,U, SGO as raizes de P em F.

Definicao 18. Seja F/K uma extensao de corpos e P € K[x] um polindmio que se decompde sobre
F. O menor subcorpo de F que contém K e sobre o qual P se decompée é chamado de corpo de
decomposicio de P em F sobre K.

Se P € K|[z] é decomposto em F e uy,...,u, sio as suas raizes, entdo o corpo de decomposi¢io
de P € denotado por K(uy,..., uy,).

Exemplo 7. Consideremos o polindmio P = x> — 2. O corpo de decomposicio de P em C é
Q(V2) ={a+bV2: a,beQ}.

Teorema 20. (Existéncia de corpos de decomposicao). Seja K um corpo e P € K|[z] ndo cons-

tante. Entao existe um corpo de decomposicio de P.
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Defini¢ao 19. Diz-se que F/K é uma extensiao normal se F' for o corpo de decomposi¢io de um

polindmio em K|x].
Exemplo 8. Q(v/2,v3)/Q € normal, ji que Q(v/2,v/3) € o corpo de decomposigio de
(2 = 2)(z% - 3)

Definigao 20. Seja K um corpo e P € Klx]| um polindmio irredutivel. Diz-se que P é separdvel

se todas as raizes de P mno seu corpo de decomposi¢ao forem simples.

Teorema 21. Suponha que E é um corpo e que K € um subcorpo de E. Seja P € Klx] com

derivada P’ # 0. Entdo temos o sequinte:
1. a € E é uma raiz miltipla de P se e somente se P(a) = P'(a) = 0;

2. se m.d.c (P,P')=1 (P e P’ sio primos entre si), entio P ndo tem raizes miltiplas em E;

4.12 Grupo de Galois

Consideramos um corpo K e uma extensao P de K.

Definigao 21. Chama-se um automorfismo K de P a um automorfismo ¢ de P tal que
o(z) =2,Vz € K.

Teorema 22. Denotamos por GalpK o conjunto de todos os automorfismos K de P. Temos

entdo:

1. GalpK € um grupo, relativamente a operacao da composi¢ao de aplicacoes;

2. se K' é um subcorpo de P tal que K C K1 C P ( corpo intermédiario da extensio K C P),
entao
GalpK1 S GalpK.

Definigao 22. O grupo GalpK é chamado de Grupo de Galois da extensio P C K. Assim, como
uma extensao (e, em particular, um corpo intermedidrio) corresponde a um grupo, também a um

subgrupo do grupo de Galois se pode fazer corresponder a um corpo intermédiario.

Assim, como uma extensdo (e, em particular, um corpo intermediario) corresponde a um grupo,

também a um subgrupo do grupo de Galois se pode fazer corresponder um corpo intermediario.
Teorema 23. Seja H C GalpK, o conjunto
CH)={zeP:¢(x)=z,Ype H

€ um corpo intermedidrio da extensio K C P, que toma o nome de corpo fizo de H.
Se H,H' < GalpK sdo tais que H C H', entao C(H') C C(H).

A esta correspondéncia entre subgrupos do grupo de Galois de uma extensao e corpos inter-

mediarios designa-se por correspondéncia de Galois.
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4.13 Extensoes ciclotémicas

Defini¢ao 23. Dizemos que ¢ € K ¢ uma n-ésima raiz da unidade se (" = 1. A raiz € primitiva

se ("™ #£ 1, para todo m tal que m < n.

Se K ¢é o corpo de decomposi¢do do polinomio 2™ — 1 € Q[z], entdo as raizes deste polinémio

sdo precisamente as n-ésimas raizes da unidade, isto é, os elementos da forma

2
gq:e$7

com 1< g<n.
Recorde-se que se G é ciclico de ordem n, entao G = Z,,. Neste caso, G possui exatamente

¢(n) geradores, onde ¢ é a funcao de Euler.
Teorema 24. Seja w uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Entdo GalpQ(w) = Z;

Definigao 24. Se ( € raiz n-ésima da unidade de F, entdo a extensio F' C F(¢) € chamada de

extensao ciclotomica.
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