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Resumo

As dificuldades no entendimento de conteldos relacionados com a regressao linear e sua apli-
cacao na resolucao de problemas do dia a dia em Angola motivaram a realizacao do presente
trabalho. Este, apresenta uma abordagem sobre os diversos aspetos da teoria de regressao
linear e sua aplicacao na area do ensino. O trabalho comeca com uma abordagem introdutéria
sobre esta metodologia estatistica e a problematica do rendimento académico a matematica
dos alunos do ensino secundario em Angola. Nos capitulos 2, 3 e 4 apresentam-se os aspetos
tedricos essenciais dos modelos de regressao linear simples e multipla. No capitulo 5 apresenta-
-se um estudo pratico que podera auxiliar as autoridades educativas da provincia do Moxico em
Angola, e ndo so, a justificar as notas dos alunos do ensino secundario a disciplina de matema-
tica. O modelo obtido através deste estudo, distingue as notas a lingua portuguesa e a fisica,
a idade e a renda familiar média, como alguns dos fatores que influenciam as notas dos alunos
a esta disciplina. Finalmente, apresenta-se uma sintese dos principais resultados obtidos no
trabalho e aspetos a ter em conta na realizacao de futuros trabalhos ligados ao tema.

Palavras-chave

Modelo de regressao linear, Rendimento escolar a matematica, Provincia do Moxico em Angola.
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Abstract

The present work was motivated by the difficulties in understanding linear regression analysis
and its applications in solving daily life problems in Angola. The work includes a discussion of
several aspects of linear regression theory and its applications on the teaching area. The work
starts with an introduction to this statistical methodology. The chapters 2, 3 and 4 present
the essential theoretical aspects of simple and multiple linear regression models. Chapter 5
presents a real study about the academic performance of students from Moxico province of
Angola. It was obtained a multiple linear regression model that will help the education authori-
ties to explain student performance in mathematics. This model distinguishes the classification
in Portuguese language and physics, the age and the family budget as some factors that take
significant influence in the students’ performance in math. Finally, we present a summary of
the main results and recommended the aspects to be taken into account in future works related
to this subject.
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Linear regression model, School performance in mathematics, Moxico province of Angola.
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Capitulo 1

Introducao

A estatistica € um dos ramos da matematica que tem como finalidade observar os fendomenos,
recolher informacdes, analisa-las e apresentar os resultados que possam ajudar na tomada de
decisdes sobre os mesmos. Atualmente a estatistica € uma das ciéncias mais importante na
sociedade, por esta razdo é amplamente utilizada em diversas areas da ciéncia.

As contribuicoes que fizeram com que a estatistica fosse uma das ciéncias mais importantes no
mundo atual, deveram-se a estudos realizados por investigadores de varios pontos do planeta,
que viveram em distintas épocas da histéria da humanidade. Estes investigadores procuraram
sempre dar explicacbes e prever resultados de diversos fenomenos que estavam associados a
uma variedade de problemas que a humanidade vivia e vive até aos nossos dias.

Uma das metodologias estatistica amplamente usada com o intuito de explicar ou prever solu-
coes de diversos problemas ligados a varias areas da vida social, econdmica, politica e nao so, é
a regressao linear, cuja origem esta associada ao antropologo e matematico Inglés Francis Gal-
ton. Este introduziu pela primeira vez o termo “regressao” num estudo intitulado “Regression
Towards Mediocrity in Hereditary Stature”, que foi publicado no “Journal of the Anthropological
Institute of Great Britain and Ireland” em 1886. Neste estudo, Galton mostrou que havia uma
tendéncia nas populacdes humanas, de os filhos de pais de estatura mais elevada serem em
média mais baixos do que os pais, enquanto que os filhos de pais de menor estatura tendiam a
ser em média mais altos do que os seus pais; tendo denominado esta tendéncia de “regressao
para a média” (Oliveira, Santos e Fortuna, 2011, p. 19).

Para se efetuarem os calculos da reta de regressao, acorreu-se ao método dos minimos quadra-
dos criado pelo matematico Alemao Carl Friedrich Gauss em 1795 e publicado pela primeira vez
pelo francés Adrien Marie Legendre em 1806, no seu livro “Nouvelles méthodes pour la déter-
mination des orbites des comeétes”, onde figurava como uma ferramenta matematica que tinha
como finalidade reduzir os erros provocados pelas medicdes astronomicas (Schivani e Sousa,
2015, p. 5).

Hoje este método é denominado “regressao linear” devido ao trabalho de Karl Pearson, um dos
seguidores de Francis Galton, que deu contribuicées extremamente importantes no desenvol-
vimento de muitos elementos da teoria de regressdo, usados até aos nossos dias (Ferreira e
Tavares, 2002, p. 24). Desde os tempos de Galton e Pearson até aos nossos dias, a regressao
linear tem vindo a receber inimeras contribuicdes, com a criacao e incorporacao de diversas
técnicas estatisticas, que tém vindo a contribuir para a melhoria gradual do método, fazendo
com que os resultados das analises realizadas com esta metodologia sejam considerados viaveis
em muitas areas do saber.



Na pratica, a aplicacao da regressao linear é feita com base nos chamados “modelos de regres-
sdo linear”. Estes podem ser classificados segundo o nimero de variaveis independentes que
possuem. Assim, quando o modelo possui apenas uma variavel independente denomina-se “Mo-
delo de Regressao Linear Simples” e se tiver mais de uma variavel independente denomina-se
“Modelo de Regressao Linear Mdltipla”.

A regressao linear, embora seja considerada atualmente em alguns circulos como uma meto-
dologia de analise estatistica antiga, fruto dos seus longos anos de utilizacdo na modelacao de
problemas estatisticos, ainda continua a ter bastante utilidade e uma ampla utilizacao por parte
dos especialistas ligados a estatistica em todo o mundo. Por isso mesmo, o seu dominio afigura-
-se importante por parte dos estudantes, investigadores e profissionais que tém a necessidade
de usar a estatistica como uma ferramenta fundamental nos seus estudos e investigacoes.

1.1 Justificacdao do estudo

Apesar dos seus longos anos de utilizacao pelo mundo fora, em Angola a regressao linear ainda
€ muito pouco difundida no meio académico e nao s6. Como resultado, sdo muitos os estudan-
tes que chegam ou até mesmo terminam os estudos secundarios e universitarios, sem terem
abordado em algum ano escolar, contetdos ligados a esta metodologia estatistica.

Este trabalho propde efetuar uma abordagem sobre os aspetos tedricos essenciais que confor-
mam a teoria da regressao linear e mostrar como esta pode ser aplicada a situacdes reais,
através de um estudo sobre o rendimento académico dos alunos do ensino secundario da pro-
vincia do Moxico' em Angola, a disciplina de Matematica.

Para além da abordagem dos aspetos mais relevantes ligados a teoria da regressao linear e suas
aplicacoes, este estudo visa despertar a populacao estudantil, professores, dirigentes escolares
e outras entidades angolanas, a necessidade de se efetuarem estudos que ajudem a resolver a
problematica do rendimento escolar dos alunos nos mais variados niveis de ensino.

A razao que justifica a realizacao do estudo sobre o rendimento académico dos alunos a ma-
tematica, prende-se com as constantes preocupacdes demonstradas por parte de muitos dos
alunos do ensino secundario e pelas autoridades educativas angolanas, sobre o que devem fazer
para que se registem melhorias no rendimento académico a esta disciplina.

'Moxico é uma das 18 provincias de Angola. E a maior do pais em extensdo territorial, ocupando
uma area de 223 023 quilometros quadrados. Em termos populacionais, os resultados do censo realizado
em 2014 no pais indicam que a provincia possuia na altura cerca de 758 500 habitantes. Segundo as
autoridades locais do estado, a provincia tinha cerca de 285 600 alunos matriculados no ensino basico e
secundario em 2017.



1.2 Problema

Apoiando-se na argumentacao exposta anteriormente levanta-se a seguinte questao: Como
identificar os fatores que influenciam o rendimento académico dos alunos do ensino secundario
da provincia do Moxico em Angola, a disciplina de matematica?

1.3 Objetivos do trabalho

1.3.1 Objetivo geral

e Obter um modelo de regressao linear que possa identificar os fatores que influenciam as
notas dos alunos do ensino secundario da provincia do Moxico em Angola, a disciplina de
matematica e proporcionar as autoridades educativas de Angola, uma ferramenta que as
ajude a explicar o rendimento académico dos alunos do ensino secundario a matematica.

1.3.2 Objetivos especificos

e Realizar uma abordagem sobre os aspetos teodricos essenciais dos modelos de regressao
linear simples e multipla;

e Obter informagdes sociodemograficas e socioecondmicas que ajudem a caracterizar os
alunos do ensino secundario da provincia do Moxico em Angola.

e Recorrer ao modelo de regressao linear, por forma a identificar os fatores que influen-
ciam o rendimento académico dos alunos do ensino secundario da provincia do Moxico em
Angola, a disciplina de matematica.

1.4 Resultados esperados

Espera-se que este trabalho possa ajudar os alunos do ensino secundario e universitario e as
demais pessoas que estejam interessadas em aprender esta metodologia estatistica, a inter-
pretar e compreender os aspetos tedricos essenciais dos modelos de regressao linear simples
e multipla. Por outro lado, através do estudo pratico espera-se também obter resultados que
ajudem a caracterizar os alunos do ensino secundario da provincia do Moxico em Angola e a
identificar os fatores que influenciam as notas a matematica destes alunos. Pretende-se ainda
proporcionar as autoridades educativas de Angola uma ferramenta, que as auxilie a explicar o
rendimento académico dos alunos a esta disciplina.



1.5 Estrutura do trabalho

O presente trabalho possui 6 capitulos. O Capitulo 1 corresponde a introducdo onde sao apre-
sentados os objetivos do presente trabalho e outros aspetos associados ao tema. No Capitulo 2
faz-se uma abordagem sobre o modelo de regressao linear simples (MRLS), descrevendo os as-
petos essenciais ligados a este tipo de modelo, tais como, a equacao e pressupostos do modelo,
a estimacao dos parametros, a obtencao dos intervalos de confianga, a realizacao dos testes de
hipoteses para os parametros, entre outros. No Capitulo 3 apresenta-se uma abordagem sobre
o modelo de regressao linear multipla (MRLM), focando os aspetos ja mencionados para o MRLS
e outros que apenas se consideram neste modelo, como é o caso dos métodos de selecdo das
variaveis independentes e a insercao de variaveis qualitativas no modelo. Ja no Capitulo 4 efe-
tua-se uma abordagem sobre a validacao dos pressupostos impostos ao modelo de regressao. O
Capitulo 5 traz a abordagem pratica relacionada com o estudo sobre os fatores que influenciam
o rendimento académico dos alunos do ensino secundario da provincia do Moxico em Angola,
a disciplina de Matematica. Nas consideracdes finais do trabalho apresentam-se os principais
resultados obtidos com a realizacdo do mesmo e algumas recomendacdes a ter em conta na
eventualidade de no futuro haver a possibilidade de se realizarem mais trabalhos relacionados
com este tema.



Capitulo 2

Modelo de Regressao Linear Simples - MRLS

0 Modelo de Regressao Linear Simples (MRLS) é uma metodologia estatistica que permite esta-
belecer uma relacao linear entre duas variaveis, usualmente representas por X e Y, ambas de
natureza quantitativa, onde Y representa a variavel dependente (ou variavel resposta), cujo
valor se pretende explicar e X representa a variavel independente (ou variavel explicativa),
cujo valor é conhecido.

Este tipo de modelo é aplicado aos estudos que visam explicar ou efetuar previsdes de varios
fendmenos ligados aos diversos ramos da vida social, econémica e ndo sé, onde a explicacdo ou
previsao dos mesmos depende apenas de um Unico fator, que desde ja deve ser observavel.

2.1 Equacao do modelo de regressao linear simples

O MRLS é dado através da seguinte equacao:

yi:BO+ﬁ1xi+€i7i:1727"'an> (21)

onde

y; - representa a i-ésima observacao da variavel dependente;

x; - representa a i-ésima observacao da variavel independente;

Bo e B1 - representam os parametros do modelo, também designados como coeficientes de re-
gressao; sendo que j3, representa a intercecao da reta de regressao com o eixo vertical, quando
x =0, e B; representa o declive (coeficiente angular) da reta e mede o efeito de z; em y;;

g; - variavel aleatoria residual (erro) que descreve os efeitos em y;, ndo explicados por z;;

n - € 0 nimero de observacoes.

2.2 Pressupostos do modelo

Como se pode notar na expressao (2.1), para além de y; e z; e dos parametros 3, e 3, aparece
também a variavel aleatoria residual (erro) ¢ que representa outros fatores que influénciam
a variavel dependente y;, nao observaveis em z;. A existéncia desta variavel na equacao do
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modelo leva a teoria de regressao a considerar um conjunto de pressupostos (hipoteses), cujo
cumprimento deve ser obrigatoério, para que o modelo de regressao obtido seja considerado
valido.

Assim, um MRLS para que seja considerado valido deve observar os seguintes pressupostos:

1.

3.

Linearidade do fendmeno em analise, isto €, deve existir uma relacado linear entre as
variaveis em analise.

Os residuos das observacoes devem ser mutuamente independentes, isto €, ndo devem
estar autocorrelacionados.

A variavel residual deve ter um valor esperado nulo, E(g;) = 0, logo tem-se:
E(y:) = E(Bo + Przi +€i) = fo + Sri + E(ei) = Bo + Brzi.

Por outro lado, uma vez que os residuos sao independentes,

cov(ey, e5) = Eei,e5) — E(e;) E(ej) = E(ei,¢5) =0, parai #jed, j=1,2,--- ,n.
_0 —

Os residuos devem ser homoscedasticos, o que significa que a variancia dos residuos deve
ser constante, var(s;) = 02, i =1,2,--- ,n. Logo

assim,

var(y;) = var(Bo + Brx; + &) = var(Bo + Brx;) +var(e;) = 2.

=0

. Os residuos devem ter distribuicao normal, com média zero e variancia constante o2,

g ~N(0,0%),i=1,--,n.

Por outro lado, para cada valor fixo da variavel independente, a variavel dependente deve
apresentar uma distribuicdo normal com média 8, + 5, z; € varidncia constante o2, ou seja,
Yi NN(BO+/81xiaU2>7 t=1,---,n.

Os valores dos residuos para além de serem utilizados na verificagdo dos pressupostos impostos
ao erro do modelo, também sdo usados na estimacao dos parametros.



2.3 Estimacdo dos parametros do modelo

Como em muitos estudos estatisticos a totalidade da populacao ndo esta acessivel, frequente-
mente recorre-se a uma amostra de n observacoes das variaveis z; e y;, que contém informacoes
de uma parte da populacao, para estimar os parametros 3, e 3; do modelo.

Na regressao linear, nao se pode afirmar que dados os valores de z;, se obtém os valores de
y;, porque como ja vimos, a equacdo do modelo (y; = By + Bix; + €4, =1,2,--- ,n) possui a
variavel aleatéria erro ; que representa quantidades aleatorias desconhecidas. O que se pode
afirmar é que o valor esperado de y; (que nao pode ser confundido com a média de y; ) € dado
por (Maroco, 2014),

E(Bo + frxi +€) = Po+ Brxi + E(g;) = fo+ Brxi = Ys

0 que significa que se tem,
Yi = Bo + Pz, (2.2)

devido as propriedades do valor esperado, ja que os valores correspondentes a 3y, 51 € x;,
i=1,2,---,n sdo constantes e E(g;) = 0.

Com este resultado, pode-se estimar o valor de ¢; através da expressao
Ei:yi—/y\i,izl,Q,"-,n. (23)

Os valores das estimativas dos residuos para além de quantificarem a margem de erro do mo-
delo, sao usados para estimar os coeficientes de regressao e validar os pressupostos impostos
ao erro do modelo.

Assim, os parametros 3, e 3; do modelo de regressao sao estimados por meio dos pontos experi-
mentais obtidos através da amostra, resultando a equacéo da reta estimada representada pela
expressao:

i = Bo + B, (2.4)

onde 3, é a estimativa do parametro 3, 3; € a estimativa do parametro 3; e 7; representa os
valores obtidos pela reta estimada, através do Método dos Minimos Quadrados.

2.3.1 Método dos minimos quadrados

0 método dos minimos quadrados (MMQ) permite obter os estimadores dos parametros 3, e 3;
da funcéo de regresséo, através da soma dos quadrados dos residuos [SQE = Y"1, €7].

Para cada valor de z; havera uma diferenca entre y; e o valor determinado pela equacao da reta
estimada y;. Esta diferenca corresponde ao erro (g;), (ver expressao 2.3). A mesma diferenca
pode ser positiva, negativa ou ainda nula (caso a observacao i esteja sobre a reta).



Em termos graficos estes desvios correspondem a distancia vertical entre a reta estimada e as
observacoes y;, como mostra a figura a seguir.

Residuos (+)

Reta de regressio

Residuos (—)

Figura 2.1: Distribuicao dos residuos em relacao a reta de regressao

De todas as retas que se ajustam a um conjunto de pontos, a que tem a propriedade de apresen-
tar o desvio minimo dos pontos em relacao a reta estimada, € a reta dos minimos quadrados,
também conhecida como a melhor reta de ajustamento.

Deste modo, o problema de estimacao de 3, e 31, passa a resumir-se a um problema de deter-
minagao do minimo da funcdo SQE = """, 7 . Assim, tem-se:

n n

SQE=) ci =) (yi—5)° =D (i~ fo— Pr)”. (2.5)
=1

i=1 i=1

Os valores 5y € 51 que minimizam essa expressao serao aqueles que anulam as suas derivadas
parciais em ordem a 3y e f51:

OSQE
9Bo

(2.6)
8SQE
B

Tem-se
35913 = Z 2 % (y; — Bo — lez) x (—=1)
9Bo i=1
= -2 Z(yz — Bo — lez)
i=1
e
859E = ZQ X (y; — 30 - B\lxz) X (=)
b i=1



= *22% x (yi — Bo — Bll'z)
=1
De (2.6) obtém-se as Equacées Normais de Minimos Quadrados:

nfo 4 B1 iy Ti = Y1y Yi

(2.7)
Bo Z?:l z; + b1 Z?:l Izz = Z?:l TiYi
Assim,
LD SV LD P A (23)
= — i — — xi = — .7}, .
’ n =1 i 17’L =1 ’ '
com
B I
i=1
e
-1 En: ; (2.10)
- n =1 " .

Tem-se ainda

n n n

N ) N

B1 E i = E z:Yi — Bo E Ts
i=1 i=1 i=1

n

R n n 1 n . 1 n
B =S e (zyi —ﬁlzxi) >
=1 =1 n =1 n =1 =1

DSl I S (zyz) LAl (z)
i=1 =1 n =1 =1 n =1

n n 2 n n n
i=1 i=1 i=1 i=1  i=1



n n 2 n n n
A (z) BT (gz)
=1 =1 =1 =1 =1

Bl _n Z?:l TiYi — Z?:l Yi 21';1 Zi
- 2
n Z?:l i — (Z?:1 ;)

7 (2.11)

com base nas expressoes (2.9) e (2.10) a equacao (2.11) pode ser reescrita da seguinte forma:

B = doiy Ty — NYT
1= n 2 —2 -
Dimy T — T

(2.12)

As equacoes (2.8) e (2.12) dao-nos os melhores estimadores nao enviesados de 5, e 5;. Por
consequéncia disso, a equacao,

Ui :30-5-31%‘7 1=1,2,---,n, (213)

também nos da o melhor estimador linear nao enviesado de v;.

2.3.2 Propriedades dos estimadores
Os estimadores Ej, j = 0,1, obtidos através do MMQ, devem satisfazer as seguintes proprieda-
des:

1. Serem funcoes lineares de y;;

2. Serem estimadores centrados ou nao enviesados de 3;, j = 0,1, isto &, E(BO) = 05y e
E(Bl) = (1, como se demonstra abaixo.

e Valor esperado de 31

Como

B = D Tiyi — YT 3o, (#i = 7) (yi — 7)
2?21 7 — nz? Z?:1 (@i — 5)2
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obtemos

_ S (@ —T) E(Bo + s + &)
Z?:1 (zi — E)Z

>t (@i = T) (Bo + Brzi)
Sy (i — 5)2

=0

n

Bo Y (wi —T)+B1 Xy @i (i — T)
i=1
iy (2 —7)

Logo
N A, (i -7)
E(B)= L =h 2.14
(%) S (2.14)

¢ Valor esperado de Bo

Como se pode notar através da equacao (2.8),

Entao,
£(5) - (e £ (3) Yon
i=1 i=1
= % (Z (Bo + Brxi) — B Z%)
i=1 i=1
= % (nﬁo +P1 Y mi —51Z$i> ;
i=1 i=1
logo

E (Bo) = fo. (2.15)

11



3. Possuirem variancia minima (serem eficientes);

4. Serem estimadores consistentes.

2.4 Estimacdo da variancia residual (¢?), varidncia dos estimado-

res dos pardmetros (var(ﬁo) e var(gl)) e covariancia (Cov(go, 31))

2.4.1 Estimacao de o

Para se realizar inferéncia estatistica sobre os parametros 3, e 3; do MRLS é necessario ter-se
informacao sobre a variancia do erro (02?). Como esta frequentemente é desconhecida, o que
se faz é determinar um estimador pontual ndo enviesado, que iremos representar por S2.

No MRLS o referido estimador é dado por:

g _ SQE

o — MQE, (2.16)

tal como se demonstra de seguida.

Dado que

SQE = Ze _Z - 4:)

=1

= Z (v~ Bo + Buz))”

n

= Z (y12 — 2y;(Bo + Brw:) + (Bo + ﬁlxi)Q) .
=1
como, By = Y — 3,7, obtém-se:

SQE = Z (y72 —2y;(y — Bler Bll'z) + (- Bler lei)Q) .

i=1

Colocando em evidéncia 3; na expressao (7 — 317 + (12;)? tem-se:

SQE — Z(__ley BT + Bia;) + (y—§1(9€—xi))2)

pe

= Z (yz2 — 2y + 2y BT — 2y B + TP — 25B1(T — xi) + B (T - xi)Q)

=1

3

n

( — 2y, + %) + 2, BiT — 2y — 25p (T —x;) + Ef(f - 331‘)2) .
=1

12



Como (y2 — 2y 5 +7%) = (v —9)* e (T — 2;)? = (z; — ¥)? entdo,
SQE = (yi —9)* = 280 > _(—iT + yis + JT — x;9) + B Y _ (i —
=1

i=1 =1

e visto que, (—y,T + y;z; + % — x;7) = (x; — T)(y; — Y), tem-se,

SQE = Z 7 —2512 v+ By (w7

n n n

= i -9 280 (@i —Tyi + 26> (0 DG (i —T)?
=1

i=1 =1 i=1

:Z ) — 281 Z( . — T)yi + Bi (B Z(xiff)Q).

Z? (T —D)ys
i (zi —7)2’

Dado que 61 obtém-se:

SQFE = Z(yz - y)z - 231 Z(% —T)y; + 31 (M X Z(xz — g;)2>

i=1 i=1 Z:L:l(x’ —T)? i=1

n n

= Z(@h -7)% - 25 Z(ﬂﬁz —T)y; + By Z(Il —T)y;

=1 i=1

= Z(yz -7 - B Z(Iz —2)y;. (2.17)

=1

Baseando-se na expressao (2.17) e recorrendo as propriedades do valor esperado tem-se,

Il

=
—
=
5

I

S

&
~
=
—
MM
i S
I
:H\

|

&

ES
X

|
53
\_/

n n 2
:;E(y?) —nE (7%) —221:1(11,) X E [(;(Jh‘—l’)yz) ] :

Pela definicao de variancia de uma variavel aleatéria tem-se

E (y?) = var(y:) + (E(y:))”

E (3%) = var(y) + (E(@))*.
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2

ep s ~ . . _ g
Substituindo estes resultados na expressao anterior e visto que, var(y) = —, temos:

n

E(SQE) =) (0> + (Bo+ f1z:)*) —n <(;2 + (Bo + 51$i)2) - ﬁx

X |:var (Z(gcz —:c)yl) + (E (Z(% —w)yz>> :l .
Como Y7, 0% = no?, logo

E (SQE) = n02 + ;(50 + ,31$02 — 0'2 — n(ﬂo + ﬁlﬂji)Q — m

X |:va7“ (Z(ch —J;)yl> + <E (Z(xl —Jc)yi>> } . (2.18)

Visto que
var (Z(wl - :c)yz> = (z; — %)% x var (y;) = Z(xl —7)? x o*
=1 =1 =1
e
E ( (z; — 33)%’) = Z(l‘i —Z) x E(yi) = Z(xi = Z)(Bo + Bri),
=1 =1 1=1
obtém-se:

E(SQE) = no* + Z(ﬁo + Brzi)* — 0® — n(Bo + f17)* — ST w7 X Z(ml —7)? x 0%~

i=1

g X (i (i — B)(Bo + 1)’

n n n 2
= ”02+Z(5o+51m)2*02*n(ﬂo+ﬂlf)2*02*n;,2 x| Bo Z(Ii —T)+ b Z(Ii —T); | -
i=1 2im (@i = 7T) i=1 i=1

A partir deste resultudado e tendo em conta que,

(Bo + B17:)? = (B3 + 2BoPrxi + i),

Bo Y (w;—F) =0
i=1

e
S@wi —Tai =Y (2 -7
i=1 i=1
obtém-se
" 2 n PR—CY . 2
E(SQE) = o (n— 2)+ 3 (82 + 280 i + 522) — (B3 + 280+ 577%) — 11 %:;—l((jf - j))j")
=1 =1 7

(xi — E)Q .

NE

=02 (n—2)+nf3 +2B01 D _xi+ B Y a7 —nBy — 2mBoST — nBE — B

i=1 i=1 i=1
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Considerando o facto de que

1 n n
2nfofiT = 2nfofr -~ > @i =280 Y wi;
i=1 i=1

e que

n
Z(acZ —-7)2 = wa — nT?
i=1

=1

colocando em evidéncia 57 na expressao obtida, isto resulta em:

E(SQE) = o” (n — 2)+nB5+23051 Z zi+B; (Z xi — nx2> —nB5—2B80b1 in—ﬁf Z (z; — )
1=1 =1 =1 =1

=0%(n—2). (2.19)

Portanto, obtém-se

E(SQ)E(SQE) =2

n—2 n—2
O que significa que
SQFE

S? =
n—2

= MQE

onde S? é um estimador centrado de 2.

2.4.2 Variancia dos estimadores dos parametros (mr(go) e var(gl))

e Varidncia de 31
Dado que

_ S (- z)? var (Qyz)
(X, @ —2))

_ oy, (@i —7)?

(T -9?)

logo
var (Bl> = %. (2.20)

15



e Variancia de 3,

Com base na equacao (2.8) temos que
var (BO) =var (y — Elf)

= var (y) —+ EQ’UGT (El) — 2Tcov (?7 Bl)
—
=0

= var (7) + T var (Bl) .

1
n

Como, var () = var (+ 37", y;) e recorrendo ao resultado da equacao (2.20), tem-se

~ 1 &
var (Bo) = = > var(y) + 7 =
T =1

n i (@)’

Logo
var <§0> =02 (:L + Z:"(f—ﬁ) . (2.21)

2.4.3 Covariancia dos estimadores dos parametros (Oov(ﬁo, Bl))

e Covariancia entre 3, e f3;

=F K? - gﬁ) 31} = Bob1

=F [(3@— E%TH — Bop1-

16



Como

B (31) oo (5) +(2(5)"

entao

o (o) = B (i zw) o () + ((3))] - o

_ rlzZ:E {(ﬂwﬁlxﬁei)ﬁl} _z [Z?_l(i—x)ﬁﬂ% — Boba
_ % X_;E (8081 + B B + =3 Z_I”Zf_x)g — 7B — fopy
_ % z; (B0 + Bws + B (4B )| - Z:ﬁzmz — 67 — fob
— G + B + 1 Zl (B (=3)] - 2_1?:)—9:)2 - 57— o,

Uma vez que, E (slﬁl) =0, tem-se,

—To?

cov (30,31) = m

2.5 Coeficientes de correlacao linear e de determinacao

(2.22)

Nas seccbes 2.3 e 2.4 foram apresentados procedimentos associados ao método dos minimos
quadrados que possibilitam obter a reta que melhor expressa a relacao linear entre as duas
variaveis do MRLS, porém, esta reta ndo mede o grau de correlagao existente entre as duas

variaveis.

Para medir o grau de correlacao e a qualidade do ajustamento, usam-se medidas como o coefi-

ciente de correlacao linear e o coeficiente de determinacao.

17



¢ Coeficiente de correlagao linear

0 Coeficiente de correlacéo linear € uma medida que permite quantificar o grau de associacao
linear entre duas ou mais variaveis. E considerado simples quando mede a relacdo linear de
duas variaveis e multiplo quando mede a relacao linear entre mais de duas variaveis.

Existem varios tipos de coeficientes de correlacdo, porém, neste trabalho vamos falar do coe-
ficiente de correlacado linear de Pearson, simbolicamente representado por R. Os seus valores
variam entre -1 e 1. Quanto mais proximo estiverem destes extremos, tanto maior sera a cor-
relacdo existente entre as variaveis (Hill e Hill, 2016). A relacao linear é considerada positiva
quando o coeficiente de correlacao toma valores positivos, negativa quanto toma valores ne-
gativos e nula quando é igual a zero. Para classificar a correlacao entre as variaveis iremos
considerar o critério apresentado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Interpretacao do coeficiente de correlacao

Coeficiente de correlacédo

Interpretacdo da correlacao

0,9<R<1

Muito forte positiva

0,7<R<0,9 Forte positiva
0,4<R<0,7 Moderada positiva
0,2<R<0,4 Fraca positiva
0<R<O0,2 Muito fraca positiva
R=0 Nula

-0,2<R<0 Muito fraca negativa

—0,4<R< —0,2

Fraca negativa

—0,7<R< —0,4

Moderada negativa

-0,9<R<-0,7

Forte negativa

—1<R<-0,9

Muito forte negativa

Fonte: Adaptada do livro de Pestana e Gageiro, (2005)

O sinal positivo ou negativo do coeficiente de correlacao de Pearson mostra a direcao da relacao
enquanto que o seu valor em médulo indica a intensidade dessa relacao.

Assim, dadas duas variaveis quantitativas X e Y, o coeficiente de correlacao linear de Pearson
simples entre X e Y é calculado do seguinte modo (Reis, 2017):

oY) S -0 7)

SxSy \/E?ﬂ(xi - 5)2\/2?:1(%‘ - ?)2’

onde o numerador corresponde a covariancia entre as duas variaveis e o denominador ao pro-
duto dos desvios padrao. Este coeficiente nao exprime relacdes de causalidade, visto que, a
correlacao entre Y e X é a mesma entre Y e X (Pestana e Gageiro, 2005).

(2.23)

Para efeitos de generalizacao dos resultados, quando se usa o coeficiente de correlacao linear
de Pearson, ambas as variaveis devem ter distribuicdo normal. Se as variaveis nao apresentarem
distribuicdo normal, como alternativa ao R, pode-se usar o coeficiente p (ro) de Spearman.
Este coeficiente calcula-se de forma semelhante ao R de Pearson, substituindo os valores das
variaveis pelas respetivas ordens ou postos.
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¢ Coeficiente de determinacao

Elevando ao quadrado o valor do coeficiente de correlacdo, obtém-se o coeficiente de determi-
nacao, simbolicamente representado por R?, que é uma medida que mede o poder explicativo
da equacao de regressao.

0 coeficiente de determinacao pode ser também calculado através da seguinte expressao:

X (W —7)?

R? = -
X7 (yi —)?

(2.24)
onde ¥, (y; — y)? e ¥, (y; — ¥)? representam a variacdo explicada e a variacdo total de Y,
respetivamente. A variacao total baseia-se no total de desvio (y; — 7) que por sua vez resulta
da adicao dos desvios explicados (y; — 7) e nao explicados (y; — ;) pela reta de regressao. A
Figura 2.2 mostra a decomposicao do desvio total.

VA Desvio néo efplicado
(yi=790
Vi 5 =17 + B X
y Bo ﬁl L
Desvio total [ [
-y Desvio explicado
_ ° G-
Y O
° ]
®

X

Figura 2.2: Decomposicao do desvio total
Fonte: Manual de Estatistica Descritiva, (Reis, 2017)

Os valores de R? variam entre 0 e 1 e medem a proporcao da variabilidade total da variavel
dependente, que é explicada pelo modelo de regressdao. Quando R? = 0 considera-se que o
modelo nao se ajusta aos dados, e quando R? = 1 o ajustamento é considerado perfeito. Na
pratica, o valor de R? que se considera produzir um ajustamento adequado é tido como algo
subjetivo (Maroco, 2014).

O R? é geralmente interpretado em termos percentuais, cujo valor indica a proporcéao da vari-
acdo de Y explicada pela presenca da variavel X.

2.6 Distribuicao amostral dos estimadores

Ao efetuar inferéncias sobre 3, e 31, deve-se ter sempre em conta as suas distibuicées amos-
trais, que sao apresentadas a seguir.
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Como fy e B; sao combinacoes lineares de y;,i = 1,--- ,n, uma vez que y;, possui uma distribui-
cdo normal, com média 3, + 3 z; e variancia constante o2,

Yi NN(ﬂo—f-ﬁlin,O'Q) 72. = 1a , 1,
entao pode-se concluir que Bo e 31 também seguem uma distribuicao normal.

Entretanto, considerando os valores esperados e as variancias de /3, e 3; obtidos anteriormente,
podemos expressar as distribuicbes amostrais dos estimadores, 5, e 31, da seguinte forma:

e Distribuicdo amostral de 3,

A distribuicao amostral de EO € dada por
~ 1 72
~N|Bpo? | = ———— 2.25
BO (/80 <n ZZ’:l (xl _ T)Q > > ( )

e Distribuicao amostral de 31

A distribuicao amostral de 31 é dada por

Bi~N (ﬁl, U) . (2.26)

2.7 Intervalos de confianca e testes relativos aos parametros do

modelo

Quando se efetua uma analise estatistica utilizando um modelo de regressao linear, depois de
ajustar a funcao de regressao aos dados, a seguir o interesse dos investigadores passa por testar
estatisticamente o efeito da variavel independente sobre a variavel dependente e construir
intervalos de confianca para os verdadeiros parametros (a partida desconhecidos) com base nas
distribuicdes de probabilidade dos seus estimadores (Caiado, 2016, p. 140).

A construcao dos intervalos de confianca e realizacao de testes de hipoteses para os parametros,
fazem parte de um conjunto de métodos inferenciais, que sao utilizados apds a estimacao dos
parametros, para se calcular os intervalos onde os mesmos podem ser considerados validos e
aferir a sua significancia no modelo.

2.7.1 Intervalos de confianca

As estimativas pontuais obtidas a partir dos estimadores do modelo de regressao linear, nao
contém informacdes sobre a precisdo dos valores obtidos, o que justifica a necessidade de se
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proceder a estimacao dos seus valores através da construcao de intervalos de confianca.

e Intervalo de confianca para (;

Para se determinar o intervalo de confianca para 3;, € necessario recordar a distribuicao amos-

tral deste parametro, dada pela expressao (2.26) e o estimador pontual de ¢2, S? = fffg, dado
pela expressao (2.16).

Assim, o estimador ndo enviesado da variancia de 3; sera dado por

52
2 ==——x
& >oie (T — )
e
S2
Sp = | — o 2.27
. i (2 —7) (2:27)
Logo a estatistica de teste para o parametro 3; € dada por
T, = =06 b=B tnez), (2.28)

53,

que segue uma distribuicao t de Student com (n—2) graus de liberdade, t(,,_5). (n—2) € também
o nimero de graus de liberdade associados ao estimador ndo enviesado de o2, representado por
S2.

Sejat;_gan2, 0 quantil de probabilidade de ordem 1 — §, de uma distribuicao ¢t com (n — 2)
graus de liberdade. O intervalo de confianca a (1 — «) x 100%, para o parametro 3; sera dado

por:
R 52 R 52
[51 —ti-gn-2y| m; B1+t1-g n-2 m ] - (2.29)
i=1 (% i=1 (Ti

e Intervalo de confianca para f,

0 procedimento para a obtencéo do intervalo de confianca para o parametro 3, é semelhante ao
—2

da obtencao do intervalo de confianca para 8;. Assim, uma vez que 8y ~ N (ﬂo, o? (% 4+ ==
g =1
tem-se o estimador nao enviesado da variancia de 3, dado por:
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—2
’ n Zi:1 (Tz - f)

deste modo, a estatistica do teste para o parametro 3, continua a seguir uma distribuicao
t de Student com (n — 2) graus de liberdade e é dada por:

S~ _
B 1 z2
’ s \/ (n + z;;lm—mz)

Assim, pode-se concluir que o intervalo de confianca a (1 — «) x 100%, para o parametro j3, sera
dado por:

Bo—t si(fy— T :Bo+t s(fy—T (2.32)
R AU L A AT N R S

2.7.2 Testes relativos aos parametros do modelo
e Testes de hipéteses sobre 3;

Normalmente esta-se interessado em saber se a relacéo estatistica entre x; e y; de facto existe,
isto €, se existe alguma razao para se considerar a regressao. Para isso, € necessario realizar-se
um teste de hipoteses adequado, por forma a permitir a tomada de uma determinada decisao.

Para se saber a significancia do parametro 3; no modelo testam-se as seguintes hipoteses:

{ Ho:fr =0 (2.33)

Hy:B81#0

Quando B; = 0, o conhecimento de X nao da nenhuma informacédo sobre Y, concluindo-se
assim, que nao existe uma relacao significativa entre X e Y. Assim, um MRLS sé pode ser consi-
derado como estatisticamente significativo quando se rejeita a hipotese nula (Hy) referente ao
parametro 3.

A estatistica de teste que surge como consequéncia do processo desenvolvido para obtencdo do
intervalo de confianca para 3; € dada por:
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T = o = ———— ~tna),
S (wi—T)?

visto que, para Hy, se tem 3; = 0.

No caso mais geral, em que se pretende testar

(2.34)

Hy: pr =
Hy:B1#pB7 (81> B1oupr <Py,

usa-se a estatistica de teste obtida com a expressao (2.28),

BB BB
= S~ = 52 ~ t(n—2)~

A S (@i—7)?

Ty

Nos dois casos, rejeita-se Hy, para um nivel de significancia a, quando |t.ps| > ti—gn-2, onde
tobs representa o valor observado da estatistica de teste.

e Testes de hipoéteses sobre [,

Quanto ao teste de hipdteses sobre 3y, tém-se como hipoteses:

(2.35)

Hozﬁon
Hy:Bo#0

Na eventualidade de se admitir a veracidade de Hy, o modelo passa a ter caracteristicas de um
modelo de regressao sem termo independente, cuja reta de regressao passa pela origem das
coordenadas.

No caso mais geral em que se testem as hipoteses:

Hy : o = By (2.36)
Hy: By # By (Bo> By ou Bo < Bp)
usa-se a estatistica
a a
7= P _ bo — Bo ~ tin_2)- (2.37)
I2
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Também nestes dois casos, se rejeita Hy, com um nivel de significancia «, quando [t.s| >

tl—%,n—Q-

2.8 Conclusao

Termina aqui a primeira parte da abordagem que se reservou para os aspetos teoricos essenciais
do MRLS. No Capitulo 4 iremos falar da validacdo dos pressupostos impostos ao erro deste tipo
de modelo. Acredita-se que o conteldo apresentado neste tema podera de algum modo ajudar
os estudantes do ensino secundario e superior a aprofundar os seus conhecimentos sobre esta
tematica.

Como se pode notar, no MRLS s0 se utiliza uma Unica variavel independente, ou seja, um fator
condicionante da variavel dependente ou resposta. Porém, na pratica, raramente a resposta de
um determinado fendmeno que se esteja interessado em estudar, depende de apenas um fator.
Nesse caso é importante medir o efeito dos demais fatores, cuja informacao esteja disponivel.
Assim sendo, na analise estatistica com recurso a regressao linear ja nao se deve usar o MRLS,
mas sim, o Modelo de Regressao Linear Multipla onde a variavel dependente é influenciada por
mais de uma variavel independente. E sobre este modelo que nos iremos debrucar no préximo
Capitulo.
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Capitulo 3

Modelo de Regressao Linear Multipla - MRLM

Ao estudar um determinado fendmeno e caso estejam disponiveis varias variaveis independen-
tes, em vez de se estudar o efeito de cada uma das variaveis sobre a variavel dependente de
forma individual, é aconselhado que se incluam no modelo de regressao linear as variaveis inde-
pendentes disponiveis. Deste modo, utiliza-se o Modelo de Regressdo Linear Mdltipla (MRLM),
que é uma extensao do MRLS, em que se considera mais do que uma variavel independente.

Neste Capitulo vao ser abordados os principais aspetos deste modelo, nomeadamente, a equa-
cao e os pressupostos, a estimacao dos parametros, a definicao dos intervalos de confianca e
a realizacao de testes relativos aos parametros, a ANOVA de regressao, os métodos de selecao
das variaveis independentes e o uso de variaveis qualitativas.

3.1 Equacao do modelo de regressao linear multipla

Modelo de Regressao Linear Multipla € o modelo que descreve uma relacao linear entre um
conjunto de variaveis independentes (variaveis preditoras), X;, j = 1,2,--- ,k, e uma variavel
dependente (variavel explicada ou resposta) Y. E representado pela seguinte equacao:

Yi = Bo + Prxin + Bazig + -+ Bpxip + &5, 1 =1,2,--- ,n, (3.1)

onde

y; - representa a i-ésima observacao da variavel dependente;

T, -+ , T, - representam as i-ésimas observacoes das variaveis independentes;

Bo, B1,- -+, B - representam os coeficientes ou parametros do modelo (a partida desconheci-
dos);

¢; - variavel aleatoria residual (erro) que descreve os efeitos em y;, ndo explicados pelas varia-
veis z;;, j=1,2,--- ,k;

n - € 0 nUmero de observacgoes.
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3.1.1 Representacao matricial

As n igualdades da equacao (3.1) podem ser representadas em notacao matricial da seguinte
forma:

Y1 1 211 ®2 -+ T Bo €1
Yo 1 mo1 a2 -+ ok B1 €2
=1 . . . ) x| .|+
Yn 1 Tnl Tnp2 " Tnk ﬁk En
~—— —_——— ——
Y X B €

da qual resulta o MRLM escrito da forma,
Y = XB +e, (32)

onde:

Y - é o vetor das n observacoes aleatodrias da variavel dependente;
X - é a matriz das observacoes das variaveis independentes;

B - é o vetor dos coeficientes de regressao;

€ - € o vetor correspondente a variavel residual (erro).

3.1.2 Representacao grafica do MRLM

Graficamente o Modelo de RLM é representado por um hiperplano k-dimensional com base nas
k variaveis independentes do Modelo. A Figura 3.1 apresenta o exemplo de um caso tridimensi-
onal.

Médias em Matematica

G e s

0
s 2

8 nos
5 o 405 aw

30
g8

Figura 3.1: Hiperplano tridimensional

3.1.3 Equacao do MRLM com variaveis de interacao

Na analise do modelo de regressao linear multipla, em determinadas situacdes, os modelos po-
dem tornar-se cada vez mais complexos. Em vez de terem a configuracao habitual, na equacao
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do modelo podem aparecer, por exemplo, termos das variaveis independentes que sao o qua-
drado de uma ou mais variaveis independentes e outros termos das variaveis independentes que
sdo o produto de duas variaveis independentes distintas. Um dos exemplos € o caso da seguinte
equacao:

Yi = Bo+ Brxir + ... + Bazia + Brxdh + ...+ axly + Bsxin@iz + Peintis + Brasivia + £ (3.3)
Neste tipo de modelo, o termo z;;z;, 7,0 = 1,...,4, por exemplo, representa a interacao entre
as variaveis X, e X;. Se a interacdo, entre as duas variaveis for significativa, o efeito de z;;

no valor esperado da variavel dependente fica condicionado pelo valor de z;; e analogamente o
efeito de z;; no valor esperado da mesma variavel depende do valor de w;;.

E importante referir que, devido a sua complexidade, este tipo de modelos nao vao ser aborda-
dos neste trabalho.

3.2 Pressupostos do modelo

Os pressupostos para a utilizacao do MRLM sao os seguintes:
1. Linearidade do fendmeno em analise;
2. O valor esperado dos residuos do modelo deve ser nulo, F(e;) = 0;
3. Os residuos das observacoes devem ser mutuamente independentes;

4. Os residuos devem ser homoscedasticos, o que significa que a sua variancia deve ser
constante, var(e;) =02 >0,i=1,---,n;

5. Os residuos devem ter uma distribuicdo normal com média zero e variancia constante,
gi~N(0,0%),i=1,---,n;

6. Nao devem existir situacoes de colinearidade e/ou multicolinearidade entre as variaveis
independentes do modelo.

O MRLM s6 é considerado valido para explicar ou prever certo fenébmeno em estudo, caso verifi-
que estes pressupostos.

Tal como se afirmou no capitulo anterior, para qualquer modelo de regressao linear nao se
obtém diretamente os valores de y;, dados os valores de z;; j = 1,--- , k, ja que a equagao do
modelo contém a variavel ¢;, que representa quantidades aleatorias dificeis de quantificar. O
que se pode obter é o valor esperado de y;.

No caso do MRLM o valor esperado de y; é dado por,

E (Bo + Bixi1 + Pawia + -+ - + Brxik + €i) = Po + Bixin + Poiz + - - + Brxi + E(e;)
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= Bo + iz + Paxio + - - + BrTik,

visto que, E(e;) = 0.

Neste caso, a funcao de regressao (ou funcao resposta) que relaciona o valor esperado de y;
com o valor das variaveis independentes, X, -, X, é

Yi = Bo + B1xir + Baziz + -+ + Brik, 0= 1,2, n. (3-4)

Com a obtencéo da equacao (3.4), é possivel estimar o valor da variavel residual, ¢;, através da
expressao:

61':1%‘—@‘7 i:1,2,"',7’l.

Tal como acontece na RLS, na RLM também as estimativas dos residuos sao usadas para va-
lidar os pressupostos do modelo e estimar os parametros do modelo. Assim, os parametros
Bo, B1,-+ -, B, do modelo sdo estimados por meio dos pontos experimentais obtidos através da
amostra, resultando na equacao estimada do modelo, que é representada da seguinte forma:

Ui = Bo+ Brzir + Batiz + - - + Brtin, (3.5)

onde By, B1,- - , B correspondem as estimativas dos parametros 3, 81, - , k-

3.3 Estimacdo dos pardmetros do modelo
Para se estimar os parametros do MRLM é necessario ter uma amostra aleatoria, da qual se vao
obter os estimadores ndo enviesados para a equacao ajustada,

Ui = Eo + 31561'1 + 32961'2 +- 4+ B\szk

Assim, os parametros (8o, 81, - , Bx) do MRLM, sdo estimados a partir de um conjunto de obser-
vacOes de uma amostra, recorrendo ao Método dos Minimos Quadrados (MMQ).

3.3.1 Método dos minimos quadrados

Tal como acontece no MRLS, o método dos minimos quadrados no MRLM permite obter os esti-
madores nao enviesados dos parametros do modelo.

0 estimador dos minimos quadrados € aquele que minimiza a soma dos quadrados dos residuos.

Neste caso se tem

SQE=Y &= [yi—7l
=1

=1
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—~ —~ —~ —~ 2
= Z [Z/z — (Bo + Brxin + Paxio + -+ + ﬂkxik)} . (3.6)
i=1
Os valores de 30,31, e ,Bk que minimizam este resultado, sao aqueles que anulam as suas de-
rivadas parciais em ordem aos respetivos estimadores

ASQE _
8B 0
dSQE _
om0
9SQE _
0Bk
Assim tem-se,
ISQFE " ~ -~ —~ ~
9 = ZQ X (yi — Bo — Prir — Paiz — -+ — Praix) x (—1)
850 i=1
= =2 Z(yz — Bo = Brait — Powin — -+ — Brir),
i=1
ISQE ~ ~ ~
CB = 22 X (yi — Bo — Brxin — Patia — -+ — Prxi) X (—x41)
9/ i=1
= *QZIM X (yi — BO - 31%'1 - 82%'2 - kaﬂik),
i=1
0SQFE - ~ o~ —~ ~
9 = Z 2 x (yz — Bo — Prxin — Baxin — - — 5k$zk) X (—xm)
9Pk i=1
= _2zxik x (yi — Bo — Brwir — Bowiz — - — Brtar)-
i=1

Destes resultados deduz-se o seguinte sistema de equacdes:

*22?:1(% - B\o - 519511 - BQ«IQ — = kazk) =0
=230 i X (yi — Bo - 31561'1 - 32961'2 — B\kl'zk) =0
=23 wi X (yi — Bo — Brzin — Bozin — - — Brair) =0
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de onde se obtém as equacdes normais dos Minimos Quadrados para o MRLM que sao apresenta-
das a seguir:

nBo+ B1 >y Tit o+ Be Doy Tik = Py Yi

Bo Z?:l T+ 31 21;1 xh + -+ B Z?:l Ti1Tik = 21;1 TiYi . (3.7)

Bo Z?zl ik + B Z?zl TikZi1 + -+ B 22;1 z?k = Z?:l TiklYi
Isolando 3y da primeira equacao do sistema obtém-se:

302i;yi—@i;m—~-~—§ki;wm, (3.8)

com base nas expressoes (2.9) e (2.10) do capitulo anterior a expressao (3.8) pode ser reescrita
na forma:

Bo =Y —B1ZT1 — -+ — BiTh.

Depois de se obter o resultado de 3, substituindo-o nas restantes equacoes obtém-se um sistema
de equagbes como o seguinte:

613961961 + ﬂQSrlfC'z + e+ Bksxlxk = Smly
/61‘931'231'1 + BQS.T/Q.T/Q + -+ /Bksftzftk = ngy

; (3.9)
Blsrkml + BQSzka +-+ B\ksxkxk = Smky
onde .
SQJij = (mij _fj)2 7j = 17 T ak; (310)
=1
Sa:,wl :Z(l‘,’j —fj) (xil —fl),j =1,--- k,l=1,---,k, (311)
=1
€ n
Sw,y :Z(yl_?) ('rij _Ej)?j: L k. (3'12)

Substituindo os resultados das somas de quadrados e de produtos cruzados em cada uma das
equagdes que compdem o sistema de equacdes e resolvendo-o, obtém-se as equacdes que nos
permitem calcular os estimadores 31, 3, ---, Sr, dos parametros.

Os estimadores 31, (2, - -+, Br dao as melhores estimativas nao enviesadas de 31, 32, -+, Bk €
como consequéncia disso, a equacao,

Ui = Po+ Prxi1 + Poxio + -+ Brwik, i =1,--+ | n,

também da a melhor estimativa linear nao enviesada de ;.
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3.3.2 Estimacao dos parametros a partir da representacao matricial do MRLM

Os parametros do MRLM também podem ser estimados a partir da sua representacdo matricial
apresentada em 3.1.1. Caso o vetor desconhecido B8 da expressao (3.2) seja substituido pela
sua estimativa ,E, defini-se um vetor de residuos € , tendo-se, ver Johnston e DiNardo (1997),

e=Y-Y=Y-X5, (3.13)

onde
Y =XB+e. (3.14)

A aplicacao do MMQ neste caso consiste em escolher a estimativa 8, que minimiza a soma dos
quadrados dos residuos, €’e. Tem-se
SQE =¢€'e

= (Y - XB)'(Y - XB)
—Y'Y - BX'Y -Y'XB+B'X'XB,
=Y'Y - 28X'Y + BX'XB,
dado que Y'XB = (Y’XE)’ = B'X'Y. Assim

9SQE _
9B

AY'Y —2BX'Y + B X'XP)
9B

=0

—2X'Y +2X'XB = (2,
e a resolucao desta equacdo da o seguinte resultado:
(X'X)B =X'Y
B=(X'X)"'X'Y, (3.15)

onde (X’X)~! é a matriz inversa da matriz X’'X.

2visto que, na diferenciacdo matricial caso se tenha a e b dois vetores e A uma matriz simétrica tais
que b’a e b’ Ab existam, verificam-se as seguintes regras, ver (Oliveira, Santos e Fortuna, 2011, p. 29):

a(b'a)

Ya) _q e QB4 _opp.

ob
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Através do resultado do calculo matricial tem-se:

nBo + B1 Z,?zl Ti1+ -+ Bk Z;L:l Tik = Z?:l Yi

B=(X'X)"'X'Y = Bo D iy i+ B Do T Br Do TTik = Do Ty

Bo >y @ik + L1 Yy TikTit + o+ B Do T = i Tkl

Este sistema de equacdes é idéntico ao sistema (3.7) obtido anteriormente, a partir do qual se
consegue obter as equacdes que possibilitam calcular os estimadores nao enviesados dos para-
metros do modelo.

3.3.3 Exemplo da estimacao dos parametros de um modelo de RLM com trés
parametros

Caso se tenha um problema que envolva a estimacao de trés parametros (3q, 51 e 32), para se
obter as equacoes que permitem calcular os valores dos estimadores (5, 31 e 82) dos referidos
parametros, pode-se proceder do seguinte modo:

Em primeiro lugar defini-se o MRLM, que neste caso corresponde a:

Yi = Bo + P1xi1 + Pexia + €4, 1 =1,2,--+ ) n, (3.16)

a partir do qual, recorrendo ao método dos minimos quadrados, se obtém as seguintes equacoes
normais:

nBo+ B1 > Tt + Ba Yoy Tio = Doy Yi
Bo Z?:l zi1 + B Z?:l 33121 + 2 2?21 Ti1%42 = Z?:l Ti1Y;

Bodor  Tin+ B> TinTio + Bo iy Thy = D oi | Tioyi

Na primeira equacao isolando 3, obtém-se a seguinte equacao

. 1 n . 1 n R 1 n
Bo = ;z;yi _Blgz;xil - 5252%2,
1= 1= 1=

que pode ser reescrita da forma
Bo =Y — f1T1 — P72, (3.17)

32



visto que

__1g¢
y*ﬁ;ylv
e
1 n
fj:ﬁ;xij, j=1,2. (3.18)

Assim, para se obter as equacdes que permitem calcular os estimadores 3; e 3,, vai-se estabe-
lecer o seguinte sistema de equacdes:

Blsxf + 325351352 = Swly

: (3.19)
61556211 + 62590% = Smy

onde . N
SJC? = Z (.”L’Z'j —fj)2 = Zl‘?j - nf?, 7 =12. (320)

1=1 i=1
Swjg;l = Z (Iij — fj) (l'il —T) = Zaﬁijx“ — NT;Ty, 3 l=1,2,5#1 (3.21)

=1 =1

e n n

ijy = Z (xij — fj) (yz — ﬂ) = Z.I'”yl — nfjﬂ, ] = ]., 2. (322)

i=1 i=1

Com base nos resultados destas expressdes o sistema de equacdes (3.19) pode ser reescrito da
seguinte forma:

Bl (Z?zl T — nﬁ) + B2 (X1 mi1mio — NT1Ta) = Z?Zl Ti1Yi — NT1Y

(3.23)
B1 (Z?:l Tio%i1 — NT2T1) + P2 (Z?Zl %22 - ni%) = Z?:l Ti2y; — NT2Y
Isolando 31 na primeira equacao obtém-se,
N n n R n
e <Z wh — "ﬁ) = Z Ty — nT1Y — P2 (Z Ti1Ti2 — nIMz)
i=1 i=1 i=1
n [ %) n —
~ Ty — NT1Y — | Ti1Tio — NT1T
B = szl i1Yi 1Y 522 (21712 i1T42 1 2). (3.24)

n . —
D im1 Th — NTY

Substituindo o resultado de j3; na segunda equacao do sistema, com o propdsito de isolar Bs
obtém-se:

n n n
a2 [ a2 2 =2 g
b1 ( E Ti2Ti1 — nx2x1> + B2 ( E Ty — mc2> = E TiolYi — NT2Y
im1 i=1 i=1
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2

n — — 2 n — — n n n

D1 Ty — NIy — B2 (D ;g T — NT1T2) _ = 9 o\ _

S22 —nz X E TipTi1 — NT2T1 | +B2 E Tip —NT3 | = E Ti2lYi—NT2Y
i=1"il 1 i=1 i=1 i=1

n n n - = n - n
~ 2 _2\ _ Zizl Ty — nT1Y — P2 (Zi:1 Ti1Ti2 — mclxz) _
B2 Tig — NIy | = Ti2Yi—NT2Y— n o ) X Ti2%i1 — NT2T
i=1 i=1 Doie1 Tip — N =1

n N ) n —
, _ i1 Ti1Yi — NT1Y — Po (D, Ti1Tio — NT1T2 , _
Z?:l Ti2y; — NT2Y — ZZ L= Zn x2(¥;;% — ) X (Z?:l TioZy1 — NT2T1)
i=1%i1

B2 = —
ZZL:I a7y — nm%
— _ > 2
Zn = (2?21 Ti1lYi — nxly) (Z;;l Li2Z4q1 — nI2I1) ) (Z?:l Li1xi2 — n171932)
i=1 Li2Vi nray n 2 _ =2
E doio1 TH — Ty
2 = —
D i Ty — nT;

(XCioy mizyi — nT2y) (i, #f — ni) — (LI oy — ng) (i, Tia®in — nTaT1)

— , — , —
(i winzio — nTiTa)” + (X1, 22, — n@3) (X, #4 — nTl)

By =
(3.25)

Deste modo, caso se esteja a analisar um problema que envolva trés parametros com recurso
a regressao linear multipla, pode-se utilizar as equacdes que vém abaixo para se obter os
estimadores 3y, 51 € Ba:

1. B\o Z?—Elfl - 3252,

S wayi — nTiy — Bo (D1 Ti1Tiz — NT1T2)
Yoy Th — nTY ’

2. B =

(e miays — n2y) (307, o — @) — (01, wayi — nT1g) (07, TioTa — nT2T)

(X0, znin — 0T T)’ + (X0, a2 — n73) (Xi, 2% — n7?)

3. By =

Visto que, estas equacdes dao as melhores estimativas ndo enviesadas de gy, 51 e (32, entdo a
equacao,

Ji = Bo+ Prwis + Patin, i =1, ,m, (3.26)

também da a melhor estimativa linear nao enviesada de y;.

3.3.4 Propriedades dos estimadores

Tal como no MRLS, no MRLM os estimadores 30, Bl, ceey Bk obtidos através do método dos
minimos quadrados devem satisfazer as seguintes propriedades:

1. Devem ser funcoes lineares de y;;
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2. Devem ser estimadores centrados ou nao enviesados de 8 como se demonstra a seguir.
Dado que,
B =(X'X)"1X'Y,

onde
Y=XB+e¢

e sabendo que,
(X'X)1X'X = Tyyq,

onde I corresponde a matriz identidade de ordem k+1. Deste modo o valor esperado
de E € dado por,
E(B) = B(X'X)"'X'Y)

= E(X'X)7'X"(XB +¢))
= B(X'X)'X'XB + (X'X)"'Xe)
= E(X'X)'X'XB) + E(X'X)"'X'e)
= E(Ix41 x B) + BE(X'X)™'X’e)
= E(Ix41 x B) + (X'X)"1X’ x E(e)
= E(Ix41 x B) + (X' X) 71X’ x Op,

onde 0,, representa o vetor nulo com n componentes. Logo tem-se

E(B) =B. (3.27)

Este resultado significa que, se fosse possivel obter muitas observacdes particulares do
vetor Y, para a mesma matriz X, se obteriam outras tantas estimativas de ,5, que em
média, tenderiam para o verdadeiro valor do vetor dos coeficientes 8. Assim, pode-se
afirmar que o nao enviesamento de E garante que este estimador é centrado (Murtela,
Ribeiro, Silva, Pimenta e Pimenta, 2015).

3. Os estimadores devem possuir variancia minima, ou seja, devem ser eficientes.

A variacia de 3 é dada por:

Var(B) = o?(X'X) ™1,

tal como se demonstra a seguir.

A matriz de variancias e covariancias de dimensao (k1) x (k+ 1), do vetor 3 é dada por:

VQT(BO) COU(B\OBI) T COU(BO@)

~

Var@) = | CvBiB)  Var() - Cov(Bif)

~

Cov(BrBo) Cov(BfBr) -~  Var(By)
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Com base nos resultados desta matriz, e uma vez que

~

B=B+(X'X)"1Xe
B-B=(X'X)"1X"e

tem-se

-~

Var(B) = £[(B - E®)B - EB)|
=B |B-B)B-B)| = E[(XX)X'e)(X'X)X'e)]
= F[(X'X)"'X'ee! X(X'X)7}]
= 0L (X'X) 1

dado que E (e¢') = 0% e (X'X) ' X'X = I41. Logo,

Var(B) = c*(X'X)"". (3.28)

4. Os estimadores devem ser consistentes, ou seja, a medida que o tamanho da amostra
aumenta, os seus valores esperados devem convergir para os verdadeiros valores dos pa-
rametros e as suas variancias devem tender para o valor nulo.

3.3.5 Estimador da variancia residual o2

Tal como se pode notar na expressao (3.28), a variancia dos estimadores dos coeficientes de
um MRLM é calculada através da expressao, o?(X’X)~!1. Uma vez que o valor da variancia da
variavel residual, o2, é frequentemente desconhecido, para que se possa obter um valor nu-
mérico da mesma, considera-se um estimador desta variavel, que é obtido através da seguinte

expressao:
SQFE

2 _
S n—(k+1)

(3.29)

tal como se mostra a seguir.

Considerando a representacao do modelo ajustado na forma matricial vista anteriormente,
tem-se Y = XB +¢, donde se obtéme =Y — XB. ParaY = X8 +w, vem

e=Xf+tw-— XB.
Substituindo E, conforme a expressao (3.15), obtém-se:
e=XB+w-X(X'X)IX'Y,
e substituindo novamente Y por X8 + w, tem-se:
e=XB+w—-X(X'X)"YX'(XB +w)),
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0 que resulta em
e=XB+w-XX'X)1X'XB - X(X'X) ' X'w
N———

=Ix11
=XB+tw-XB-X(X'X)'X'w
—w-X(X'X)1X'w,
= (In - X(X'X)"'X") w.

Considerando,
M = (I, — X(X’X)*:‘X’) , (3.30)

tem-se
e=Mxw. (3.31)

Segundo Oliveira, Santos e Fortuna (2011), a matriz M é frequentemente utilizada como um
recurso para dar solucdo a problemas de estimacdo em estatistica e possui as seguintes carac-
teristicas:

1. E uma matriz simétrica como se mostra de seguida:
M = (I, - X(X'X)"1X")’
= (L) = X' (X'X)71) (X'
= (I, — X'(X’X)7*'X)

= (I, - X(X'X)"'X') = M. (3.32)

2. E uma matriz idempotente:
M? = [I, - X(X'X)'X'] x [I, — X(X'X) 'X]

=I, - X(X'X)"'X'I, -X(X'X)"'X'I, +X (X'X)" ' X'X(X'X)"' X’
e Y —
Iy

= I, - X(X'X) X/ - X(X'X) X + X(X'X) X/

= (I, - X(X'X)'X') = M. (3.33)
3. O seu traco (soma dos elementos da diagonal principal de uma matriz quadrada) ¢ igual a
tr(M) = X7 ;m; =n — (k+ 1), como podemos ver de seguida
tr(M) = tr (I, — X(X'X)7'X')
=tr(In) —tr (Ixs1) =n—(k+1), (3.34)

dado que, tr(A + B) =tr(A) + tr(B) e tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB).

4. MX = 0.
MX = (I, - X(X'X)'X') X
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- X - X (X'X)1X'X
————
| Y

=X-X=0. (3.35)

Entretanto, dando sequéncia a estimacao de o2, e uma vez que a soma de quadrados dos
residuos é dada por:
nr L e? =€, (3.36)

com base na expressao (3.31) tem-se

ge = (Mw) (Mw) = M'w'Mw.

Como se verificou anteriormente, a matriz M é simétrica e idempotente, ou seja, M = M’ e
M x M = M. Aplicando estas propriedades, tem-se

¥ e? =€é'e = w' Mw.
Fazendo w’ = ¢’ e w = &, multiplicando as matrizes, obtém-se,
e'Me = m11€% + ...+ m,mai + 2m12€1€2 + ...+ 2m7,,_17n€n_15n.

Calculando o valor esperado da soma de quadrados dos residuos, e uma vez que E(c?) = o2 e
E(gig;) =0, i # jetr(M) =3 m;; =n— (k+ 1), obtém-se,

E(EIE) = 02(m11 + Mmoo+ ...+ mnn) = UQtT(M).
Substituindo neste resultado a matriz M pela sua expressao, obtém-se:
E(ee) = o’tr (I, — X(X'X)'X)

=0” [tr (In) — tr (X(X'X)'X')]

=% |n—tr | X(X'X)" X'
T
=% [n—tr (T 1)]
E(E'e) = 0% (n— (k+1)).
Escrito em ordem a variancia residual vem:
2 _ E(e'e)
n—(k+1)

logo conclui-se que o estimador ndo enviesado de o2 é dado por:

SQE

2 _
o Cn—(k+1)
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3.4 Previsao pontual e por intervalo

Uma das aplicagdes usuais dos modelos de regressao € a estimacao do valor médio ou valor
esperado da variavel dependente y;, dada em funcdo de um vetor de observacdes das variaveis
independentes. A reta de regressao permite predizer o valor estimado, ou seja, efetuar uma
previsao pontual para y;. Entretanto, em muitas circunstancias, a aleatoriedade do modelo nao
garante que o valor previsto esteja sempre sobre a reta ajustada. Neste caso a qualidade das
previsdes passa por estabelecer intervalos de confianca para o valor esperado, ou seja, efetuar
uma previsao por intervalo.

Deve-se ter em conta que, o modelo ajustado fornece apenas uma estimativa pontual da varia-
vel dependente com base nos dados da amostra onde o mesmo foi obtido. Contudo, a variavel
dependente é afetada pelo erro aleatorio. Assim, no caso da previsao de novos valores da va-
riavel dependente que ndo fazem parte da amostra inicial de onde foi extraido o modelo de
regressao, deve-se saber que a variancia do valor esperado de y; obtida com a amostra inicial
nao serve para efetuar inferéncias acerca deste novo valor da variavel dependente. Por isso, é
necessario quantificar qual € o erro associado a cada nova previsao, a partir do qual podem ser
estabelecidos intervalos para novas previsoes.

Os intervalos de confianca para a previsao dao uma margem de erro sobre o ponto ou intervalo
de pontos previstos, servindo de guias de ajuda a construcao dos modelos. Uma vez que os
valores observados nao pertencerem aos respetivos intervalos de previsao e cumulativamente
se os valores estimados nao forem reais, entao o modelo nao se comporta satisfatoriamente,
devendo-se rever a sua estrutura (Pestana e Gageiro, 2014, p. 651).

3.5 Intervalos de confianca e testes relativos aos parametros do

modelo

A semelhanca do MRLS, no MRLM depois de se ajustar a funcdo de regressdo aos dados, a
analise deve prosseguir com a determinacdo dos intervalos de confianca e realizacao de testes
de hipdteses para os parametros do modelo.

3.5.1 Intervalos de confianca

Se os estimadores dos parametros do modelo forem funcdes lineares de y;, centrados, eficientes
e consistentes e se o erro do modelo possuir distribuicao normal, entao é possivel definir as dis-
tribuicoes dos estimadores, elementos necessarios para a definicao das estatisticas do teste ¢,
utilizadas na definicdo dos intervalos de confianca e nos testes de hipoteses para os parametros
do modelo.
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As distribuicdes amostrais dos estimadores dos parametros 3;,j = 0, ..., k, do MRLM sao:
Bo ~ N (5&”“(30)) ;

Bi~N (ﬂl,vm'(gl)) ;

B~ N (B, var(Bi) ) - (3.37)

As variancias, var(f1),...,var(B)) sao definidas a partir da matriz de variancias-covariancias
apresentada em 3.3.4, onde se obteve a expressao (3.28) que permite calcular a variancia de
cada estimador.

Com base nas distribuices amostrais e no estimador da variancia residual S? (ver expressao
(3.29)), podem-se definir as estatisticas para os parametros:

Bo — B
Ty = ———= ~l(n-k-1)
var(Bo)
B — B
T = — ~ t(n—k—1);
var(p1)
By — Bi
Ty = —F— ~tn—k-1); (3.38)
var ()
Com estas expressdes é possivel definir os intervalos de confianca e realizar testes de hipoteses
para os parametros de regressao j3;, j =0,--- , k.

e Intervalo de confian¢a para os parametros do modelo

Os procedimentos envolvidos na definicdo de intervalos de confianca para os parametros do
MRLM sao semelhantes aos considerados no modelo de regressao linear simples.

Assim, para os parametros 3, j = 0,--- , k, os intervalos de confianca bilaterais a (1 — «) x 100%
derivam da expressao:

Ej —l1—g n—k—1 X UW(Ej)%Bj +li—g n—k-1 X Ua?"(éj)] J =0,k (3.39)

em que t1_g ,-k-—1, representa o quantil de ordem (1 — ), da distribuicao ¢ — Student com
(n — k — 1) graus de liberdade.
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3.5.2 Testes relativos aos Parametros do MRLM

Na analise de regressao através do MRLM é necessario saber a influéncia que possui cada uma
das variaveis independentes inseridas no modelo sobre a variavel dependente, visto que, o
modelo pode ser mais eficaz com a inclusdo ou exclusao de determinadas variaveis. Para medir
esta influéncia, sao realizados os testes de hipoteses individuais aos parametros do modelo.

As hipoteses para testar a significancia dos parametros do modelo de forma individual séo as

seguintes:
Ho:fj =0 (3.40)
leﬁj#oa .]:07ak

Quanto ao teste de hipoteses sobre 3, caso nao se rejeite Hy o modelo passa a ter caracteris-
ticas de um modelo de regressao linear sem termo independente. Para os restantes parametros
B, j =1,2,--- ,k, caso ndo se rejeite Hy a variavel z;; associada ao parametro nao influéncia
a resposta do modelo, por isso, deve ser excluida do mesmo.

Para averiguar a significancia de cada parametro individualmente considera-se a estatistica
t. Caso se queira testar a significancia de todos os parametros do modelo em simultaneo,
recorre-se a ANOVA (Analise de variancia) de regressao, que vamos abordar na seccao a seguir.

3.6 Analise da variancia

A analise de variancia (ANOVA), neste contexto também designada por ANOVA de regressao,
permite medir a qualidade de um determinado modelo de regressao, através da estatistica do
teste F' — Snedecor, analisando a significancia conjunta dos parametros do modelo.

Quando se efetua uma analise usando o MRLS, utiliza-se apenas o teste ¢t — Student para avaliar a
significancia do modelo, visto que, para o referido modelo as estatisticas dos testes ¢t — Student
e F — Snedecor ddao o mesmo resultado. O mesmo ndo acontece com o MRLM, onde as variaveis
independentes podem contribuir de forma diferente para o modelo. Assim, quando se trabalha
com o MRLM usa-se o teste F' para medir a significancia conjunta dos parametros, pelo facto de
0 mesmo ter a possibilidade de produzir uma estatistica de teste geral sobre a significancia do
modelo.

0 teste F pode produzir uma estatistica de teste que confirma a significancia do modelo ajus-
tado e ainda assim, existirem no mesmo variaveis nao significativas. Nestes casos, faz-se recurso
as estatisticas do teste ¢ para identificar quais sdo as variaveis significativas e nao significativas
que o modelo ajustado possui.

Na regressao linear, a analise de variancia consiste em dividir a variacao total da variavel depen-
dente (y;) em componentes com significado estatistico, que sao tratadas de forma sistematica.
Ou seja, trata de relacionar a soma de quadrados dos desvios totais (SQT'), com a soma de qua-
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drados dos desvios explicados pela regressdao (SQR) e com a soma de quadrados dos residuos
(SQE). Esta relacao é representada através da expressao:

SQT = SQR + SQE. (3.41)

A seguir apresenta-se a tabela da ANOVA que sintetiza os resultados mais importantes desta
técnica estatistica:

Tabela 3.1: ANOVA

Fontes de Graus de Estatistica
variagao Variagoes Liberdade Desvios de teste F
< e — SQR — MQR
Regressdao | SQR=X7, (y: — 7) k MQR = 5 F= MQE
Residual | SQE =7, (yi— 5> | n—k—1 | MQE = %
Total SQT =37 (yi —7)° n—1
No MRLM a ANOVA testa as seguintes hipoteses:
H M = = .. = . — O
0:B0=5 Bk - (3.42)
Hllﬂjiﬁj#o ]:()717"'?k
Entretanto, para testar estas hipotese utiliza-se a estatistica de teste,
SQR
k MQR
F= = 3.43
SQE ~ MQE (3.43)
n—k—1

SQR SQFE e ‘s e
com Q2 ~xie Q2 ~x2_,_, . Quando H, se verifica, a estatistica I’ segue uma distribui-
g g

cao I’ central com k e n — k — 1 graus de liberdade, F{; ,,_—1) (Murteira et al., 2015).

Com base nos resultados da estatistica do teste F, rejeita-se a hipotese Hy, se F,;, > Ja—an—k-1)»
onde Fi;s € o valor observado da estatistica € f(;_, ,——1) 0 quantil 1 — « da distribuicao F
central com k e n — k — 1 graus de liberdade. Quando se rejeita Hy, conclui-se que pelo me-
nos uma das variaveis independentes inseridas no modelo contribui significativamente para o
mesmo. Outra forma de verificar a significancia das variaveis independentes, é através da ana-
lise do p — value associado a estatistica do teste F' obtida. A regra consiste em rejeitar Hy se

p —value < o, onde « é o nivel de significancia estabelecido para o teste.
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3.7 Coeficiente de determinacao

Tal como foi abordado na seccdo 2.5 do capitulo anterior, quando se esta a trabalhar com mo-
delos de regressao, uma das preocupacoes de qualquer investigador é de saber qual é o efeito
que as variaveis independentes (ou variaveis explicativas) exercem sobre a variavel dependente
(ou variavel resposta), ou seja, saber se o modelo proposto possui uma boa qualidade de ajusta-
mento. Uma das ferramentas estatisticas utilizada habitualmente para analisar a qualidade de
ajustamento é o Coeficiente de Determinacao, simbolicamente representado por R?, que pode
ser também calculado através da expressao:

E
gro SQE_, SQE (3.44)
SQT SQT
que é analoga a expressao (2.24). O resultado desta expressao € interpretado da mesma ma-
neira que se interpreta a expressao apresentada no capitulo anterior.

Na RLM o uso do R? deve ser acautelado, ja que de modo geral, a insercao de mais uma variavel
independente no modelo tende a aumentar o valor de R? mesmo que esta variavel possua um
efeito reduzido sobre a variavel dependente, Mardco (2014). Como alternativa ao R? deve
usar-se o Coeficiente de Determinacdo Ajustado, simbolicamente representado por k2, que é
calculado através da expressao:

k(- R?)

MQFE n—1
R2=1 = —_
n—k—1

_ — _ _ 2 — 2
a MQT o (- RE) =R

(3.45)

O coeficiente de determinacao ajustado pode ser utilizado como o melhor estimador da qua-
lidade de ajustamento e uma boa medida da dimensdo do efeito das variaveis independentes
sobre a variavel dependente. Enquanto que o R? tende a aumentar com a insercdo de uma
variavel independente, o R2? s6 aumenta, se esta variavel conduzir a um melhor ajustamento
do modelo aos dados, isto é, quando a variancia do erro (M QF) diminui em relacdo a variancia
total (MQT).

Por outro lado, R? é tido como o melhor estimador do coeficiente de determinacédo na populacao
do que R?. Deste modo, R? da a percentagem de variabilidade da variavel dependente que
€ explicada pelo modelo, como se o modelo tivesse sido obtido a partir da populagao, em
alternativa a uma amostra representativa desta populacao. O k2 também pode ser interpretado
como uma medida da capacidade de generalizacao do modelo.
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3.8 Meétodos de selecao das variaveis independentes para o MRLM

Quando se trabalha com o MRLM, por vezes o investigador dispée de um nimero elevado de
variaveis independentes que hipoteticamente podem influenciar a variavel dependente. Por
varios motivos, depois da introducdo de todas elas no modelo, pode notar-se que parte delas
nao sao significativas, ou mesmo até, antes de introduzi-las, se tenha a necessidade de escolher
apenas parte destas variaveis para serem incluidas no modelo. Quais variaveis independentes
podem ser incluidas? A resposta depende do investigador. Porém, em muitas ocasides recorre-se
aos métodos de selecado das variaveis independentes, que se baseiam nos testes individuais de
significancia aos submodelos de regressao com diferentes nimeros de variaveis independentes,
para escolher o melhor modelo que se ajusta aos dados.

Entretanto, ao se efetuar a analise com o objetivo de se selecionar variaveis independentes
para um determinado MRLM, é aconselhavel utilizar mais do que um método e depois identi-
ficar quais sao as variaveis que terdo sido escolhidas por alguns ou por todos os métodos em
simultaneo. Estas variaveis poderao definir o modelo adequado, enquanto que as restantes
devem ser eliminadas. Aconselha-se o uso do maior nimero possivel de métodos existentes,
pelo facto de a experiéncia mostrar que entre eles, nao existe nenhum que é melhor que outro
(Maroco, 2014, p. 718).

A vantagem que se tem ao utiliza-los € que em vez de o investigador decidir por um critério
qualquer a retirada de uma ou outra variavel do modelo, estes métodos, com base num critério
baseado em testes estatisticos, indicam quais sdo as variaveis independentes que apresentam
relacoes significativas com a variavel dependente, escolhendo-as para o modelo, enquanto que
as restantes sao excluidas do mesmo.

De seguida é feita uma descricao dos trés métodos mais utilizados para se efetuar a selecao das
variaveis independentes.

e Método Forward

Quando se usa o método Forward (ou Progressivo) para se efetuar a selecdo das variaveis inde-
pendentes, a equacao inicial do modelo comeca apenas com a constante. A seguir sao adicio-
nadas de forma progressiva as variaveis independentes z;;, j = 1,--- ,k, por ordem dos seus
graus de correlacdo (em valor absoluto) com a variavel dependente, comecando por aquelas
que tiverem maior grau de correlacdo, desde que satisfacam os critérios estatisticos de entrada
previamente estabelecidos. Este procedimento continua até que todas as variaveis sejam inse-
ridas no modelo, ou quando uma (ou mais variaveis) seja excluida do modelo por nao satisfazer
os critérios de entrada.

e Método Backward

Neste método, comeca-se por incluir no modelo todas as variaveis independentes. Apos um
teste individual de significancia, sao retiradas do modelo, uma a uma, as variaveis cuja pre-
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senca ndo contribui para explicar uma proporcéo significativa da variacao total da variavel
dependente. O processo de exclusao das variaveis independentes nao significativas consiste em
retirar em primeiro lugar a variavel menos significativa e assim sucessivamente, mantendo no
modelo apenas as que forem significativas.

e Método Stepwise

Este método funde alguns procedimentos dos dois métodos anteriores. Comeca tal como no
método Forward, com a insercao de apenas uma variavel independente, porém, as outras varia-
veis a serem inseridas no modelo, sao testadas como no método Backward. A vantagem deste
método consiste em permitir a remocao de uma variavel cuja importancia no modelo é reduzida
por causa da adicdo das novas variaveis. Este procedimento termina quando nenhuma das va-
riaveis independentes que estiver fora consegue entrar, por nao possuir um valor da estatistica
F maior do que o valor critico pré-definido para entrada no modelo, e nenhuma das variaveis
independentes presentes no modelo for retirada. Este método é recomendavel quando existem
suspeitas de correlacoes significativas entre as variaveis independentes.

Como se pode notar, cada um dos trés métodos apresentados utiliza critérios de selecao distin-
tos dos outros, o que faz com que, ao longo do processo de selecao, uma variavel importante
para o modelo, possa ser penalizada por um ou outro método, dai a recomendacéo da utilizacao
de todos e depois escolher o melhor modelo proposto por um ou em simultaneo por alguns ou
todos os métodos.

3.9 Breve introducao ao uso de variaveis qualitativas no MRLM

Quando se utiliza o MRLM, os investigadores sao muitas vezes confrontados com dados, cuja
natureza das variaveis é qualitativa (nominal ou ordinal) em que a inclusao destas variaveis
no modelo é imprescindivel, para uma melhor explicacdo do fendmeno em analise. Se eventu-
almente estas variaveis forem independentes, é possivel inclui-las no modelo com recurso as
variaveis auxiliares indicadoras, também conhecidas como variaveis artificiais, variaveis zero e
um ou ainda variaveis dummies (como vao ser tratadas a seguir).

As variaveis dummies podem ser usadas em modelos que contenham dados seccionais ou crono-
logicos. Com qualquer tipo de dados em que se estiver a trabalhar, a construcdao de modelos
de regressao linear com variaveis dummies deve atender a determinadas situacées como é o
caso do ajustamento de modelos com variagdes continuas ou descontinuas nos parametros e a
analise de sazonalidade (Valle e Rebelo, 2002, p. 21).

Uma variavel nominal (ou até mesmo ordinal) com n categorias, para ser inserida no modelo
€ necessario construir n — 1 variaveis dummies. Por exemplo, para um modelo que contenha
a variavel ordinal nivel académico que possui trés categorias (basico, secundario e superior),
devem ser inseridas neste modelo duas variaveis dummies, que representam duas das trés
categorias da variavel nominal e a terceira passa a ser considerada categoria de referéncia.
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Assim, para modelar uma variavel qualitativa (nominal ou ordinal) com duas categorias, basta
para o efeito definir uma variavel dummy (que por convencao assume os valores 0 e 1) associada
a um determinado acontecimento D da seguinte forma:

g — , se D severifica
=

~ o (3.46)
0, seDnaosewverifica

Neste caso a variavel d; é o exemplo de uma variavel dummy. A escolha dos valores 0 e 1
€ arbitraria, mas por convencao, o nome da variavel binaria deve ser o nome da categoria a
que corresponde o valor 1. Por exemplo, se o conjunto é D = {Estudantes do sexo masculino}
entdo, tem-se: d; = 1 (se é estudante do sexo masculino) e d; = 0 (se é estudante do sexo
feminino).

Como se afirmou acima, a informacao qualitativa trazida pela variavel dummy sé pode ser
introduzida num MRLM caso a variavel que a contém seja uma variavel independente. Por
exemplo, no caso em que se considere o MRLM dado por:

yi = Po + Przi1 + Baxio + €4,

onde a variavel z;, representa a variavel dummy (d;») associada ao acontecimento D com duas
categorias, o0 modelo de regressao com a variavel dummy define-se do seguinte modo:

Yi = Po + Brwi1 + 02diz + €4, (3.47)

onde 4, é a diferenca de termos independentes (62 = 82 — o) € d;2 € a variavel dummy, que
assume o valor 1 quando se verifica o acontecimento D, e o valor 0 quando nao se verifica esse
acontecimento. Como resultado, obtém-se os seguintes submodelos:

Yi = Bo + Prxi + €4, paradiz =0
(3.48)
yi = (Bo+ 2) + Brzin + &4, para dip =1

No modelo (3.47) constata-se que a variavel qualitativa tem efeito apenas no termo indepen-
dente e nao ha interacdo entre as variaveis independentes. Além disso, a interpretacao dos
parametros 3y € (8 + d2) € diferente daquela que se faz habitualmente, visto que 3, repre-
senta o termo independente caso o acontecimento D nao se verifique e (fy + d2) € o termo
independente caso este acontecimento se verifique.

Deste modo o parametro §, representa a variacao em média de y;, quando se passa de D( d;p =
0) para D (d;2 = 1). Assim, se do > 0, y; cresce; se d, = 0, y; nao varia e se d» < 0, y; decresce.

0 modelo de regressao linear com variavel dummy apresentado é apenas um dos tipos de modelo
que ilustra o uso destas variaveis. Como se pode notar neste modelo, ajustaram-se duas retas
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com o mesmo declive (3;) e intercetos ou termos independentes diferentes, (5, quando d;> = 0
e (Bp + J2) quando d;; = 1). A estimacao do modelo y; = 5y + S1x1 + d2di2 + €;, €m alternativa
a estimacdo separada dos dois submodelos, definidos em (3.48) tem por consequéncia garantir
que o coeficiente 53, comum nos dois submodelos, seja estimado de forma Unica utilizando
toda a informacao disponivel. Este tipo de modelo é conhecido como modelo de regressao
linear com variavel dummy de interceto. De seguida tem-se a representacdo geométrica da
estrutura estimada do mesmo (Figura 3.2).

Yi 4 9i=(Bo +82) + Bixin

1,‘571' = Bo + Bixiy
%&
Bo + 6,

& »
Xi

Figura 3.2: Representacdo geométrica da estrutura estimada do modelo de regresséao linear com uma
variavel dummy, com efeito no termo independente

Porém, esta ndo é a Unica forma que existe de incluir as variaveis independentes qualitativas
num modelo de regressao linear. Existem situacdes onde o efeito do fator qualitativo se da ape-
nas nos coeficientes das variaveis independentes quantitativas (declives) 3;, (j =1, 2, ,---, k),
e o termo independente, 3,, se mantém fixo. Nestes casos, por exemplo, obtém-se o seguinte
modelo:

Yi = Bo + Przin + ddiji i1 + g5 (3.49)

= Bo + (B1 + ddi1)zin + &4,

em que d;; (variavel dummy) assume o valor 1 se se verifica o acontecimento D e o valor 0
no caso contrario. Neste caso d;z;; é considerada a variavel de interacdo. Isto resulta nos
seguintes submodelos,

Yi = Bo + Pixs1 + €4, parad;; =0
(3.50)
yi = Bo+ (b1 + )i +€i, para  dip =1

Neste modelo de regressao linear, ajustaram-se duas retas com o mesmo valor do termo inde-
pendente, 3y, e declives diferentes, 3; e (8:+9). Este tipo de modelo é conhecido como modelo
de regressao linear com variavel dummy de inclinacdo. A Figura 3.3 mostra a representacao
geométrica da estrutura estimada deste tipo de modelo.
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Yi 4 9i=Fo+ (ﬁl + S)xu
@+
! ar? I = Bo + Bixiy
By
Bo
& -
Xi

Figura 3.3: Representacdo geométrica da estrutura estimada do modelo de regressao linear com uma
variavel dummy, com efeito no declive

Os modelos de regressao linear com variaveis dummies de inclinacao e de interceto, podem ser
generalizados para casos em que simultaneamente se podem registar alteracoes dos valores dos
termos independentes e dos declives como, por exemplo, no seguinte caso:

yi = Bo + Brxin + 0din + yrindin + €5

= Bo + Brzir + (0 + ywi1)din + &;. (3.51)

Neste caso, quando d;; (variavel dummy) assume o valor 1 verifica-se o acontecimento D e
quando assume o valor 0, ndo se verifica esse mesmo acontecimento. Isto resulta nos seguintes

submodelos:
yi = Bo + Prxi + €5, parad;; =0
(3.52)

vi = (Bo+96) + (B +7)xin +ei, parady = 1.

Geometricamente, este tipo de modelo possui a seguinte estrutura estimada:

Yi‘

A

yi= (ﬁo + 8) + (31 + V)xu
(B +7)

e Vi = Bo + Prxin

>
»

X;

Figura 3.4: Representacdo geométrica da estrutura estimada do modelo de regresséo linear com variavel
dummy, com efeito simultaneo no declive e no termo independente

As trés maneiras apresentadas de como se pode definir modelos de regressao linear com varia-
veis dummy, nado sao as Unicas que existem. Algumas delas dependem do tipo de dados que
estiverem a ser analisados. No entanto, para este trabalho, termina aqui a breve resenha que
se reservou para este conteudo.
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3.10 Conclusao

Os contelidos que acabamos de apresentar sobre o modelo de regressao linear multipla nao
encerram toda a teoria que aborda esta metodologia estatistica, porém, na nossa opiniao,
acredita-se que o mesmo possui o indispensavel para ajudar os alunos e professores do ensino
secundario e universitario a compreenderem os aspetos essenciais relacionados a este topico.

Entretanto, para além da estimacao dos parametros, dos intervalos de confianca, dos testes de
hipoteses, dos métodos de selecao de variaveis independentes, da insercdo de variaveis dum-
mies e outros topicos nao menos importantes ja apresentados, a abordagem reservada neste
trabalho sobre o MRLM abarca ainda contelidos ligados a validacao dos pressupostos impostos
ao erro do modelo, que vao ser abordados no capitulo a seguir.
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Capitulo 4

Validacao dos pressupostos do modelo de
regressao

Depois da estimacdo dos coeficientes do modelo de regressao linear, a analise de regressao
deve continuar, com a validacao dos pressupostos do modelo. Caso estes nao sejam cumpridos,
o modelo de regressao estimado é considerado improprio para explicar ou predizer o valor da
variavel dependente em funcao das variaveis independentes que o compdem.

Neste capitulo apresentam-se as técnicas que permitem verificar a normalidade, a homosce-
dasticidade (ou variancia constante) e a independéncia dos residuos. Far-se-a também uma
abordagem sobre a existéncia de colinearidade e/ou multicolinearidade e o diagnostico de ou-
tliers e observacoes influentes.

4.1 Analise de residuos

Nos capitulos anteriores afirmou-se que os valores das estimativas dos residuos tém um papel
importante na avaliacado final da qualidade do modelo ajustado, visto que, para além de se-
rem usados na estimacdo dos parametros do modelo, sdo usados também para verificarem os
pressupostos impostos ao erro do modelo e detecao de outliers e observacoes influentes.

As técnicas de diagnostico dos pressupostos impostos ao erro do modelo usam diferentes tipos
de residuos, tipos esses que passamos a mencionar a seguir.

4.1.1 Tipos de residuos

Os tipos de residuos usados habitualmente sao:

e Residuos originais ou residuos nao estandardizados: no caso geral da analise dos mode-
los de RLS e RLM sao obtidos pela expressao ¢; = y; — 45, ¢ = 1,2,--- ,n . Este tipo de
residuos, para além de serem usados na estimacdo dos parametros do modelo, tal como
se mostrou nos capitulos anteriores, sdo também usados, por exemplo, na analise da inde-
pendéncia e da homoscedasticidade dos residuos. E a partir destes que se obtém outros
tipos de residuos.
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e Residuos estandardizados: a padronizacao ou estandardizacao dos residuos tem sido utili-
zada com o objetivo de eliminar as diferencas entre as variacoes das variaveis, permitindo
assim que se possam comparar diretamente os parametros de regressao estimados. Os re-
siduos padronizados para cada observacao i sao obtidos através da expressao:

2i=1,2,--,n, (4.1)

onde S ¢é a raiz quadrada do estimador S? apresentado em (3.29). Este tipo de residuos é
usado, por exemplo, para verificar o pressuposto da normalidade.

e Residuos estudantizados: os residuos estudantizados sao usados com o objetivo de veri-
ficar se os valores das observacdes estao adequadamente ajustados ao modelo e mostrar
quais as observacoes cujos valores ndo estao em concordancia com os demais, os chama-
dos outliers. Sao definidos por (Montgomery, Peck e Vining, 2012, p. 130):

¢ o i =1,2 (4.2)
P = L =L, 4,1, .
S\/ 1-— h,”
onde S ¢ a raiz quadrada do estimador 52 e h;; representa o i-ésimo elemento da diagonal
da matriz H = X(X'X)™1X".

e Residuos excluidos: estes residuos sdao usados na analise de residuos para detetar outli-
ers. Os residuos excluidos ¢(_;), obtém-se estimando o valor de y;, quando se retira do
modelo a observacao i (Fernandes, 1999),

€i

Ay L (4.3)

e Residuos estudantizados excluidos: A semelhanca dos residuos excluidos estes residuos
também sdo usados com a finalidade de detetar outliers. Sao obtidos através da expres-
sao:

€q .
T —— —— ) YRR 4.4
=9 S(—i)\/]-*hii ( )

onde S(_;) € a raiz quadrada do estimador 5?2 calculado sem o residuo i.

4.1.2 Verificacao dos pressupostos impostos ao erro do modelo de regressao

A verificacao dos pressupostos impostos ao erro de um modelo de regressao comporta a realiza-
cado do diagnéstico da normalidade, homoscedasticidade e independéncia dos residuos.

4.1.2.1 Diagnostico da normalidade

A normalidade dos residuos permite obter a distribuicao dos estimadores de Minimos Quadrados,
utilizada na estimagao dos intervalos de confianca e realizacdo dos testes de hipoteses sobre os
parametros do modelo.
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Para diagnosticar a normalidade sdo empregues métodos graficos, tais como, os graficos Q-Q
ou P-P dos residuos e o histograma dos residuos estandardizados e os testes nao paramétricos
de aderéncia, nomeadamente os testes de Kolmogorov-Smirnov (K-S), Shapiro-Wilk (5-W), entre
outros. A seguir, vamos descrever a forma como parte destas técnicas podem ser usadas para
diagnosticar a normalidade dos residuos.

e Os graficos Q-Q e P-P dos residuos

0 grafico Q-Q, representa o quantil de probabilidade esperado se a distribuicdo é normal em
funcao dos valores observados. Neste grafico comparam-se os valores observados com os va-
lores esperados de uma distribuicao normal, representados por uma reta diagonal. Quando os
residuos possuem uma distribuicdo normal, as observacdes apresentam-se proximo dessa reta
diagonal, sem afastamentos consideraveis.

Ja o grafico P-P, representa a probabilidade acumulada esperada caso a distribuicao seja nor-
mal, em funcdo da probabilidade observada acumulada dos residuos. Também neste grafico,
caso exista uma boa aderéncia dos residuos a distribuicdo Normal, os pontos aparecem ao redor
da reta de referéncia apresentada no grafico.

Nas figuras apresentadas abaixo podem-se observar exemplos destes dois graficos, em que nao
se rejeita a normalidade dos residuos.

Grafico Q-Q Normal de Standardized Residual | Grafico P-P Normal de dized Residual
o

o

Y @
1 1

Valor Normal Esperado
il
3
T

Prob. cumulativa esperada

T T T T T 0, T T T
2 4 0 1 2 3 ] 02 04 06 08 10

Valor observado Prob. cumulativa observada

Figura 4.1: Graficos normal Q-Q e normal P-P dos residuos

e Histograma dos residuos estandardizados

0 histograma da uma percecao clara se a forma de sino, caracteristica da distribuicao Normal,
esta presente no grafico ou nao. Caso as barras se ajustem bem a forma de sino, conclui-se que
os dados possuem uma distribuicdo aproximadamente normal, caso contrario, essa conclusao
ndo pode ser retirada. Entretanto, a utilizacdo do histograma é recomendavel apenas para
amostras de dimensao elevada, ja que em amostras de pequena dimensdo existem sempre
algumas indefinicoes.
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Histogram

Dependent Variable: Plausible value 1 in mathematics
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Figura 4.2: Histograma dos residuos padronizados

A analise grafica € em algumas situagdes suficiente para se tomar a decisao sobre a normalidade
ou nao dos residuos. Porém, os métodos graficos tém sempre algumas desvantagens pelo facto
de serem um tanto ou quanto subjetivos. Por isso mesmo, muitas vezes para se decidir quanto
a existéncia da normalidade, usam-se testes nao paramétricos de aderéncia a distribuicao Nor-
mal, ja mencionados anteriormente. Vamos considerar a seguir dois destes testes.

e Kolmogorov-Smirnov (K-S)

O teste de Kolmogorov-Smirnov ou (K-S) é um teste de aderéncia que verifica o grau de con-
cordancia entre distribuicdes, considerando um conjunto de valores. Tem como objetivo iden-
tificar se os dados seguem uma determinada distribuicao. Este teste utiliza a distribuicao de
frequéncia acumulada, que ocorre dada a descricao tedrica, e compara-a com a distribuicao de
frequéncia acumulada observada.

O teste nao paramétrico de aderéncia a normalidade de Kolmogorov-Smirnov testa as seguintes
hipoteses:

Hy : X tem distribuicao normal.
H; : X nao tem distribuicao normal.

Para testar as hipoteses, pode-se recorrer a softwares estatisticos como, por exemplo, o SPSS
e R, ou consultar tabelas de valores criticos da distribuicdo da estatistica,

D = Supremo | S(x) — Fy(z) | (4.5)
———

x

onde Fy(z) é a funcdo de distribuicao populacional e S(z) a funcao de distribuicdo da amostra.
Por exemplo, com um nivel de significancia de @ = 0,05 para amostras que vao de 1 a 40
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observacoes, a estatistica de teste apresenta valores criticos que variam entre 0.975 a 0.189,
enquanto que para amostras com mais de 40 observacdes, os valores criticos sao dados por,

1.36 (ver Guimaraes e Cabral (1998) e Fernandes (1999)).

vn

e Shapiro-Wilk (S-W)

Este teste deve ser usado em substituicao do K-S quando se tem uma amostra de pequena
dimensao (n < 30). O teste de Shapiro-Wilk é dado pela estatistica (Maréco, 2014),
(Zyaimi)’

W= =" _ 4.6
7 (2 —7)° (“9)

1=

onde x; representa os valores das observacoes da variavel X ordenados de maneira crescente,
T € a média destes valores e a; sdo as constantes geradas a partir da média, variancia e co-
variancia de n ordens com distribuicdo normal, N(0,1). Os valores de a; vém expressos em
tabelas.

0O mesmo testa as seguintes hipoteses:

Hy : X tem distribuicao normal.
H; : X nao tem distribuicao normal.

Para validar as hipoteses é necessario observar os valores da estatistica 1. Valores pequenos
de W indicam que a distribuicdo da variavel em estudo nao é Normal. Os valores criticos
para W vém também em tabelas publicadas em varios manuais de estatistica que constam das
referéncias bibliograficas deste trabalho ver, por exemplo (Guimaraes e Cabral, 1998). Também
para a realizacdo deste teste, podem ser usados os softwares ja citados acima.

4.1.2.2 Diagnostico da homoscedasticidade

0 termo homoscedasticidade é usado na regressao para denotar a variancia constante dos resi-
duos em observacdes diferentes. Quando a homoscedasticidade é violada, diz-se que o modelo
apresenta heteroscedasticidade. Neste caso, os estimadores dos minimos quadrados, apesar de
se manterem lineares e nao enviesados, deixam de ser estimadores de variancia minima, o que
da lugar a subestimacao ou sobrestimacdo das verdadeiras variancias dos estimadores (S@),
resultando num coeficiente de determinacao ajustado (12) enganador. Esta perda de eficiéncia
tem como consequéncia a ndo validacdo da inferéncia estatistica baseada nos testes ¢t e F, ja
que nestas condicdes as estatisticas destes testes tornam-se duvidosas.

0 diagnostico da homoscedasticidade dos residuos pode ser efetuado com recurso a técnicas gra-
ficas e testes estatisticos. No MRLM para diagnosticar a homoscedasticidade usa-se o grafico dos
residuos estudantizados com o valor previsto da variavel dependente na forma estandardizada
(de seguida apresenta-se um exemplo deste grafico, Figura 4.3) ou na forma nao estandardizada
(ja que apresentam todos a mesma configuracao e neste sentido bastara usar apenas um deles).
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E no MRLS, para além dos graficos usados no MRLM, também se pode usar o grafico dos resi-
duos nado estandardizados com a variavel independente na qual se supde existir desigualdade
de variancias.
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Figura 4.3: Grafico dos residuos estudantizados versus valores preditos estandardizados

Na analise grafica, caso as observacoes se distribuam de forma aleatdria em torno da linha ho-
rizontal com origem em zero (como se vé na Figura 4.3), supde-se haver homoscedasticidade,
enquanto que quando os residuos se distribuem seguindo um determinado padrao (formando,
por exemplo, um triangulo), supde-se haver heteroscedasticidade. Além da detecado da hete-
roscedasticidade, esse grafico pode indicar que nao existe uma relacao linear entre a variavel
explicativa (ou resposta) e a variavel explicada por meio de alguma tendéncia nos pontos.

Quanto aos testes, os mais usados sdo o de Goldfeld e Quandt e o de White. Este Gltimo segundo
Caiado (2016) assenta basicamente nos seguintes passos:

e Teste de White
1° passo

Estima-se o modelo original pelo método dos minimos quadrados como, por exemplo, o que se

tem abaixo:

Yi = Bo + B1xi1 + Paxiz + Paxiz + Paxia + €5, (4.7)
e em seguida obtém-se os residuos, ¢; = y; — yi, i = 1,2,--- ,n.
2° Passo

Estima-se a regressao auxiliar do quadrado dos residuos sobre as variaveis independentes e os
seus quadrados (incluindo o termo independente)

z—:? =g+ a1Ti1 + ...+ ogxig + a5xfl + ...+ agxi + v;. (4.8)
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Caso se tenham muitas observacdes, pode-se incluir nesta regressao os produtos cruzados,
T;1Ti2, Ti2X43, Ti3T44, O qUE resultaria em:

2 2 2
€ =g+ oqxi1 + ..o+ aTig + a5y + ..+ agxi, + QX1 X9 + Q1oT2Ti2 + A11X43%44 + Uj. (49)

Em seguida, calcula-se o respetivo coeficiente de determinacao (R?).
3° Passo

Testa-se a hipotese nula Hy : ag = a3 = ... = a;, = 0, de auséncia de heteroscedasticidade,
com base na estatistica nR?, que apresenta uma distribuicao qui-quadrado com & — 1 graus de
liberdade, isto é, nR* ~ x7_,.

Para corrigir a heteroscedasticidade pode usar-se outro tipo de regressao como, por exemplo,
a dos minimos quadrados ponderados, também conhecida como Weighted Least Squares (WLS),
(Pestana e Gageiro, 2014), cuja abordagem ndo vai ser considerada neste trabalho.

4.1.2.3 Diagnéstico da independéncia

Um dos requisitos para validacao de um modelo de regressao linear, € que os seus residuos nao
devem estar autocorrelacionados, ou seja, devem ser independentes.

Para detetar a presenca da autocorrelacao entre os residuos do modelo, podem ser usados
métodos graficos (recorrendo ao grafico dos residuos) ou testes estatisticos. O teste estatistico
que habitualmente se utiliza é o teste de Durbin-Watson, cuja estatistica € dada pela seguinte
expressao (Maroco, 2014):

5P (e — &)

1= Zat o e (1), (w10

onde, ¢; representa o residuo associado a observacao i e r.,, .., representa a autocorrelacao
dos residuos da amostra. Os valores da estatistica d variam entre 0 e 4. Se o resultado for
aproximadamente 2, pode-se concluir que nado existe autocorrelacao entre os residuos. Se for
muito menor que 2 existe autocorrelacao positiva e para valores muito maiores de 2 existe
autocorrelacao negativa. O valor da estatistica d permite tomar uma decisao sobre as seguintes
hipoteses:

H, : Nao existe autocorrelacao dos residuos.
H, : Existe autocorrelacao dos residuos (positiva ou negativa).

Uma forma mais exata de validar os resultados deste teste proposta por Durbin e Watson,
consiste em comparar o valor de d com um limite inferior, d;, € um limite superior, dy, para
testar Hy. Existem tabelas que auxiliam na tomada de decis6es em funcao dos valores de d, dy,
e dy e outras que dao os valores criticos d;, e dy;, para um determinado nivel de significancia o
(ver Tabela A.1, Anexo 1).
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Na presenca da autocorrelacdo, os estimadores de minimos quadrados continuam a ser nao
enviesados e consistentes, porém, deixam de ser eficientes, o que faz com que os resultados
das estatisticas dos testes ¢t e I' sejam duvidosas e consequentemente, deixa de ser valida a
inferéncia estatistica sobre os parametros do modelo.

4.1.3 Diagndstico de outliers e observacoes influentes

e Outliers

Os outliers sao observacées com um comportamento diferente das demais, que estao associadas
a residuos com valores elevados. Num modelo de regressao os outliers devem ser sempre
identificados, porque se nao resultarem de erros de insercao de dados, permitem conhecer
caracteristicas Unicas ou novos segmentos validos da populacao, que de outro jeito ndo seriam
conhecidos.

Por norma, os outliers devem ser removidos da analise se existirem provas de que nao sao
elementos validos da populacdo. Caso sejam elementos validos da populacao, a decisdo da sua
inclus@ao ou nao no modelo depende do tipo de informacao que possam dar e do contexto ou
populacdo em que se inserem. A sua exclusdo pode melhorar a qualidade do modelo, porém,
pode também provocar o risco de limitar a generalizacdo do estudo que estiver a ser feito a
populacao em causa.

O diagnoéstico de outliers pode ser feito através das estatisticas dos residuos ou por meio de
graficos. Com um nivel de significancia de o = 0.05, valores dos residuos estandardizados,
estudantizados e estudantizados excluidos superiores a 1.96, indicam a existéncia de outliers.
Quando se efetua a analise grafica por meio do grafico dos residuos estudantizados excluidos
versus valores preditos estandardizados, as observacoes da amostra consideradas como outliers,
usualmente tendem a posicionar-se em zonas do grafico distante de onde estdo concentradas a
maioria das observacdes, como se pode notar no grafico representado pela Figura 4.4.
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Figura 4.4: Grafico de residuos estudantizados excluidos versus valor predito ajustado
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Os efeitos dos outliers podem ser considerados moderados ou severos. Segundo Pestana e
Gageiro (2005), os outliers moderados sao aqueles que se encontram entre 1,5 e 3 amplitudes
inter-quartis para baixo do 1° quartil ou para cima do 3° quartil, e os severos sao aqueles que
se situam para além destes limites.

Entretanto, segundo Maroco (2014) usando os valores do Leverege (medida que vamos abordar
ja a seguir nas observacoes influentes) valores do Leverage, inferiores a 0.2, sdo aceitaveis para
que os outliers nao sejam considerados severos.

e Observacoes influentes

Uma observacao influente é aquela que por alguma razdo causa grandes mudancas em alguns
ou em todos os parametros do modelo, quando é omitida do conjunto de dados. Uma das
medidas usadas para testar a influéncia das observacdes no modelo é o Leverage (alavancagem),
cujo valor depende da quantidade de observacdes da amostra, n, € do nUmero de variaveis
independentes, k.

Assim, usando esta medida, segundo Pestana e Gageiro (2014) pode-se considerar que no modelo
existem observacoes influentes se:

e Para amostras com n < 30:

Loy > SkED (4.11)
n
e E para amostras com n > 30:
Lev s 2kED (4.12)
n

em que n € a dimensao da amostra e k£ o nUmero de variaveis independentes.

Contudo, devido as implicacoes que as observacoes influentes podem causar no modelo foram
desenvolvidas outras técnicas que ajudam a identifica-las, tais como os DFFIT (Difference in
Fit), DFBET A (Difference in Beta), e a Distdncia de Cook, que a seguir passamos a descrever.

DFFIT: Esta medida possibilita medir a influéncia que a observacéo i tem sobre o seu proprio
valor ajustado. Os DFFIT sdo calculados através da seguinte expressao:

Yi — Yi(i)

VQOME;) x hy;’

onde 7; € a previsao para a observacao (i) com i incluido na regressao, 7;(;) € a previsao para a
observacao (i) com i nao incluido na regressao, o QM E;) representa o erro quadratico meédio
calculado sem a observacao (i), e h;; representa a alavancagem (Leverage). Esta técnica mede
0 quanto a inclusao da observacao (i) aumenta ou diminui o seu valor predito.

DFFIT@) = 1= 1,- LN, (4.13)

Diz-se que um outlier é influente segundo o SDFFIT (Difference in Standardized Fits) se:

e |SDFFIT| > 1,96, para amostras de pequena dimensao (n < 30);
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k+1 . =
o |[SDFFIT| > 24/ ﬁ , para amostras de grande dimensao (n > 30).

DFBETA: esta medida indica o quanto o coeficiente de regressao j; altera em unidades de
desvio padrao, se a observacao i for excluida da analise. E definida por, (ver Montgomery, Peck
e Vining (2012, p. 217)):

_Bi—Bie i=1. -
\/]\/[QE(L) X ij7 ’

onde Bj(i) é o coeficiente de regressao j calculado sem o uso da observacéo (i) e ¢;; € 0 j—ésimo
elemento da diagonal da matriz (X’X)~!, onde X é a matriz definida em (3.2).

DFBETA;; = ny j=1,- .k, (4.14)

Uma observacao é considerada influente quando (Pestana e Gageiro, 2005) :

e |SDFBETA| > 1,96, para amostras de pequena dimensao (n < 30);

2 ~
e |SDFBETA| > —, para amostras de grande dimensao (n > 30),
n

7

onde a medida SDFBET A (Difference in Standardized Betas), corresponde a DFBET A estan-
dardizada.

DISTANCIA DE COOK: esta medida permite avaliar a influéncia da observacdo i sobre
todos os valores ajustados 7;, i =1,---,n, e é definida por:

gihis .
Di=— "% =1, ,n, 4.15
(k—‘rl)(l—hii) ! " ( )

onde h;; é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz H = X(X’X)"'X’ e k é o nimero de
parametros do modelo.

Pode-se notar que D; é grande, quando ¢; é grande ou a medida h;; € grande ou ainda se ambos
forem grandes.

A distancia de Cook pode ser testada ainda através da relacdo apresentada de seguida:

4
K>— 4.1
COOK > ———, (4.16)

onde n é a dimensdo da amostra e k£ o nimero de variaveis independentes. Uma observacao é
excessivamente influente se tiver um valor da distancia de Cook superior a 1 (Maroco, 2014).

4.2 Analise da colinearidade e multicolinearidade

Quando se utiliza o MRLM é normal que em algumas circunstancias se tenha previamente uma
nocdo do comportamento que determinadas variaveis independentes terdao sobre a variavel
dependente. Na pratica, o que acontece varias vezes € que se cometem alguns erros na escolha
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das variaveis independentes, que resultam em alguns problemas relacionados com a estimacao
dos coeficientes do modelo e consequentemente com a previsao dos resultados.

Algumas das consequéncias dos erros cometidos na escolha das variaveis independentes sao:

e Pode-se notar que o sinal de um determinado estimador j3;, j = 1,--- ,k é diferente do
esperado;
¢ Verificagdo de grandes alteracées em 5;, j = 1,---,k quando se adiciona ou se exclui

variaveis e observacoes;

e Observacdo de um aumento insignificante do R? quando se adiciona no modelo uma ou
mais variaveis independentes, mesmo que as mesmas sejam importantes na explicagao da
variavel dependente.

Nestes casos, tém-se alguns indicios da auséncia da ortogonalidade entre as variaveis indepen-
dentes, ou seja, suspeita-se que o modelo apresenta problemas de colinearidade e/ou multico-
linearidade.

A Colinearidade revela a existéncia de correlacao forte entre duas variaveis independentes do
modelo, enquanto que a Multicolinearidade revela a existéncia de correlacoes fortes entre mais
de duas variaveis independentes. A Colinearidade é também tida como a existéncia de relacao
linear entre duas variaveis independentes e a Multicolinearidade a existéncia de relacao linear
entre uma variavel independente e as demais.

A presenca de colinearidade e/ou multicolinearidade nao altera significativamente a qualidade
do ajustamento, ja que esta condicdo ndo afeta o problema de minimizacdo da soma dos qua-
drados dos residuos a nao ser no caso extremo de uma ou mais variaveis serem combinacoes
lineares perfeitas das outras variaveis independentes. O que a existéncia de colinearidade
e/ou multicolinearidade nos indica, € que a informacao presente nas variaveis correlacionadas
ou multicorrelacionadas € redundante, por isso, uma ou algumas delas devem ser eliminadas
da analise. Qual ou quais das variaveis devem ser eliminadas? A resposta depende do conhe-
cimento empirico do fendomeno em estudo e da decisdao do investigador. Porém, para auxiliar
na decisdo podem ser usados os métodos de selecdo de variaveis independentes para o modelo,
abordados no capitulo anterior ou diagnosticar quais sdo as variaveis que estao correlacionadas
e/ou multicorrelacionadas e depois decidir qual ou quais delas devem ser retiradas do modelo.

A colineariadade e/ou multicolinearidade pode ser diagnosticada de varias formas. Uma delas é
através da analise da matriz de correlagdes bivariadas entre variaveis definidas para o modelo.
Apesar de ndo existir um valor de correlacdo limite a partir do qual seja possivel prever pro-
blemas na estimacdo do modelo devido a existéncia de colinearidade, correlacoes bivariadas
iguais ou superiores a 0.75 entre variaveis independentes conduzem geralmente a este tipo de
problemas. Estes coeficientes de correlacado sao validos apenas quando as variaveis sao analisa-
das duas a duas. Quando mais do que duas variaveis forem colineares, a matriz de correlacoes
ja ndo pode ser usada, pois nada garante que a associacao linear entre mais de duas variaveis
seja refletida num dos coeficientes de correlacao bivariado. Neste caso, ha necessidade de se
usarem outras técnicas para diagnosticar a multicolinearidade.
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Uma das técnicas que permite diagnosticar a multicolinearidade, é a Tolerdncia, que é dada
pela expressao:
T=1-R] (4.17)

onde R? representa o coeficiente de determinagao entre z;;, j = 1,--- ,k (tida como variavel
dependente) e as restantes variaveis independentes do modelo. Quando o seu valor estiver pro-
ximo de 0, a variavel z;; pode escrever-se como uma variavel quase linear das outras variaveis
independentes e consequentemente, o respetivo coeficiente de regressao é instavel quer na
magnitude quer no sinal.

Outra técnica de diagnoéstico da multicolinearidade que nao é influenciada pelo problema das
correlacdes bivariadas é o Fator de Inflacao da Variancia (Variance Inflaction Factor), simboli-
camente representado por VIF, que é calculado através da expressao:

1
VIF=—_ (4.18)
PRI
1- R

De forma geral, os valores de VIF superiores a 5 (ou mesmo a 10) indicam problemas com
a estimagdo do j3; devido a presenca de multicolinearidade nas variaveis independentes, ver
Maroco (2014).

Outra medida usada sao os Valores proprios (Eigenvalues) da matriz de correlagdes entre as va-
riaveis independentes. Se uma ou mais variaveis independentes forem colineares com algumas
das restantes, entao pelo menos existira um valor proprio muito proximo de 0.

4.3 Conclusao

Com a abordagem da validacao dos pressupostos impostos aos modelos de RLS e RLM, acabamos
de apresentar os conteldos que foram reservados para a parte tedrica deste trabalho. A seguir,
apresenta-se um estudo onde em forma de aplicacdo pratica, vao ser considerados diversos
aspetos apresentados nestes Ultimos trés capitulos, o que de certo modo ira permitir cimentar
muitas das questdes tratadas nesta parte teorica.
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Capitulo 5

Fatores que influenciam o rendimento académico
dos alunos da provincia do Moxico em Angola

A problematica do rendimento académico dos alunos na disciplina de matematica é um dos
assuntos que atualmente preocupa professores, alunos e outros agentes de educacao em quase
todos os paises do mundo, incluindo Angola, um dos paises onde a situacao pode ser um pouco
mais delicada do que em alguns, devido as especificidades do seu sistema de ensino.

Um estudo realizado pela Organizacao para a Cooperacao e Desenvolvimento Econémico (OCDE)?
sobre as habilidades dos adultos que habitam em paises membros desta organizacao, mostra que
as poucas habilidades a matematica limitam severamente o acesso das pessoas a trabalhos me-
lhor remunerados e mais gratificantes. Este estudo revela também que, a equidade e a inclusao
na politica pUblica dependem de certo modo das habilidades dos cidadaos a matematica (OCDE,
2014a, p. 6).

Os resultados deste estudo podem justificar as avultadas somas de dinheiro que os paises mem-
bros desta organizacao investem anualmente nas escolas (que chegam aos USD 230 bilides por
ano), para financiar o ensino da matematica, cujos ganhos compensam muito mais do que os
investimentos (OCDE, 2014a, p. 6), contribuindo deste modo para a afirmacdo econdémica e
politica de muitos destes paises no mundo. Os efeitos positivos dos investimentos que se fazem
em muitos paises no ensino da matematica, estdo bem patentes nos resultados dos estudos
internacionais que avaliam a proficiéncia dos alunos a matematica, como o PISA (Programme
for International Student Assessment) e TIMSS (Trends in International Mathematics and Science
Study), que mostram que alunos de paises com niveis economicos elevados ou médios, apre-
sentam em todas as edicoes destes concursos melhores classificacées, se comparados com os
alunos de paises com baixos niveis economicos.

Em Angola, até ao momento nao existem estatisticas oficiais que ilustrem qual é a situacao
real sobre esta problematica, porém, em cada ano letivo o nimero de alunos que apresenta
resultados negativos nesta disciplina em todos os niveis de ensino é muito alto, se comparado
com outros paises, como é o caso de Portugal, embora se conclua também que, Portugal vive
um problema semelhante, isto é, se se tiver em conta os dados que constam, por exemplo, do
relatorio dos resultados escolares por disciplina do 3° Ciclo de ensino, referentes ao ano letivo
2014/2015, publicados em novembro de 2017, pela Direcao Geral de Estatisticas da Educacéo e
Ciéncias (DGEEC, 2017).

Angola sempre almejou ter cidadaos com habilidades em matematica, que as permitam ser ato-
res do desenvolvimento economico e tecnologico do pais e que se incluam na politica publica,

3Sigla em inglés: OECD - Organization for Economic Co-operation and Development.
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promovendo a equidade e a integridade nas instituicoes publicas e privadas. Para o efeito, o
pais tem vindo a trabalhar desde o alcance da sua independéncia em 1975, no sentido de en-
contrar solugdes para esta problematica, através da implementacao de reformas no sistema de
ensino, sustentadas pelas leis de bases do sistema educativo (Lei 13/01 de 31 de dezembro de
2001 e Lei 17/16 de 7 de outubro de 2016), criando novas propostas curriculares e promovendo
acoes de capacitacao de docentes (Zau, 2009; MED, 2012; Liberato, 2014). Ainda assim, o
problema persiste até ao momento, o que leva as autoridades educativas a questionarem sobre
0 que é que tem que ser feito, para melhorar o desempenho dos alunos na disciplina de ma-
tematica. Entretanto, no nosso entender, a realizacao de estudos que possibilitem identificar
as principais causas que influenciam o rendimento académico a disciplina de matematica pode
contribuir significativamente para a sua solucdo. Visto que, devido aos maus resultados por
parte dos alunos nesta disciplina, atualmente existem mais alunos a escusarem de estudar a
matematica em Angola do que os que desejam continuar a estuda-la, tal como mostram (André
e Larrechea, 2016) no seu estudo sobre o baixo rendimento em matematica em Angola. Um
fenomeno que esta a contribuir significativamente, para o aumento do nimero de individuos
no pais sem literacia matematica, ou seja, sem capacidade de formular, aplicar e interpretar a
matematica em contextos variados do seu quotidiano (OCDE, 2013a, p. 25).

Para compreender um pouco mais sobre esta problematica em outros paises, foram analisados
os resultados de alguns estudos realizados por pessoas singulares e instituicées internacionais
(OCDE, TIMSS e UNESCO) e nacionais de alguns paises, com realce para Portugal (Mar6co, Gongal-
ves, Lourenco e Mendes, 2016), Brasil (Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais
Anisio Teixeira (INEP, 2016)), Nigéria (Ogunsola-Bandele, 1996), Africa do Sul (Howie, 2003),
Gana (Butakor, Ampadu e Cole, 2017), entre outros. Esta analise mostrou-nos que o fraco ren-
dimento académico dos alunos do ensino fundamental e secundario a disciplina de matematica
€ um dos problemas que preocupa quase todas as nacées do mundo. Em cada um dos paises
foram identificados um conjunto de fatores que contribuem para o mau ou bom rendimento
académico dos alunos a matematica. O sexo dos alunos, a renda das familias, a qualidade
das escolas, a compreensao pelos alunos da lingua em que é ensinada a matematica e o nivel
de preparacao dos professores sao, por exemplo, alguns dos fatores apontados pelos estudos,
como aqueles que influenciam o desempenho dos alunos a esta disciplina importante do cur-
riculo escolar. Com base na analise efetuada e atendendo as particularidades do ensino em
Angola, decidiu-se realizar este estudo, com o objetivo de identificar alguns dos fatores que
influenciam o rendimento académico dos alunos do ensino secundario da provincia do Moxico
em Angola a matematica.

O conteldo desta investigacao esta subdividido em quatro seccdes, onde se abordam questdes
relacionadas com a metodologia usada no estudo, apresentacao dos resultados, a discussao e
as consideracodes finais do trabalho, que de entre outras conclusdes, apresentam alguns dos
fatores que influenciam o desempenho dos alunos a disciplina de matematica.
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5.1 Metodologia

Esta pesquisa tem um cariz quantitativo, uma vez que, a mesma obedeceu a um processo
sistematico de colheita de dados observaveis e quantificaveis (Freixo, 2012) e efetuaram-se
medicdes controladas dos dados fornecidos pela amostra, com recurso a técnicas estatisticas
(Khusainova, Shilova e Curteva, 2016).

5.1.1 Populacao e amostra

A populacdo em estudo é composta por um universo de 140074 estudantes, dos quais 5088
(36,325%) do sexo feminino, que frequentaram as 102, 112, 122 e 132 classes nas escolas do en-
sino secundario da provincia do Moxico, durante o ano letivo 2017 (que terminou em dezembro
do mesmo ano).

Para a obtencdo da amostra, comecou-se por selecionar de forma aleatoria trés escolas, cada
uma pertencente a uma regiao diferente (urbana, periurbana e suburbana) da cidade do Luena
na provincia do Moxico em Angola. Depois de serem obtidas as escolas, posteriormente foram
selecionadas também de forma aleatdria, algumas turmas de cada uma destas escolas. Os alu-
nos das turmas selecionadas compdem a amostra do presente estudo. Esta amostra é composta
por 350 alunos, dos quais 211 (60,29%) sao do sexo masculino e 139 (39,71%) do sexo feminino.

Quanto ao tamanho da amostra, este foi estimado com base nas indicacées estabelecidas por
Hill e Hill (2016), que aconselham que para uma analise através do modelo de regressao linear
multipla, o tamanho minimo da amostra nunca deve ser inferior a 30; porém, para aumentar
a significancia da generalizacdo do modelo esta regra aconselha a utilizacdo de uma amostra
de tamanho n = 15k (onde k € o nimero de variaveis independentes). Caso se queira efetuar
uma regressao Stepwise (que é o caso da analise efetuada neste estudo), o tamanho da amostra
deve ser ainda maior. Neste caso € aconselhavel que no minimo o tamanho seja n = 30k. Esta
condicdo é cumprida no presente estudo, visto que, temos n = 350 e k = 10.

Por outro lado, considerando esta dimensao amostral e fixando o nivel de significancia em 5%,
pode-se afirmar que se cometeu um erro de estimativa pouco superior a 5% (aproximadamente
5,3%), ver formulas para determinacao do tamanho da amostra em (Levine, Berenson e Stephan,
2000).

5.1.2 Instrumento utilizado na recolha de dados

O instrumento utilizado para a recolha de dados foi o questionario apresentado no Anexo 2
(Figura A.1). O mesmo teve como unidades de analise, elementos relacionados com a vida aca-
démica, pessoal e socioeconémica dos alunos, como a idade, sexo, estado civil, as notas finais
que os alunos obtiveram no ano letivo anterior as disciplinas de Matematica, Lingua Portuguesa

“Fonte: Direcéo Provincial de Educacao Ciéncia e Tecnologia do Moxico-Angola
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e Fisica, o grau de satisfacdo dos alunos com o ambiente escolar, a renda familiar, situacao
laboral e outros aspetos nao menos importantes.

A variavel grau de satisfacdo com o ambiente escolar foi recodificada numa escala de Likert
com 5 categorias, nomeadamente: [0,2] - Muito insatisfeito, [3,4] - Insatisfeito, [5,6] - Nem
insatisfeito nem satisfeito, [7, 8] - Satisfeito e [9, 10] - Muito satisfeito.

Por outro lado, criou-se com base nos dados da variavel quantitativa idade, a variavel qualita-
tiva ordinal “Faixa etaria”. Esta possui trés categorias, nomeadamente, [< 19], que congrega
os alunos de até 19 anos, considerada como idade apropriada para se frequentar o ensino se-
cundario; [20 — 24], que congrega alunos com idades compreendidas entre 20 a 24 anos e [> 25]
que congrega alunos com 25 anos ou mais, aqueles que estdo muito atrasados na frequéncia do
ensino secundario.

5.1.3 Metodologias estatisticas

Para dar resposta as questdes sobre o rendimento escolar a disciplina de matematica, recorreu-
-se a algumas metodologias estatisticas (Figura 5.1).

A analise exploratoria dos dados foi feita com recurso a técnicas da estatistica descritiva,
nomeadamente foram consideradas as frequéncias absolutas e relativas em cada categoria das
variaveis qualitativas e algumas medidas de tendéncia central e dispersao para o caso das
variaveis quantitativas. Foram ainda tracados graficos que ajudaram a caracterizar a amostra e
foram também usados alguns métodos da estatistica inferencial.

A existéncia de relacdo entre algumas das variaveis qualitativas foi verificada através do teste
do Qui-quadrado de Pearson. Quando os pressupostos para a utilizacao do mesmo nao foram
verificados, recorreu-se ao teste Exato de Fisher. Recorreu-se também ao coeficiente de associ-
acao V de Cramer, por forma a quantificar o grau da associagao entre as variaveis qualitativas.
Para classificar o grau de associacao, considerou-se o critério estabelecido por (Cohen, 1988),
segundo o qual:

e V < 0,3, associacao fraca;
e 0,3 <V <0,5, associacao moderada;
e VV > 0,5, associacao forte.

Por fim, e atendendo ao objetivo principal deste estudo, ajustou-se um Modelo de Regressao
Linear Multipla aos dados, por forma a analisar quais sao os fatores que influenciam as notas
dos alunos a disciplina de matematica. A verificacdo dos pressupostos impostos ao erro do
modelo (normalidade, homoscedasticidade e independéncia) foi devidamente analisada, assim
como as situacdes de colinearidade e/ou multicolinearidade entre as variaveis independentes
e a existéncia de outliers e observacoes influentes.
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Para efetuar as analises, recorreu-se ao software SPSS Statistics, versao 24 e foi considerado
um grau de significancia de 5%.

Medidas de tendéncia

. o central e dispersdo
Varidveis quantitativas —|_\ P

Anadlise

| — Variaveis qualitativas Apei
descritiva T L Frequéncias .absolutas e
‘ relativas

T Graficos
Relacdo entre Teste Qui-quadrgdo ou
— L o teste Exato de Fisher e
‘ variaveis qualitativas coeficiente V de Cramer
Analise dos fatores que

‘— influenciam as notas a
’ matematica \

Metodologias estatisticas

Modelo de Regressao
Linear Multipla

Figura 5.1: Metodologias estatisticas usadas no estudo

5.2 Resultados

Nesta seccdo iremos apresentar os principais resultados obtidos através da analise efetuada.

5.2.1 Analise descritiva das variaveis em estudo

As informacdes obtidas através do questionario aplicado, possibilitaram considerar para as ana-
lises deste estudo 12 variaveis, sendo 4 quantitativas e 8 qualitativas. A seguir apresentam-se
as tabelas das estatisticas descritivas referentes a estas variaveis.

Tabela 5.1: Variaveis quantitativas

Variavel N  Minimo Maximo Média Desvio Padrao
Idade 350 16 32 21,20 3,84
Notas a Matematica 350 9,00 17,00 12,52 1,77
Notas a Lingua Portuguesa 350 8,00 19,00 12,93 2,15
Notas a Fisica 350 7,00 18,00 12,60 2,14

Os resultados do inquérito efetuado aos 350 alunos mostram que, estes apresentam uma média
de idades de aproximadamente 21 anos (21,20+3,84), a idade minima é de 16 anos e a maxima
32 anos. A média das notas obtidas pelos alunos a disciplina de Matematica é de aproximada-
mente 13 valores (12,524+1,77), enquanto que a nota minima nesta disciplina é de 9 e a maxima
de 17 valores. Na disciplina de Lingua Portuguesa, a média é também de aproximadamente 13
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valores (12,93+2,14), enquanto que a nota minima € de 8 valores e a maxima de 19 valores e
na disciplina de Fisica a média é também de aproximadamente 13 valores (12,60+2,15), a nota
minima é de 7 e a maxima de 18 valores.

Tabela 5.2: Variaveis qualitativas em estudo

Variavel Categorias Frequéncias Percentagem
Sexo Feminino 139 39,71 %
Masculino 211 60,29 %
Estado civil Casado/Uniao de facto 68 19,43 %
Solteiro 282 80,57 %
Renda familiar Baixa 114 32,57 %
Média 236 67,43 %
Situacao laboral do aluno Nao trabalhador estudante 319 91,14 %
Trabalhador estudante 31 8,86 %
Classificacao atribuida Mau 29 8,29 %
ao professor de matematica Bom 321 91,71 %
Grau de satisfacao c/ ambiente escolar Muito insatisfeito 8 2,29 %
Insatisfeito 15 4,28 %
Nem insatisfeito nem satisfeito 63 18,00 %
Satisfeito 68 19,43 %
Muito satisfeito 196 56,00 %
Escola do aluno e localizacao 11 de Novembro-Periurbana 170 48,60 %
338 Tchifuchi - Urbana 140 40,00 %
4 de Abril - Suburbana 40 11,40 %
Faixa etaria <19 143 40,86 %
20 — 24 142 40,57 %
> 25 65 18,57 %

Através da analise desta tabela conclui-se que, na sua maioria os alunos que compdéem a amostra
sao do sexo masculino (60,29%). No que concerne ao estado civil a maioria dos alunos, 282
(80,57%), sao solteiros e apenas 68 (19,43%) sao casados ou vivem em uniao de facto. Sobre
a renda familiar, 236 (67,43%) alunos tém uma renda familiar média, 114 (32,57%) uma renda
familiar baixa e nao existiam alunos com renda familiar alta. Quanto a situacao laboral, apenas
31 (8,86%) alunos tém um emprego. Ja em termos da classificacdo atribuida pelos alunos aos
professores de matematica, 321 (91,71%) consideram os seus professores de matematica como
bons e apenas 29 (8,29%) os consideram como maus.

Quanto ao grau de satisfacao com o ambiente escolar, apenas 8 (2,29%) alunos se consideraram
muito insatisfeitos, enquanto que a maioria, 196 (56%), se considerou muito satisfeita. Os dados
informam ainda que 170 (48,60%) alunos estudavam numa escola localizada na zona periurbana,
140 (40%) na zona urbana e apenas 40 (11,40%) na zona suburbana. No que concerne a faixa
etaria, 143 (40,86 %) alunos apresentavam idades iguais ou inferiores a 19 anos, 142 (40,57 %),
tinham entre 20 a 24 anos e 65 (18,57%) tinham idades iguais ou superiores a 25 anos.
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5.2.2 Verificacao da existéncia de relacao entre algumas das variaveis em es-
tudo

Tabela 5.3: Relacao entre o grau de satisfacao, com a escola e com o sexo do aluno

Grau de satisfacdo com o ambiente escolar
Muito Nem Insatisfeito Muito V de
insatisfeito |Insatisfeito| nem Satisfeito | Satisfeito | satisfeito | p-value | Cramer
Escola do |11 de Novembro - |Contagem 3 9 39 35 84
alunoe  Periurbana % erm Grau ... 37,5% 60,0% 61,9% 51,5%  42,9%
localizacao _ _
338 Tchifuchi - |Contagem 2 3 17 22| 96| 0,005 | 0181
Urbana % em Grau ... 25,0% 20,0% 27,0%  32,4%  49,0% ,
4 de Abril - Contagem 3 3 7 11 16
Suburbana % em Grau ... 37,5% 20,0% A% 16,2% 8,2%
Sexo do Feminino Contagem 0 1" 32 25 71
aluno 5 em Grau ... 0,0% 73,3% 50,8% 36,8% 36,2% .
Masculino Contagem 8 4 31 43 125 0,002 0,219
% em Grau ... 100,0% 26, 7% 49,2% 63,2%  63,8%
¥ Teste Exato de Fisher; * Teste Qui-quadrado ; *p < 0.05

Com base nos resultados da Tabela 5.3, conclui-se que existe uma relacao significativa entre
a escola e o grau de satisfacao com o ambiente escolar (p — value = 0,003), embora o grau
de associacao seja fraco (V = 0,181). Existe também uma relacao significativa entre o sexo
e o grau de satisfacdo com o ambiente escolar (p — value = 0,002), com associacdo também
fraca (V. = 0,219). Os resultados indicam que, em todas as escolas e para ambos os sexos a
maioria dos alunos esta satisfeita ou muito satisfeita. O nimero de alunos muito insatisfeitos e
insatisfeitos & muito pouco representativo (ver também, Figuras A.2 e A.3 do Anexo 2).

Considerando as escolas, nota-se que entre os alunos muito satisfeitos € na escola 338 Tchifuchi
que se tem maior percentagem. Ja considerando os alunos muito insatisfeitos e insatisfeitos
estes estao mais presentes na escola 11 de Novembro. Por outro lado, quanto ao sexo, os alunos
satisfeitos e muito satisfeitos sdo em maior nimero os do sexo masculino.

Tabela 5.4: Relacao entre a escola, com a classificacao atribuida pelo aluno ao professor de matematica
e com a faixa etaria

Escola do aluno e localizacao
11 de Novembro - [338 Tchifuchi -| 4 de Abril - V de
Periurbana Urbana Suburbana {p-value) [Cramer
Classificacao Contagem 29| 5 2
atribuida pelo Ma
aluno ao s em Escola do aluno 12,9% 3,6% 5,0% 0.009 *#| 0.165
professor de nos  [Contagem 148 135 I ’
matematica b em Escola do aluno 87,1% 96,4% 95,0%
Faixa etéaria 9 Contagem 70 49 24
<
% em Escola do aluno 41,2% 35,0% 60,0%
Contagem 62 67| 13
20 - 24 0,017 *# ] 0,131
% em Escola do aluno 36,5% 47,9% 32,5%
25 Contagem 38 24 3
z
% em Escola do aluno 22,4% 17,1% 7,5%)
[ Teste Qui-quadrado ; *p < 0.05
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Os resultados da Tabela 5.4 mostram que existe uma relacao significativa entre a escola e a
classificacao atribuida pelos alunos aos seus professores de matematica (p — value = 0,009),
entretanto, esta associacdo é classificada como fraca (V = 0,165). Por outro lado, conclui-
-se também que, existe uma relacdo significativa entre a escola e a faixa etaria dos alunos
(p — value = 0,017), sendo igualmente fraco o grau de associacao (V' = 0,131). Da analise
da Tabela 5.4, conclui-se ainda que, em geral, os alunos classificam os seus professores de
matematica como bons. A percentagem mais elevada destes alunos é verificada na escola 338
Tchifuchi. Conclui-se também que, a maioria dos alunos das escolas 4 de Abril e 11 de Novem-
bro possuem idades menores ou iguais a 19 anos, enquanto que na escola 338 Tchifuchi a faixa
etaria predominante é a de alunos com idades compreendidas entre os 20 e 24 anos.

5.2.3 Analise dos fatores que influenciam as notas a disciplina de Matematica

Para esta analise, vai ser ajustado um modelo de regressao linear multipla, considerando como
variavel dependente as notas a disciplina de matematica e como variaveis independentes as
outras trés variaveis quantitativas (notas a lingua portuguesa, notas a fisica e idade) e um con-
junto de 11 variaveis dummies obtidas a partir das categorias de 7 das 8 variaveis qualitativas®
que constam da Tabela 5.2.

5.2.3.1 Modelo ajustado

Comeca-se a analise introduzindo as 14 variaveis no modelo com o método de insercao de
variaveis Enter. O modelo obtido é estatisticamente significativo, uma vez que relativamente
a ANOVA se obteve um p — value < 0,001, porém, analisando os resultados da Tabela A.4 do
Anexo 2, conclui-se que 10 das 11 variaveis dummies ndao apresentam significancia estatistica
(p — value > 0,05). Prosseguindo a analise para a obtencao do melhor modelo que se ajusta
aos dados, recorreu-se aos métodos de selecado de variaveis, comecando pelo Backward, depois
pelo Forward e por Ultimo o Stepwise. Com o primeiro (Backward) obtiveram-se 8 submodelos.
Ja com os outros dois métodos obtiveram-se 5 submodelos em cada um, em que o modelo final
sugerido por ambos os métodos é igual e é o que sera considerado. O referido modelo é
estatisticamente significativo, visto que, quanto a ANOVA, p — value < 0,001 (Tabela 5.5).

Neste modelo foram consideradas como significativas na predicdo das notas a matematica, as
variaveis notas a lingua portuguesa [NLP] (p — value < 0,001), notas a fisica [NF] (p — value <
0.001), idade [ID] (p—value < 0,001), renda familiar (média) [RF;;] (p—value = 0,001) e, no que
diz respeito ao grau de satisfacdao com o ambiente escolar, a classe muito insatisfeito [MI] (p —
value = 0,046). As demais variaveis foram consideradas nao significativas (p — values > 0,05),
tendo sido excluidas do modelo ajustado (ver Anexo 2, Tabela A.5). O modelo ajustado obtido
possui um coeficiente de determinagdo ajustado de R? = 0,866. Com base neste conclui-se
que 86,6% da variabilidade da nota a matematica € explicada pelas variaveis independentes

>0Obs.: N&o se considerou na andlise de regressao a variavel faixa etaria, pelo facto de se ter conside-
rado a variavel idade.
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selecionadas para o modelo e apenas os restantes 13,4% da variabilidade serao explicados por
fatores alheios ao modelo obtido.

Tabela 5.5: Estimativas dos coeficientes de regressao do modelo ajustado

IC a 95% para 3 Estatistica de
Limite Limite colineariedade

Estimativas p — value inferior superior | Tolerancia  VIF
Constante 2,572 0,000 1,730 3,414
Notas a Fisica 0,451 0,000 0,413 0,489 0,704 1,420
Notas a Lingua Portuguesa 0,381 0,000 0,344 0,419 0,734 1,363
Idade -0,041 0,000 -0,061 -0,021 0,763 1,311
Renda familiar (Média) 0,276 0,001 0,112 0,440 0,788 1,269
Grau de satisf. ¢/ o ambiente
escolar (Muito insatisfeito) 0,465 0,046 0,007 0,924 0,991 1,009
ANOVA (p — value < 0,001)
R2 = 0,866

Classes de referéncia: Renda familiar - Baixa; Grau de satisfacdo com o ambiente escolar - Nem insatisfeito nem satisfeito.

Com estes resultados e recorrendo aos valores obtidos das estimativas dos coeficientes, formu-
lou-se o seguinte modelo de regressao linear multipla ajustado:

NMAT =2,5724 0,451 x NF 40,381 x NLP — 0,041 x ID 40,276 x REp + 0,465 x MI (5.1)

Deste modelo derivam os submodelos apresentados na tabela seguinte.

Tabela 5.6: Submodelos obtidos

Renda Grau de
Familiar satisfacao

Baixa NINS ONMAT =2,572 40,451 x NF + 0,381 x NLP — 0,041 x ID
MI NMAT = 3,023 +0,451 x NF + 0,381 x NLP — 0,041 x ID
Média NINS GINMAT = 2,834+ 0,451 x NF + 0,381 x NLP — 0,041 x ID
Mi ONMAT = 3,299 40,451 x NF + 0,381 x NLP — 0,041 x ID

NINS - Nem insatisfeito nem satisfeito; Ml - Muito insatisfeito;

(M) (4 . Numeracao dos submodelos.

A equacao do modelo (5.1) diz-nos que, cada valor a mais que um estudante obtiver a disciplina
de Fisica aumenta a sua nota de Matematica em 0,451 valores e cada valor a mais que um
estudante obtiver a disciplina de Lingua Portuguesa a sua nota a Matematica aumenta 0,381
valores, mantendo tudo o resto igual. Quanto a idade, cada ano que se acrescenta na idade
do aluno a sua nota a Matematica tende a diminuir 0,041 valores, mantendo tudo o resto igual.
Por outro lado, se o aluno pertence a uma familia com uma renda familiar média, a sua nota
a Matematica tende a aumentar 0,276 valores, em relacdo a um aluno com uma renda familiar
baixa. Se o aluno for alguém muito insatisfeito com o ambiente escolar a sua nota a Matematica
aumenta 0,465 valores, em relacao a um aluno nem insatisfeito nem satisfeito.
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5.2.3.2 Verificacdo dos pressupostos impostos ao erro do modelo

¢ Analise da normalidade

Da analise feita aos residuos, obteve-se um resultado do teste de Kolmogorov-Smirnov que
possibilitou concluir que os mesmos possuem uma distribuicao normal (p — value = 0,906).

Tabela 5.7: Resultados dos testes para a verificacdo da normalidade e independéncia dos residuos

Kolmogorov-Smirnov Durbin-Watson

Estatistica | p — value | Estatistica (d)
0.030 0.906 1.991

e Analise da independéncia

O valor obtido da estatistica de Durbin-Watson corresponde a d = 1,991. Como se pode notar
este valor é muito proximo de 2, o que faz com que nao se rejeite a hipotese nula e concluir que,
os residuos sao independentes (Maroco, 2014). Este resultado confirma-se usando os limites
definidos por Durbin-Watson (Tabela A.1, Anexo 1), tal como se mostra a seguir.

Dado que a amostra tem a dimensao n = 350 e o nUmero de variaveis independentes do modelo
ajustado é k£ = 5, os valores criticos do teste de Durbin-Watson para este caso sdo: limite
inferior d;, = 1,80 e limite superior dy = 1,85. Deste modo se tem:

dyp=1,85<d=1,991 <4 —dy = 2,15.
Assim, nao se rejeita a hipotese nula e conclui-se que os residuos sao independentes.

e Analise da homoscedasticidade

Analisando a Figura 5.2 pode-se notar que os residuos se distribuem aleatoriamente em torno
da reta horizontal, por isso, conclui-se que os mesmos sao homoscedasticos.

Grafico de dispersao
Variavel Dependente: Notas em Matematica

3—

Regressio Residuo Studentizado
o
(]
&

o

=]
- S o % &g

Regressido Valor predito padronizade

Figura 5.2: Grafico dos residuos estudantizados versus valores preditos ajustados
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5.2.3.3 Anadlise da colinearidade e/ou multicolinearidade

Dos resultados obtidos do diagnostico da colinearidade e/ou multicolinearidade (ver Tabela
5.5), notou-se que todas as variaveis independentes possuem valores do Fator de Inflacdo da
Variancia (VIF) inferiores a 5 e o valor da Tolerdncia proximo de um, o que permite concluir
gue, ndo existem problemas de colinearidade e/ou multicolinearidade entre as variaveis inde-
pendentes inseridas no modelo.

5.2.3.4 Diagnéstico de outliers e observacoes influentes

e Diagnostico de Outliers

Para verificar a existéncia de outliers, usou-se a analise grafica, por meio do grafico de re-
siduos estudantizados excluidos versus valores preditos estandardizados (ver Anexo 2, Figura
A.4), onde se pode verificar que nao existem observacoes visivelmente distanciadas das de-
mais. Ainda assim, pela analise da Figura A.4 nota-se que algumas observacées como, por
exemplo, das observacoes 37, 61, 183 e 197 possuem residuos em valores absolutos superiores
a 1.96, confirmando assim a existéncia de alguns outliers. Para medir a sua severidade, recor-
reu-se ao valor da Leverage, cujo valor maximo obtido na analise é inferior a 0,2, (ver Anexo 2,
Figura A.5) que é considerado um limite aceitavel para que os outliers nao sejam considerados
severos, ver Maroco (2014).

e Diagnostico de observacgodes influentes

Para saber se existem observacdes que exercem influéncia na estimacao dos parametros do
modelo usaram-se as estatisticas dos DF FIT Estandardizados. Os resultados obtidos mostram
gue nao existe nenhuma observacdo cujo DFFIT Estandardizado € superior, em mddulo, a
1,96, como se pode notar através da Figura A.6 do Anexo 2. Deste modo, conclui-se que ndo
existem observacoes que influenciam a estimacdo dos parametros do modelo.

Observacoes:

Apos a verificacdo dos pressupostos (analise de residuos, colinearidade e/ou multicolinearidade
e a existéncia de outliers e observacoes influentes), uma vez que nenhum deles foi violado,
conclui-se que o Modelo de Regressao Linear Multipla obtido pode ser usado com o objetivo de
explicar as notas dos alunos a disciplina de Matematica com base nas variaveis independentes
tidas como significativas. Além disso, foi obtido um valor de R? = 0, 866, que nos da a indicacao
de uma boa qualidade de generalizacao deste modelo.
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5.3 Discussao

Depois de termos apresentado os resultados que, na nossa opiniao, proporcionam um conjunto
de informacdes importantes sobre aspetos sociodemograficos, socioeconémicos e académicos
dos alunos do ensino secundario da provincia do Moxico em Angola, de seguida vamos sintetizar
e ilustrar a relevancia dos principais resultados obtidos neste estudo e efetuar uma analise
critica dos mesmos.

Entre os resultados, o estudo revela que nas escolas do ensino secundario da provincia do
Moxico em Angola, a maioria dos alunos esta satisfeita com o ambiente que as escolas proporci-
onam-lhes. No nosso entender, este resultado justifica-se com a oferta de novas infraestruturas
escolares e melhoria das ja existentes, que de algum modo esta a contribuir para a melhoria do
ensino na provincia.

Examinando os resultados da relacao entre a localizacdo da escola e a classificacdo atribuida
pelos alunos aos professores de matematica nota-se que € na escola periurbana, em que existe
uma maior percentagem de alunos que atribuem ma classificacdo aos professores de matema-
tica. Por outro lado, nota-se que cerca de 90% dos alunos que foram inquiridos consideram os
seus professores de matematica como bons, apesar de alguns ndo possuirem um bom desempe-
nho a esta disciplina. Este resultado vem mostrar que, nem sempre o desempenho dos alunos a
matematica depende da qualidade dos seus professores.

Quanto a faixa etaria dos alunos, notou-se que a maior percentagem de alunos com idades
compreendidas entre os 20 a 24 frequentava as escolas do meio urbano, enquanto que as esco-
las situadas no meio suburbano e periurbano congregavam uma proporcao maior de alunos de
até 19 anos. Por outro lado, conclui-se ainda que na amostra, mais da metade (59,14%) dos
alunos possui idades superiores a 19 anos, ou seja, estao acima da idade recomendada para a
frequéncia do ensino secundario.

O Modelo de Regressao Linear Mdltipla obtido prevé explicar 86,6% da variabilidade da nota
a disciplina de matematica. Com base neste modelo, conclui-se que as notas dos alunos as
disciplinas de lingua portuguesa e de fisica, a idade, a renda familiar média e a insatisfacao
elevada com o ambiente escolar influenciam significativamente as notas dos alunos a disciplina
de matematica. Entre as variaveis explicativas do modelo, no caso especifico das notas a lingua
portuguesa e a fisica, o estudo revela que quando as mesmas sao maiores, a nota do aluno a ma-
tematica tende a ser mais elevada. Este resultado vem despertar as entidades educativas, no
sentido de, quando estiverem a tracar estratégias que visam melhorar o desempenho dos alunos
a matematica no ensino secundario, nao pensarem simplesmente nas metodologias e contetdos
desta disciplina, e na qualificacdo profissional dos docentes, mas também, na melhoria do nivel
de entendimento dos alunos da lingua oficial utilizada nas escolas, através da qual os mesmos
poderao aprender a interpretar e resolver problemas matematicos, assim como, na melhoria
dos conhecimentos das ciéncias experimentais como € o caso da fisica, onde se demonstra a uti-
lidade pratica de varios conteldos matematicos na resolucao e explicacao de varios problemas
do quotidiano do aluno. No caso da idade, nota-se que por norma os alunos mais novos possuem
melhores notas a matematica em relagao aos mais velhos. Por outro lado, o estudo mostra que
alunos oriundos de familias com uma renda familiar média, tém maiores possibilidades de te-
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rem melhores notas a matematica, em relacdo aos alunos, cujas familias tém uma renda baixa.
Ja os alunos muito insatisfeitos com o ambiente escolar apresentam uma tendéncia de terem
melhores notas a matematica em relagao aos que nao estdao nem insatisfeitos nem satisfeitos.

Da analise efetuada aos resultados de alguns estudos (a que tivemos acesso), realizados em
paises de Africa, América e Europa, quanto a influéncia das notas a fisica nas notas a disciplina
de matematica, nao se encontraram resultados semelhantes ao obtido neste estudo nem os
que o contrariem. Porém, o nigeriano (Ogunsola-Bandele, 1996) realizou um estudo que teve
como populacéo, alunos do ensino médio do Norte da Nigéria, onde comprovou a influéncia da
matematica no ensino da fisica. Um estudo semelhante realizado em Portugal com estudantes
do 9° ano de escolaridade provou também a influéncia da matematica no desempenho dos
alunos a disciplina de fisica (Fernandes, 2007).

Ja sobre a influéncia da lingua portuguesa no desempenho a matematica, Costa (2007) num
estudo realizado em Portugal sobre “A importancia da lingua portuguesa na aprendizagem da
matematica” provou a existéncia da influéncia da lingua portuguesa no desempenho a mate-
matica, nos alunos do ensino basico. Num estudo sobre a lingua e outros fatores de fundo
que afetam o desempenho dos alunos do ensino secundario em Matematica na Africa do Sul,
(Howie, 2003) concluiu que o desempenho dos alunos na lingua inglesa era um forte preditor do
seu sucesso em matematica. E o estudo efetuado por Essien (2018) onde apresenta uma revisao
das pesquisas realizadas entre 2006 e 2016 sobre o papel da lingua no ensino e aprendizagem
da matematica em trés paises africanos considerados multilingues a exemplo de Angola, no-
meadamente, o Quénia, Malawi e Africa do Sul, revelou também a existéncia da influéncia da
lingua no desempenho a matematica dos alunos destes trés paises. Estes resultados lancam um
alerta as autoridades educativas sobre a atencdo que se deve dar a lingua oficial utilizada nas
escolas, dada a sua importancia e influéncia na aprendizagem das ciéncias, com realce para a
matematica.

No caso da idade, o conflito armado que assolou Angola durante décadas, afetou bastante o sis-
tema de ensino, o que fez com que em varias regides do pais, muitos individuos ndo pudessem
terminar o ensino secundario no tempo devido (Zau, 2009). A paz alcancada ha dezasseis anos
no pais, permitiu a extensao do ensino a varias regides e muitos individuos com idades acima
da recomendada para a frequéncia do ensino secundario voltaram as escolas (MED, 2012). O
presente estudo constatou com base na amostra recolhida, que estes individuos correspondem
a perto de metade dos alunos que frequentam o ensino secundario atualmente. Sobre o de-
sempenho a matematica destes alunos, o estudo conclui que por norma os alunos mais novos
possuem melhores notas a matematica em relacdao aos mais velhos. Este resultado sugere as
autoridades a necessidade de criarem-se condicOes, para que daqui em diante os alunos possam
frequentar o ensino secundario na idade recomendada (entre 15-17 anos, segundo a Lei 17/16
de 7 de outubro de 2016, que aprova as bases para o sistema de educacao em Angola), isto €,
caso se queira ter nas escolas maior nimero de individuos com fortes probabilidades de ter um
bom desempenho académico.

Sobre a renda familiar, quando se trata de uma renda média, a sua influéncia no desempenho
académico dos alunos foi identificada em estudos anteriores realizados no pais pelo Instituto
Nacional de Estatistica de Angola (INE). Estes estudos apontaram diferencas significativas em
criancas pobres e nao pobres tanto no acesso a escola, assim como no rendimento académico,
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em geral (INE, 2013). Fora do pais, a OCDE provou no PISA 2012 que, a alta renda das familias
tinha uma influéncia positiva no desempenho dos alunos a matematica (OCDE, 2013b). Resulta-
dos semelhantes foram verificados em outros estudos nacionais e internacionais, como o PISA
2015 e TIMSS 2011 em paises como, Portugal (Maroco, Goncalves, Lourenco e Mendes, 2016),
Gana, Botsuana e Africa do Sul (Mullis, Martin, Foy e Arora, 2012) e no Brasil (INEP, 2016). Estes
resultados sugerem as autoridades angolanas a necessidade de se adotarem politicas que visam
aumentar a renda das familias, para que no futuro se tenha a possibilidade de ter mais alunos
com bom desempenho nas escolas, apesar de se estar consciente que, a desigualdade da renda
no mundo inteiro tende a se reproduzir de geracao a geracao, como o afirma (Corak, 2013) num
estudo que teve como foco avaliar as desigualdades socioeconémicas dos individuos nos paises
de alta renda.

Quanto aos alunos muito insatisfeitos com o ambiente escolar que apresentam uma tendéncia
de terem melhores notas a matematica em relacao aos que ndo estdo nem insatisfeitos nem
satisfeitos, este resultado sugere mais pesquisas para se apurar o que esta na base do mesmo. O
certo é que, segundo a OCDE os resultados do PISA 2015 que contou com a participacao de 540
mil estudantes de 72 paises e economias mostraram que existia apenas uma relacao fraca entre
a satisfacao do aluno e o desempenho na escola, facto que levou esta organizacao a concluir
que a exceléncia académica nem sempre resulta da satisfacdo na vida dos alunos (OCDE, 2017,
p. 79).

Entre os preditores tidos como nao significativos na explicacao da nota dos alunos a matematica,
quanto ao sexo, o resultado é um pouco controverso, pois que, até entdo em Angola, em geral
e na provincia do Moxico em particular, tinha-se a percecao de que os alunos do sexo masculino
tinham um melhor desempenho a matematica em relacao aos alunos do sexo feminino. Porém,
este estudo ndo mostra exatamente isso, uma vez que a nota a matematica ndo varia mediante o
sexo. Estudos realizados nos paises africanos como a Africa do Sul, Botsuana e Gana mostraram
diferencas significativas entre alunos dos dois sexos no desempenho a matematica, a favor
dos alunos do sexo masculino (Butakor, Ampadu e Cole, 2017). Entretanto, segundo a OCDE e a
UNESCO, em alguns paises (incluindo os da Africa subsariana regido em que se situa Angola) onde
no passado se registavam diferencas acentuadas entre alunos do sexo feminino e masculino no
desempenho a matematica, na sua maioria tém vindo a mostrar que as raparigas estao a superar
as lacunas a esta disciplina, e consequentemente o seu desempenho aproxima-se ao dos rapazes
(OCDE, 2014b; UNESCO, 2015). Contudo, a falta de estudos do género no pais, ndo nos permite
afirmar se Angola é ou ndao um destes paises, onde as raparigas estdo a superar as lacunas a
matematica.

Quanto a escola e a sua localizacdo, a sua exclusao do modelo indica que nao se verificaram
diferencas significativas entre as notas a matematica dos alunos das escolas do ensino secun-
dario da provincia do Moxico em Angola localizadas em diferentes zonas (urbana, suburbana e
periurbana). Este resultado contrasta com o que se verifica, por exemplo, em Portugal, onde
foram verificadas diferencas significativas no desempenho dos alunos a matematica nas escolas
portuguesas situadas em zonas urbanas e suburbanas, com os alunos das zonas urbanas a apre-
sentarem melhores resultados em relacao aos das zonas suburbanas (Portela e Faria, 2015). No
Brasil, os resultados do estudo sobre “Os determinantes do desempenho escolar” revelaram a
existéncia de diferencas significativas no desempenho a matematica dos alunos do ensino mé-
dio das escolas publicas das redes municipais e federais (Menezes-Filho, 2006), estas diferencas
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foram verificadas também nos resultados do PISA 2012 e 2015 publicados pelo Instituto Nacional
de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP, 2014, 2016). Deste modo, o resultado
obtido com este estudo, vem dizer a comunidade educativa angolana que, na provincia do Mo-
xico em Angola, a nota a matematica nao € influenciada pela zona onde esta localizada a escola
secundaria. Uma realidade que, com base nos resultados dos estudos ja citados, é distinta, por
exemplo, nos distritos de Portugal e regides do Brasil.

Dos estudos a que se teve acesso, nao se encontrou nenhum que tenha considerado o estado
civil, a situacao laboral e a classificacao atribuida pelos alunos aos professores de matematica,
com o objetivo de explicar as notas a matematica. Atendo a realidade angolana decidiu-se
incluir estas variaveis na analise e os resultados mostraram que as mesmas nao influenciam sig-
nificativamente as notas a matematica dos alunos do ensino secundario da provincia do Moxico
em Angola.

5.4 Conclusao

Este estudo fornece um conjunto de resultados que doravante, na nossa opiniao, vao poder
ajudar a caracterizar em termos sociodemografico, socioecondémico e académico, os alunos do
ensino secundario da provincia do Moxico em Angola. Por outro lado, identifica um conjunto de
fatores que influenciam as notas dos alunos a disciplina de matematica e apresenta um modelo
estatistico que podera auxiliar as autoridades educativas e outras entidades a explicarem o
desempenho dos alunos a matematica. Estes resultados levam-nos a acreditar que o mesmo
cumpre com os objetivos pelos quais foi realizado.

Com base nos resultados apresentados e discutidos nas seccdes anteriores, conclui-se o se-
guinte, relativamente aos alunos do ensino secundario da provincia do Moxico em Angola:

O sexo dos alunos e as zonas onde se situam as escolas que frequentam, nao influenciam
significativamente as notas a matematica dos alunos.

e As notas a lingua portuguesa e a fisica, a idade, a renda familiar e a insatisfacao elevada
com o ambiente escolar, sao alguns dos fatores que influenciam significativamente as notas
a matematica dos alunos.

e Baseando-se na estrutura do modelo de regressao linear multipla obtido, conclui-se que,
qguando se regista um aumento nas notas do aluno a lingua portuguesa e a fisica, a sua
nota a matematica também aumenta, enquanto que, quando a idade do aluno aumenta a
nota a matematica tende a diminuir.

e Os alunos cujas familias possuem uma renda média, tendem a ter melhores notas a ma-
tematica em relacdo aos que pertencem a familias com uma renda baixa e os que apre-
sentam um grau de insatisfacao elevado com o ambiente escolar tendem a ter melhores
notas a matematica em relacdo aos que estejam nem insatisfeito e nem satisfeito com o
ambiente escolar.
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Por outro lado, caso se queira que num futuro proximo se possa melhorar o desempenho dos
alunos do ensino secundario a matematica e por consequéncia disso os individuos ganhem ca-
pacidade de formular, aplicar e interpretar a matematica em contextos variados que implicam
raciocinar matematicamente e usar conceitos, processos, factos e ferramentas matematicas
para descrever, explicar e prever fenémenos que ocorrem a sua volta, na nossa opinidao, deve-
-se ter em conta o seguinte:

1. No que concerne a influéncia do desempenho da lingua portuguesa no desempenho a
matematica, € necessario que se criem mecanismos que visem melhorar o ensino da lingua
portuguesa no ensino primario, visto que, muitos estudantes chegam ao ensino secundario
com poucas habilidades na leitura e expressao da lingua portuguesa. Este facto dificulta
de algum modo, o ensino e aprendizagem da matematica neste nivel de ensino, ja que em
muitas ocasides é necessario recorrer as habilidades linguisticas, para a compreensao dos
conteldos e resolucao de problemas matematicos.

2. Melhorar o ensino das ciéncias experimentais, com realce para a Fisica, que apesar de
ser ministrada apenas a partir do 7° ano de escolaridade, permite em muitas situacoes
mostrar a utilidade pratica dos conteldos aprendidos em matematica desde o ensino pri-
mario. Para isso, € preciso que existam nas escolas professores capazes de interligarem
os conteudos das duas disciplinas (matematica e fisica).

3. As autoridades governamentais devem trabalhar para que as familias possam ter uma
renda familiar mais elevada, visto que, esta exerce certa influéncia no desempenho esco-
lar dos alunos.

4. Devem ser criadas condicdes no pais, para que os individuos possam frequentar o ensino
secundario com as idades consideradas normais. Ja que, os alunos mais velhos tendem a
ter menor rendimento escolar do que os mais novos.

Durante a realizacao deste estudo, tivemos alguns constrangimentos que de certo modo impu-
seram algumas limitacdes no mesmo. Uma destas limitacdes esta relacionada com a obtencao
da amostra, apesar de, na nossa opiniao, termos uma amostra representativa da populacao, o
nosso desejo inicial era de alargar a recolha de dados a escolas situadas em outras localidades,
porém, nao foi possivel, devido as largas distancias existentes entre as localidades onde estao
situadas estas escolas em relacao a sede da provincia (que vao até cerca de quinhentos Kms).
Também é importante referir a inexperiéncia de estudos do género e o pouco tempo que se
teve para mobilizar e informar os alunos dos objetivos do estudo por forma a incentivar a sua
participacdo no mesmo, pois que € raro estes alunos participarem neste tipo de estudos. Por
este facto, apds a realizacdo do inquérito, na altura do tratamento de dados invalidaram-se
cerca de cem questionarios, por ndo possuirem mais da metade das informacées solicitadas.

Portanto, apesar destas limitacdes, este estudo, o primeiro do género realizado na provincia do
Moxico em Angola, na nossa opiniao, apresenta resultados importantes, que caso sejam consi-
derados pelas autoridades que gerem o sistema de ensino, poderao ajudar a explicar parte dos
problemas relacionados com o desempenho académico a matematica, dos alunos que frequen-
tam o ensino secundario na provincia do Moxico em Angola e a ter uma melhor percecao das
caracteristicas sociodemograficas e socioecondomicas dos mesmos.
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Capitulo 6

Consideracdes finais do trabalho

O presente trabalho teve como objetivo, realizar uma abordagem sobre os aspetos teodricos
essenciais do modelo de regressao linear e mostrar como esta metodologia pode ser aplicada
na resolucdo dos problemas do dia a dia, através de um estudo que tinha como finalidade
identificar os fatores que influenciam as notas dos alunos do ensino secundario da provincia do
Moxico em Angola, a disciplina de matematica.

Os conteldos que dao resposta a estes objetivos, foram subdivididos em seis capitulos. Apds
a introducdo, a qual corresponde ao primeiro capitulo, apresentam-se os conteldos ligados
aos modelos de regressao linear simples e multipla respetivamente, no segundo e terceiro
Capitulos. Os pressupostos impostos ao modelo de regressao ocupam o quarto capitulo. O quinto
capitulo apresenta um estudo pratico que nos permitiu identificar os fatores que influenciam as
notas a matematica dos alunos do ensino secundario na provincia do Moxico em Angola. Este
estudo mostra também como se pode aplicar a estatistica, em geral e a regressao linear em
particular na busca de solucdes para a resolucao de problemas do quotidiano.

Com base na abordagem feita e nos resultados que o trabalho apresenta, pode-se concluir que
0s objetivos pelos quais foi concebido e realizado foram cumpridos.

Em cada um dos capitulos mencionados acima, apresentaram-se algumas conclusdes sobre as
matérias abordadas. A seguir sera apenas apresentada uma sintese das principais conclusées
descritas nos capitulos anteriores deste trabalho.

Na nossa opiniao, a abordagem teorica apresentada sobre o modelo de regressao linear constitui
uma ferramenta Util para o ensino e a aprendizagem desta metodologia estatistica por parte
de estudantes do ensino secundario e universitario e outras pessoas que queiram aprender ou
aprofundar os seus conhecimentos neste dominio.

Sobre o estudo pratico que envolveu alunos do ensino secundario da provincia do Moxico em
Angola, o modelo de regressao linear obtido, identifica as notas a lingua portuguesa e a fisica,
a idade, a renda familiar (média) e a insatisfacdo elevada com o ambiente escolar como os
fatores que influenciam as notas dos alunos a matematica.

Este modelo, na nossa opinidao, podera ajudar as autoridades educativas da provincia do Moxico

em Angola e ndo s0, a tomar medidas por forma a melhorar o desempenho dos alunos nesta
disciplina.
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No que concerne as limitacdes, este trabalho centrou a sua abordagem apenas nos aspetos
essenciais dos modelos de regressao linear simples e maltipla. Os topicos avancados da teoria de
regressao como, por exemplo, a estimacao dos parametros pelo método dos minimos quadrados
ponderados (WLS), que se aplica quando existe heteroscedasticidade no modelo, e dos minimos
quadrados em dois passos (2SLS), que é aplicado quando a variavel residual se correlaciona com
uma ou mais variaveis independentes, e outros topicos e tipos de modelos de regressao nao
foram abordados, devido ao carater e objetivos que foram estabelecidos.

6.1 Sugestées para trabalhos futuros

Os resultados obtidos neste trabalho no geral e no estudo pratico em particular sdo, na nossa
opiniao, animadores. Por este facto, acredita-se que este trabalho venha a incentivar a realiza-
cao de outros, a que se sugere o seguinte:

e Que se possa reformular o questionario, adicionando-lhe mais unidades de analises e me-
lhorar a especificacao das questoes que foram consideradas neste estudo. Por outro lado,
aconselha-se que antes da aplicacao dos inquéritos se promovam encontros de esclareci-
mento com todos os intervenientes no processo, por formas a consciencializa-los sobre a
importancia do trabalho a realizar e dos efeitos que os resultados possam vir a causar nas
suas vidas, caso sejam tidos em conta pelas entidades do estado;

e Ao analisar os dados, para além do modelo de regressao linear, sugere-se que se utilizem
outras metodologias estatisticas, com o objetivo de explicar outras informacdes contidas
nos dados;

e E por fim, recomenda-se que se generalize este tipo de estudos a outros niveis de ensino

e provincias do pais, por formas a obter informacdes sobre a realidade de outro tipo de
alunos.
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Apéndice A

Anexos

A.1 - Anexos Capitulo 4

Tabela A.1: Tabelas de valores criticos de Durbin-Watson

Regido de rejei¢do e ndo rejeicdo de Hy: Ndo existe autocorrelagdo

VafDl’ de d [0; dl[ [dL;du[ [du;4 — dv[ [4‘ = du} 4 — dl.[ I4 — dL;4[
Decis3 Rejeitar Ho Nada se pode N3o Rejeitar Ho Nada se pode Rejeitar Ho
|
dcina concluir concluir

Valores criticos dedy e dy para a = 0.05

p 1 2 3 4 5 10 15

n dL dU d'l. dU d'L d.U dL dU dL dU dl. dU dL dU
6 061140
10 [ 088|132 (070|164 | 053] 202|038 [232]| 024 282
20 (1201411110154 ]100] 168 [089[183|079]|199]034]289(006]| 368
30 (135|149 (128 | 157 (121 165|114 (174|107 (183|071 ] 236 039 | 294
40 [ 1441154 (139160 [134[ 166 129[1.72]1123[1.79] 095|215 0.68 | 2.56
50 [150 (159146163 | 142|167 (138 [ 172134177111 ]205[088] 235
60 [155[162|151|165|148]| 169 (144 (173|141 1.77][122]1198[103] 228
70 [158 164 | 155|167 | 153|170 (149174146 177][131]195[114] 215
80 (161|166 |159|169|156| 172 (153 (174|151 |177[137]193[122] 209
90 (164 [168 | 161|170 159|173 [157[175|154|178[142]1191[129] 206
100 | 165|169 (163 [1.72[161[ 174 | 159|176 | 157 (178|146 190| 135|203
200 [ 176 | 178 (175179174180 | 173|181 172182167187 ] 161] 193

250 178 | 180 | 178 | 181 | 177 [ 182|176 [ 183 | 172|187 ]| 168 | 1.91
300 180 (182|180 182|179 (183|178 [ 184 | 175|187 | 1.71 [ 1.91
350 [1.820]71 837)71 817|711 847 1.847171 800718507 1. 770471 .880|11.74]]

400 183 | 184 | 183 | 185 | 182|185 182|187 | 179|188 1.76 | 1.91
450 184 | 185|184 [ 185|183 | 186|183 [ 1.86| 180 | 1.89]| 1.78 | 1.91
500 185|186 |185] 186 | 184 [ 187 ]| 184 [ 187 182] 1.89]| 180 | 1.91

Fontes: Maroco, (2014) e https://web.stanford.edu/ clint/bench/dwcrit.htm (valores sombreados)
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Tabela A.2: Estimativas dos coeficientes de regressao do modelo ajustado
(obtidas através do método Enter)

IC a 95% para 3
Limite Limite
Estimativas p — wvalue inferior superior

Constante 2,789 0,000 1,859 3,719
Sexo do aluno (Masculino) 0,004 0,960 -0,143 0,150
Estado civil (Solteiro) -0,091 0,336 -0.277 0,095
Notas a Lingua Portuguesa 0,381 0,000 0,343 0,420
Notas a Fisica 0,451 0,000 0,411 0,490
Idade -0,043 0,000 -0,064 -0,022
Renda familiar (Média) 0,273 0,002 0,102 0,444
Situacao laboral(estudante trabalhador) 0,153 0,235 -0,100 0,407
Classificacao atrib. p/ aluno ao prof. Mat. (Bom) 0,111 0,405 -0,150 0,371
Grau de satisfacao c/ ambiente escolar

e Muito insatisfeito 0,310 0,215 -0,181 0,801
e Insatisfeito -0,337 0,074 -0,708 0,033
o Satisfeito -0,164 0,158 -0,392 0,064
o Muito satisfeito -0,169 0,081 -0,360 0,021
Escola e localizacao

e Escola localizada em zona urbana -0,071 0,557 -0,309 0,167
e Escola localizada em zona periurbana -0,060 0,620 -0,295 0,176
ANOVA (p — value < 0,001)

R2 =0,866

Classes de referéncia: Sexo do aluno - Feminino; Estado civil - Casado; Renda familiar - Baixa; Situacdo laboral - Nao trabalhador
estudante; Como os alunos classificam os professores de matematica - Maus; Grau de satisfacdo com o ambiente escolar - Nem insatisfeito
nem satisfeito; Escola e localizacdo - Escola localizada em zona suburbana.

Tabela A.3: Variaveis excluidas do modelo (pelos métodos Stepwise € Forward)

Variaveis Estimativas p — value
Sexo do aluno (masculino) 0,000 0,981
Estado civil (solteiro) -0,453 0,222
Situacao laboral (estudante trabalhador) 0,028 0,161
Classificacao atrib. p/ aluno ao prof. Mat. (Bom) -0,041 0,583
Grau de Satisfacao c/ o ambiente escolar

e Insatisfeito -0,023 0,251
o Satisfeito -0,004 0,828
e Muito satisfeito -0,018 0,376
Escola e localizacao

e Escola localizada em zona urbana -0,011 0,575
e Escola localizada em zona periurbana 0,004 0,838

Classes de referéncia: Sexo - Feminino; Estado civil - Casado; Situacao laboral - Nao trabalhador estudante; Classificacao atribuida
pelo aluno ao professor de Matematica - Mau; Grau de satisfagdo com o ambiente escolar - Nem insatisfeito nem satisfeito; Escola e
localizagao - Escola localizada em zona suburbana.
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CARIMBO DA ESCOLA PARA VALIDAGAO
DA FICHA DE INQUERITO

FACULDADE
CIENCIAS

i

UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR

FICHA DE INQUERITO PARA RECOLHA DE DADOS DE ESTUDANTES DE TRES ESCOLAS DO 2° CICLO DO
ENSINO SECUNDARIO E FORMAGAO DE PROFESSORES DA CIDADE DO LUENA, PROVINCIA DO
MOXICO EM ANGOLA, PARA ELABORACAO DA BASE DE DADOS, QUE PODERA SER USADA NA PARTE
PRATICA DA CADEIRA DE PROJECTO DE ENSINO I E DA DISSERTAGAO DO CURSO DO 2° CICLO
(MESTRADO) EM MATEMATICA PARA PROFESSORES NA UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR EM

PORTUGAL.

EM PRIMEIRO LUGAR AGRADECEMOS DESDE JA PELA SUA COLABORAGAO NESTE TRABALHO.
RESPONDA O QUESTIONARIO ASSINALANDO EM CADA PERGUNTA APENAS UM CAMPO COM X

DADOS PESSOAIS E SITUACAO ACADEMICA DO ESTUDANTE

SEXO: MASCULINO | FEMININO [ | ESTADO cIvIL: SOLTEIROL] CASADOL ] VIVE MARITALMENTE

COM ALGUEM| IDADE: (14)(15)16)17)(18)19)20)(21)(22)23)(24)(25)(26)27)(28)29)30( M)

RESULTADO OBTIDO NO ANO LECTIVO 2016: APROVADO[ | REPROVADO[ | |

MEDIAS FINAIS OBTIDAS EM MATEMATICA, LINGUA PORTUGUESA E FISICA NO ANO LECTIVO
ANTERIOR (2016):

MATEMATICA: ooeooeeeeo 10 @@@@@@Q@@@
LiNGua PorTuGUEsA: (0)(1)X2)(3)(4)(5)(6)7 (& (9 )a0)a1)22)13)14)15)16)17/28119)20)
risica: (0)(2X2)(3)(4)(5)(6 X7 (& )(2)a0)a2)a2)13)a8 25126 172811920

COMO CLASSIFICA O TEU PROFESSOR DE MATEMATICA DO ANO PASSADO: BOM[ ] MAU[ ] |

QUAL £ O TEU NIVEL DE SATISFACAO COM A TUA EscoLa: (01 X234 )(5)(6)X7)(8 )3 (20

COMO CLASSIFICA AS RELACOES NO AMBIENTE ESCOLAR?

RELACAO ENTRE ALUNOS E PROFESSORES: (01 )X(2)(3)X(4)(5 X6 X7 (8 (2 (10)
RELAGAO ENTRE ALUNOS: 0009060 ! 99@
RELAGAO ENTRE ALUNOS E A DIRECGAO DA EscoLA: (0)(1)(2)(3)(4 (5 )67 )(8)(2 10)

SITUACAO SOCIAL DO ESTUDANTE
CONDICAO ECONOMICA DA FAMILIA (RENDA): ALTAL | MEDIA [ ]1BAIXA []
TEM UM EMPREGO: SIM[_| NAO[ ]

DISTANCIA DA CASA A ESCOLA EM QUILOMETROS: 00906@

ZONA EM QUE HABITA: URBANA[ | NAO URBANA [ |

MUITO OBRIGADO PELA COLABORACAO.

Figura A.1: Questionario usado na investigacao
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Grau de satisfagdo com o
100 ambiente escolar

Muto insatisfetto

Satisfeto

Onuto satisteito

Contagem

17
3 3
o | m
11 de Novembro - Periurbana 338 Tchifuchi - Urbana 4 de Abril - Suburbana

Escola do aluno e localizagdo

Figura A.2: Grafico de frequéncia dos alunos por escola e o grau de satisfacao com o ambiente escolar

Grau de
satisfacdo com o
120 ambiente escolar
W Muito insatisfeito
W insatisfeito
o Mem Insatisfetto nem
u Satisfeito
100 M satisfetio
O Mutte satisfetto

80

Contagem

Sexo do aluno

Figura A.3: Gréfico de frequéncias dos alunos por sexo e o grau de satisfacdo com o ambiente escolar
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Grafico de dispersao
Variavel Dependente: Notas em Matematica
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Figura A.4: Grafico de residuos estudantizados excluidos versus valor predito estandardizado
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Figura A.5: Grafico do valor centrado da Leverage versus valor predito estandardizado
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