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Resumo

No seguimento do trabalho desenvolvido nas Unidades Curriculares dos Projetos de Ensino do
2.° Ciclo em Matematica para Professores, nas areas de Teoria de Matrizes e Grafos, aprofun-
damos os conceitos e resultados envolvidos e, ao mesmo tempo, estabelecemos uma ligacao ao
ensino apresentando uma abordagem adequada a leccionacao daqueles ao ensino secundario.
A importancia da Teoria de Matrizes e Grafos € amplamente reconhecida em diversas areas,

nomeadamente na Engenharia, Fisica e Ciéncias da Computacao. Como tal, apresentamos neste
trabalho algumas aplicacdes com o intuito de realcar o alcance da Teoria de Matrizes e Grafos
na vida quotidiana e, com isto, contribuir para o enriquecimento do ensino destes conceitos no
ensino ao optar por apresenta-las em contexto de sala de aula.

Nao menos importante que a aplicabilidade da Teoria de Matrizes e Grafos, é o respetivo en-
guadramento histdrico que contemplamos neste trabalho.

Palavras-chave
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Abstract

Following the work developed in the Curricular Units of Teaching Projects of the 2nd Cycle in
Mathematics for Teachers, in the areas of Theory of Matrices and Graphs, we deepen the con-
cepts and results involved and at the same time, we have established a connection to teaching
by presenting an appropriate approach to the teaching of those to secondary education.

The importance of Theory of Matrices and Graphs is widely recognized in several areas, namely
in Engineering, Physics and Computer Science. As such, we present in this work some applica-
tions in order to highlight the reach of Matrix Theory and Graphs in daily life and with this, to
contribute to the enrichment of the teaching of these concepts in the teaching when choosing
to present them in context of classroom.

No less important than the applicability of Theory of Matrices and Graphs, is the respective
historical framework that we contemplate in this work.

Keywords

Matrices, Linear Transformations, Graphs, Adjacency Matrix , Incidence Matrix.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta seccao aprestaremos em sintese a historia das matrizes e grafos. Para tal usamos as
referéncias [[7], [8] e [12].

1.1 Breve historial das matrizes

A histéria da matematica retrata que o estudo das matrizes vem de tempos muito antigos da hu-
manidade. Elas estao presentes em textos chineses, por volta do século Il a.c, aplicadas em prob-
lemas de resolucao de equacodes lineares. O livro chinés ”Nove Capitulos da Arte matematica”
em seu capitulo VII, traz 20 problemas com excecao de apenas um deles, que apresentam o
método das matrizes para resolver equacgoes lineares através da regra chamada ”dupla falsa
posicao”. Vejamos um exemplo:”A idade da Joana, somada de outro tanto com ela, somada
com a sua metade, com a sua terca parte e com a sua quarta parte, dd o resultado 148. Qual a
idade da Joana?” Para resolver este problema, escolhe-se o nimero ”falso” e supde-se que 12
¢é a idade da Joana. Entdo facilmente se conclui que 37 seria a idade da Joana (resultado de
12+12+6+4+3). Esquematizando o mesmo problema através de um quadro ou matriz:

Numero(idade) | Resultado
Falso 12 37
Verdadeiro T 148

Tabela 1.1: Esquematizacao do problema em tabela

Concluimos que recorrendo a proporcao

x 148

a Joana tem 48 anos de idade.

Outro tipo de problema abordado no livro chinés ”Nove capitulos da arte matematica” no capi-
tulo VIIl tem que ver com a resolucdo de sistemas de equagdes com 2 e 3 incognitas por meio de
tabelas e processos que lembram as resolucdes matriciais, tal como se pode constatar no exem-
plo que apresentamos:Cinco contentores grandes e um contentor pequeno tém, no conjunto,
uma capacidade de 3hu, enquanto que um contentor grande e cinco contentores pequenos
tém a capacidade de 2hu. Determine a capacidade de cada um dos contentores. Considere
1hu=10toud.

A resolucao passa por alguns passos, cabendo ao primeiro a organizacao da informagao: numa
tabela com trés linhas e duas colunas, do tipo daquelas que hoje identificamos como uma matriz,
a primeira linha era reservada para o nimero de contentores grandes, a segunda linha para o
numero de contentores pequenos e a terceira para a capacidade conjunta.

"1tou=10 litros
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1 5
5 1
2 3

Através de operacdes elementares (combinacdes lineares) sobre colunas, anulavam alguns el-
ementos e liam as solucdes; assim, da matriz infra concluiam que a capacidade do contentor
pequeno era - hu.

0 5
24 1
7T 3

0 método de resolucdo de sistemas de equacdes lineares apresentado constitui um dos maiores
empreendimentos algébricos da obra Nove Capitulos e é considerado uma invencao chinesa.

Nas obras Matematicas chinesas, percebe-se, ainda, o quanto eles gostavam de diagramas de
formato quadrado: os quadrados magicos.

4109
517
8|1

Matematicamente um ”quadrado magico elementar” representa uma matriz quadrada(mesmo
numero de linhas e colunas) de ordem n (n linhas e n colunas), cujos elementos (nimeros
naturais) variam sucessivamente de 1 até n, 2 que sdo arrumados de modo que a soma de cada
linha, cada uma das suas diagonais principais ou de cada coluna seja sempre uma constante.
0 quadrado magico foi supostamente trazido para os homens por uma tartaruga do Rio Lo nos
dias do lendario Imperador Yii, considerado um engenheiro hidraulico. A preocupacao com tais
diagramas levou o autor dos Nove capitulos a resolver o sistema de equagdes lineares simultaneas

3r+2y+2=239
20 +3y+2=34
T+ 2y+ 32 =26

E portanto um facto que a aplicacdo das matrizes possui uma forte componente histérica na
resolucao de equacoes lineares.

Ao longo dos tempos, surgiram muitos matematicos que desenvolveram métodos de resolucao
de equacodes lineares baseadas em tabelas numéricas que deram origem ao que hoje chamamos
matrizes, que além de serem aplicadas ao estudo de sistemas lineares, possibilitam o desen-
volvimento de novos ramos da matematica.

Atualmente as matrizes sao aplicadas em inUmeras areas tais como na Economia, na Criptografia,
na Pesquisa Operacional para resolucao dos problemas de alocacdo de tarefas, na engenharia e
muitas outras areas.
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1.2 Breve historial dos Grafos

A teoria dos grafos é relativamente recente, tendo origem no século XVIlIl com o conhecido
problema das pontes de Konigsberg, talvez o mais conhecido exemplo na teoria de grafos.
Este problema foi resolvido pelo matematico Leonhard Euler (1707-1783) em 1736. Parte da
cidade de Konigsberg (a entao capital de Prussia e hoje Kaliningrad) , localizava-se em duas
ilhas do rio Pregel as quais estavam ligadas as margens e uma a outra através de sete pontes,
conforme ilustra a figura [6] pagina 22:

Figura 1.1: Problema das pontes de Konigsberg

Pos-se entdao a questdo a saber, se de algum modo, seria possivel passear através da cidade
atravessando todas as pontes exatamente uma vez e regressar ao ponto de partida. Ninguém
conseguiu encontrar um caminho que satisfizesse o problema, nem tao pouco justificar a sua
impossibilidade, até ao ano de 1736. Foi neste ano que o matematico Leonhard Euler solucionou
o problema e apresentou uma justificacdo da ndo possibilidade de existéncia de um caminho
nas condices impostas.

Para tal Euler recorreu a construcao do grafo associado ao mapa da cidade, considerando as

areas da terra assinaladas por A, B, C e ILHA como vértices do grafo e as pontes como as
respetivas arestas conforme ilustra a figura [i.2 [6] Pagina 22.

A

B

Figura 1.2: Grafo do problema das pontes de Konigsberg.

Desde esta data surgiram muitos outros problemas, alguns de carater lidico, contudo, tornaram-
se célebres dada a sua aplicabilidade na resolucdo de problemas do quotidiano. No entanto, o
grande desenvolvimento da teoria dos grafos so veio a notar-se no século XX, tanto ao nivel da
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matematica como das suas aplicacdes nos diversos campos do conhecimento.

A teoria dos grafos € uma ”ferramenta” fundamental na resolucdo de problemas em diversas
areas da matematica, da informatica, da engenharia, da quimica, da psicologia, da economia e
da indUstria;

Em termos praticos, tendo em conta varios campos profissionais, a teoria dos grafos permite-nos,
por exemplo, representar um mapa de estradas, usar algoritmos especificos para determinar o
caminho mais curto ou o0 mais econdmico entre dois pontos, estudar e compreender a interacao
social, entre outros.
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Capitulo 2

Matrizes

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos da Teoria de Matrizes e apresentamos as no-
taces que irdo ser usadas ao longo deste trabalho. Para o efeito, recorremos a referéncias
bibliograficas comumente conhecidas, tais como [?], [4] e [5].

2.1 Definicdes e Generalidades

Definicao 2.1.1. Chama-se Matriz do tipo m x n sobre R (ou C) a todo quadro que se obtém
dispondo mn numeros - elementos/entradas da matriz- segundo m linhas e n colunas.

Uma matriz diz-se real ou complexa consoante os seus elementos sejam numeros reais ou com-
plexos.

O conjunto das matrizes do tipo m x n sobre R representa-se por M,,.,(R). Usamos a notacdo
R™ para M,,«1(R).

Exemplo 2.1.1.
0o -2 7 2
1 2 7
, 1 2 3|le|4
-5 3 8
12 5 8 9

s@o matrizes reais do tipo 2 x 3, 3 x 3 e 3 x 1, respetivamente. A primeira pertence a M,y3(R),

a segunda a Ms,3(R) e a terceira a R>.

Usam-se letras romanas maiusculas para designar matrizes. Numa matriz abstrata € comum
designar os elementos por uma letra minUscula com dois indices, indicando o primeiro a linha
da matriz em que o elemento se encontra e o segundo a coluna.

Deste modo, se A for uma matriz do tipo m x n, entéo a;; € o elemento de A situado na linha i e
coluna j, comi € {1,--- ,m}ej € {1,--- ,n}. Tal elemento é também referido como elemento
de A na posicao (i, ) ou apenas por elemento (i,j) de A.

Assim, uma matriz abstrata do tipo m x n é habitualmente apresentada da seguinte forma:

a11 a2 aiz - Qin

az1 az2 Q23 - Q2p

A= |a31 a3z asz -+ 0a3p
_aml Am2  Am3 o amn_

que também pode ser apresenta por A = [a;;]mxn, OU Simplesmente A = [a;;], se o tipo da
matriz for conhecido a partir do contexto ou nao comprometer o entendimento da abordagem.
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Na definicdo seguinte registamos terminologias e notacdes basicas relativas a matrizes.

Definicao 2.1.2. 1. Duas matrizes A = [a;;] € B = [b;j] € M« (R) sdo iguais se a;; = b;;,
paratodooi=1,--- ,meparatodooj=1,---,n.

2. M, «xn(R) diz-se quadrada de ordem n se m = n, e retangular se m # n.

3. Os elementos diagonais de A = [a;;] € M, xn(R) $40 a11, a2, - ,an,. A sequéncia orde-
nada constituida por estes elementos diz-se diagonal principal de A.

4. Seja A = [a;;] quadrada. A diz-se triangular superior se a;;—, quando i > j, triangular
inferior se a;; = 0 quando i < j, e diagonal se a;; = 0 quando i # j.

5. Amatriz identidade de ordem n,I,,, é a matriz diagonal, de ordem n, com os elementos
diagonais iguais a 1.

00 0 - 1

Se a ordem da matriz tiver clara a partir do contexto, usamos simplesmente I.

6. Amatriz nula m xn é a matriz m x n cujos elementos sé@o todos iguais a zero. Representa-
se por 0,,x, ou simplesmente por 0 se o tipo da matriz tiver claro a partir do contexto.

7. Sendo A = [a;j]mxn, define-se —A = [—ai;|mxn.

8. Sendo A uma matriz, uma submatriz de A é uma matriz que se obtém por supressdo de
linhas e/ou colunas de A.

Exemplo 2.1.2. As matrizes [ 12 7] e l “ 71 sdo iguais se a = 1 e b = 3. Estas duas
-5 3 8 -5 b 8
10 5 —7
matrizes s@o retangulares, enquanto a matriz A= |8 2 3 | é quadrada de ordem 3. Os
15 6 5
elementos diagonais de A sdo 10,2,5 e a sua diagonal principal é (10,2,5).
1 2 -7 1 0 0 2 00
As matrizes [0 2 1 7 3 0| e |0 2 0| sdo, respetivamente, triangular superior,
0 0 -2 |5 0 5 0 0 7
triangular inferior e diagonal.
0 7 5 —7 10 5 -7
As matrizes L5 5 ] 2 3 | sdo exemplos de submatrizesde A= |8 2 3
5 5 6 5

Neste trabalho precisamos da igualdade de duas matrizes do mesmo tamanho, mas numa abor-
dagem de congruéncia modulo k. Ou seja, considerando duas matrizes arbitrarias A = [a;;] e
B = [b;;] em M,,.,(R) dizemos que A e B sao iguais mddulo £ se a;; = b;; (mod k), para todo
oi=1,---,meparatodooj=1,--- ,n. Denotamos A = B(modk).

6
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2.2 Operacbes com matrizes

Definicdo 2.2.1. Sejam A, B € M,,x,(R). Chamamos matriz soma da matriz A com a matriz
B, e denotamos por A+ B, a matriz de M,,,,(R) cuja entrada (i, j) é A;; + B;;, isto é,

(A+B)1JZA2]+B”,Z:1’7m’.7:1’7n
2 -3 0 -3 1 4
Exemplo 2.2.1. 1. sendo e tem-se
0 5 1 2 0 3
-1 -2 4
2 5 4

Propriedades 1. Sejam A,B e C matrizes arbitrdrias em M,,.,(R). Entdo verifica-se:

A+B=

1. A+ B = B+ A (Comutatividade da adicdo).
2. A+ (B+C)=(A+ B)+ C (Associatividade da adicdo).
3. A+ 0pmxn = Omxn + A=A (A matriz nula é o elemento neutro da adicdo).

4. A+ (—A)=(—-A)+ A = 0p,xn (—A é 0 elemento simétrico ou oposto de A).

Definicdo 2.2.2. Sejam a € Re A € M,,«,(R). Chamamos matriz produto do escalar « pela
matriz A, e denotamos por o A.

Exemplo 2.2.2. Dado o nimero real a = 2 e a matriz A =

4
4 9 0]
10 14
3

2 14
3 15

-3 0]
, tem-se:

7
L 3

aA=-.A=

[SCAR )

Propriedades 2. Sejam A, B € M,,«x,(R) e a, 5 € R. Tem-se:
1. a(A+ B) =aA+ aB.
2. (a+pB)A=aA+ BA.
3. (aB)A = a(BA).
4. 1.A=A

5. (—a)A = a(—A) = —(aA) e, em particular, (-1)A = —A.

6. Se A = 0,,x, €ntdoa=00u A = 0,,xn

Definicdo 2.2.3. Sendo A = [a;;] € My, xn(R) € B = [b;;] € M, «,(R), define-se AB como sendo
a matriz do tipo m x p cujo elemento (i, j) é

aitbij + aiboj + - - + ainbn;.
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Assim,

AB - [22:1 aikbkj. mxp

Depreende-se da definicao que o produto AB da matriz A pela matriz B, apenas esta definido
se 0 nimero de colunas de A for igual ao nimero de linhas de B. Neste caso o nimero de linhas
da matriz AB é igual ao nimero de linhas de A e o nimero de de colunas ¢é igual ao de B. O
elemento de AB situado na linha i e coluna j obtém-se a partir da linha i de A e da coluna j de

ij
ain Gz G| | o | = | aabi F aigba+ o ainbyg
bnj
Vemos assim que, paracadai=1,--- ,m, a linha i de AB se obtém multiplicando a linha i de 4
pela matriz B, e que, paracadaj = 1,--- ,p, a coluna j de AB se obtém multiplicando a matriz

A pela coluna j de B.
Ilustremos com um exemplo pratico o produto de duas matrizes.

Exemplo 2.2.3. Durante a 1.9 fase do Europeu de Futebol 2004, o grupo de Portugal era for-
mado também pela Grécia, Espanha e Russia, os resultados registados apresentam-se na tabela
seguinte:

Pais/Resultado | Vitéria | Empate | Derrota
Portugal 2 0 1
Grécia 1 1 1
Espanha 1 1 1
Russia 1 0 2

Para apurar a pontuacé@o obtida por cada equipa consideremos, a partir dos dados apresentados,
a matriz (4 x 3) que representa os resultados de cada equipa:

— = =N
O = = O
N =

Consideremos ainda a pontuacdo obtida em cada jogo de acordo com a seguinte tabela

Numero de pontos
Vitéria 3
Empate 1 '
Derrota 0

a qual estd associada a matriz, 3 x 1,
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Assim, terminada a 1.9 fase, a pontuacdo obtida por cada pais é dada por:

Portugal: 2.3 +0.1+1.0=6
Grécia: 1.3+11+1.0=4

Espanha: 1.3+ 1.1+1.0=4
Russia:1.3 4+ 0.1 + 2.0 = 3.

Em termos matriciais, a pontuacdo pode ser dada pela matriz AB: AB =

W &= O
S — |

5 4 3
Exemplo 2.2.4 (Outros exemplos). 1. Sejam A = L2 7] e |8 0 6|. Entdo AB =
9 3 8 1 9 9
28 18 78
77 52 1171'

Note-se que neste caso o produto BA ndo estd definido, visto o numero de colunas de B
ser diferente do numero de linhas de A.

2
2. SejamA:[?, 1 5]6 7|. Entéo
4
(6 2 10]
AB:[3x2+1x7+5x4]:{33] e BA= |21 7 35
(12 4 20
300 5 0 0 (15 0 0]
3. Sejam A= |0 5 0| eB=|0 7 0|. EntGlo AB=BA=|0 35 0
00 1 09 |0 0 9]
2 4 -
4. Sendo A = eB= 6 , tem-se
-1 -2 -2 3
B — 00 e BA_ 10 20 .
0 0 -5 —10

Como pode ser observado nestes exemplos, a multiplicacao de matrizes comporta-se de modo
diferente da multiplicacdo de nimeros. Dadas as matrizes A e B, pode acontecer estar o produto
AB definido, mas o produto BA nao estar. Estando AB e BA definidos, nada implica que AB
sejaigual a BA. Se AB = BA, dizemos que as duas matrizes comutam.

De realcar ainda que o produto de duas matrizes pode ser nulo sem que nenhuma delas o seja
(conforme 4.).

Propriedades 3. Sejam A, A" € M,,x»,(R), B,B" € M,x,(R), C € M,x,(R), matrizes arbi-
trdrias e o € R. Entdo tem-se:

1. Aonxp = Omxp; OerA = Orxn; AIn = ImA = A.

2. (AB)C = A(BC)(Associativa da multiplicacdo).
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3. ABB+B')=AB+AB', (A+A")B = AB+ A’B (distributividades do produto em relacdo
a adicdo).
4. a(AB) = (aA)B = A(aB).
5. AB=0=+#(A=00u B =0).
6. (AB=AB'e A#0)+% B=DB,etambém (AB=A'BeB#0)% A=A
7. A multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa.

Através do resultado que se segue, apresentamos um conceito muito importante da Algebra
Linear - o de combinacéo linear.

Teorema 2.2.1. Seja A € M,,«.(R) e designe-se v; acoluna jde A, j =1,--- ,n. Dada a matriz
coluna
1
T2
xr = s
'1:71,

tem-se Ax = x1v1 + 2202 + - -+ + z,v,. Dizemos entdo que Az é uma combinagdo linear das
colunas de A.

Demonstracdo: Atendendo a definicdo de produto de matrizes, tem-se

ai1 a12 a13 to A1n €

a21 a22 a23 s a2n €2
Axr =

am1 Am2 Am3 T Amn LTn

1121 + a12%2 + ++ + + A1p Ty

2171 + Q22T2 + - -+ + A2pTp

Am1T1 + Am2Z2 + ++ + AmpTn

a11 @12 A1n

a21 a22 a2p
= xr1 + XTo + e + T

m1 am?2 Amn

= X1V + X2V + -+ TpUp.
(]

Note-se que, uma vez que AB se obtém multiplicando A pelas colunas de B, podemos concluir
deste teorema que as colunas de AB sao combinacdes lineares das colunas de A.

2.3 Inversa de uma matriz quadrada

Definicdo 2.3.1. Seja A € M, ,(R).Dizemos que A é invertivel, ou que A tem inversa, se
existir uma matriz B € M, «,(R) tal que

10
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AB = BA = 1I,.

Teorema 2.3.1. Se A € M, «,(R) é invertivel entdo existe uma, e uma s6, matriz B tal que
AB =1, = BA.

Demonstracdo: Suponhamos que B,C € M, «,(R) sao tais que
AB=1,=BeAC=1,=CA
e demonstremos que B = C. De facto, tem-se
B = BI,, = B(AC) = (BA)C = I,C = C.
O

Definicdo 2.3.2. Se A € M,«,(R) é invertivel, a unica matriz B tal que AB = I, = BA
chamamos inversa de A e representamos por A=,

Se A € M, x,(R) é invertivel tem-se, pois,
AA T =1, =A"1A.
Teorema 2.3.2. Seja A € M,,«,(R) uma matriz invertivel.
1. Se B € M, »,(R) é tal que AB = I,, entdo B = A~'.
2. Se B € M,x,(R) é tal que BA =1, entdo B= A~1.

Demonstracéo:

1. Como A é invertivel, A~! existe (e é unica). Da igualdade
AB =1,

resulta, multiplicando ambos os membros, a esquerda, por A~'( isto é, A~1(AB) =

A7LL):
(A7'A)B=A""
0 que é equivalente a
I,B=A"1,
isto é,
B=A""'.

2. Demonstracdo andloga a anterior: partindo da igualdade BA = I,, e seguidamente multi-
plicando ambos os membros, a direita, por A=*.

11
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Exemplo 2.3.1.

3 5 3 5 2 5 2 5 3 5
. Como =1, e =], con-
-1 -2 -1 -2 |-1 -3 -1 -3 |-1 =2

, ‘s ; 2 )
cluimos que A é invertivel e que A~ = l ) 31 .

1. Seja A =

2. I, éinvertivel e (I,)~! = I,, pois

3. Se A € M, «,(R) tem uma linha nula, entdo A é ndo invertivel pois,para qualquer matriz
B € M, «xn(R), AB tem uma linha nula e, portanto, AB # I,.

4. Se A € M, «,(R) tem linhas i e j iguais, com i # j, entdo A ndo é invertivel pois, para
qualquer matriz B € M, «,(R), AB tem as linhas i e j iguais pelo que AB # I,,.

Terminamos esta seccao apresentando algumas propriedades das matrizes invertiveis.
Propriedades 4. As matrizes invertiveis gozam das seguintes propriedades

1. Se A € M, «,(R) é invertivel, entdo A~' é invertivel e
(A H~ = A
2. Se a € R\{0} e A € M,,«,,(R) é invertivel entdo aAé invertivel e
(@A)t =atAa™t
3. Se A, B € M,,«»(R) sdo invertiveis entdo AB é invertivel e
(AB)"'=B7'A™L.
4. Mais geralmente, se k € Ne Ay,---, A € R s@o invertiveis entdo A --- Ay é invertivel e

(Ay---Ap)~ ! :Agl...Alfl,

5. Se A € M, «.(R) é invertivel entdo, para qualquer k ¢ N, A* é invertivel e

(Ak)—l — (A_l)k.

Observacoes:
e« (A+B) ' £ A1+ B
» Se uma matriz quadrada admite inversa diz-se uma matriz regular;
« Se uma matriz quadrada nao admite inversa, diz-se uma matriz singular;

12
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2.4 Transposicao de Matrizes

Definicao 2.4.1. Dada uma matriz do tipo m x n

a1 ai2 a13 ot Qln

a21 az2 a3 - Q2pn
A =

Am1 Am2 am3 tee Amn

a1l a21 aiz o amil
AT ai2 Q22 A23 - Gm2
Ain A2n am3 Tt Amn
Ou seja: o elemento (i,j) de AT é a;;, parai=1,---,n,j=1--,m.

A matriz A diz-se simétrica se A = AT.

Como se vé pela definicdo, os elementos da coluna j de A" sdo da linha j de A, para j =
1,---,m. Vemos também que uma matriz é simétrica se e sé se for quadrada e forem iguais os
elementos situados em posicdes simétricas relativamente a diagonal principal.

Exemplo 2.4.1.

1 1
A transposta da matriz A = 2 0] éamatrizA” = |2 5
3 0 3
3 5 2 3 1 5
Amatriz |2 1 7| ésimétrica, mas a matriz [2 1 7| ja ndo é, uma vez que os elementos
5 79 5 7 9

(1,2) e (2,1) nao sao iguais.

Propriedades 5. A transposicdo de matrizes goza das seguintes propriedades:
1. (AT = A.
2. (A+B)T = AT + BT,
3. (AB)T = BT AT,
4. (aA)T = a AT, qualquer que seja o nimero «.
5. (AM)T = (AT)*, para qualquer que seja o numero natural k.

6. Se A éinvertivel entdo AT é invertivel e

(AT)fl _ (Afl)T

13
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2.5 Sistemas de Equac¢des Lineares

Um dos principais topicos da Algebra Linear é o estudo de equacdes lineares devido a sua im-
portancia em Matematica Aplicada. Muitos problemas, por exemplo nas engenharias conduzem
a necessidade de resolver sistemas de equacdes lineares. Alguns sistemas por possuirem um
numero elevado de equacdes e de tipos especiais a sua resolucao insere-se no campo computa-
cional e na Analise Numérica.

Nesta seccdo iremos apresentar de forma sucinta os conceitos e resultados de maior énfase
usando a linguagem matricial.

Definicdo 2.5.1. Uma equagao linear nas incégnitas x1,-- - ,x, é uma equacdo do tipo

arr1 + -+ apy =d,

onde ay,--- ,a, e d sGo numeros. A d costuma chamar-se segundo membro ou termo indepen-
dente da equacdo.

Um sistema de equacgoes lineares é uma coleccédo finita ordenada de equacées lineares(todas
nas mesmas incognitas) consideradas em conjunto.

Um sistema genérico com m equacgées e n incognitas

a1171 + a12%2 + a1373 + - -+ + a1 Ty = by

2171 + G22T2 + G373 + -+ - + A2pTp = b

Am1T1 + Qm2T2 + Gp3T3 + - + GmnTp = b,

apresenta-se abreviadamente na forma AX = B, onde

aiy G2 - Ql—p  Glp z1 by

a21 a2 -+ G2p—1 a2n X2 by
A= , X = , e B=

Am1 Am?2 o Omn—1 Amn Tn bm

A é a matriz do sistema, ou dos coeficientes, X é a matriz coluna das incognitas e B é a
matriz coluna dos segundos membros ou, abreviadamente, o segundo membro do sistema.

Chamamos matriz ampliada do sistema a matriz de M,, ,+1)(R) cuja coluna i, para i =
1,---,n, éigual a coluna i da matriz A e cuja coluna n + 1 é igual a coluna (tnica) de B. Tal
matriz é denotada por

[A]B].

0 grande objetivo perante um sistema de equacdes lineares é resolvé-lo, isto €, achar as
solugoes.

Definicdo 2.5.2. Uma solugdo de um sistema de equagdes lineares nas incognitas x1,--- ,x, €
uma matriz-coluna n x 1

14
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aq

(&%)

677

de numeros tais que as substituicées x; = «;, i = 1,--- ,n, transformam todas as equacées do
sistema em identidades verdadeiras. Resolver um sistema de equacbes é determinar todas as
suas solucées ou provar que ndo existe nenhuma.

Um sistema de equacées lineares que tenha pelo menos uma solugdo diz-se possivel: se so tiver
uma solucgdo, é possivel determinado; se tiver mais do que uma, é possivel indeterminado.
Um sistema de equacées lineares que ndo tenha nenhuma solucdo diz-se impossivel.

Exemplo 2.5.1. Consideremos o sistema de equacées lineares

2x1 + 5xo =3
4ZE1 + 9%2 =7
, .. , 2 5 1 3 . .
A matriz dos coeficientes é A = R enquanto que X = eB= "k sao, respecti-
T2
vamente as matrizes-coluna das incégnitas e dos termos independentes. A matriz ampliada do
. , 5 3
sistema e -l

, , , , 4 .
Este sistema é possivel e determinado, sendo a sua solucdo.

Definicdo 2.5.3. Um sistema em que os segundos membros das equacbes s@o todos iguais a 0
diz-se homogéneo.

Note-se que um sistema homogéneo é sempre possivel: possui sempre, pelo menos, a solucao
0

0
, chamada solucao trivial.

Definicao 2.5.4. Dois sistemas com o mesmo numero de equacées e de incognitas dizem-se
equivalentes se tiverem exatamente as mesmas solucées.

Teorema 2.5.1. Seja AX = B um sistema de equacées lineares com A,,,«.. Seja E uma matriz
m X m invertivel. Entdo o sistema EAX = EB é equivalente ao sistema AX = B.

Demonstracdo: Claramente, qualquer solucdo do sistema AX = B é também solucao do sis-
tema EAX = EB. Reciprocamente, seja U uma solucao do sistema EAX = EB, isto é, tem-se
EAU = EB. Multiplicando a esquerda ambos os membros desta igualdade por E—!, obtemos
AU = B, isto é, U é solucao do sistema AX = B.

O
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2.5.1 Matrizes elementares

As matrizes elementares aparecem no estudo dos sistemas de equacoes lineares. Para definir-
mos esta classe de matrizes é Util conhecer certo tipo de operacdes que se podem efetuar sobre
as linhas de uma matriz, ditas operacées elementares:

1. Troca entre si de duas linhas da matriz;
2. Multiplicacao de uma linha por um nimero diferente de zero.

3. Substituicao de uma linha da matriz pela sua soma com um mdltiplo de outra.

Definicao 2.5.5. Chama-se matriz elementar de ordem n a toda matriz que se obtém de I,
por aplicacdo de uma operacéo elementar as suas linhas.

Exemplo 2.5.2. Consideremos o sistema

r+3y =21
2r +4y =5

Utilizando operacées elementares transformemos a matriz dos coeficientes na matriz identi-

dade:
—
1 3|2 |——— |1 3 |2 1 |1 3| 2 — 11 0] Z
12 + (—2)11 —*lg 1 — ll + (—3)[2 21 .
2 4|5 0 —2(1| 270 1]-3 0 1]-1
=1
Donde se conclui que o sistema dado é equivalente ao sistema 2 L pelo que é um
Yy=—3

sistema possivel e determinado.

Antes de terminar esta seccao podemos concluir que através de operacoes elementares € pos-
sivel transformar um sistema dado num sistema muito facil de resolver. Este novo sistema,
digamos UX = C, equivalente ao sistema original e cuja matriz U, que € ainda m x n, tem uma
forma especial, a que se costuma chamar matriz escada.

Definicdo 2.5.6. Uma matriz diz-se uma matriz em escada se satisfizer as seguintes condicées:

o Se o primeiro elemento ndo nulo numa linha estd na coluna j, entéo a linha seguinte
comeca com pelo menos j elementos nulos.

« Se houver linhas totalmente constituidas por zeros, elas aparecem depois das outras.

O primeiro elemento ndo nulo de cada linha de uma matriz em escada chama-se pivot da matriz.

Exemplo 2.5.3.
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1. Representando por e 0s pivos da matriz e por * as entradas da matriz que podem tomar
qualquer valor, estdo em forma de escada, por exemplo as matrizes da forma

0 e *x o *x x °

0000,00*,0,0u{o***}

00 0 O 0 0 e 0

2. As matrizes

0O 0 0 O

1 0 -1 0O 0 o0 7 1 3 -1 2
0 -1 3 0

03 51, , 10 =1 3 0|lef0 0 O O
0 0 6 —4

0 3 0 0 6 —4 00 2 =2
0O 0 0 O

ndo estdo em forma de escada.

Definicdo 2.5.7. A caracteristica de A, abreviadamente car(A), é o numero de pivots que
aparecem quando se aplica a A o método de eliminacdo. Equivalentemente, car(A) é o numero
de linhas ndo nulas da matriz U produzida pelo algoritmo de eliminacdo aplicado a A. (Se A for
uma matriz nula, tem-se car(A) = 0).

Uma matriz quadrada A, ., diz-se nao-singular se tiver caracteristica n. Se car(A) < n, a
matriz A diz-se singular.

1 1 2
Exemplo 2.5.4. Considere a matriz A = |1 3 3| . Recorrendo a operacbes elementares,
2 8 12
obtemos:
1 1 2 1 1 2
I ———
1 3 3|+ (=Digls+(=2)1 |0 2 1|3+ (=3)|0 2 1
2 8 12 0 6 8 0 0 5

1
A matriz resultante do processo de transformacdo anterior é a matriz escada U = |0
0

(el R
[ S V]

pelo que car(A) = 3.

2.6 Determinante de uma Matriz Quadrada

Como vimos anteriormente, uma matriz quadrada é invertivel quando a caracteristica dessa
matriz é igual a ordem dessa matriz.

Nesta seccao iremos ver que podemos associar a cada matriz A € M,,«,(R) um elemento de R
que, tal como a caracteristica, também nos vai permitir decidir sobre a invertibilidade de A.
Mais especificamente, iremos ver que, para qualquer n € N, podemos associar a cada matriz
A € M, x,(R) um elemento R, a que chamaremos ”determinante” de A e que A é invertivel se,
e soO se, esse elemento for nao nulo.

Nota 2.6.1. Seja A € M, «,(R), comn > 2. Dado i,j € {1,--- ,n}, representamos por

A(il)
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a matriz que se obtém de A suprimindo a linha i e a coluna j. Assim

A(i]j) € Mp—1xn-1(R)

Definicdo 2.6.1. Seja A € M, «,(R). Chamamos determinante de A, e representamos por
det A ou |A|, ao elemento de R definido, por recorréncia, da seguinte forma:

Sen =1, entdo det A = ay;.

Se n > 1, entdo

det A = aj (=) det A1) + -+ ajn(—1)"" det A(1]n)

— Zalk(—1)1+kdetA(1|k).
k=1

Notemos que, pela definicao anterior, para

A= a1l a2 €M2><2(R)
a21  A22
resulta que
det A = ap(—=1)""tdet A(1[1) + aj2(—1)*"2 det A(1]2)

ail det[Agg} — a1z det[Agl]

= 11022 — 012021
Utilizando a definicao, o determinante de uma matriz A, de ordem n = 3,

a11 aiz2 i3
A= a1 Q22 a23

azir asz ass

tem-se
det A = ap(—1)"det A(1]1) + ara(—1)" T2 det A(1|2) + a3(—1)*"3 det A(1]3)
=  ay; det a22 A23 — ago det a21 Aa23 + agy det az1 a2
az2 ass az1 ass a3l as2

= a11(a22(133 - a23a32) - (112(021@33 - 023031) + 013(a21a32 - a22a31)
= (11022033 — (11023032 — 012021033 + Q12023031 + A13021032 — 13022031

= (a11a22a33 + a12a23a31 + a13021a32) — (a11023032 + 12021033 + A13022031 ).

Assim, para n = 3, a expressao de det A tem 6 parcelas que podem ser escritas como uma
diferenca em que o aditivo tem 3 parcelas e o subtrativo outras 3 parcelas.

No caso geral, de A € M,,«,,(R) a expressao de detA tem n! parcelas, como se pode demonstrar
usando o método de inducdo em n.

A partir do conceito que apresentamos na definicdo que se segue, é possivel calcular de forma
mais expedita o determinante de uma matriz quadrada de qualquer ordem.
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Definicdo 2.6.2. Seja A € M, «,(R), com n > 2. Designamos por complemento algébrico da
posicdo (i, j) de A, e representamos por a;;, o escalar

aij = (—1)"*det A(il ),

em que A(i|j) é a matriz que se obtém de A suprimindo a linha i e a coluna j.

Notemos que é&;; nao depende do elemento da posicao (¢, j) de A pois esse elemento nao figura
na matriz A(ilj).

De acordo com a definicao 2.6.1, se A € M, x,(R) € n > 2, entdo o determinante de A é igual
a soma dos produtos dos elementos da linha 1 pelos complementares algébricos das respetivas

posicoes, isto &,

det A =a11011 + - + a1p01n-

1 0 3
Exemplo 2.6.1. Seja A= |—-1 2 4| € Ms3«3(R). Entdo, tendo em conta que
3 1 2
(2 4
an = (-t =0
M SN 2]
1 4
a1 = (=12 =14
2 (=1) 3 2]
1 2
a1z = (=13 = -7,
13 (-1) -

eaj; =1, a;a =0 e a3 =3, concluimos que det A = 1.0 + 0.14 + 3.(—7) = —21.

0 resultado seguinte, cuja demonstracao deixamos que o leitor consulte a referéncia [?] pagi-
nas 162 e 163, afirma que se procedermos de forma analoga para uma qualquer linha ou uma
qualquer coluna de A, obtemos ainda o determinante de A.

Teorema 2.6.1. Seja A € M,,«,(R),comn > 2. O determinante de A é igual a soma dos produ-
tos que se obtém multiplicando os elementos de uma qualquer linha de A pelos complementos
algébricos das respetivas posicoes, isto é,

det A = a;16;1 + - -+ + a;ndin  para qualquer linhaide A.  (2.1)

O mesmo resultado é valido se substituirmos ”linha” por ”coluna”, isto é,

det A = ayja1j + -+ + an;an; para qualquer coluna j de A. (2.2)

Este resultado é conhecido como Teorema de Laplace.
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A expressdo (2.1) chamamos o desenvolvimento do determinante de A segundo a linha i ou
dizemos que é a expressao resultante da aplicacdo do Teorema de Laplace a linha i de A.
Analogamente, dizemos que (2.2) é a expressao resultante da aplicagdo do Teorema de Laplace
a coluna j de A.

Propriedades 6. Como consequéncia imediata do Teorema de Laplace tem-se:

1. Se A € M, x.(R), tem uma linha nula, entdo

det A =0.

2. Seja A € M,«,(R), comn > 2. Se A tem a linha i igual a linha j, com i # j, entéo

det A = 0.

3. Seja A € M,,x»(R). Tem-se

det A = det AT

isto é, uma matriz e a sua transposta tém o mesmo determinante.

4. Se A € M, «»(R) é uma matriz triangular superior(superior ou inferior), entdo o deter-
minante de A é igual ao produto dos elementos da diagonal principal de A.

5. Seja A € M, «.(R). Se os elementos da linha i de A sdo da forma A;;; = B, + Cy, com

k=1,---,n, entdo
aii T A1n a1 - Qin aip - Qin
det [bjy +cin -0 b tcin| =debt [ by --- by | Fdeb fen oo cin
an1 o Qnn an1 crt o Opp Gn1 crt Opp

2.7 Transformacgées Lineares

Nesta seccao abordaremos muito brevemente os conceitos e alguns resultados fundamentais das
Transformacdes Lineares, funcdes entre dois espacos vetoriais definidos sobre o mesmo corpo
que respeitam as operacoes de adicao de vetores e multiplicacao de escalares por vetores con-
sideradas nos dois espacos. Muitos resultados ja apresentados sao validos para as transformacoes
lineares tal é o caso do conceito de combinacao linear ja apresentado e demonstrado no teorema
R.2.1. Estes conceitos serdo utilizados principalmente no capitulo 4 deste trabalho.

Definicao 2.7.1. Seja V um conjunto ndo vazio e seja K um corpo. Diz-se que V é um es-
paco vetorial sobre K se estiverem definidas duas operacées, uma adi¢do de elementos de
V, denotada pelo simbolo +,e uma multiplicagdo de elementos de K por elementos de V,
denotada pelo simbolo ., ou por simples justaposicGo (operacées em ambos os casos produzindo
elementos de V'), que satisfazem as seguintes propriedades:

1. Vapwevy W+v)+w=u+ (v+w);
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2. Vypey utv=v+uy;

3. dev Voev vtz =

4. Voey Tprey v+v =z

5. Vuwev Vaer oalu+v) =au+ av;
6. Vuev Vagex (a+ B)v = av+ Bu;
7. Yuev Vager (af)v = a(Bv);

8. Vaev 1K’U = .

Se K = R, diz-se que se tem um espaco vetorial real. Se K = C diz-se que se tem um espaco
vetorial complexo.
Aos elementos de um espaco vetorial V chamamos genericamente vetores, e aos elementos do
corpo K escalares.

Exemplo 2.7.1. O conjunto dos numeros reais, com soma e produto usuais é um espaco vetorial
sobre R.

Exemplo 2.7.2. O conjunto das matrizes quadradas de ordem 2, com entradas reais, denotado

por Mo,
MQ:{(G b) :a,b,c,deR},
c d

com adic@o de matrizes e multiplicacdo por escalar, forma um espaco vetorial.

Definicao 2.7.2. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto W de V diz-se
um subspaco de V se for ele proprio um subspaco vetorial para as operacées nele naturalmente
definidas (por ser um subconjunto de V).

Teorema 2.7.1. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K e W um suconjunto de V. W é
um subspaco de V se e s0 se satisfizer as seguintes condicoes:

1. W #0;
2. W é fechado para a adicdo, isto é, u,v e W = u+v e W;
3. W é fechado para a multiplicacdo por elementos de K, isto é, « e K, v e W = av € W.

Demonstracdo: A condicdo necessaria é evidente, dada a definicdo de espaco vetorial. Ve-
jamos a condicao suficiente. As propriedades 1,2,5,6,7 e 8 da definicao de espaco vetorial
sdo satisfeitas em W porque o sdao em V, e W esta contido em V. Em seguida, o zero de V
pertence necessariamente a W, porque sendo v um vetor qualquer de W (existe pelo menos um
porque W = (), a terceira condicao do teorema obriga a que Oxv = Oy € W. Finalmente, sendo
v € W, e sabemos que —v = (—1)v e, portanto, pelo facto de ser fechado para a multiplicacao
por elementos de K, —v € W.

O
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Exemplo 2.7.3. Se V=DM,

entdo W é um subespaco de V .

Definicdo 2.7.3. Seja V um espaco vetorial sobre K e sejam ,v1,vs - - - v,, elementos de V. Dize-
mos que v € V é combinagao linear dos vectores vy, - - - ,v, se existirem escalares oy, - , ., €
K tais que

V= QU1 + QoVg + -+ - + apU,

Aos escalares o, --- ,a,, chamamos os coeficientes da combinacdo linear e a (a1, -+ ,ay) a
sequéncia dos coeficientes da combinacdo linear.

Definicao 2.7.4. Sejam vy, v, - - - v, elementos de um espaco vetorial V. chamamos Subspaco
(de V)gerado pela sequéncia (vy,vs - --v,) ou pelos vectores vy, vy - --v, ao conjunto de todas
as combinacbes lineares dos vectores vy, v - - - v,,. Tal subspaco é frequentemente denotado por
(v1,v9 -+ vy), isto 6,

(v1,v2 - vp) = {onv1 + agva + - - - + apvp, a1, Q, -+ o € K}

Se W = (vy, vy - - - vy,) dizemos, ainda, que vy, vs - - - v, geram W, que vy, vs - - - v, SG0 geradores
de W ou que a sequéncia (vy,vs---v,) é geradora de W.

0
0

W=<U1,U2>:{<g 'g) e eBGR}.

Definicdo 2.7.5. Seja V um espaco vetorial . Seja vy,--- ,v, € V (com n > 2) .Os vetores
v1,--- ,v, dizem-se linearmente independente (LI) se nenhum deles for igual a uma combinagéo
linear dos outros n — 1. Um vetor v, é linearmente independente se v, # 0. Se vy, --- , v, nGo
forem linearmente independentes, dizem-se linearmente dependentes(LD).

. 1 0 1
No exemplo anterior v; = lo ] € vy = lo 0] geram o subespaco W.

Portanto,

Exemplo 2.7.4. As matrizes de Msy2(K)

L

sdo linearmente independentes. Para o mostrar, escreva-se a matriz nula como combinag@o
linear destas matrizes, com coeficientes a determinar:

10 oo foo
[0 =
"o o 0 1 00

041(12700
0 as 0 o|’

0 1

+ o
*lo o

+ a3

Entdo tem-se

o que implica a; = as = a3 = 0.
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Definicdo 2.7.6. Seja V um espaco vetorial e (vy,--- ,v,), uma sequéncia de vetores de V.
Dizemos que (v1,--- ,v,) € uma base de V se é uma sequéncia geradora de V' e é linearmente
independente.

Convencionamos que se V = 0y entdo a sequéncia vazia é base de V.

Definicdo 2.7.7. Seja V' um espaco vetorial que admite uma base com n elementos, comn € N.
Dizemos entdo que V tem dimens@o n e escrevemos dimV = n.

Exemplo 2.7.5. Consideremos V = {(z,y,2) € R® : x +y — 2z = 0}. Tendo em conta a
definicdo anterior, se conhecermos uma base, entdo temos também a dimenséo de V, por isso
concentremo-nos em encontrar uma base para V. Precisamos de uma sequéncia de geradores
que sejam Ll. Ora, z = x + y e, portanto, V pode ser definido como

V = {(%yaif + y) S RS VI,yER}'

Por outro lado,

T 1 0
y =x |0 +y (1],
z+y 1 1

ou seja

1 0
v={Jo|-|2|)
1 1

Mas, (1,0,) e (0,1,1) sdo linearmente independentes. Na verdade, temos

1 0 0 1 0 10 1 0 |0
ap |0 +az |1 = |0 = (0 1 0] =+ |0 1 |O
1 11 0 1 0 |0 0 0 |0
N
Logo uma base de V é 0|,|1| p, eV tem dimensao 2.
1

Definicdo 2.7.8. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Uma funcdo
T :V — W, que satisfazendo as condicbes:

1. T(u+v) =T(u) +T(v),
2. T(aw) = aT(v),
para quaisquer u,v € V e a € K, diz-se transformacao linear.
Para ilustrarmos uma transformacao linear basta pensarmos numa equacao matricial Av = B

em que a matriz A multiplicada com o vetor v produz um novo vetor B. Assim, dizemos que a
multiplicacao por A transforma v em B.
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Por exemplo, seja A uma matriz m x n. A transformacao 7' : R* — R™, definida por T'(v) = Av
1

Jj2 ’ .
paracadav = | _ | € R", é linear.

Ln

Propriedades 7. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e T : V. — W uma transfor-
macdo linear.Entédo tem-se:

1. T(0y) = Oy
2. T(—v) = —T(v), para qualquer v € V.
3. T(u—v)=T(u) — T(v), para quaisquer u,v € V.

4. T(ayvy + -+ + apvy) = aT(v1) + -+ + . T(v,), para qualquer natural n e quaisquer

Qq, - ,QHGK, V1, avn€V°

As transformacdes lineares estao associadas a dois importantes subspacos que a seguir passamos
a definir.

Definicao 2.7.9. (Nucleo e imagem )Sendo T : V — W uma transformagdo linear, o nucleo de
T é o conjunto ker(T) = {v € V : T(v) = Ow}. Aimagem de T é o conjunto im(T) = {T'(v) :
ve Vi

Proposicdo 2.7.1. SejaT : V — W uma transformacéo linear. Entéo ker(T) é um subespaco de
V e im(T) é um subespaco de W.

Demonstracdo: Mostraremos que ker(7) € um subspaco de V. Note-se, em primeiro lugar, que
Oy € ker(T), uma vez que T(0y) = Oy . Dados u e v elementos arbitrarios de ker(T)( isto é
T(u) = T(v) = Oy) e um escalar «, tem-se, pela linearidade de T,

T(u+v)=T(u)+T(v) =0 + 0w =0 € T(au) =aT(u) = alw = O .

Assim, u + v e au pertencem a ker(7'), o que termina a prova de que ker(7') € um subspaco de
V.
Consideremos agora im(7'). Claramente este conjunto é nédo vazio, pois Oy = T'(0y) € im(T).
Dados w, z € im(T), existem z,y € V tais que w = T'(z) e z = T(y). Entao, pela linearidade de
T,

w+z=T(x)+T(y) =T(x+y) € im(T) e o1 (z) =T(azx) € im(T),

uma vez que, pelo facto de V ser um espaco vetorial, z + y € ax € V. Concluimos assim que
im(T) é um subspaco de V. O
No caso de im(T') ter dimensao finita, chamamos a essa dimensao a caracteristica da transfor-

macao linear 7. Usamos a notacdo car(7T') para este nimero, ou seja, car(T) = dim(T).

Existe uma relacao muito simples entre as dimensdes de im(T) e ker(T'), cujo resultado apre-
sentamos a seguir.
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Teorema 2.7.2. Sejam V e W espacos vetorial, com V de dimensdo finita, e sejaT : V — W
uma transformacdo linear. Entdo tem-se

car(T) = dimV — dim ker (7).

Demonstracdo: Seja dim V = n. Suponhamos que ker(T) # {0} e seja {v1,--- ,vr} uma base de

ker(T). (Se ker(T) = {0}, o raciocinio decorre de modo analogo, tomando k¥ = 0 no resto da

demonstracao). Acrescentemos a estes k vetores n — k vetores vy.1,--- ,v, de forma a obter
uma base de V.

Vamos ver que os n — k vetores T'(vgy1),- -+ , T (v,) constituem uma base de im/(T'). Isso provara
o teorema.

Primeiro mostremos que T'(vg41,- -, T (v,) sao linearmente independentes. Se

a1 T (g1 + -+ an_kT(v,) =0,

vem

T(alvk+1 + -+ an—kvn) =0,

e tem-se
QU1 + - 5 AUy € ker(T)
Entdo, como {vy,--- ,v;} € uma base de ker(T), tem-se

0 Vg1 + -+, gV = B1v1 + - - + Brug,

para certos escalares 31, - , 3¢, 0 que € mesmo que

Bivr + - + Brvg — vk — - - — an — kv, = 0.

Agora mostremos que T'(vg41,---,T(v,) geram im(7T). Seja w um vetor qualquer de im(T).
Entdo, w = T'(v) para algum v € V e, como vy, - - - , v, constituem uma base de V, tem-se

U:7U1+"'+7nvna

para certos escalares vy, - - ,v,. Entdo, como vy, ,v; € ker(T), tem-se

T(U) = ’7k+lT(Uk+1 + -+ %T(Un)

e w € uma combinacao linear de T'(vg 1, -+ , T (vy).

2.7.1 Subspacos Fundamentais de uma matriz

Definicdo 2.7.10. O espa¢o nulo de uma matriz A,,«,, escrita como NulA, é o conjunto de
todas solucées da equacdo homogénea AX = 0. Denotamos por

NulA = {X : X € R"|AX =0}
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1 -3 -2

Exemplo 2.7.6. Sejam as matrizes A = 5 9 )

] ex=[5 3 —2r. Como

Teorema 2.7.3. O espaco nulo de uma matriz A m x n é um subspaco de R". Equivalentemente,
o0 conjunto de todas solucées do sistema AX = 0 de m equacdes lineares homogéneas em n
incégnitas é um subspaco de R™.

5—-9+4+4

1 3 2 b
—25+27-2

-5 9 1

concluimos que X estd no espaco nulo de A.

Demonstragdo: Certamente NulA é um subspaco de R™ porque A possui n colunas. Devemos
provar que NulA satisfaz as trés propriedades de um subspaco. E claro que zero esta em NulA.
Seguidamente sejam u e v dois vetores em NulA. Assim, Au =0e Av = 0.
Para provar que u + v estd em NulA, devemos mostrar que A(u+v) = 0. Usando a propriedade
da multiplicacao de matrizes, vem

Alu+v) =Au+Av=0+0=0.
Portanto, u + v estd em NulA e NulA é fechado para a adicdo de vetores. Finalmente, se o é
um escalar qualquer, vem

A(au) = a(Au) = a(0) =0,

0 que mostra que au esta no espaco nulo de A. Portanto NulA é um subspaco de R™. a

Definicdo 2.7.11. O espaco coluna de uma matriz A m x n, denotado por ColA, é o conjunto
de todas as combinacées lineares das colunas de A.

ColA={b:b=AX;X e R"}

Exemplo 2.7.7. Consideremos o conjunto

6a — b
W = a+bl|:a,beR
—Ta

Podemos escrever W em que cada um dos seus elementos é combinacédo linear de outros ele-

T T
mentos (neste caso, de |[ccc]6 1 —7} e de {[ccc]—l 1 0} ):

6 -1 6 -1
W=<a|1l|+b|1]|:a,beR :< 11,]1 >
-7 0 -7 0

O conjunto W também pode ser escrito usando os vetores do conjunto gerador como colunas
de uma matriz A:
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Portanto, o espaco coluna de uma matriz A m x n é um subspaco de R™.

0 espaco nulo e o espaco coluna estao relacionados. Para ilustrarmos melhor esta ideia, con-
sideremos uma matriz genérica

ailr a2 a1z ai4
A= az1 Aa22 a3 424

az1 asz2 a3z a34

Um vetor X tal que AX esta definido, deve ter quatro entradas, assim o espaco nulo é um
subspaco de R*. Por outro lado, cada coluna de A possui trés entradas, assim ColA € um
subspaco de R3.

Se A é uma matriz m x n entdo é possivel definir ainda outros dois espacos vetoriais associados
com matrizes:

« Espaco nulo de AT ou espago nulo esquerdo de A: é um subspaco de R".

« Espaco coluna de A” ou espaco linha de A: espaco de R” gerado pelos vetores linha de
A.

As matrizes fundamentais estdo relacionadas com o teorema do Nicleo e imagem de uma trans-
formacao linear. Vejamos um exemplo que nos levara a esta conclusao.

Seja T : V — W uma transformacao linear. Consideremos a matriz

h
Il
—_ O

2
1
3

que representa uma transformacao linear 7' : R* — R3. Determinemos a caracteristica de A:

1 23 5 1 23 5 1 2 3 5
R ey
01 2 —1|ls+(-Dii|o 1 2 —1|ls+(-iz]|0 1 2 -1
1 35 4 01 2 -1 000 0

Portanto, car(A) = 2.

Determinemos agora o Nlcleo de T. Considerando a matriz ampliada do sistema

z

1 2 3 5 0
T2

01 2 -1 = |0
T3

1 3 5 4 0
Ty
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e reduzindo-a a sua forma em escada obtemos

—-11]0

S O =

2
1
0

S N W

donde,

{ 21 4 209 + 325+ 5y = 0 H{ T1 + 222 + 323 + 5o + 1023 =0 H{ T = —T29 — 1323

IE2+2I371‘4:O IE4:$2+IQ+2$3 $4:I2+I2+2I3

Portanto, os elementos do Nicleo sdo da forma

—7.%‘2 — 13.’133 -7 —13
To 1 0
= T2 +v3
T3 0
T2 + 273 1 2

Logo, a dimensao de N(A) é 2.
A Imagem de T é constituido por vetores da forma

T
123 5 1 P 3 5
01 2 —1| || =a0 |0 420 |1] +a5 2| +24 | =1
135 4/|[™ 1 3 5 4
T4

Mas, como a car(A) = 2, das colunas consideradas s6 duas sdo linearmente independentes.
Portanto a caracteristica da Imagem é 2.

Do exemplo apresentado, concluimos que

dimN(A) + dimIm(A) = dimV,

ou seja,

Nul(A) + car(A) = Nimero de colunas.

2.7.2 Matriz de uma transformacao linear

Usando matrizes podemos representar as transformacoes lineares entre espacos de dimensao
finitacomdimV =n>1edimW =m > 1.

A transformacao 7' : K* — K™ definida por T'(z) = Ax é uma transformacéo linear.

Assim, se conhecermos os valores que tomam os vetores de uma base de um determinado espaco
vetorial de dimensao finita a transformacao linear fica conhecida.

Definicdo 2.7.12. Seja T : V — V'’ uma transformacdo linear. Sejam B = (ey,ea,- -+ ,e,) Uma
base de V e B’ = (e},¢éh,--- ,el,) uma base de V'.

Designamos por matriz de T em relacdo as bases B e B’ (por essa ordem) e representamos por
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ai1 ai2 -t Qln
, a21 a2 -+ A2n

M(T :B,B ) = ,
Am1 Am?2 o Omn

onde

_ / / /
T(e1) = a11€) + arneh + -+ + amael,

T(Bg) = (1126/1 + ar22€/2 + -+ (lmgelm

_ ! ! /
T(en) = a1n€) + aoneh + -+ + amnel,

Exemplo 2.7.8. A transformacdo T : R*> — R3 tal que T((x,y)) = (2x,2 — y,3y) é linear.
Entdo vamos determinar a matriz de T em relacdo as bases B = (1,0),(1,1) de R? e B’ =
(1,0,1),(1,1,0),(0,0,1) de R®. Sabemos de antemdo que dimV = 2 e dimV’ = 3. A matriz T
em relacdo as bases serd da forma

ail a2

. AN
M(TB,B)— a1 a99
as;  as2

Mais,

T(ey) = T(1,0) = (2,1,0) = a11(1,0,1) + az1(1,1,0) + as1(0,0,1) = (1,0,1) + (1,1,0) — (0,0, 1)

T(e2) =T(1,1) = (2,0,3) = a12(1,0,1) + as2(1,1,0) + as2(0,0,1) = 2(1,0,1) +0(1,1,0) + (0,0, 1).

Consequentemente,
1 2
M(T:B,B)=]1 0
-1 1

Observemos que, se T' é uma transformacao linear e A é a matriz T em relacado a certas bases,
entdo dimim(T) = car(A).
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Capitulo 3

Algumas Aplicacées de Matrizes

Neste capitulo apresentamos algumas aplicacdes da Teoria de Matrizes que real¢cam a utilidade
desta nas diversas areas, nomeadamente na Economia, Quimica, Criptografia e outras. Os exem-
plos que a seguir se apresentam tém como pré-requisitos os conceitos ja estudados no capitulo 2
e ilustram, embora de forma rudimentar, a utilidade do calculo matricial no estudo de conceitos
de outras areas do saber.

3.1 Aplicacdao a Economia: Modelo Fechado [de Input-Output] de

Leontief

Este exemplo foi retirado de [2] (paginas 411-412).

O modelo Fechado [de Input-Output] de Leontief, usa a teoria de matrizes para calcular certos
parametros que descrevem as inter-relacdes entre as industrias, tais como os precos e os niveis
de producao, para a satisfacdo de um objetivo econdmico desejado.Os sistemas de equacgdes
lineares e as matrizes, sao os pré-requisitos necessarios para esta aplicacao.

Exemplo 3.1.1. Trés proprietdrios de casas, um Pedreiro, um Eletricista e um Hidrdulico, pre-
tendem fazer concertos em suas trés casas. Eles concordam trabalhar um total de 10 dias cada
de acordo com a seguinte tabela:

T | Ty | Ts
Di| 2|16
Dy | 4|56
Ds | 4| 4|3

Tabela 3.1: Distribuicao dos concertos por casas.

Donde,

T, é o trabalho executado pelo Pedreiro;

T, é o trabalho executado pelo Eletricista

T3 é o trabalho executado pelo Hidrdulico

D, sé@o os dias de trabalho na casa do Pedreiro;
D, sdo os dias de trabalho na casa do Eletricista;
D5 sdo os dias de trabalho do Hidrdulico.

Para efeitos de impostos, eles devem declarar e pagar um ao outro um saldrio didrio razodvel,
mesmo para o trabalho que cada um faz em sua prépria casa. Seus saldrios didrios normais
sd@o cerca de 100 Euros, mas eles concordam em ajustar seus respetivos saldrios didrios de tal
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modo que saiam empatados, ou seja, de tal modo que o total pago por cada um é igual ao total
recebido. N6s podemos colocar

p1=saldrio didrio do Pedreiro;
Py=saldrio didrio do Eletricista;

ps=saldrio didrio do Hidrdulico.

Para satisfazer a condicdo de equilibrio de que saiam empatados, nos exigimos que
total dos gastos=total do recebido

para cada um dos proprietdrios pelo periodo de dez dias. por exemplo, o pedreiro paga um
total de 2p; + ps + 6p3 pelos concertos em sua propria casa e recebe um total de 10p, pelos
concertos que faz nas trés casas. Igualando estas expressées nos dd a primeira das trés equacées
seguintes:

2p1 + p2 + 6p3 = 10py

4p1 + 5p2 + p3 = 10p2

4py + 4p2 + 3p3z = 10p3

Sendo que a segunda e a terceira equacdo correspondem ds equacées de equilibrio do Eletricista
e do Hidrdulico. Dividindo estas equacées por 10 e reescrevendo-as em formato matricial,
obtemos

072 071 076 p1 b1
0,4 0,5 0,1] |p2| = |po
Oa4 074 0a3 D3 D3

Subtraindo o lado esquerdo do direito, podemos reescrever a equacdo matricial como um sis-
tema homogéneo
0,8 —0,1 —0,6] [p1
-0,4 0,5 —=0,1.[p2| =
-0,4 -0,4 0,7 D3

o O O

a solucdo do sistema homogéneo é

P1 31
p2| =S 32
D3 36

onde s é uma constante arbitrdria. Esta constante é um fator de escala, que os proprietdrios
podem escolher de acordo com a sua conveniéncia. por exemplo, eles podem colocar s = 3,
de modo que os correspondentes saldrios didrios, a saber 93 Euros, 96 Euros e 108 euros, sdo
aproximadamente 100 Euros.
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3.2 Aplicacao a Quimica (Equilibrando equacées)

Esta aplicacao foi retirada de [11], Paginas 89-91.
Dizemos que uma reacdo quimica esta equilibrada se aparece o mesmo nimero de atomos em
cada lado da seta para cada tipo de atomo na reacao.

Exemplo 3.2.1. Dada a equagéo
CHy+ Oy — CO5 + H50,

a versdo equilibrada desta equacéo quimica é

CHy+ 205 — CO9 + 2H50

com a qual queremos indicar que combinamos uma molécula de metano com duas de oxigénio
estdvel para produzir uma molécula de gds carbonico e duas moléculas de dgua. Poderiamos
perfeitamente multiplicar toda a equacdo por qualquer inteiro positivo. Por exemplo, multi-
plicando todos os termos por 2 obtém-se a equacdo quimica equilibrada

Contudo, é convencdo padrdo utilizar os menores inteiros positivos que equilibram a equacao.
A equacdo acima é suficientemente simples para ser equilibrada por tentativa e erro, mas
equacdes quimicas mais complicadas requerem um método mais sistemdtico. Existem vdrios
métodos que podem ser usados, mas apresentamos aqui um que usa sistemas de equacées
lineares. Examinemos a equacdo ora apresentada. Para equilibrar a equacdo precisamos de
encontrar inteiros x1,xs,x3 € x4, tais que

21(CHy) + 22(02) — 25(CO2) + 24(H>0).

Contudo, para cada um dos dtomos da equacdo, o nimero de dtomos d esquerda deve ser igual
ao numero de dtomos d direita. Expresso em formato tabular, temos

Lado esquerdo Lado direito
Carbono x1 = x3
Hidrogénio 4z = 2x4
Oxigénio 2xo = 2x3 + 4

de onde obtemos o sistema linear homogéneo

ry —x3=0
4.7;1—2374:0

21’2721’371’410
A matriz aumentada/ampliada deste sistema é

10 -1 0 O
4 0 0 -2 0
0 2 -2 -1 0
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e a forma escalonada reduzida por linhas desta matriz é

100 -1 0

01 0 -1 0

001 -3 0
Pelo que a solugado geral do sistema é

t t

T = §,$2:t,$3: 5,(E4:t,

onde t é arbitrdrio. Os menores valores inteiros positivos para as incognitas ocorrem quando
tomamos t = 2, de modo que podemos equilibrar a equacdo tomando =1 = 1, xo = 2,23 = 1,
x4 = 2. Tal vai ao encontro da conclusdo acima, pois substituindo esses valores na equacdo
obtemos

CHy+ Oy — 2C0O5 + 2H50.

Vejamos um outro exemplo:

Exemplo 3.2.2. Equilibre a equacdo quimica
HCL+ NasPOy = H3PO4+ NaCL

[Acido Cloridrico]+[Fosfato de Sédio]—s>[Acido Fosférico]+[Cloreto de Sédio]

Solucao:

Sejam x1,x2, x3 € x4, inteiros positivos que equilibram a equacgdo
21(HCL) + x2(Na3POy4) = x3(H3PO4) + 24(NaCL)

Igualando o nimero de dtomos de cada tipo de ambos lados, resulta

1lz1=3z3 Hidrogénio (H)
lzi=1x4 Cloro
3ro=1x:4 Sédio (Na)
lzo=lxs Fosforo (P)
4xo=4x3 Oxigénio (0)

Do que obtemos o sistema linear homogéneo

1 —3x3=0
x1—x4 =0
3res —x4 =0
xo —x3 =0

4I2 741’3 =0

Do sistema linear homogéneo, obtemos a matriz aumentada do sistema
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10 -3 0 O
10 0 -1 0
03 0 -1 0
01 -1 0 O
04 -4 0 0

Deixamos a cargo do leitor mostrar que a forma escalonada reduzida da matriz aumentada
deste sistema é:

100 —-10
010 —% 0

1
001 % 0
000 0 0
000 0 0

da qual concluimos que a solucdo geral desse sistema é
— _t _t . _
T =t x2=73, T3 = 3,84 =1

onde t é arbitrdrio. Para obter os menores valores inteiros positivos que equilibram a equacdo,
tomamos t = 3 e resulta xy = 3,20 = 1,23 = 1 e x4 = 3. Substituindo esses valores na equacdo
dada temos

3HCL + Na3PO4 = H3PO4+ 3NaCL

3.3 O problema de Alocacao de Tarefas

O problema de alocacao de tarefas € um conjunto de procedimentos que visam encontrar uma
alocacao o6tima em uma dada matriz-custo. Na pratica esta aplicacao é utilizada nas empre-
sas para encontrar a melhor distribuicdo de trabalhadores, jogadores em posicées no campo,
maquinas em locais de construcdo e em muitas outras areas. Referenciamos para este tema a
consulta de [2].

Esta aplicacdo podia ser muito mais explorada, mas neste trabalho ja nao nos foi possivel. Isto
porque este tema envolve conceitos da teoria de matrizes e da teoria de grafos, por exemplo:
grafo bipartido, matriz de incidéncia, arvore de suporte (conceitos introduzidos no capitulo 4
desta dissertacdo).

O Método de Hungaro

0 método hlngaro, criado pelos hldngaros D. Konig e E. Evervary, é um procedimento de 5 passos
que a seguir passamos a descrever. Observamos aqui que em substituicao dos tracos horizontais
e verticais que o procedimento descreve, nos utilizamos cores.

» Subtraia a menor entrada de cada linha de todas as entradas da mesma linha. Dessa forma,
cada linha tera pelo menos uma entrada zero e todas as outras entradas sao nao negativas.
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» Subtraia a menor entrada de cada coluna de todas as entradas de mesma coluna. Dessa
forma, cada coluna tera pelo menos uma entrada zero e todas as outras entradas sao ndo
negativas.

» Risque um traco ao longo de linhas e colunas de tal modo que todas as entradas zero da
matriz-custo fiquem riscadas. Para isso, utilize um nimero minimo de tracos.

» Teste de otimizacao.

1. Se o nUmero minimo de tracos necessarios para cobrir os zeros é n, entdao uma alo-
cacao 6tima de zeros é possivel e encerramos o procedimento.

2. Se o numero minimo de tracos necessarios para cobrir os zeros é menor do que n,
entdo ainda nao é possivel uma alocacédo 6tima de zeros. Nesse caso, va para o passo
seguinte.

» Determine a menor entrada nao riscada por nenhum traco. Subtraia esta entrada de todas
as entradas nao riscadas e depois a some a todas as entradas riscadas tanto horizontais
quanto verticalmente. Retorne ao passo lll.

Exemplo 3.3.1. Uma construtora tem quatro escavadeiras em quatro garagens diferentes. As
escavadeiras devem ser transportadas a quatro diferentes locais de construcdo. As distdncias
entre as escavadeiras e os locais de construcdo sGo dadas em km na tabela abaixo:

Local1 | Local2 | Local3 | Local4
Escavadeira 1 90 75 75 80
Escavadeira 2 35 85 55 65
Escavadeira 3 125 95 90 105
Escavadeira 4 45 110 95 115

Tabela 3.2: Escavadeiras e as distancias em relacao aos locais de construcao

Como devem ser transportadas as escavadeiras para os locais de constru¢do para minimizar a
distdncia total percorrida?

e Matriz custo:

90 75 75 80
35 8 55 65
125 95 90 105
45 110 95 115

« Subtraimos a menor entrada de cada linha a todas entradas da mesma linha.

15 0 0 5
0 50 20 30
3 5 0 15
0 65 50 70
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« Subtraimos a menor entrada de cada coluna a todas entradas da mesma coluna.

15 0 0 0
0 50 20 25
35 5 0 10
0 65 50 65

» Riscamos as entradas zero com um numero minimo de tracos horizontais e verticais.

15 0 0 0
0 50 20 25
0 65 50 65

» Como o numero de tragos é inferior a n, subtraimos a menor entrada ndo riscada da matriz
a cada uma das entradas ndo riscadas e somamos as entradas riscadas por dois tragos.

0 30 5
95 5 10
0 45 45

» Ainda nédo é possivel obter uma solucdo 6tima, visto que o numero de tracos ainda é
inferior a n.

» Subtraimos a menor entrada néo riscada de cada uma das entradas ndo riscadas e somamos
as duas entradas riscadas por dois tracos.

40 0 5 0

» Como as entradas zero estdo riscadas com um numero minimo de 4 tracos horizontais, a
matriz deve conter uma solucéo 6tima de zeros:

40 0 5 0
0 25 0 0
5 0 0 5
0 40 30 40

» Escavadeira 1 na construcdo 4 (80km)
Escavadeira 2 na construcéo 3 (55 km)
Escavadeira 3 na construcdo 2 (95km)

Escavadeira 4 na construcéo 1 (45 km)

o 80km+55km+95km+45km=275km é a menor disténcia percorrida para minimizar os custos.
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3.4 Aplicacao a Criptografia

A descricao desta seccao, bem como os exemplos que se seguem, foram referenciados de [2],
paginas 466-468.

A Criptografia é o estudo de codificacdo e decodificacao de mensagens.

Na linguagem da Criptografia, os codigos sdo denominados cifras, as mensagens nao codificadas
sao textos comuns e as mensagens sao textos cifrados ou criptogramas. O processo de converter
um texto comum em cifrado é chamado cifrar ou criptografar e o processo inverso de converter
um texto cifrado em comum é chamado decifrar.

As cifras mais simples, denominadas cifras de substituicdo sao as que substituem cada letra do
alfabeto por uma outra letra.

Por exemplo, na cifra de substituicao

Cooum A B C D E F G H I J K L M
Cifra D E F GH I J KL M N O P
Comum N O P Q R S T U V W X Y Z
Cifra Q R S T UV W X Y Z A B C

Tabela 3.3: Cifras de substituicao letra por letra.

a letra de texto A é substituida por D, a letra de texto comum B por E e assim por diante.
Vamos apresentar um exemplo de um sistema poligrafico que consiste em dividir um texto co-
mum em conjunto de n letras, cada um dos quais € substituido por um conjunto de n letras
cifradas. Trata-se do sistema poligrafico chamado cifras de Hill que sdo baseados em transfor-
macoes matriciais.

Vamos supor que cada letra de texto comum e de texto cifrado, excetuando Z, tem um valor
numeérico que especifica sua posicdo no alfabeto padrdo como mostra a a tabela.

A B C D E F G H | J K L M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
N O P Q R S T U V W X Y Z
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 O

Tabela 3.4: Cifras de substituicao letra por nimero.

Para transformar pares sucessivos de texto comum em texto cifrado procedemos da seguinte
maneira:

1. Escolhemos uma matriz 2 x 2

ai;r a2 . . i ~
[ ] , com entradas inteiras para efetuar a codificacao.
a1 ag2

2. Agrupamos letras sucessivas de texto comum em pares, adicionando uma letra adicional
ficticia para completar o Gltimo par se o texto comum tem um numero impar de letras.
Substituimos cada letra de texto comum por seu valor numérico.
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3. Convertemos cada par sucessivo p;p, de letras de texto comum em um vetor-coluna

P1
D2

e formamos o produto AP, o correspondente vetor cifrado.

P =

4. Convertemos cada vetor cifrado em seu equivalente alfabético.

Exemplo 3.4.1.

Vamos usar a matriz

1 2 ~
A= 0 3] para obter a cifra de Hill da mensagem de texto comum (em inglés)

IAM HIDING

Agrupando o texto em pares temos

IA MH ID IN GG. Paracompletar o Ultimo par adicionamos a letra ficticia G. Usando
a tabela B.4 ,este agrupamento é equivalente a

9 1 13 8 9 4 9 14 77

Codificamos cada par de letras. Sempre que ocorrer um inteiro maior do que 25, ele sera
substituido pelo resto da divisdo deste inteiro por 26.

! 2] . ﬂ = llll (mod 26)

0 3 1 3

M [1 2] | ﬂ _ [29] M (mod 2
0 3 8 24 24

ID — L2 . 9] = [17] (mod 26)
0 3 12

1A —

4

0 3 14 42

2] . [7] = Fll (mod 26)
3 7 21

Estes vetores correspondem aos pares de texto cifrado QL, QP e UU respetivamente. Cole-
tando os pares obtemos a mensagem cifrada completa

a3 7] 2]

[t

GG —

o

KC CX QL KP UU

que normalmente seria transmitida como uma Unica cadeia sem espacos:

KCCXQLKPUU

39



Matrizes e Grafos

O processo de decodificacao ocorre de maneira inversa. Para decodificar a mensagem usamos
a matriz inversa (modulo 26) da matriz codificadora. Vejamos um outro exemplo:

Exemplo 3.4.2.

Decifre a cifra de Hill, que foi criptografada pela matriz
e [5 6]
2 3

Pela tabela B.4, o equivalente numérico pelo texto cifrado é

GI'NKGKDUSK

7 20 14 11 7 11 4 21 19 11

Para obter os pares de texto comum, nos multiplicamos cada vetor cifrado pela seguinte matriz

1 24
B= :
ls 19]

que é a matriz igual a matriz A=! modulo 26 (isto é, A= = B(mod 26)).

Temos,
[1 24] [7] T[as7] [19]

= = (mod 26)
8 19] [20]  [436] |20]
(1 24] [14] [or8] [18]

- - (mod 26)
s 19 [11]  [321] |9
[1 24] [7]  T[ora] [11]

= = (mod 26)
8 19) [11]  |265] |5]
[1 24] [4] [s08] [14]

_ - (mod 26)
8 19| [21 431 15
[1 24] [19]  [o2s3]  [23]

= = (mod 26)
8 19 [11]  [361] |23

Pela tabela B.4, os equivalentes alfabéticos destes vetores sdo

ST RI KE NO WW

que fornece a mensagem

STRIKE NOW
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Capitulo 4

Teoria de Grafos

A Teoria de Grafos define grafos como sendo o elemento base do estudo e o grafo é representado
por um conjunto de pontos (os nds ou os vértices), ligados por segmentos de retas (as arestas
ou os arcos). Esta teoria permite a resolucao de problemas em varias areas como por exemplo
a dos transportes, a das telecomunicacées e as computacionais.

Neste capitulo, comecamos por introduzir conceitos basicos e notacdes da Teoria de Grafos.

Para um estudo mais aprofundado, podemos consultar as seguintes referéncias: [12], [{], [9] e
[10]. Este trabalho contém informacdo também daqui retirada.

4.1 Conceitos e resultados fundamentais

Definicdo 4.1.1. Designa-se por grafo (ndo orientado) um terno G = (V(G), E(G),v¢)), onde
V = V(G) é um conjunto ndo vazio, E = E(G) é um conjunto disjunto de V e ¢ é uma funcéo
tal que, paracada e € E, 1 (e) denota um par ndo ordenado de elementos de V. O conjuntoV
designa-se por conjunto dos vértices, E por conjunto das arestas e 1) por funcéo de incidéncia
do grafo G.

Se a funcao de incidéncia originar, para cada e € E, um par ordenado de elementos de V, o
terno tem a seguinte notacao G = (V(a), E(a), ) e sera designado por grafo orientado (ou
digrafo). Aqui, o conjunto E designa-se por conjunto dos arcos.

Neste trabalho, temos como objetivo fazer uma abordagem geral a Teoria de Grafos em que
apenas usaremos grafos nao orientados e vamos referir-nos apenas ao termo grafo.

De seguida, iremos apresentar algumas designacoes usadas na Teoria de Grafos.

Para cada aresta ¢ € F de um grafo G, ela resulta da imagem 1 (e) = uv, onde u,v € V e uv €
um par nao ordenado. Neste caso, dizemos que: u e v sdo vértices extremos de e; a aresta e €
incidente aos seus vértices extremos; u e v sdo vértices adjacentes.

Ao conjunto dos vértices adjacentes a um determinado vértice w € V chamamos vizinhanca de
w.

Quando duas arestas sao incidentes ao mesmo vértice, dizemos que estas arestas sao adja-
centes.

Se duas ou mais arestas tém os mesmos vértices extremos, entdo dizemos que sao arestas multi-
plas (ou paralelas).

A uma aresta ¢ de um grafo G chamamos lacete se os vértices extremos coincidem num so
vértice, isto é, pg(e) =uucomu €V
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Figura 4.1: O primeiro grafo é nao orientado e o segundo é orientado.

Na figura anterior, no grafo nao orientado temos V' = {vy,v2,v3,v4} € E = {e1,€2,€3,¢€4,€5,€6}.
Podemos observar neste grafo que: as arestas e, € e; sao multiplas; a aresta eg € um lacete; v,
e v, S0 0s vértices extremos da aresta e;, estes vértices sao adjacentes e a aresta é incidente
a eles; as arestas e; e e; sao adjacentes.

Definicdo 4.1.2. Um grafo diz-se simples se ndo contém arestas multiplas nem lacetes.

Quando um grafo simples possui um Unico vértice, dizemos que o grafo é trivial.

Se os conjuntos V' e E forem finitos, entdo dizemos que o grafo é finito e denotamos por v(G)
ou v 0 nimero de vértices e por ¢(G) ou ¢ o numero de arestas de um grafo G. A v chamamos
a ordem de G e a ¢ chamamos a dimensao de G. Caso contrario, G é um grafo infinito.

Definicdo 4.1.3. Dados dois grafos G e H, arbitrdrios, dizemos que sdo iguais se
V(G)=V(H), E(G)=EH) e vc=¢nu.

Neste caso, escrevemos G = H.

Definicdo 4.1.4. Dados dois grafos G e H, arbitrdrios, dizemos que H é um subgrafose V(H) C
V(G), E(H) C E(G) e ¥y é a restricdo de 1. Denotamos por H C G. Se H C G entdo H é
subgrafo proprio de G.

O grafo H é um subgrafo abrangente (ou suporte) do grafo G se V(H) = V(QG).

Definicdo 4.1.5. Sejam G um grafo e v um vértice arbitrdrio de G. O grau (ou valéncia) de v
é 0 numero de arestas incidentes a v, que denotamos por d¢(v) ou, simplesmente, por d(v).
Notemos que os lacetes, caso existam, contam duas vezes.

Exemplo 4.1.1. Observando o grafo ndo orientado da figura 4.1, temos que

dg(v1) =3, dg(va) =3, dg(vs)=4 e dg(vy) =2.
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Teorema 4.1.1. Seja G um grafo com ¢ arestas e v vértices.
Designemos os vértices de G por vy, - ,v,.
A soma dos graus, de todos os vértices, é o dobro do numero de arestas. Ou seja,
n
Z d(v;) = 2e

i=1

Demonstracdo: Esta demonstracao sera apresentada mais a frente, na subseccao da Matriz de

Incidéncia porque assim temos um exemplo de aplicacao da matriz de incidéncia na obtencao

de resultados acerca da estrutura de um grafo e também por ser uma demonstracao simples.
([l

Tendo em conta o exemplo }4.1.1, podemos verificar que

dc;(v1)+dg(vg)+dg(vg)+dg(v4) =3+3+4+2 =12 =2x6.

A partir do teorema obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.2. O numero de vértices de grau impar que existe num grafo é sempre par.

Demonstracao: Consideremos separadamente os vértices de grau par e os de grau impar.
Temos assim

ddw) = > dw)+ > dw). (4.1)

i=1 d(v;) par d(vi) mpar

A primeira parcela do segundo membro da equacao anterior € sempre um niimero par. A segunda
parcela € um nimero par se o somatario dos graus impares tiver uma quantidade par de parcelas.
Ou seja, o nUmero de vértices com grau impar tem de ser par. O

Definicao 4.1.6. Seja G um grafo simples. Denotamos por G° o grafo complementar de G, que
é o grafo simples obtido a partir de G cujo conjunto de vértices coincide e no qual quaisquer
dois vértices s@o adjacentes se e sO se ndo sdo adjacentes em G.

1 V2

Va Vs Vs

Figura 4.2: Os grafos sao complementares.

Definicdo 4.1.7. Sejam G = (V(G), E(G),v¢) e H = (V(H), E(H), vy ) dois grafos arbitrdrios.
Dizemos que séo isomorfos, e denota-se por G = H, se existem duas bijecées ¢ : V(G) — V(H)
el : E(G) — E(H) tais que

Ya(e) = uv se e so se Py (0(e)) = p(u)p(v).
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No caso de os grafos serem simples, dizemos que sdo isomorfos se existe uma bijecdo ¢ : V(G) —
V(H) tal que

w € E(GQ) se e sése p(u)p(v) € E(H).

Se um grafo tem cada vértice adjacente a todos os outros, entado o grafo € chamado de grafo
completo e denota-se por K,,. Por exemplo:

@ o—0 A & &
K2 K3 K " K5

Ky

Figura 4.3: Grafos completos K1, -, K5

Um grafo simples G é chamado de grafo nulo quando nao tem arestas, ou seja, E(G) = 0.

Definicdo 4.1.8. Um grafo G diz-se bipartido se existe uma particéo do seu conjunto de vér-
tices V. em X e Y, tal que cada aresta de G tem um dos vértices extremos em X e o outro
vértice extremo em Y. Esta particdo do conjunto dos vértices do grafo permite representar o
grafo pelo terno (X,Y, E(G)).

Quando quaisquer vértices x € X e y € Y sdo tal que xy € E(G), dizemos que G é um grafo
bipartido completo. Adicionalmente, se temos dg(z) = s = #(Y),Vz € X edg(y) =t =
#(X), Vy € Y, entdo o grafo G é denotado por K, ,.

Para ilustrar esta definicao, apresentamos os dois exemplos seguintes:

Figura 4.4: Grafos bipartidos.

Definicdo 4.1.9. Um passeio num grafo G é toda a sequéncia néo vazia
P = wvyeqviey - - epvp

tal que vy, vy, -+ ,ux € V(G), e1,ea,--- ,ex € E(G) e os vértices v;_, e v; sGo vértices extremos
daarestae;, parai=1,--- k. Ovértice vy designa-se por vértice inicial do passeio P, o vértice
v, designa-se por vértice final do passeio e os vértices v,--- ,v,_1 designam-se por vértices
intermédios de P. Podemos também dizer que P é um passeio entre os vértices vye vy.
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« Se num passeio todas as arestas sdo distintas, entdo o passeio designa-se por trajeto.
Adicionalmente, se também todos os vértices sdo distintos, o passeio designa-se por

caminho.
» Se vy = vy, (k # 0) estamos perante um circuito.

» Um ciclo é um passeio com pelo menos uma aresta, onde ndo se repetem arestas hem
vértices (com excecdo dos vértices terminais do passeio).

» O comprimento de um passeio, ou trajeto, ou caminho é igual ao numero de arestas que
o constitui (com eventual repeticéo) .

Exemplo 4.1.2. Considere o grafo abaixo.

Figura 4.5:

Um passeio é, por exemplo, a sequéncia vy, vs, vs, vg, V3, V2, v1 qUe tem comprimento 6. Também
é um trajeto porque ndo hd repeticdo de arestas.
Um exemplo de caminho é a sequéncia v, vs, v, vs, v, COM comprimento 4.

Definicao 4.1.10. Um grafo diz-se conexo se entre cada par de vértices existe um caminho
que os une. Caso contrdrio, o grafo diz-se desconexo.

Observemos que um grafo que possui um Unico vértice v é conexo, uma vez que podemos con-
siderar a existéncia de um caminho de comprimento nulo entre v e v.

Sendo o grafo G desconexo, podemos repartir o conjunto dos seus vértices em dois ou mais
subconjuntos disjuntos V4, V5, --- , V4, tais que Vu € V; e Vv € V;, com i # j, u € v nao sao
adjacentes. Portanto, G ficara subdividido em & subgrafos, tal que cada subgrafo é conexo. A
estes subgrafos chamamos componentes conexas de G.

0 grafo da Figura }4.5 é conexo (visto que entre cada par de vértices existe sempre um caminho
que os une). Na figura seguinte, apresentamos um grafo desconexo:
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V7

Figura 4.6: Grafo desconexo com duas componentes.

0 grafo G é desconexo e facilmente conseguimos reconhecer as suas componentes conexas
divididos em dois subconjuntos V; = {v1,vq, v3,v4, V5} € Vo = {uvg, v7,vs,v9}. ISto motiva-nos ao
teorema que se segue.

Teorema 4.1.3. Um grafo é desconexo se e s se o seu conjunto de vértices V pode ser dividido
em dois subconjuntos disjuntos ndo vazios V; e V5, tal que ndo existe aresta em G cujo vértice
extremo estd no subconjunto V; e outro no subconjunto V.

Demonstracdo: Suponha que a particao de V existe. Consideremos dois vértices arbitrarios a
ebde G, tal que a € V; e b € V,. Nenhum caminho pode existir entre os vértices a e b; de
outra maneira, haveria pelo menos uma aresta com um vértice extremo em V; e outro em V5.
Consequentemente, se a particao existe, G ndo é conexo.

De modo inverso, seja G um grafo desconexo. Considere um vértice a em G. Seja V; o conjunto
de todos os vértices que estdo ligados por caminhos até a. Uma vez que G é desconexo, V; nao
inclui todos vértices de G. Os restantes vértices formaram o conjunto nao vazio V,. Nenhum
vértice em V; é adjacente a algum em V5. O

Teorema 4.1.4. Se um grafo G tem exatamente dois vértices de grau impar, entdo existe um
caminho unindo estes dois vértices.

Demonstracdo: Seja G um grafo com todos os vértices de grau par, exceto v; e v», que sao de
grau impar. O teorema que também ¢é valido para todas as componentes conexas de um grafo
desconexo, afirma que nenhum grafo pode ter um nimero impar de vértices de grau impar. Por-
tanto, no grafo G,os vértices v; e v, estdo na mesma componente conexa e consequentemente
existe um caminho entre eles. O

Definicdo 4.1.11. Um grafo simples G diz-se uma floresta se G ndo contém circuitos.

Uma floresta conexa designa-se por drvore, ou seja, consideramos que uma drvore é uma com-
ponente conexa de uma floresta.

Por exemplo:
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N N> Y

Figura 4.7: Floresta formada por trés arvores

Definicdo 4.1.12. Designamos por drvore abrangente (ou de suporte) de um grafo conexo G
a todo subgrafo abrangente de G que é uma drvore e contém todos os vértices do grafo.

AL

Figura 4.8: Grafo G e trés arvores abrangentes de G.

4.2 Grafos e Matrizes

Na seccao anterior apresentamos varios conceitos da teoria de grafos onde ilustramos um grafo
G na forma pictérica, como um conjunto de pontos ou nds que chamamos vértices e um con-
junto de retas que ligam esses pontos que chamamos de arestas. Foi muito conveniente para
a visualizacdo, porém nao € a Unica maneira de representarmos um grafo, pois existem infor-
macoes que um grafo pode conter que nao caberiam num papel. As outras representacoes estao
no campo computacional.

Uma matriz € uma maneira conveniente e Util para representar um grafo no computador. As
matrizes prestam-se facilmente a manipulacdo mecanica. Além disso, muitos resultados con-
hecidos da algebra matricial podem ser aplicados para o estudo das propriedades estruturais
dos grafos.

Em muitas aplicacdes da teoria de grafos, tais como na analise de um circuito elétrico e Pesquisa
Operacional, as matrizes também acabam sendo um caminho natural de expressar o problema.

4.2.1 Matriz de adjacéncia

Definicdo 4.2.1. Dado um grafo G tal que V(G) = {vy,vs,--- ,v,}, designa-se por matriz de
adjacéncia dos vértices G, ou simplesmente, matriz de adjacéncia de G e denota-se por
Ag = (ai;), a matriz de dimensdo v x v, tal que a;; € igual ao numero de arestas entre os
vértices v; e v;.

No caso de grafos orientados, a;; é igual ao numero de arcos com cauda em v; e cabeca em v;.

Exemplo 4.2.1. Vamos determinar a matriz de adjacéncia do grafo representado na seguinte
figura:
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Figura 4.9:

Néo existe nenhum lacete, ou seja, uma aresta do tipo uu (u € V'), consequentemente o ele-
mento da diagonal principal respetivo é zero. Por ndo existirem arestas multiplas, a matriz de
adjacéncia sé tem zeros e uns.

V1 V2 V3 Vg Vs

v1 |0 1 0 1 1

a@ = |1 0101
w0 1 0 1 1
wul|1l 0 1 0 1

vs[1 1 1 1 0

Algumas observacoes importantes podem ser registadas sobre a matriz de adjacéncia A(G) de
um grafo G:

1. A matriz A(G) é simétrica em relacao a diagonal principal.

2. As entradas da diagonal principal de A(G) sao iguais a zero se e so se o grafo ndo tem
lacetes.

3. Se o grafo ndo tem lacetes nem arestas multiplas, o grau de um vértice é igual ao nimero
de 1’s nas correspondentes linhas e colunas de A(G).

4. Um grafo G é desconexo e esta em duas componentes G| e G se e s se a sua matriz de
adjacéncia A(G) pode ser representada da seguinte forma (matriz por blocos):

AGy) ¢ 0
A(G) = :
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Exemplo 4.2.2. Dada a seguinte matriz de adjacéncia de um grafo:

<
o
<
N
<
w
<
=
<
ot
<
[
<
3
<
3
<
<

U1
V2
U3
V4

Us

V6
v7

Us

O O O Ola O a a o
O O O OO O a O =
O O O Ol0 1. O a =
O O O Ol O -« o o
O 0O O Ol OO0 O =
- - - o/lo o oo o
- = O .|/ oo o o
©O O = w00 o oo
© O = w00 o o o

V9

Esta matriz corresponde ao seguinte grafo:

V1 \

V7

A matriz de adjacéncia é um exemplo pratico de quando queremos saber sobre a estrutura de
um grafo. O proximo resultado, ilustra esta ideia.

Teorema 4.2.1. Seja G um grafo simples e A(G) a sua matriz de adjacéncia. O numero de
passeios de comprimento K entre os vértices v, e v; de G, P,;(k), é igual a entrada af'j da
matriz A*(G).

Demonstracdo: Vamos fazer a demonstracao por inducao sobre k.

Para k = 1 o resultado é verdadeiro, na medida em que so6 existe um Unico passeio de compri-
mento 1 entre os vértices v; e v, se existir uma aresta que os ligue e neste caso, por definicao
de matriz de adjacéncia a;; = 1 = p;;(1).

Admitamos, por hipotese de inducao, que para & > 2 o nimero de passeios de comprimento
k-1 entre os vértices v; e v; em G € igual a entrada afj‘l da matriz A*~1(G). Vejamos para os
passeios de comprimento k.

Ora, A¥(GQ) = A*1(G).A(G). Assim, qualquer que sejam 4,5 € {1,2,--- ,n} vem que

n n
afj = Zafflarj = Zpir(k = Dprj(1) = piz(k)
r=1 r=1
ja que cada passeio de comprimento k — 1 entre os vértices i e j acrescentamos uma aresta,

obtemos passeios de comprimento k.
Logo afj = pi;(k), para todo o k > 1. Assim, concluimos a demonstragao. O
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Exemplo 4.2.3. Tendo em conta o grafo representado na figura e a sua respetiva matriz de
adjacéncia, vamos fazer alguns apontamentos em relacdo aos passeios deste grafo.

b

—~

@D

N—

Il
— = O = O
==
_= = O = O
_ o = O R
S == =

A2(G) =

N = W =W
N W = W =
N = W o= W
N W o= W
NN NN

A entrada ayy = 3 de A%(G) dd-nos o nimero de passeios de comprimento 2 entre os vértices
ve € vy. S@o eles:

V2, U2V3, V3V4, Vg
V2, V2Us, UsV4, U4

V2, U2V1, V1V4, V4

Agora com a matriz

4 8 4 8 8

8 4 8 4 8
A*G)= 4 8 4 8 8
4 8 8 4 8

8 8 8 8 8

e observando a entrada a», que é igual a 4, esta dd-nos o numero de passeios de comprimento
3 entre os vértices v, € vy. Sa@o eles:

V2, V203, V3VUs, UsV4, U4

V2, V2Vs5, UsV3, U3V4, V4

V2, V201, V15, UsV4, U4

V2, V2Vs5, UsV1, UV1V4, V4

Proposicao 4.2.1. (Teste de isomorfismo) Dizemos que dois grafos arbitrdrios sGo isomorfos se
é possivel ordenar os seus respetivos conjunto de vértices tal que as suas matrizes de adjacéncia
sejam iguais.

Exemplo 4.2.4. Os grafos da figura abaixo s@o isomorfos sGo isomorfos porque ordenando os
vértices vy, v9,v3,v4 € 0S Vértices A, D,C, B, os grafos tém a mesma matriz de adjacéncia.
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U1 V2 U3 V4
vy | 0 1 1 1
vy | 1 17 0 1
ve | 1T 0 1 0
e
A D C B
Al 0 1 1 1
AH)= D|1 0 1 0
cl1 1 0 1
B|1 0 1 0
\Z \Z A B
l .
D
a) Grafo G b)Grafo H
Figura 4.10:

0 resultado que a seguir apresentamos pode ser usado para calcular o nimero de arvores
abrangentes, em qualquer grafo conexo simples.

Teorema 4.2.2. (Teorema de Kirchhoff ou Teorema da Matriz Arvore). Seja G um grafo simples
com o conjunto de vértices vy,va, -+ ,v, € M = [myj]ux., tal que m;; = d(v;) e parai # j temos
m;; = —1 se v; e v; sGo adjacentes e m;; = 0 se v; e v; ndo sdo adjacentes.

Entdo, o numero de drvores abrangentes de G é igual ao complemento algébrico de qualquer
elemento de M. (o conceito de complemento algébrico encontra-se no capitulo 2 seccdo 2.6).

Vamos omitir a demonstracao deste teorema porque envolve conceitos que nao foram abordados
neste trabalho, contudo apresentaremos um exemplo que ilustra este resultado.

Exemplo 4.2.5. Consideremos o grafo completo Ks:

\

Figura 4.11: Grafo completo K.
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Temos que d(vi) = 2, d(ve) =2 e d(v3) = 2.
A Matriz Arvore associada ao grafo dado é

M=|-1 2 -1
-1 -1 2

Calculemos o complemento algébrico a;; de cada um dos elementos m;; de M:

(9 1] 1 —1] 1 2]
a1; = det =3 a9 =det =3 a3 =det =3
11 _1 2 12 _1 2 13 _1 _1
1 1] (9 1] 9 1]
as1 = det =3 Q99 = det =3 G933 = det =3
21 71 2 22 71 2 23 71 71
G dt-_l -1 3 a dt-z -1 3 a dt-z -1 3
aa1 = de = A2o = de = Az2 = de = J.
31 9 1 32 1 1 33 1 9

Como todos os complementos sdo iguais a 3, que é o numero das drvores abrangentes, portanto
as drvores abrangentes s@o:

V.
3 V.
‘A / ) 3\
o o Oy,
vy V2o Vv V2o

Figura 4.12: Arvores abrangentes do grafo completo ks.

2

4.2.2 Matriz de Incidéncia

Definicdo 4.2.2. Dado um grafo G, tal que V(G) = {v1,v2,--- ,v,} e E(G) = {e1,ea, -+ , e},
designa-se por matriz de incidéncia aresta vértice de G ou, simplesmente, matriz de incidéncia
de G, amatriz M(G) = (a;5),1 <i<wv,1<j<e¢, tal que

0, See; =uvpvy, cOMi ¢ {p,q};
, See; = v, comk #1;

2, se €5 = ViV;.
No caso de grafos orientados, sem lacetes, as entradas da matriz de incidéncia M(a) = (myj)
sao definidas por

0, See; =wpvg, cOMi € {p,q};
m;j = —1, see; =wvv;, para algum vértice vy;
1, see; =v;vg, para algum vértice vy.

Exemplo 4.2.6.
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Figura 4.13: Grafo G da matriz de Incidéncia

Uma vez que o grafo representado na figura é de ordem v = 7 e dimensdo £ = 12, temos

V(G) = {Ul,UQ,Ug,?)4,’[)5,1}6,1]7,1)8}

E(G) = {61,62,63764765,66,67,6876976107611,612}-

As arestas sd@o e; = V1V2, €3 = VVs, €3 = VUV4, €4 = VU3, €5 = U4V, €g = VU3V4q, €7 = U4aVg,

€8 = UsV7, €9 = Us5V7, €10 = VgV7, €11 = VU3, €12 = U1V3.

A matriz de incidéncia deste grafo é dada por

el €2 €3 €4 €5 € €7 €eg €9 €10 €11 €12
wl|1 0 O 0 0 0 0 0 O 0 0 1

vy | 1 1 1 1 0 0 0 0 O 0 0 0

M(G) = vs| 0 O 0 1 0 1 0 0 O 0 1 1
va | O O 17 0 1 1 1T 0 0 0 0 0

vs | O 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0

vw| O 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0

vw|0 O 0 0 0 0 0 0 1 1 0 (0]

A figura mostra um grafo orientado e sua matriz de incidéncia M(G ).

F

Figura 4.14: Grafo orientado e sua matriz de Incidéncia
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er e €e3 e4 es eg er egs €9 €1p
A 1 o o 0 0 O o0 O0 o -1
B | -1 1 0o 0 o0 1 0 0 1 0
M(a)z cl|o -1 1 o -1 0 -1 0 O 0
D|O0 0 -1 1 o -1 0 0 O 0
E|lO0 0 o0 -1 1 0 o0 1 0 0
F|{0 O O 0 O0 O 1T -1 -1 1

Dada uma matriz de incidéncia de um grafo sem lacetes, podemos fazer as seguintes obser-
vagoes:

1. Se uma aresta é incidente exatamente em dois vértices, cada coluna de M (G) tem exata-
mente dois 1’s.

2. O nimero de 1's em cada linha é igual ao grau do vértice correspondente.
3. Uma linha com zeros representa um vértice isolado.
4. As arestas paralelas num grafo originam colunas iguais na matriz de incidéncia.

5. Se um grafo é desconexo e esta dividido em duas componentes conexas G; e G2, a matriz
de incidéncia M (G) do grafo G pode ser escrita em forma de bloco diagonal,como

M(Gy) i 0
M(G) =

0 : M(Ga)

onde M(G1) e M(G,) sado as matrizes de incidéncia correspondentes a G; e G,. Esta
observacao resulta no facto de que nenhuma aresta em G € incidente nos vértices de G,
e vice-versa. Obviamente que esta nota é valida para um grafo desconexo sem nenhum
nimero de componentes conexas.

6. A permutacéo de quaisquer linhas ou colunas na matriz de incidéncia, simplesmente cor-
responde em remarcar os vértices e as arestas no mesmo grafo.

De seguida, vamos demonstrar o teorema §.1.1, que é uma aplicacdo onde se usa a matriz de
incidéncia:

Demonstracéo: Seja V(G) = {vi,v2, - ,v.} € E(G) = {e1,eq,--- ,e.} € seja M(G) = (m;;) a
correspondente matriz de incidéncia. Logo, a soma da linha correspondente ao vértice v é igual
da(v) e, como consequéncia, Y-, .y da(v) € igual a soma de todas as entradas da matriz M (G).
Por outro lado, uma vez que a soma das entradas de cada coluna de M(G) é igual a 2, podemos
concluir que a soma de todas as entradas de M (G) é igual a 2¢

g

Este teorema vem reforcar o teorema H.1, que ja foi demonstrado.
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No caso de grafos orientados, podemos também concluir que:

Yo diw)= > dg(v) = E(G) =-.

veV(G) veV(G)

4.2.3 Espaco vetorial do conjunto de vértices

Nesta abordagem, pretendemos mostrar que uma arvore abrangente de um grafo simples, cor-
responde a uma base do espaco coluna da matriz de incidéncia de G.

Da Algebra Linear sabemos que o espaco coluna de uma matriz A € M,,,«,(R) € o conjunto dos
vetores coluna que sao combinacdes lineares das colunas de A.

Seja G um grafo simples com n vértices e m arestas e seja {e1,e2, - ,em} € {vi,v2, -+ , U5}
ordenacdes fixas de E(G) e V(G), respetivamente.

Analogamente para o espaco de arestas Wr(G), a colecdo do subconjunto de vértices de V(G)
sob soma de anel, forma um espaco vetorial no campo infinito Z, = {0, 1}( mddulo 2).

Nesta configuracao, M (G) representa a transformacao linear do espaco de arestas Wr(G) para
o0 espaco de vértices Wy, (G) mapeando os vetores carateristicos do subconjunto de arestas para
os vetores carateristicos dos subconjuntos de vértices.

Exemplo 4.2.7. Considere o grafo G e a sua correspondente matriz de incidéncia M(G).

el €2 €3 €4 €5

v| 1 0 0 1 1

MG)= w|1 1 0 0 0
vs | 0 1 1 0 1

ve | O 0 1 1 0

O vetor carateristico da imagem do subspaco E, = {ej,e3,e5}, é obtido multiplicando o vetor
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carateristico £y por M (G) (mddulo 2), como se segue:

(modulo 2).

S O ==
S~ = O
= = O O
= o O =
S = O =
[ e T S S
Il
= o = O

Portanto, E, é mapeado para o subconjunto de vértices V; = {vq,v4}. De notar que V; consiste
nos pontos extremidades do caminho formado pelas arestas de E,, que é uma drvore abrangente
do grafo G.

Figura 4.16: Arvore abrangente do grafo @

Todo o caminho aberto em G é mapeado para o subconjunto de vértices, que consiste nos
caminhos com vértices iniciais e finais.

4.3 Matriz de circuito e matriz de caminho

Para terminar este capitulo vamos definir dois tipos de matrizes que decorrem da aplicacao da
matriz de incidéncia: a matriz de circuito e a matriz de caminho. Na pratica, estas matrizes
sao usadas nas redes de telecomunicacoes e de transportes.

Definicdo 4.3.1. Seja q o numero de diferentes circuitos no grafo G e ¢ o numero de arestas
em G. Assim a matriz de circuito B = [b;;] de G é um g x ¢ matriz de zeros e uns (mod 2)
definido como se segue

b 1, Se o i-ésimo circuito inclui a j-ésima aresta
“ 0, caso contrdrio

Para salientar o facto de que B é uma matriz de circuito do grafo G, a matriz de circuito
também pode ser escrita como B(G). Vejamos um exemplo a partir do grafo da figura ea
sua respetiva matriz de incidéncia.

ey e2 es €4 €5 €6 er €8
w|0O 0 0 1 0 1 0 O
w|0 0 0 0 1 1 1 1
MG)= v 0 0 0 0 0 0 0 1
vs |1 1 1 0 1 0 0 0
vs |0 0 1 1 0 0 1 0
w|1 1 0 0 0 0 0 O
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V.

3
Figura 4.17: Grafo e sua matriz de incidéncia
O grafo tem quatro circuitos diferentes, que sao: {e1,ex}, {es,es5,er}, {ea, eq,e7} €{es, eq,e6,€5}.

Enumerando estes circuitos temos a sequéncia 1,2, 3 e 4. Portanto a sua matriz de circuito é do
tipo 4 x 8 com zeros e uns.

[ N
o O O -
o O O -
- O = O
- = O O
- O = O
- = O O
o = = O
o O o o

As observacoes seguintes podem ser feitas sobre a matriz B(G) do grafo G:

1. Uma coluna com todas entradas iguais a zero corresponde a aresta que nao pertence a
nenhum circuito.

2. Cada linha de B(G) é um vetor circuito.

3. Ao contrario da matriz de incidéncia, uma matriz de circuito é capaz de representar um
lacete. A correspondente linha tera um Unico 1.

4. O nUmero de 1’s numa linha é igual ao nUmero de arestas no circuito correspondente.
5. Se o grafo é desconexo e consiste em dois blocos (ou componentes) G; e G2, a matriz de
circuito B(G) pode ser escrita em forma de bloco diagonal, como
B(Gy) ¢ 0
B(G) =

0 : B(Gy)

onde, B(G1) e B(G2) sao matrizes de circuito de G; e G». Esta observacao resulta no
facto de que os circuitos em G nao tém arestas pertencendo em G5 ,e vice-versa.

6. A permutacao de quaisquer linhas ou colunas na matriz de circuito simplesmente corre-
sponde em reordenar o circuito e as arestas.
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Um importante teorema que relaciona a matriz de incidéncia e a matriz de circuito de um grafo
G sem lacetes é:

Teorema 4.3.1. Seja B(G) e M(G), matriz de circuito e matriz de incidéncia respetivamente
de um grafo G sem lacetes, cujas colunas est@o dispostas usando a mesma ordem das arestas.
Entdo toda linha de B(G) é ortogonal para toda linha de M (G).

M(G).BY(G) = B(G).M™(G) = 0(mod?2)

Demonstracdo: Considere um vértice v e um circuito C no grafo G. Ou v esta em C ou néo esta.
Se v nao esta em G, ndo existe aresta no circuito C que é incidente em v. De outra maneira, se
v esta em G, o nimero de arestas no circuito [ que sdo incidentes em v, sdo exatamente duas.
Com esta observacao em mente, considere a i-ésima linha em M (G) e a j-ésima linha de B(G).
Desde que as arestas estejam dispostas na mesma ordem, as entradas diferentes de zero nas
posicdes correspondentes ocorrem somente se a aresta particular é incidente no i-ésimo vértice
e também esta no j-ésimo circuito.

Se o i-ésimo vértice nao esta no circuito, ndo existe tal entrada diferente de zero e o produto
interno de duas linhas é zero. Se o i-ésimo vértice esta no i-ésimo circuito, ha exatamente dois
1’s na soma de produtos de entradas individuais.

Desde que 1+ 1 = 0 (mod 2), o produto interno de duas linhas arbitrarias, uma de M (G) e outra
de B(G) é zero. Assim fica demonstrado o teorema. a

Exemplo 4.3.1. Multipliquemos a matriz de incidéncia e a matriz transposta de circuito do

grafo da figura 4. 17.

1 0 0 o0
(000010100 |toool Jooo o
00001111 Jo1o01 000 0

M(G).BT(G):00000001 00 1 1| _fo 000 oo
11101000 o101 000 0
00110010 J0oo011 000 0
11000000/ |01 10 000 0
) oo o o .

A matriz de circuito de um grafo GG, possui uma submatriz que esta relacionada com a arvore
abrangente do grafo. Esta arvore forma um circuito chamado de circuito fundamental. E facil
notar que se adicionarmos uma aresta em dois vértices deste circuito, criamos um novo circuito
0 que nos da a confirmacao de que além do circuito fundamental temos outros circuitos que sao
obtidos como combinacao linear do circuito fundamental.

Numa matriz de circuito, se mantivermos apenas todas as linhas que correspondem ao conjunto
do circuito fundamental e removermos as outras linhas, nao perderemos nenhuma informacao.
As restantes linhas podem ser reconstituidas a partir das linhas que correspondem ao conjunto
de circuito fundamental. Por exemplo na matriz de circuito do grafo da figura §.17, a quarta
linha é a soma da segunda linha com a terceira linha (mod 2).

A uma submatriz de uma matriz de circuito em que todas linhas correspondem a um conjunto
de circuitos fundamentais € chamada de matriz fundamental de circuito.

Se n é o numero de vértices e ¢ € o nimero de arestas num grafo conexo, a matriz fundamental
de circuito é da forma (¢ —n + 1) x ¢, porque o numero de circuitos fundamentais é e — n + 1.
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A matriz fundamental de circuito denota-se por

Bf(G) = [Iu‘Bt] s

onde I,, é a matriz identidade de ordem v = ¢ —n + 1 e B; € a submatriz « x (n — 1) restante,
que corresponde aos ramos da arvore abrangente.

Na figura temos um exemplo de uma arvore abrangente do grafo G (grafo da figura §.17)
e a respetiva matriz fundamental de circuito.

V.

3

€1 €3 €4 €2

)
ot

€6 €7 €8

0
0
1
0

oO|lOoO O o
oo = O
o|l= = 0O
oO|loO O o

0 1
1 0
0o 1
0 O

OO O =

1
2
3
4

Observamos que durante o processo de escalonamento permutamos as colunas es, e3 € ey .

Definicdo 4.3.2. A matriz de caminho é definida por um par especifico de vértices (x,y) em
um grafo e é denotada por P(x,y). As linhas em P(z,y) correspondem a diferentes caminhos
entre os vértices x e y, e as colunas correspondem as arestas em G, isto é, a matriz de caminho
para os vértices (xz,y) € P(x,y) = [P;;], onde

p 1, Se a j-ésima aresta encontra-se no i-ésimo caminho.
Y 0, caso contrdrio

Como ilustracdo, considere todos caminhos entre os vértices v; e v, do grafo da figura }.17.
Existem trés caminhos diferentes:{es, es}, {es, ez, e3} € {es, €g, €4, e3}.Vamos enumera-los como
1, 2 e 3, respetivamente. Entdo temos uma matriz de caminhos 3 x 8, P(vs, v4):

‘ €1 €2 €3 €4 €5 €6 er €sg ‘

] 0 0 0 1
Plvs,va) = 1 0 0 1
3 1 0 0 1
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Dada uma matriz de caminho de um grafo, podemos fazer as seguintes observacoes:

1.

Uma coluna de 0’s corresponde a uma aresta que nao se encontra em qualquer caminho
entre x e y.

. Uma coluna de 1’s corresponde a uma aresta que se encontra em todos caminhos entre x

ey.

. Nao existe uma linha nula, isto é, com todas entradas iguais a zero.
. A soma de quaisquer duas linhas em P(z,y) corresponde a um circuito.

. Se as arestas de um grafo conexo estao dispostas na mesma ordem para as colunas da

matriz de incidéncia M (G) e o caminho P(z,y), entdo o produto (mod 2)
M(G).PT(z,y) = R

onde a matriz R tem 1’s em duas linhas z e y e as restantes n — 2 linhas sao nulas.

Para consolidarmos a ultima observacao, apresentamos a seguir um exemplo.

Exemplo 4.3.2. Vamos multiplicar a matriz de incidéncia do grafo da figura com a trans-
posta de P(vs,vy).

00 0
(000101 00/]000 wlo oo
00001111011 wl|0o o0 o

M(G).PT(U3,04):00000001 00 1w |11 o
1 1101000/ [1t 00 wl1 1 1
00110010/ [001 wlo oo
1 1000000010 wl|o oo
] 111
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Capitulo 5

Consideracées Finais

O estudo sobre Matrizes e sobre Grafos € um campo vasto e nao se encerra nesta abordagem.
Na realidade o trabalho feito € uma gota no oceano. O uso das matrizes no estudo dos grafos
tem sido e continua sendo objeto de intensa investigacao, a literatura é cada vez mais vasta.

Neste trabalho procuramos, de forma sintética, apresentar os conceitos relacionados com a
Algebra Matricial em direcéo as Transformacdes Lineares. Partimos de definicdes elementares
e sempre que possivel providenciamos exemplos que reforcem as definicoes e as propriedades.

A teoria de matrizes foi necessaria para dar suporte as aplicacoes e principalmente a Teoria de
Grafos. A partir das matrizes de adjacéncia e incidéncia foi possivel saber sobre a estrutura de
um grafo e conseguimos investigar resultados.
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