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Resumo
O Hex é um jogo de tabuleiro para dois jogadores 
ujo obje
tivo 
onsiste em estabele
er umasequên
ia de peças unindo dois lados opostos do tabuleiro. O jogo possui regras simples, en
errando
ontudo elevado interesse e riqueza matemáti
a. Neste trabalho abordamos alguma desta riqueza,
omeçando por provar que se um tabuleiro de Hex está 
ompletamente preen
hido então existeum 
aminho a unir margens opostas (Teorema do Hex). Mostramos ainda que este resultado éequivalente ao Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e válido para um tabuleiro de dimensão n. Porúltimo, servimo-nos dos resultados anteriores na demonstração do Teorema da Curva de Jordan,bem 
omo na do Teorema da Pavimentação.
Palavras-
haveJogo do Hex, Teorema do Hex, Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, Teorema da Curva de Jordan,Teorema da Pavimentação.
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Abstra
t
Hex is a board game for two where ea
h player tries to establish a sequen
e of stones 
onne
tinghis opposing sides of the board. Although the rules are simple, the game 
ontains interestingproperties in mathemati
al terms. In this work, we address some of these properties by provingthe Hex Theorem, whi
h states that if a board is 
ompletely �lled than there is a path of stoneswith the same 
olour between opposing sides. We also show that this result is equivalent to theBrouwer Fixed-Point Theorem and we generalise it to the n dimensional board 
ase. Lastly, weuse these results in proving the Jordan Curve Theorem and the Tiling Theorem.
KeywordsGame of Hex, Hex Theorem, Brouwer Fixed-Point Theorem, Jordan Curve Theorem, TilingTheorem.
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Introdução
O tema prin
ipal tratado neste trabalho aproxima-se da Matemáti
a Dis
reta, apesar de se fazeremalgumas in
ursões noutras áreas da Matemáti
a, em parti
ular na Análise In�nitésimal. O assuntotratado prende-se 
om algumas parti
ularidades do jogo de tabuleiro 
hamado Hex que permitemestabele
er relações 
om alguns resultados 
lássi
os da Matemáti
a.Este trabalho tem essen
ialmente um 
ará
ter de divulgação 
ientí�
a. Com base num 
onjuntode referên
ias bibiliográ�
as tentámos 
riar um do
umento de leitura fá
il que reduzisse a habitualdensidade das publi
ações 
ientí�
as, enrique
endo-o 
om exemplos, �guras e uma abordagem maisadequada para leitores exteriores à 
omunidade 
ientí�
a.Qualquer do
ente que le

ione em áreas 
ientí�
as mais abstra
tas, seja a que nível de ensino for,passa pela di�
uldade da falta de motivação dos alunos. É habitual es
utar-se �mas para queé que isto serve?�. Este problema torna imperioso que o do
ente esteja munido de uma 
ulturageral na área das 
iên
ias que o 
apa
ite a responder a este tipo de soli
itações. Com este trabalhopretendemos dar um pequeno 
ontributo na superação da di�
uldade apresentada. Apesar de nestedo
umento não se exibir a resolução dum problema da vida real utilizando um qualquer modelomatemáti
o, o insólito da relação que se estable
e entre um jogo de tabuleiro e um resultado 
lássi
oda Matemáti
a é só por si gerador de 
uriosidade propi
iando um ambiente que torne o estudo daMatemáti
a mais agradável.Este do
umento es
ontra-se organizado em três 
apítulos. O primeiro, 
om o título �O Jogo doHex�, para além da óbvia des
rição do jogo e dum breve resumo históri
o, 
ontém os dois resultadosmais importantes: o Teorema do Hex que prova que o jogo não termina sem que um dos jogadores
umpra 
om o obje
tivo imposto pelas regras e o teorema que demonstra que este último resultado éequivalente ao Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. No segundo 
apítulo generaliza-se o Teorema doHex provado no 
apítulo anterior para uma qualquer dimensão. Tal obriga a uma generalização nade�nição do tabuleiro de jogo. Da demonstração do teorema extrai-se um algoritmo que permiteaproximar pontos �xos a menos de um erro que depende do tamanho do tabuleiro. No último
apítulo apresentam-se mais algumas relações entre o Hex e diferentes áreas da Matemáti
a quetêm sido observadas nas últimas dé
adas, nomeadamente 
om o Teorema da Curva de Jordan eum outro teorema menos 
onhe
ido que apelidámos de Teorema da Pavimentação.Esta trabalho termina 
om um apêndi
e onde de
idimos juntar algumas de�nições 
lássi
as daTeoria de Grafos e da Análise e ainda alguns resultados mais 
onhe
idos.
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Capítulo 1O Jogo do HexO jogo do Hex é um jogo de regras muito simples mas de grande interesse quer do ponto de vistado jogo propriamente dito quer do ponto de vista matemáti
o. Ao longo deste 
apítulo vamos fazeruma breve des
rição do jogo, da sua origem e história e vamos enun
iar e demonstrar o Teoremado Hex. A 
on
luir o 
apítulo provaremos que o Teorema do Hex e o Teorema do Ponto Fixode Brouwer são equivalentes. Ambas as demonstrações foram elaboradas 
om base num artigo deDavid Gale [1℄, de 1979.1.1 Des
riçãoO jogo do Hex é um jogo de tabuleiro para dois jogadores, um dos quais utiliza peças bran
as1 eo outro peças pretas. O tabuleiro tem a forma de losango e é tipi
amente 
omposto por 11 × 11hexágonos, 
onforme representado na �gura 1.1.

Figura 1.1: Tabuleiro de Hex de 11× 11.Alternadamente, os jogadores 
olo
am uma peça da sua 
or num hexágono vazio. O segundojogador, na sua primeira jogada pode aproveitar a jogada efe
tuada pelo seu adversário, impondoa tro
a de 
ores. Esta é a 
hamada regra do equilíbrio que foi 
riada para anular a vantagemde se jogar em primeiro lugar. O obje
tivo do jogador das peças bran
as (pretas) 
onsiste em1Nas �guras as peças bran
as são representadas por 
inza 
laro.3



estabele
er uma sequên
ia de peças bran
as (pretas) 
olo
adas em hexágonos 
ontíguos, unindo assuas margens opostas. Tal sequên
ia será designada de 
aminho ou 
onjunto ven
edor.Se observarmos a �gura 1.2 podemos veri�
ar que ainda nenhum jogador ganhou e que é a vezdo jogador das peças bran
as. Note-se que o jogador das peças pretas 
onsegue obter uma vitóriaao �m de três jogadas, desde que jogue nos hexágonos assinalados 
om �X�. Observe-se ainda queuma tentativa de defesa do jogador das peças bran
as não impede a vitória do adversário.

Figura 1.2: Tabuleiro de Hex par
ialmente preen
hido.Uma questão que surge habitualmente neste tipo de jogos prende-se 
om a existên
ia de uma estra-tégia que garanta a vitória de um dos jogadores e se o primeiro a jogar poderá tirar partido dessaestratégia. A sua existên
ia prende-se 
om o fa
to de o jogo ser �nito, de informação 
ompleta, nãodepender do a
aso e nun
a terminar empatado, 
omo se mostrará mais à frente. Suponhamos queo segundo jogador possui a estratégia ven
edora, então o primeiro jogador 
olo
a a primeira peçade forma aleatória e a partir daí en
ara-se 
omo sendo o segundo jogador, roubando a estratégiaven
edora ao seu adversário. Deste modo, o primeiro jogador terá a vitória garantida, isto partindodo pressuposto que existe uma estratégia ven
edora para o segundo jogador. Ou seja, partiu-se dahipótese que o segundo jogador possui a estratégia ven
edora e 
on
luiu-se que quem ganha é oprimeiro. Logo, pode 
on
luir-se que é vantajoso ser o primeiro a jogar. Este argumento, usado porJohn Nash, �
ou 
onhe
ido 
omo argumento do roubo da estratégia. Com este argumento apenasse prova que o primeiro jogador ganha, mas não se sabe 
omo, ou seja, prova-se que existe umaestratégia ven
edora para o primeiro jogador mas não se 
onhe
e essa estratégia. Até ao momentojá se 
onhe
e a estratégia ven
edora para tabuleiros até 7× 7.1.2 Origem e HistóriaO jogo do Hex foi inventado em 1942 pelo engenheiro e poeta dinamarquês Piet Hein. Piet Hein
hamou o jogo de Polygon e apresentou-o ao públi
o pela primeira vez a 26 de Dezembro de1942, através de um artigo publi
ado no jornal Politiken. Nessa primeira publi
ação o jogo foiapresentado da seguinte forma:�Gostaria de aprender a jogar Polygon? Piet Hein inventou um jogo que pode serprati
ado 
om igual prazer tanto por eruditos jogadores de Xadrez 
omo por pessoasapenas 
apazes de pegar numa 
aneta.�4



Figura 1.3: Primeiro problema publi
ado.Na �gura 1.3 pode observar-se o problema proposto no primeiro artigo sobre o Hex. O obje
tivo
onsiste em 
olo
ar uma peça bran
a no tabuleiro de modo a que o jogador das peças pretas nãotenha hipótese de defesa.Alguns anos mais tarde, em 1948, o jogo foi redes
oberto por John Nash enquanto estudante daUniversidade de Prin
eton. Nesta versão o tabuleiro é análogo ao tabuleiro de Xadrez, 
olo
ando-seas peças nas interse
ções das linhas. Foi David Gale, 
olega de Nash, que se aper
ebeu da equiva-lên
ia entre os dois tabuleiros (o de Hein e o de Nash), 
omo se mostrará na se
ção 1.4.O jogo foi baptizado de Hex aquando da sua 
omer
ialização pela Parker Brothers, em 1952, eadquiriu uma maior proje
ção devido à publi
ação de um artigo de Martin Gardner na revistaS
ienti�
 Ameri
an.As 
ara
terísti
as do Hex desde 
edo sus
itaram o interesse de vários matemáti
os, tendo-se reve-lado bastante úteis na abordagem de diversos problemas, 
omo veremos ao longo deste trabalho.1.3 O Teorema do HexDurante uma partida de Hex, se um jogador 
ompletar um 
aminho entre os seus lados na suavez de jogar, então esse jogador é de
larado ven
edor e o jogo termina. Este momento pode seratingido sem que o tabuleiro esteja todo preen
hido. No 
aso do jogo do Galo o tabuleiro pode sertotalmente preen
hido sem que nenhum jogador 
omplete uma linha, sendo de
larado um empate.Uma questão pertinente é saber se o mesmo pode o
orrer 
om o Hex: a última 
asa é preen
hidae nenhum jogador atingiu o obje
tivo. Prova-se que tal nun
a o
orre! Este fa
to é intuitivamentefá
il de provar, para isso basta 
onsiderarmos um tabuleiro 
ompletamente preen
hido de peçasbran
as e pretas e asso
iar as bran
as à água de um rio e as pretas à terra das margens do rio.Então, apenas duas situações podem a
onte
er, ou a água 
orre, ou há um dique a unir as duasmargens do rio, impedindo que a água 
orra. Na primeira situação é o jogador das peças bran
asque ganha e na segunda ganha o jogador das peças pretas. Note-se que neste exemplo uma hipóteseex
lui a outra, o que é mais forte do que o Teorema do Hex:Teorema 1.3.1 Se um tabuleiro de Hex está 
ompletamente preen
hido 
om peças pretas e peçasbran
as, então existe pelo menos um 
aminho que une lados opostos.Demonstração: Considerando o tabuleiro 
ompletamente preen
hido, designemos por fa
e-P um5



hexágono onde se en
ontre 
olo
ada uma peça preta ou uma das margens P ou P ′ (ver �gura 1.4).A fa
e-B é de�nida de forma análoga, relativamente a peças e margens bran
as.

P

P ′ B

B′

uu′

v

v′

Figura 1.4: Tabuleiro 
ompletamente preen
hido e grafo Γ.Asso
iemos ao tabuleiro de Hex um grafo em que 
ada vérti
e é o ponto de interse
ção de doisou três �
antos� dos hexágonos. As arestas desse grafo 
orrespondem aos lados internos 
omunsa dois hexágonos ou à fusão de dois lados exteriores do mesmo hexágono. Para além dos vérti
esasso
iados aos hexágonos dos quatro 
antos do tabuleiro, vamos ainda asso
iar mais um vérti
e a
ada um dos �
antos� livres. Cada um destes vérti
es, para além de ser adja
ente a dois vérti
es domesmo hexágono, é também adja
ente a um novo vérti
e representado na �gura 1.4 por u, u′, v e
v′. As arestas 
orrespondentes 
umprem a função de separação das quatro margens do tabuleiro.Repare-se que os quatro hexágonos dos 
antos são os úni
os hexágonos das margens do tabuleiroque permitem a ambos os jogadores 
ompletar um 
aminho que ligue as suas margens opostas, poissão os úni
os que perten
em a uma margem preta e a outra bran
a. Designemos o grafo resultantepor Γ, e note-se que todos os vérti
es do grafo têm grau menor ou igual a 3.Com o obje
tivo de en
ontrar um 
onjunto ven
edor num tabuleiro que se en
ontre 
ompletamentepreen
hido segue-se o seguinte algoritmo: 
omeçando num dos vérti
es u, u′, v ou v′ 
onstrói-seum 
aminho no grafo Γ respeitando a regra de 
ontinuar sempre ao longo de uma aresta quesepara uma fa
e-P de uma fa
e-B. Repare-se que as arestas in
identes a u, u′, v ou v′ têm essapropriedade, uma vez que qualquer uma delas separa uma margem preta de uma margem bran
a.Observe-se que, seguindo esta regra, ao partir de um dos vérti
es de grau 1 nun
a o
orre uma tro
ade 
ores entre o lado esquerdo e direito de nenhuma aresta.É importante salientar que o 
aminho que se obtém apli
ando a regra de�nida é úni
o, pois quandose per
orre uma aresta e e 
hega-se a um vérti
e w, duas das três fa
es in
identes ao vérti
e wsão aquelas em que e é a aresta 
omum, portanto, uma é uma fa
e-P e a outra é uma fa
e-B. Ater
eira fa
e in
idente ao vérti
e w pode ser uma fa
e-P ou uma fa
e-B, mas, em qualquer 
aso,há exa
tamente uma aresta e′ que satisfaz a regra de�nida, 
omo mostra a �gura 1.6.Como o número de vérti
es do grafo é �nito, então a 
onstrução do 
aminho termina desde quenão haja repetição de vérti
es, o que será provado mais à frente. Note-se que só é possível terminarnum dos vérti
es u, u′, v ou v′ (ex
luindo aquele em que se ini
iou o 
aminho) pois estes são osúni
os de grau 1. Se, por exemplo, ini
iarmos um 
aminho no vérti
e u o vérti
e terminal não podeser u′ pois tal impli
aria uma tro
a de 
ores entre os lados esquerdo e direito de uma dada aresta.6



P

P ′ B

B′

uu′

v

v′

Figura 1.5: Subgrafo Γ
′.

e

e′

w

Figura 1.6: Ilustração da 
onstrução de um 
aminho segundo a regra estabele
ida.Assim, se o vérti
e terminal for v′ (v), então o jogador que joga 
om as peças pretas (bran
as) temum 
onjunto ven
edor, porque existem sempre fa
es-P (fa
es-B) 
ontíguas ao 
aminho entre u e
v′ (u e v) que ligam P a P ′ (B a B′).No 
aso parti
ular da �gura 1.5, 
omeçando o 
aminho no vérti
e u e seguindo a regra anteriormentede�nida 
on
luímos que o vérti
e terminal é o vérti
e v. Como o vérti
e v é in
idente à margem
B′ então 
on
lui-se que é o jogador que joga 
om as peças bran
as que tem o 
onjunto ven
edor.Para 
on
luir a demonstração falta garantir que no 
aminho 
onstruído não o
orre repetição devérti
es. Para tal, seja Γ′ o subgrafo de Γ que resulta da supressão das arestas que não separamuma fa
e-P de uma fa
e-B. Repare-se que os vérti
es de Γ′ têm grau 0, 
aso as três fa
es in
identesao vérti
e tenham todas a mesma 
or, ou grau 2, 
aso uma das três fa
es in
identes ao vérti
e tenha
or diferente, ex
epto os vérti
es u, u′, v e v′ que têm grau 1.Na Figura 1.5 as arestas desta
adas a negrito representam o subgrafo Γ′ 
orrespondente ao tabuleiro
ompletamente preen
hido da �gura 1.4. O subgrafo Γ′ é 
onstituído por 6 
i
los, 31 vérti
esisolados e 2 
aminhos: um de u para v e outro de u′ para v′.Assim, pelo lema A.1.1, Γ′ é 
omposto por vérti
es isolados, 
i
los e 
aminhos. Dado que em Γ′existem apenas quatro vérti
es de grau 1, u, u′, v e v′, então existem apenas dois 
aminhos queunem pares desses vérti
es. O 
aminho que se ini
ia num desses vérti
es e que é 
onstruído segundoa regra des
rita anteriormente é um desses 
aminhos, logo nun
a o
orre repetição de vérti
es, 
omoqueríamos provar.

�7



1.4 O Tabuleiro de John NashJohn Nash, em 1948, redes
obriu o jogo do Hex, tal 
omo já foi referido na se
ção 1.2. Nesta se
çãovamos mostrar que o tabuleiro de Nash e o tabuleiro de Hein são equivalentes.Para mostrar a equivalên
ia entre os dois tabuleiros 
omeçamos por 
onsiderar o tabuleiro de Heine mar
amos um ponto no 
entro de 
ada hexágono, de seguida unimos por meio de um segmentode re
ta todos os pontos que perten
em a hexágonos adja
entes, 
onforme se mostra na �gura 1.7.

Figura 1.7: Representação da equivalên
ia entre os tabuleiros de Hein e de Nash.Endireitando (rodando para a direita) o esquema 
onstruído sobre o tabuleiro de Hein, obtemos otabuleiro da �gura 1.8.

Figura 1.8: Tabuleiro de Nash.No tabuleiro de Nash os jogadores 
olo
am as peças nos vérti
es e o obje
tivo, tal 
omo no tabuleirode Hein, é 
onstruir um 
aminho que ligue os lados opostos. Neste tabuleiro duas 
asas (vérti
es)são 
onsideradas adja
entes se estiverem unidas por uma aresta na horizontal, verti
al ou diagonal
om in
linação positiva. Não 
onsideramos as diagonais 
om in
linação negativa porque estas nãoligam dois hexágonos adja
entes no tabuleiro de Hein. O tabuleiro de Nash também pode ser visto
omo o produto 
artesiano de grafos. Repare-se que se 
onsiderarmos os vérti
es e as arestas do
ontorno do lado W 
omo sendo o grafo G1 e os vérti
es e as arestas do 
ontorno do lado S 
omosendo o grafo G2, então G1 ×G2 reunido 
om toda a aresta que une o vérti
e (i, j) 
om o vérti
e
(i+1, j+1) 
om i, j = 0, . . . , k− 2, então obtemos um grafo 
orrespondente ao tabuleiro de Nash.1.5 A Equivalên
ia entre o Teorema do Hex e o Teorema doPonto Fixo de BrouwerPara a demonstração da equivalên
ia entre o Teorema do Hex e o Teorema do Ponto Fixo deBrouwer usaremos o tabuleiro de Nash e a norma |x| = max{|x1|, |x2|}, para x = (x1, x2) ∈ R

2.8



Vão ser ainda ne
essárias algumas de�nições que apresentamos de seguida.De�nição 1.5.1 Para x 6= y ∈ R
2, x ≤ y se xi ≤ yi para i = 1, 2. Os pontos x e y são 
hamadosde 
omparáveis se x ≤ y ou y ≤ x.De�nição 1.5.2 O tabuleiro (bidimensional) de Nash de tamanho k, Hk, é um grafo 
ujos vérti
essão todos os pontos z ∈ Z

2 tais que (0, 0) ≤ z ≤ (k− 1, k− 1). Dois vérti
es z e z′ são adja
entes,ou seja, existe uma aresta a uni-los em Hk se



|z − z′| = 1,

z e z′ são 
omparáveis.Identi�quemos as arestas do 
ontorno de um tabuleiro Hk 
om os pontos 
ardeais N,S,E e W , ouseja:
N = {z ∈ Hk|z2 = k − 1}

S = {z ∈ Hk|z2 = 0}

E = {z ∈ Hk|z1 = k − 1}

W = {z ∈ Hk|z1 = 0}.Na �gura 1.9 podemos observar o tabuleiro de Nash de tamanho k = 6, H6.

(5,0)

(5,5)(0,5)

(0,0) S

N
W Ex

z1

z2 z3

Figura 1.9: Representação grá�
a do tabuleiro de Nash de tamanho k = 6, H6.Para a nossa demonstração vamos 
onsiderar que o jogador que tenta ligar os lados E e W (N e
S) do tabuleiro joga 
om peças bran
as (pretas), ou seja, este jogador tenta 
onstruir um 
aminhoque ligue E e W (N e S). Designemos por B (P ) o subgrafo induzido pelos vérti
es o
upados porpeças bran
as (pretas).De seguida, rees
revemos o Teorema do Hex e vamos provar que este é equivalente ao Teorema doPonto Fixo de Brouwer.Teorema 1.5.1 (Teorema do Hex): Considere-se Hk totalmente preen
hido e os subgrafos B e P .Então existe um 
aminho em B que liga E a W ou existe um 
aminho em P que liga N a S. 9



Teorema 1.5.2 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer): Seja f : I2 → I2 uma função 
ontínua.Então existe x ∈ I2 tal que f(x) = x.Podemos agora enun
iar o resultado prin
ipal deste 
apítulo.Teorema 1.5.3 O Teorema do Hex é equivalente ao Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.Demonstração: Come
emos por mostrar que o Teorema do Hex impli
a o Teorema do PontoFixo de Brouwer.Seja f : I2 → I2 uma função 
ontínua. Pelo lema A.2.1, basta mostrar que para qualquer ǫ > 0existe x ∈ I2 tal que |f(x)−x| < ǫ. Como toda a função 
ontínua num 
ompa
to é uniformemente
ontínua, então dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que se x, x′ ∈ I2 satisfazem |x − x′| < δ então
|f(x)− f(x′)| < ǫ. Seja 0 < δ1 < min{δ, ǫ}.Considere-se o tabuleiro de Nash �adaptado� que resulta da divisão de 
ada um dos lados de I2 em
k partes iguais, 
om 1

k
< δ1. Desta forma, obtemos um tabuleiro de tamanho k + 1 
om vérti
esnos pontos (

i
k
, j

k

), 
om i, j = 0, . . . , k. Vamos de�nir sub
onjuntos destes vérti
es P+,P−,B+ e
B− da seguinte forma:

P+ = {z|f1(z)− z1 ≥ ǫ}

P− = {z|z1 − f1(z) ≥ ǫ}

B+ = {z|f2(z)− z2 ≥ ǫ}

B− = {z|z2 − f2(z) ≥ ǫ},onde fi denota a i-ésima 
oordenada de f , 
om i = 1, 2.Intuitivamente, um vérti
e z perten
e a P+, P−, B+ ou B− 
onforme z é movido por f pelo menos
ǫ unidades para a direita, esquerda, para 
ima ou para baixo, respe
tivamente (ver exemplo 1.5.1).A primeira impli
ação do teorema �
ará demonstrada se 
onseguirmos mostrar que os quatrosub
onjuntos não 
obrem todos os vérti
es do tabuleiro, ou seja, existe algum vérti
e que não estáem P+∪P−∪B+ ∪B−. Tal impli
a que existe um z ∈ Hk tal que |f(z)− z| < ǫ e provamos assimque a função f tem um ponto �xo.Daqui em diante, 
onforme o 
ontexto, entendemos também um 
onjunto de vérti
es 
omo umsubgrafo por si gerado.Os 
onjuntos P+ e P− (B+ e B−) são disjuntos e P+ ∪ P− (B+ ∪B−) é não 
onexo.Supondo que P+ ∪ P− é 
onexo, então existem z ∈ P+ e z′ ∈ P− adja
entes.Como z ∈ P+,

f1(z)− z1 ≥ ǫ (1.1)e, 
omo z′ ∈ P−,
z′1 − f1(z

′) ≥ ǫ. (1.2)Adi
ionando 1.1 e 1.2 obtemos
f1(z)− f1(z

′) + z′1 − z1 ≥ 2ǫ. (1.3)Mas10



z′1 − z1 ≤ 1
k
⇒ z′1 − z1 < δ (porque 1

k
< δ1 < δ).Mas 
omo δ < ǫ então

z′1 − z1 < ǫ. (1.4)Assim, multipli
ando 1.4 por (−1) obtemos
z1 − z′1 > −ǫ. (1.5)Somando 1.3 e 1.5 obtemos

f1(z)− f1(z
′) > ǫ.Mas pela norma que estamos a utilizar podemos es
rever

|f(z)− f(z′| > ǫ,o que 
ontradiz a de�nição de 
ontinuidade uniforme. Logo z e z′ não são adja
entes. Assim,podemos 
on
luir que P+ ∪ P− não é 
onexo. De modo análogo, podemos 
on
luir que B+ ∪B−não é 
onexo.Sejam P = P+ ∪ P− e S um subgrafo 
onexo 
om vérti
es em P . A 
onexidade de S impli
a que
S ⊂ P+ ou S ⊂ P−. Além disso, pela forma 
omo a função f está de�nida, tem-se que nenhumponto de E pode ser movido por f para a direita, assim 
omo nenhum ponto deW pode ser movidopor f para a esquerda, então, 
on
lui-se que P+ ∩E = ∅ e que P− ∩W = ∅. Portanto, S não seinterse
ta 
om E nem 
om W , ou seja, P não 
ontém um 
onjunto 
onexo que ligue E e W .Através de um ra
io
ínio análogo, pode-se 
on
luir que B = B+ ∪ B− não 
ontém um 
onjunto
onexo que ligue N e S. Então, pelo Teorema do Hex, podemos 
on
luir que os 
onjuntos P e Bnão 
obrem todos os vérti
es do tabuleiro de Nash �adaptado�, logo ∃z /∈ P ∪B, o que impli
a que
|f(z)− z| < ǫ, 
ompletando assim a primeira parte da demonstração.Para demonstrar a segunda impli
ação, ou seja, que o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer impli
ao Teorema do Hex vamos usar o fa
to de qualquer ponto x ∈ [0, k − 1]2 poder ser expresso 
omouma 
ombinação linear 
onvexa úni
a de um 
onjunto de no máximo três vérti
es adja
entes doisa dois. Esses vérti
es são os dos triângulos de menor dimensão da �gura 1.9. Para 
ada ponto
x = (x1, x2) ∈ [0, k − 1]2 es
olhe-se o 
onjunto de vérti
es mutuamente adja
entes do invólu
ro
onvexo a que x perten
e. Na �gura 1.9 o ponto x ∈ [3, 4]2 está no invólu
ro 
onvexo de z1, z2 e
z3, logo existem λi ∈ R, 
om ∑3

i=1 λi = 1 e λi ≥ 0, i = 1, 2, 3 tais que x = λ1z1 + λ2z2 + λ3z3.Vamos pre
isar ainda de usar o fa
to de que qualquer função f de Hk em R
2 pode ser estendidaa uma função 
ontínua f̂ , linear por troços, de�nida em [0, k − 1]2 da seguinte forma: para x =

λ1z
1 + λ2z

2 + λ3z
3, f̂(x) = λ1f(z

1) + λ2f(z
2) + λ3f(z

3).Estamos agora em 
ondições de ini
iar a demonstração da segunda impli
ação. Vamos fazê-lo porabsurdo, ou seja, vamos supor que o tabuleiro Hk está 
ompletamente preen
hido e que não existeum 
aminho em B que ligue E a W nem um 
aminho em P que ligue N a S. Começamos porde�nir quatro sub
onjuntos da seguinte forma:Seja Ŵ (Ŝ) o 
onjunto de todos os vérti
es do tabuleiro que estão ligados a W (S) por um 
aminhoem B (P ), ou seja, por um 
aminho formado por vérti
es o
upados por peças bran
as (pretas) eseja Ê = B − Ŵ (N̂ = P − Ŝ).Pela forma 
omo os quatro sub
onjuntos foram de�nidos podemos 
on
luir que o subgrafo Ŵ ∪ Ênão é 
onexo e o mesmo a
onte
e 
om o subgrafo N̂ ∪ Ŝ . 11



Sejam e1 e e2 os ve
tores unitários de R
2 e de�na-se a função f em Hk, do seguinte modo:

f(z) =





z + e1 se z ∈ Ŵ ,

z − e1 se z ∈ Ê,

z + e2 se z ∈ Ŝ,

z − e2 se z ∈ N̂ .Pela forma 
omo a função f está de�nida podemos 
on
luir que, para 
ada uma das quatro possibi-lidades, f(z) está sempre em Hk. Por exemplo, usando o primeiro ramo de f , o ponto z+ e1 ∈ Hkporque 
aso 
ontrário z perten
ia a E, signi�
ando isto a existên
ia de um 
aminho em B a ligar
W a E, 
ontradizendo a hipótese ini
ial. Observe-se também que Ê ∩ W = ∅ porque, em B, Êe Ŵ são 
omplementares, logo z − e1 ∈ Hk. Fazendo um ra
io
ínio análogo pode-se 
on
luir que,para os outros dois ramos da função, f(z) está sempre em Hk.Seja f̂ a extensão da função f a todos os pontos de [0, k− 1]2 de�nida anteriormente. Vamos obteruma 
ontradição porque f̂ é 
ontínua e prova-se que não tem ponto �xo.Como veri�
ámos anteriormente, Ŵ ∪Ê e N̂∪Ŝ não são 
onexos. Tal impli
a que, se 
onsiderarmostrês vérti
es de um triângulo qualquer (de vérti
es mutuamente adja
entes) então nun
a a
onte
eque a esses três vérti
es sejam apli
ados três ramos diferentes da função, pois não é possível queum desses vérti
es pertença a Ŵ e outro a Ê nem que um pertença a Ŝ e outro a N̂ uma vez que
Ŵ ∪ Ê e N̂ ∪ Ŝ não são 
onexos. Portanto, 
on
lui-se que os três vérti
es só podem ser movidospor um dos seguintes pares de ve
tores: e1 e e2, ou e1 e −e2, ou −e1 e e2 ou ainda −e1 e −e2.Como estes ve
tores não têm o zero no seu invólu
ro 
onvexo, apli
ando o lema A.2.2, 
on
luímosque a função f̂ não tem um ponto �xo, o que 
ontradiz o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.Logo, podemos 
on
luir que num tabuleiro 
ompletamente preen
hido existe um 
aminho em B aligar W e E ou um 
aminho em P a ligar N e S.

�De seguida apresenta-se um exemplo de modo a 
lari�
ar a 
onstrução dos 
onjuntos P+, P−, B+e B−, bem 
omo o 
on
eito de 
ombinação linear 
onvexa utilizados na demonstração anterior.Exemplo 1.5.1 Seja f : I2 → I2 a função de�nida por f(x1, x2) = (1− x1, 1− x2). Para ǫ = 0, 5es
olhendo δ = 0, 5 veri�
a-se a de�nição de 
ontinuidade uniforme para f . Como 1
k

< δ1 <

min{δ, ǫ} então devemos es
olher k > 2. Seja k = 4, isto é, vamos 
onsiderar um tabuleiro deNash �'adaptado' de tamanho k = 4 
omo ilustrado na �gura 1.10, à esquerda.Para poder de�nir os sub
onjuntos P+, P−, B+ e B− vamos 
omeçar por 
al
ular a imagem de
ada um dos vérti
es do tabuleiro, a a p através da função f :
f(a) = f(0, 0) = (1, 1) f(g) = f(23 ,

1
3 ) = (13 ,

2
3 ) f(l) = f(1, 23 ) = (0, 1

3 )

f(b) = f(13 , 0) = (23 , 1) f(h) = f(1, 13 ) = (0, 2
3 ) f(m) = f(0, 1) = (1, 0)

f(c) = f(23 , 0) = (13 , 1) f(i) = f(0, 23 ) = (1, 1
3 ) f(n) = f(13 , 1) = (23 , 0)

f(d) = f(1, 0) = (0, 1) f(j) = f(13 ,
2
3 ) = (23 ,

1
3 ) f(o) = f(23 , 1) = (13 , 0)

f(e) = f(0, 1
3 ) = (1, 23 ) f(k) = f(23 ,

2
3 ) = (13 ,

1
3 ) f(p) = f(1, 1) = (0, 0)

f(f) = f(13 ,
1
3 ) = (23 ,

2
3 )12



Na �gura 1.10 pode-se observar a transformação de 
ada um dos vérti
es por meio da função fdada.

a b 
 de f g hi j k lm n o p
0 x1

x2

1
1

f(p) f(o) f(n) f(m)

f(l) f(k) f(j) f(i)

f(h) f(g) f(f) f(e)

f(d) f(c) f(b) f(a)

0 x1

x2

1
1

Figura 1.10: Tabuleiro de Nash �adaptado� de tamanho k = 4, à esquerda e a imagem dos respe
tivos vérti
es àdireita.Podemos então 
on
luir que os sub
onjuntos P+, P−, B+ e B− são:
P+ =

{
(0, 0) ;

(
0,

1

3

)
;

(
0,

2

3

)
; (0, 1)

}

P− =

{
(1, 0) ;

(
1,

1

3

)
;

(
1,

2

3

)
; (1, 1)

}

B+ =

{
(0, 0) ;

(
1

3
, 0

)
;

(
2

3
, 0

)
; (1, 0)

}

B− =

{
(0, 1) ;

(
1

3
, 1

)
;

(
2

3
, 1

)
; (1, 1)

}Na �gura 1.11 podemos observar a representação dos sub
onjuntos P+, P−, B+ e B−.
P
+

P
−

B
+

B
−

0 x1

x2

1
1

Figura 1.11: Representação dos sub
onjuntos P+, P−, B+ e B−.Sejam P = P+∪P− e B = B+∪B−. Observando a �gura 1.11 podemos veri�
ar que P e B não são13




onexos e que P∪B não 
obre o 
onjunto de todos os vérti
es do tabuleiro pois ( 1
3 ,

1
3

)
,
(
2
3 ,

1
3

)
,
(
1
3 ,

2
3

)e (
2
3 ,

2
3

) não perten
em a P ∪B. Repare-se que para estes vérti
es veri�
a-se que |f(z)− z| < 0, 5.Vamos ainda exempli�
ar que um ponto x ∈ I2 pode ser es
rito 
omo uma 
ombinação linear
onvexa úni
a de um 
onjunto de no máximo três vérti
es, mutuamente adja
entes. Considerandoo ponto x =
(
1
4 ,

1
8

), es
olhemos os vérti
es (0, 0) ,
(
1
3 , 0

) e (
1
3 ,

1
3

). Então x pode ser es
rito 
omouma 
ombinação linear 
onvexa úni
a desses três vérti
es do seguinte modo:
x =

(
1
4 ,

1
8

)
= 2

8 (0, 0) +
3
8

(
1
3 , 0

)
+ 3

8

(
1
3 ,

1
3

).

14



Capítulo 2O Hex de Dimensão nO jogo do Hex de dimensão n, para n jogadores, não é atra
tivo nem se reveste de grande interessequer no que se refere à teoria dos jogos quer do ponto de vista do jogo propriamente dito. Podem-seen
ontrar diversas di�
uldades, que vão desde a di�
uldade da 
onstrução de um tabuleiro em queseja práti
o múltiplos jogadores jogarem, até ao fa
to de não haver regras 
laras e espe
í�
as sobrequem ganha e quem perde.Ao longo deste 
apítulo, não é relevante qual a regra que permite determinar o ven
edor, mas simo fa
to de que é possível 
onstruir pelo menos um 
aminho que ligue duas fa
es opostas.A demonstração de que o Teorema do Hex de dimensão n é equivalente ao Teorema do Ponto Fixode Brouwer pode ser obtida através de uma generalização da demonstração para a dimensão doisapresentada no 
apítulo anterior. À semelhança do 
apítulo anterior, a demonstração do Teoremado Hex para a dimensão n também foi elaborada 
om base no artigo de David Gale [1℄.Ao longo deste 
apítulo, apresentar-se-ão exemplos para o 
aso n = 3 
om vista a uma melhor
ompreensão e visualização.2.1 O Tabuleiro de HexA de�nição do tabuleiro de Hex de dimensão n, apresentada a seguir, é uma generalização dade�nição 1.5.2 do tabuleiro (bidimensional) de Nash, apresentada no 
apítulo anterior.De�nição 2.1.1 O tabuleiro de Hex de dimensão n e tamanho k, Hn
k , é um grafo 
ujos vérti
essão todos os pontos z = (z1, . . . , zn) ∈ Z

n tais que 1 ≤ zi ≤ k, i = 1, . . . , n. Dois vérti
es z e z′ sãoadja
entes se
|z − z′| = 1e

z e z′ são 
omparáveis (ou seja, zi ≤ z′i, para todo o i = 1, . . . , n, ou z′i ≤ zi, para todo o
i = 1, . . . , n).Para simpli�
ar a notação, daqui para a frente passaremos a denotar Hn

k simplesmente por H .Para 
ada i = 1, . . . , n, as fa
es de H são de�nidas do seguinte modo:
H−

i = {z ∈ H |zi = 1}e
H+

i = {z ∈ H |zi = k}.15



Consideremos que os n jogadores não têm peças 
oloridas, mas sim peças numeradas e que ojogador-i é aquele que joga 
om a peça i, 
om i ∈ N = {1, 2, . . . , n}. Então podemos de�nir afunção L de�nida de H para N = {1, 2, . . . , n} que asso
ia a 
ada vérti
e o número da peça, rótulo,nele 
olo
ada.Considerando que o jogador-i, 
om i ∈ N = {1, 2, . . . , n}, ganhou o jogo então L−1({i}) permite-nosdeterminar um 
aminho em H que liga as duas fa
es opostas do jogador-i. Tal 
aminho, daquipara a frente, será designado por 
onjunto-i ven
edor.2.2 O Teorema do HexAntes de enun
iar o Teorema do Hex de dimensão n vamos apresentar algumas de�nições e resul-tados teóri
os ne
essários para a sua demonstração.Come
emos por de�nir o tabuleiro de Hex aumentado, Ĥ , 
omo sendo formado por todos os vérti
es
z ∈ Z

n, 
om 0 ≤ zi ≤ k + 1, i = 1, . . . , n, e de�nimos ainda as fa
es de Ĥ do seguinte modo:
Ĥ−

i = {z ∈ Ĥ|zi = 0}e
Ĥ+

i = {z ∈ Ĥ |zi = k + 1},
om i = 1, . . . , n.Seja ei o i-ésimo ve
tor unitário em R
n e seja e ∈ R

n o ve
tor 
ujas 
oordenadas são todas iguaisa 1, ou seja, e = (1, . . . , 1).De seguida apresentamos a de�nição de simplex, uma das de�nições mais importantes para estase
ção.De�nição 2.2.1 Um simplex de R
n (n-simplex) é um tuplo σ = (z0, . . . , zn) de (n+ 1) vérti
es,onde zi ∈ Z

n, 
om i = 0, . . . , n, tal que
zi+1 − zi = er para algum r ∈ N e i = 0, . . . , n− 1e
zi+1 − zi 6= zj+1 − zj para i, j = 0, . . . , n, 
om i 6= j.Dito de outra forma, um simplex é um tuplo de vérti
es tais que para se obter o vérti
e seguintese adi
iona um ve
tor unitário ao vérti
e anterior e num mesmo simplex nun
a se adi
ionam doisve
tores unitários iguais.Exemplo 2.2.1 Consideremos, para n = 3, o tuplo σ0 = (0, e1, e1+e2, e). Estes vérti
es veri�
ama de�nição 2.2.1, então σ0 é um simplex de R

3. Na �gura 2.1 podemos observar a representaçãodeste simplex.Como veremos, um simplex importante ao longo desta se
ção é o simplex σ0 = (0, e1, e1+e2, . . . , e).Como podemos veri�
ar pela de�nição 2.1.1, quaisquer dois vérti
es de um simplex em Ĥ sãoadja
entes.Se a um simplex σ = (z0, . . . , zn) retirarmos um vérti
e obtemos um tuplo de n vérti
es quedesignaremos por fa
eta, de�nida da seguinte forma:De�nição 2.2.2 Chamamos fa
eta-i do simplex σ ao tuplo de n vérti
es, τ i = (z0, . . . , zi−1, zi+1,

. . . , zn), 
om i = 0, . . . , n.16
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Figura 2.1: Representação do simplex σ0.Considerando o simplex σ0 = (0, e1, e1 + e2, . . . , e) a fa
eta-0 vai ser τ0 = (e1, e1 + e2, . . . , e), afa
eta-1 vai ser τ1 = (0, e1 + e2, . . . , e) e assim su
essivamente. Repare-se que τn = (0, e1, e1 +

e2, . . . , en−1) perten
e a Ĥ−
n .Para a demonstração que pretendemos 
onstruir pre
isamos ainda de�nir simplexes vizinhos.De�nição 2.2.3 O vizinho-i de σ = (z0, . . . , zi, . . . , zn), para 0 < i < n, é o simplex σ̃i 
ujosvérti
es são os mesmos de σ ex
epto zi, que é substituído por z̃i = zi−1 − zi + zi+1. O vérti
e z̃i é
hamado o 
ompanheiro de zi em relação a σ.Repare-se que de fa
to σ̃i satisfaz a de�nição 2.2.1 
omo mostramos de seguida.Seja σ = (z0, . . . , zi−1, zi, zi+1, . . . , zn), então 
omo σ é um simplex podemos es
rever que

zi = zi−1 + er (2.1)e que
zi+1 = zi + es, (2.2)
om r 6= s.Então, usando 2.1 temos que

z̃i = zi−1 − zi + zi+1

= zi−1 − zi−1 − er + zi+1

= zi+1 − ere usando 2.2 temos que 17



z̃i = zi−1 − zi + zi+1

= zi−1 − zi + zi + es

= zi−1 + es.Logo, podemos 
on
luir que σ̃i satisfaz a de�nição 2.2.1. σ̃i satisfaz também a propriedade desimetria, ou seja, σ̃i é o vizinho-i de σ se e somente se σ é o vizinho-i de σ̃i e que σ e σ̃i seinterse
tam na fa
eta-i 
omum a ambos, ou seja, σ ∩ σ̃i = τ i .De�nição 2.2.4 Ao tuplo σ̃0 = (z1, . . . , zn, z̃0) 
hamamos vizinho-0 de σ = (z0, . . . , zn), onde
z̃0 = z1 − z0 + zn, e ao tuplo σ̃n = (z̃n, z0, . . . , zn−1) 
hamamos vizinho-n de σ, onde z̃n =

zn−1 − zn + z0. Também neste 
aso, z0 e z̃0, bem 
omo zn e z̃n, são 
hamados 
ompanheiros.Note-se que a 
onstrução de σ̃0 e σ̃n 
onduz-nos também a simplexes e que, se σ̃0 é o vizinho-0 de
σ, então σ é o vizinho-n de σ̃0 e σ ∩ σ̃0 é a fa
eta-0 de σ e a fa
eta-n de σ̃0.Exemplo 2.2.2 Consideremos novamente o simplex σ0 para n = 3 representado na �gura 2.1.Apli
ando as de�nições anteriores, os vizinhos-i de σ0, 
om i = 0, . . . , 3 são:

σ̃1
0 = ((0, 0, 0); (0, 1, 0); (1, 1, 0); (1, 1, 1)),

σ̃2
0 = ((0, 0, 0); (1, 0, 0); (1, 0, 1); (1, 1, 1)),

σ̃0
0 = ((1, 0, 0); (1, 1, 0); (1, 1, 1); (2, 1, 1)) e

σ̃3
0 = ((0, 0,−1); (0, 0, 0); (1, 0, 0); (1, 1, 0)).Neste 
aso σ̃3

0 não perten
e a Ĥ, 
omo se pode observar na �gura 2.2.Prolonguemos a função L a Ĥ de�nindo-a nas fa
es de Ĥ do seguinte modo:
L̂(z) =

{
min{i|z ∈ Ĥ−

i } se z ∈
⋃n

i=1 Ĥ
−
i ,

min{i|z ∈ Ĥ+
i } 
aso 
ontrário .

(2.3)A função L̂ de�nida para as fa
es de Ĥ não depende da função L de�nida em H e pode-se 
on
luirque se z = (z1, . . . , zn) ∈
⋃n

i=1 Ĥ
−
i , L̂(z) = i, sendo i o menor índi
e das 
oordenadas nulas.Analogamente, se z = (z1, . . . , zn) /∈
⋃n

i=1 Ĥ
−
i , então L̂(z) = i, onde i é o menor dos índi
es das
oordenadas de valor igual a (k + 1).Exemplo 2.2.3 Consideremos novamente o simplex σ0 da �gura 2.1. Os rótulos assinalados 
om

⋆ na tabela 2.1 dependem da função L. Estes rótulos resultam apenas das peças que ao longodo jogo se vão 
olo
ando nestes vérti
es. Os restantes valores dos rótulos obtêm-se através doprolongamento da função L.De�nição 2.2.5 Um simplex σ diz-se 
ompletamente rotulado, se a restrição L̂|σ : σ → N forsobreje
tiva. De�ne-se fa
eta 
ompletamente rotulada de forma análoga.O simplex σ0 e a sua fa
eta-n, τn = (z0, . . . , zn−1), são 
ompletamente rotulados uma vez que, por2.3, os vérti
es de τn têm rótulos 1, 2, . . . , n.18
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Figura 2.2: Representação do simplex σ0 e dos seus vizinhos.Tabela 2.1: Vizinhos de σ0, fa
etas em 
omum 
om σ0 e rótulos dos respe
tivos vérti
es.Vizinhos de σ0 Fa
eta em 
omum 
om σ0 Rótulos
σ̃1
0 = ((0, 0, 0); (0, 1, 0); (1, 1, 0); (1, 1, 1)) Fa
eta-1 (1, 1, 3, 1⋆)

σ̃2
0 = ((0, 0, 0); (1, 0, 0); (1, 0, 1); (1, 1, 1)) Fa
eta-2 (1, 2, 2, 1⋆)

σ̃0
0 = ((1, 0, 0); (1, 1, 0); (1, 1, 1); (2, 1, 1)) Fa
eta-3 (2, 3, 1⋆, 1⋆)De�nição 2.2.6 Seja Γ o grafo 
ujos vérti
es são os simplexes 
ompletamente rotulados em Ĥ.Dois vérti
es σ e σ̃ são adja
entes se são vizinhos e se a sua fa
eta em 
omum é 
ompletamenterotulada.Lema 2.2.1 Cada vérti
e σ de Γ tem no máximo grau 2.Demonstração: Seja σ = (z0, . . . , zn) 
ompletamente rotulado. Logo, existem exa
tamente doisvérti
es zi e zj 
om o mesmo rótulo. Então qualquer fa
eta diferente de τ i e τ j não é 
ompletamenterotulada. Consequentemente, o grau de σ é no máximo 2.

�Lema 2.2.2 O simplex σ0 tem exa
tamente um vizinho 
ompletamente rotulado, ou seja, o graude σ0 é 1.Demonstração: Dado que o vérti
e e é sempre um dos que tem rótulo repetido, 
ome
emos porveri�
ar se σ̃n
0 é adja
ente a σ0. Como σ̃n

0 = (−en, 0, . . . , e1 + . . .+ en−1), então σ̃n
0 /∈ Ĥ, logo σ̃n

0não é adja
ente a σ0.Seja L(e) = i. Então o outro vérti
e de σ0 
om o mesmo rótulo é ∑i−1
j=0 e

j (assumindo que
e0 = (0, . . . , 0)). 19



Se i > 1, o 
ompanheiro de ∑i−1
j=0 e

j é e1 + . . .+ ei−2 + ei, que perten
e a Ĥ . Portanto, neste 
aso
σ0 tem apenas um vizinho 
ompletamente rotulado.Se i = 1, então o outro vérti
e 
om rótulo 1 é o vérti
e 0 e o vizinho-0 de σ0 é (e1, e1+e2, . . . , e, e1+e)que é 
ompletamente rotulado e perten
e a Ĥ .

�Como pelo lema 2.2.1 
ada vérti
e σ de Γ tem no máximo grau 2, então podemos apli
ar o lemaA.1.1 e, uma vez que pelo lema 2.2.2 σ0 tem grau 1, então podemos 
on
luir que σ0 é o vérti
eini
ial de um 
aminho P = (σ0, σ1, . . . , σm).São ainda ne
essários os dois lemas seguintes para demonstrar o resultado prin
ipal desta se
ção.Lema 2.2.3 Sejam P = (σ0, σ1, . . . , σm) um 
aminho sobre Γ e τn = (z0, . . . , zn−1) a fa
eta-n de
σm. Se τn é 
ompletamente rotulada e está 
ontida em Ĥ−

n , então τn 
oin
ide 
om a fa
eta-n de
σ0.Demonstração: Come
emos por provar que z0 = 0. Suponhamos que z0 = (z01 , . . . , z

0
n) > 0,então z0r > 0 para algum r ∈ {1, . . . , n − 1}. Note-se que se τn ∈ Ĥ−

n então zin = 0, para
i = 0, . . . , n − 1. Mas se a 
oordenada r de z0 é maior que zero então a 
oordenada r de zi émaior que zero para todo o i ∈ {1, . . . , n− 1}, pois pela de�nição 2.2.1 sabemos que zi+1 = zi+ er,logo podemos 
on
luir que τn não tem nenhum vérti
e 
om rótulo r e deste modo τn não seria
ompletamente rotulada. Mas por hipótese τn é 
ompletamente rotulada, logo, 
on
luímos que
z0 = 0.Do mesmo modo podemos 
on
luir que z1 = e1, pois se z1 fosse um qualquer ve
tor unitáriodiferente de e1 então nenhum vérti
e de τn teria rótulo 2. O mesmo argumento pode ser usadopara mostrar que z2 − z1 = e2 e assim su
essivamente.Deste modo �
a provado que a fa
eta-n de σm é igual à fa
eta-n de σ0, ou seja, τn = (0, e1, . . . , e1+

. . .+ en−1).
�Lema 2.2.4 Para um qualquer 
aminho P = (σ0, σ1, . . . , σm), uma das fa
etas 
ompletamenterotuladas de σm está 
ontida em alguma fa
e Ĥ+

i de Ĥ.Demonstração: Seja σm = (z0, . . . , zn). Para provarmos que uma das fa
etas 
ompletamenterotuladas de σm está 
ontida em alguma fa
e Ĥ+
i de Ĥ , vamos usar o fa
to de σm−1 ser o úni
ovizinho 
ompletamente rotulado de σm. Então, para algum i, existe um vérti
e zi 
ujo 
ompanheiro

z̃i não perten
e a Ĥ . Esse vérti
e só pode ser z0 ou zn porque para 0 < i < n, z̃i veri�
a
zi−1 < z̃i < zi+1 e 
omo zi−1 e zi+1 perten
em a Ĥ então z̃i também perten
e a Ĥ .Suponhamos agora que o vizinho-n de σm não está 
ontido em Ĥ. Logo z̃n = z0 − zn + zn−1 nãoperten
e a Ĥ. Mais uma vez pela de�nição 2.2.1, zn−zn−1 = er, então, para algum r ∈ {1, . . . , n}:

z̃n = z0 − zn + zn−1

= z0 − (zn − zn−1)

= z0 − er.Logo, para que z̃n /∈ Ĥ a 
oordenada r de z0 é igual a zero e assim a 
oordenada r de z̃n seránegativa. Mas, mais uma vez pela de�nição 2.2.1, a 
oordenada r de zi é igual a zero, para
i = 0, . . . , n− 1, logo podemos 
on
luir que a fa
eta-n, τn, de σm está 
ontida em Ĥ−

r . Mas, por2.3, τn só pode ter rótulos i para i ≤ r, assim, uma vez que τn é 
ompletamente rotulada, tem-se20



que r = n e portanto τn está 
ontida em Ĥ−
n . Apli
ando o lema 2.2.3 podemos 
on
luir que afa
eta-n de σm 
oin
ide 
om a fa
eta-n de σ0, o que impli
a que P seria um 
i
lo, 
ontradizendoa hipótese de P ser um 
aminho. Logo o vizinho-n de σm está 
ontido em Ĥ .Suponhamos agora que σm não tem vizinho-0, então z̃0 = z1 − z0 + zn /∈ Ĥ . Mas pela de�nição2.2.1 sabe-se que z1 − z0 = er para algum r ∈ {1, . . . , n}, então

z̃0 = z1 − z0 + zn

= er + zn.Logo, para que z̃0 /∈ Ĥ a 
oordenada r de zn é igual a k + 1. Mas, uma vez mais pela de�nição2.2.1, a 
oordenada r de zi é igual a k+1 para todo o i = 1, . . . , n. Portanto, pode-se 
on
luir quea fa
eta-0 de σm está 
ontida em Ĥ+
r .

�Estamos agora em 
ondições de enun
iar e demonstrar o Teorema do Hex.Teorema 2.2.1 (Teorema do Hex) Para qualquer função L de H para N existe pelo menos um
i ∈ N tal que L−1({i}) 
ontém um 
onjunto-i ven
edor que liga H−

i e H+
i .Demonstração: Consideremos o 
aminho P = (σ0, σ1, . . . , σm). O vérti
e ∑i

k=0 e
k, 
om i =

0, . . . , n − 1, tem rótulo i + 1 e perten
e a Ĥ−
i+1. Pelo Lema 2.2.4 
on
luímos que σm tem umafa
eta 
ompletamente rotulada 
ontida em Ĥ+
i , logo, tem um vérti
e 
om rótulo i que perten
e a

Ĥ+
i , para algum i = 1, . . . , n.Então podemos 
on
luir que existe um 
aminho que liga duas fa
es opostas, ou seja, podemos
on
luir que existe um ven
edor. Esse ven
edor �
a determinado através dos vérti
es 
ujo rótuloé igual ao índi
e da fa
e atingida pelo 
aminho P . Estes vérti
es perten
em ao 
aminho que ligafa
es opostas Ĥ−

i e Ĥ+
i , para algum i = 1, . . . , n, �
ando assim provado o Teorema do Hex .

�2.3 Conjunto-i ven
edorPartindo da demonstração apresentada na se
ção anterior é possível 
onstruir um algoritmo quepermite en
ontrar um 
onjunto-i ven
edor.De seguida apresenta-se o referido algoritmo, passo por passo, partindo do simplex σ0.1. Veri�
a-se o rótulo do vérti
e e.Seja L(e) = i + 1, para algum i = 0, . . . , n − 1. Então 
al
ula-se o vizinho-i de σ0, σ̃i
0, edesigna-se o novo simplex por σ1.2. Veri�
a-se o rótulo de z̃i.No simplex σ1 há exa
tamente um outro vérti
e 
om o mesmo rótulo de z̃i, pois a fa
eta-i de

σ0 é 
ompletamente rotulada. Substitui-se aquele vérti
e pelo seu 
ompanheiro e designa-seo novo simplex por σ2. Analisando os dois vérti
es de σ2 que têm o mesmo rótulo, o pro
e-dimento repete-se até en
ontrar um simplex que tenha uma fa
eta 
ompletamente rotulada
ontida em Ĥ+
i , para algum i = 1, . . . , n.O 
onjunto-i ven
edor é formado por todos os vérti
es 
om rótulo i em 
ada um dos simplexes,onde i 
orresponde ao índi
e da fa
e atingida no �nal do algoritmo. 21



Exemplo 2.3.1 Para exempli�
ar a apli
ação do algoritmo, 
onsideremos o tabuleiro de Nash dedimensão 3 e tamanho 3 da �gura 2.3, preen
hido de forma aleatória e o simplex σ0 = (0, e1, e1 +

e2, e1 + e2 + e3).
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L( ) = 1

L( ) = 2

L( ) = 3

Figura 2.3: Tabuleiro preen
hido de forma aleatória em H3
3
. Os restantes vérti
es de Ĥ respeitam a regra L̂.1o Passo: Começamos por veri�
ar o rótulo do vérti
e (1, 1, 1). Como L(1, 1, 1) = 1, então vamos
al
ular o vizinho-0 de σ0 e designamos o novo simplex por σ1.Portanto, σ1 = ((1, 0, 0); (1, 1, 0); (1, 1, 1); (2, 1, 1)).2o Passo: Veri�
amos o rótulo de z̃0. Como L(z̃0) = 1 e o outro vérti
e de σ1 
om rótulo 1é o vérti
e (1, 1, 1), então substituímos este vérti
e pelo seu 
ompanheiro, ou seja, 
al
ulamoso vizinho-2 de σ1 obtendo σ2 = ((1, 0, 0); (1, 1, 0); (2, 1, 0); (2, 1, 1)). Note-se que os rótulos dosvérti
es de σ2 são respe
tivamente 2, 3, 3 e 1.Repetindo o pro
edimento su
essivamente, obtemos os seguintes simplexes:

σ3 = ((1, 0, 0); (2, 0, 0); (2, 1, 0); (2, 1, 1))

σ4 = ((2, 0, 0); (2, 1, 0); (2, 1, 1); (3, 1, 1))

σ5 = ((2, 0, 0); (2, 0, 1); (2, 1, 1); (3, 1, 1))

σ6 = ((2, 0, 1); (2, 1, 1); (3, 1, 1); (3, 1, 2))

σ7 = ((2, 0, 1); (3, 0, 1); (3, 1, 1); (3, 1, 2))

σ8 = ((3, 0, 1); (3, 1, 1); (3, 1, 2); (4, 1, 2))

σ9 = ((3, 0, 1); (3, 1, 1); (4, 1, 1); (4, 1, 2))

σ10 = ((3, 0, 0); (3, 0, 1); (3, 1, 1); (4, 1, 1))

σ11 = ((3, 0, 0); (3, 1, 0); (3, 1, 1); (4, 1, 1))

σ12 = ((3, 0, 0); (3, 1, 0); (4, 1, 0); (4, 1, 1))

σ13 = ((3, 0, 0); (4, 0, 0); (4, 1, 0); (4, 1, 1))22



A fa
eta-0 de σ13 é 
ompletamente rotulada (os rótulos dos vérti
es de σ13 são, respe
tivamente,2, 2, 3 e 1) e está 
ontida em Ĥ+
1 , então existe um 
onjunto-1 ven
edor.Para formar o 
onjunto-1 ven
edor que liga as fa
es opostas Ĥ−

1 a Ĥ+
1 es
olhem-se apenas osvérti
es 
om rótulo 1 em 
ada simplex do 
aminho

P = (σ0, σ1, . . . , σ13),que se en
ontra representado na �gura 2.4.
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Figura 2.4: Apli
ação do algoritmo.2.4 Aproximação ao Ponto FixoTendo por base o que já foi es
rito até ao momento 
onseguimos 
onstruir um algoritmo que nospermite en
ontrar uma aproximação ao ponto �xo de funções 
ontínuas de In para In.De�nição 2.4.1 Seja f : In → In uma função 
ontínua. Diz-se que um ponto x ∈ In é movidopela função f na dire
ção i se

|fi(x) − xi| = |f(x) − x|,onde 
aso se veri�que um empate es
olhemos o índi
e menor.Consideremos o tabuleiro de Nash de dimensão n e tamanho k de a
ordo 
om a de�nição 2.1.1.Quanto maior for o valor de k, melhor será a aproximação ao ponto �xo, pois quanto maior for ovalor de k maior vai ser o número de iterações ne
essárias e por 
onsequên
ia menor vai ser o erro
ometido.Para en
ontrar a aproximação ao ponto �xo segue-se um algoritmo semelhante ao apresentado nase
ção anterior. Sendo z um qualquer vérti
e de H , o rótulo L(z) é dado pela dire
ção na qual23



z
k+1 é movido pela função f , segundo a de�nição 2.4.1. Não é ne
essário 
al
ular o rótulo de todosos kn vérti
es do tabuleiro H , ter-se-á apenas que 
al
ular o rótulo de 
ada novo vérti
e que vaisendo in
luído em 
ada simplex do 
aminho P .O algoritmo, partindo do simplex σ0 é o seguinte:1. Veri�
a-se o rótulo do vérti
e e.Se L(e) = i+ 1, então 
al
ula-se o vizinho-i de σ0 e designa-se o novo simplex por σ1.2. Veri�
a-se o rótulo de z̃i.Como vimos anteriormente, o simplex σ1 
ontém exa
tamente um outro vérti
e 
om o mesmorótulo de z̃i. Substituindo esse vérti
e pelo seu 
ompanheiro, obtém-se um novo simplex,

σ2. O pro
edimento repete-se até que se en
ontrem dois vérti
es adja
entes, z e z′, emque ambos são movidos numa dire
ção i, mas o primeiro é movido num sentido, ou seja,
fi

(
z

k+1

)
− zi

k+1 ≥ 0, por exemplo, e o segundo é movido no sentido oposto, isto é, fi ( z′

k+1

)
−

z′

i

k+1 < 0.A aproximação ao ponto �xo da função f é dada por f (
z′

k+1

).Exemplo 2.4.1 Para exempli�
ar a apli
ação do algoritmo 
onsideremos a função f : I3 → I3de�nida por
f(x1, x2, x3) = (x3, 1− x1, x

2
2)e, por 
onseguinte, um tabuleiro de dimensão n = 3. O tamanho do tabuleiro H 
onsidera-se iguala 4.Começamos por determinar o rótulo de e:Como

f

(
1

5
,
1

5
,
1

5

)
=

(
1

5
,
4

5
,
1

25

)
,temos

∣∣∣∣f
(
1

5
,
1

5
,
1

5

)
−

(
1

5
,
1

5
,
1

5

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
(
0,

3

5
,−

4

5

)∣∣∣∣ =
3

5
,e portanto L(z3) = 2.Uma vez que os rótulos dos vérti
es de σ0 são, respe
tivamente, 1, 2, 3 e 2 vamos 
al
ular ovizinho-1 de σ0:

σ1 = ((0, 0, 0); (0, 1, 0); (1, 1, 0); (1, 1, 1)).Os rótulos dos vérti
es de σ1 são 1, 1, 3 e 2, respe
tivamente (note-se que ẑ ∈ Ĥ−
1 ), logo vamos
al
ular o vizinho-0 de σ1:

σ2 = ((0, 1, 0); (1, 1, 0); (1, 1, 1); (1, 2, 1)).Agora pre
isamos de 
al
ular o rótulo de z3.Dado que
f

(
z3

5

)
= f

(
1

5
,
2

5
,
1

5

)
=

(
1

5
,
4

5
,
1

25

)e24



∣∣∣∣f
(
1

5
,
2

5
,
1

5

)
−

(
1

5
,
2

5
,
1

5

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
(
1

5
,
4

5
,
1

25

)
−

(
1

5
,
2

5
,
1

5

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
(
0,

2

5
,−

4

25

)∣∣∣∣ =
2

5
,então L(z3) = 2.Portanto, os rótulos dos vérti
es de σ2 são, respe
tivamente, 1, 3, 2 e 2, pelo que devemos agora
al
ular o vizinho-2 de σ2:

σ3 = ((0, 1, 0); (1, 1, 0); (1, 2, 0); (1, 2, 1)).Note-se que o rótulo de z2 é igual a 3, pois z2 ∈ Ĥ−
3 , e 
omo z1 é o outro vérti
e 
om o mesmorótulo, então vamos 
al
ular σ̃1

3 :
σ4 = ((0, 1, 0); (0, 2, 0); (1, 2, 0); (1, 2, 1)).Veri�
a-se que existe um vérti
e, z1, em Ĥ−

1 . Uma vez que z0 também tem rótulo igual a 1, vamos
al
ular o vizinho-0:
σ5 = ((0, 2, 0); (1, 2, 0); (1, 2, 1); (1, 3, 1)).Agora pre
isamos de 
al
ular o rótulo de z3.Ora,
f
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)
= f
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∣∣∣∣
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)∣∣∣∣ =
1

5
,então L(z3) = 2.Assim, uma vez que os rótulos dos vérti
es de σ5 são 1, 3, 2 e 2, respe
tivamente, vamos 
al
ularo vizinho-2 de σ5:

σ6 = ((0, 2, 0); (1, 2, 0); (1, 3, 0); (1, 3, 1)).Tendo em atenção que o vérti
e z2 de σ6, assim 
omo o vérti
e do simplex seguinte, perten
em auma fa
e Ĥ−
i , seguindo o algoritmo obtemos os próximos dois simplexes.

σ7 = ((0, 2, 0); (0, 3, 0); (1, 3, 0); (1, 3, 1))e
σ8 = ((0, 3, 0); (1, 3, 0); (1, 3, 1); (1, 4, 1)).Agora pre
isamos de 
al
ular o rótulo de z3Ora,
f

(
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5

)
= f
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, 25



então L(z3) = 3.Assim, uma vez que os rótulos dos vérti
es de σ8 são 1, 3, 2 e 3, respe
tivamente, vamos 
al
ularo vizinho-1 de σ8:
σ9 = ((0, 3, 0); (0, 3, 1); (1, 3, 1); (1, 4, 1)).Note-se que o rótulo de z1 é igual a 1, pois z1 ∈ Ĥ−

1 , e 
omo z0 é o outro vérti
e 
om o mesmorótulo, então vamos 
al
ular σ̃0
9:

σ10 = ((0, 3, 1); (1, 3, 1); (1, 4, 1); (1, 4, 2)).Agora pre
isamos de 
al
ular o rótulo de z3. Como
f
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25

)∣∣∣∣ =
6

25
,então L(z3) = 3.Uma vez que 1, 2, 3 e 3 são, respe
tivamente, os rótulos dos vérti
es de σ10 vamos 
al
ular ovizinho-2 deste simplex:

σ11 = ((0, 3, 1); (1, 3, 1); (1, 3, 2); (1, 4, 2)).Para 
al
ular o rótulo de z2, determinamos
f
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5
,pelo que L(z2) = 1.Assim, vamos 
al
ular σ̃0

11:
σ12 = ((1, 3, 1); (1, 3, 2); (1, 4, 2); (2, 4, 2)).Agora pre
isamos de 
al
ular o rótulo de z3. Ora
f

(
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)
= f
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25
,então L(z3) = 3.Dado que os rótulos dos vérti
es de σ12 são, respe
tivamente, 2, 1, 3 e 3, 
al
ulamos de seguida

σ̃2
12:

σ13 = ((1, 3, 1); (1, 3, 2); (2, 3, 2); (2, 4, 2)).26



Para 
al
ular o rótulo de z2, 
omo
f

(
z2

5

)
= f
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25
,temos que L(z2) = 3.Como L(z2) = L(z3) = 3, então z2 e z3 são movidos na dire
ção 3 e 
omo na ter
eira 
omponente

f(z2)− z2 e f(z3)− z3 têm sinais 
ontrários então paramos.A aproximação ao ponto �xo que pro
urávamos é dado por:
f

(
z2

5

)
= f

(
2

5
,
3

5
,
2

5

)
=

(
2

5
,
3

5
,
9

25

)
.Ou seja, o ponto �xo aproximado da função f é

(x1, x2, x3) = (0, 4; 0, 6; 0, 36).Cal
ulemos, agora, o ponto �xo da função f através da resolução do sistema:
f(z) = z ⇔





x1 = x3

x2 = 1− x1

x3 = x2
2

⇔





x1 = 3−
√
5

2

x2 = 1− 3−
√
5

2

x3 = 3−
√
5

2

⇔





x1 ≃ 0, 38

x2 ≃ 0, 62

x3 ≃ 0, 38.Comparando a aproximação ao ponto �xo da função f en
ontrada através do algoritmo 
om oponto �xo que 
al
ulamos através da resolução do sistema podemos 
on
luir que o erro 
ometidoestá na ordem das duas 
entésimas.
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Capítulo 3Algumas Contribuições do Teoremado Hex
3.1 O Teorema da Curva de Jordan via o Teorema do HexO Teorema da Curva de Jordan foi enun
iado e demonstrado por Camille Jordan em 1887. Pos-teriormente veio a des
obrir-se que a demonstração estava errada e a primeira demonstração rigo-rosamente 
orre
ta só foi dada em 1905. Entre as demonstrações que foram surgindo desde entãovamos apresentar uma baseada em [2℄. Essa demonstração faz uso do Teorema do Ponto Fixo deBrouwer mas repare-se que no 
apítulo 1 provámos que este teorema é equivalente ao Teorema doHex, daí o título desta se
ção.Para demonstrar o Teorema da Curva de Jordan pre
isamos de algumas de�nições e resultadosteóri
os que enun
iamos de seguida.De�nição 3.1.1 Uma 
urva de Jordan é um sub
onjunto de R

2 homeomorfo à 
ir
unferên
iaunitária.Dito de uma forma mais simples, uma 
urva de Jordan é uma 
urva fe
hada simples: fe
hadaporque o iní
io 
oin
ide 
om o �m e simples porque não se interse
ta a ela própria.Teorema 3.1.1 (Teorema da Curva de Jordan): Seja J uma 
urva de Jordan em R
2. O 
omple-mentar de J é 
onstituído por dois sub
onjuntos de R

2, 
ada um dos quais 
om J 
omo fronteira.A ideia prin
ipal do teorema é que uma 
urva de Jordan separa o plano em duas regiões, umalimitada (interior à 
urva) e outra ilimitada (exterior à 
urva), sendo a própria 
urva a fronteira
omum das duas regiões. Apesar do enun
iado ser simples e de fá
il 
ompreensão a demonstraçãodo Teorema da Curva de Jordan é 
omplexa e envolve diversos 
on
eitos matemáti
os.Come
emos por observar que, uma vez que J é 
ompa
to e é lo
almente 
onexo por 
aminhos,temos que:Lema 3.1.1 Seja J uma 
urva de Jordan, então1. R
2 − J tem exa
tamente uma 
omponente ilimitada;2. 
ada 
omponente de R

2 − J é 
onexa por 
aminhos e aberta.29



Os lemas seguintes vão ser 
ru
iais para a demonstração do teorema da Curva de Jordan.Lema 3.1.2 Seja J uma 
urva de Jordan. Se R
2 − J não é 
onexo, então 
ada 
omponente tem

J 
omo fronteira.Para a demonstração deste lema a
onselhamos o leitor a 
onsultar [2℄.No próximo lema E(a, b; c, d) denota o 
onjunto re
tangular {(x, y) ∈ R
2|a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d},
om a < b e c < d. De uma forma intuitiva, o lema diz que se num re
tângulo uma 
urva h vai dolado esquerdo ao lado direito e outra 
urva v vai de 
ima a baixo, então as 
urvas interse
tam-se,
onforme ilustrado na �gura 3.1.

h

vFigura 3.1: Representação das imagens das funções h e v.Lema 3.1.3 Sejam h = (h1, h2) e v = (v1, v2) duas funções 
ontínuas do intervalo [−1, 1] para
E(a, b; c, d) tais que

h1(−1) = a, h1(1) = b, v2(−1) = c e v2(1) = d.Então as 
urvas h e v en
ontram-se, isto é, existem s, t ∈ [−1, 1] tais que h(s) = v(t).Demonstração: Suponhamos que as duas 
urvas não se en
ontram, ou seja, suponhamos que
h(s) 6= v(t), para todo s, t ∈ [−1, 1].Come
emos por de�nir a função N do seguinte modo:

N : [−1, 1]× [−1, 1] → R

(s, t) 7→ N(s, t) = |h(s)− v(t)|,onde |.| denota a norma máximo. Ou seja,
N(s, t) = max{|h1(s)− v1(t)|, |h2(s)− v2(t)|}Assim, a função N é 
ontínua uma vez que é a norma máximo de uma diferença entre duasfunções 
ontínuas. Também N(s, t) é sempre diferente de zero, pois se para algum ponto (s, t) ∈

[−1, 1]× [−1, 1] tivéssemos N(s, t) = 0, então, pela de�nição de norma teríamos que h(s) = v(t),mas por hipótese tal não o
orre.30



Então, 
omo N(s, t) 6= 0 para todo o (s, t) ∈ [−1, 1] × [−1, 1], podemos de�nir a função F doseguinte modo:
F : [−1, 1]× [−1, 1] → [−1, 1]× [−1, 1]

F (s, t) =

(
v1(t)− h1(s)

N(s, t)
,
h2(s)− v2(t)

N(s, t)

)A função F é 
ontínua porque 
ada uma das suas 
omponentes é o quo
iente de duas funções
ontínuas. Pela forma 
omo F está de�nida, podemos 
on
luir que uma das suas 
omponentes ésempre igual a +1 ou a −1, ou seja, uma das 
oordenadas de F (s, t) tem sempre valor absolutoigual a 1. Como F é 
ontínua, então pelo teorema do Ponto Fixo de Brouwer F tem um ponto�xo, ou seja, existe um ponto (s, t) ∈ [−1, 1] × [−1, 1] tal que F (s, t) = (s, t). Como uma das
oordenadas F (s, t) tem valor absoluto igual a 1, podemos 
on
luir que |s| = 1 ou |t| = 1.Analisemos o 
aso em que s = 1.Se s = 1 então F (1, t) = (1, t), portanto,
1 =

v1(t)− h1(1)

N(1, t)
=

v1(t)− b

N(1, t)
,mas v1(t) ≤ b, logo,

1 =
v1(t)− b

N(1, t)
≤ 0.Chegámos assim a uma 
ontradição. Analisando os outros três 
asos (s = −1, t = 1 e t = −1) efazendo um ra
io
ínio análogo ao que foi feito para s = 1 
hegamos também a 
ontradições.Podemos então 
on
luir que as 
urvas h e v se en
ontram, isto é, existem s, t ∈ [−1, 1] tais que

h(s) = v(t).
�Estamos agora em 
ondições de demonstrar o Teorema da Curva de Jordan.Pelos lemas 3.1.1 e 3.1.2 sabemos que R2−J tem exa
tamente uma 
omponente ilimitada e que 
ada
omponente tem J 
omo fronteira, então só pre
isamos de provar que R2−J possui uma e só uma
omponente limitada. Vamos provar tal fa
to em três etapas: 1) obter um ponto z0 ∈ R

2 − J ; 2)provar que a 
omponente U que 
ontém z0 é limitada e 3) mostrar que não existe outra 
omponentelimitada para além de U .Como J é 
ompa
to, então existem dois pontos a, b ∈ J tais que a distân
ia |a− b| é máxima. Po-demos assumir que a = (−1, 0) e b = (1, 0) pela de�nição da Curva de Jordan. Consequentemente
E(−1, 1;−2, 2) 
ontém J e a sua fronteira, Γ, e interse
ta J exa
tamente nos pontos a e b.Seja N o ponto médio do lado superior de E(−1, 1;−2, 2) e S o ponto médio do lado inferior, ouseja, N = (0, 2) e S = (0,−2). Pelo lema 3.1.3 podemos 
on
luir que o segmento [NS] interse
ta
J . Seja L o ponto perten
ente a J ∩ [NS] 
uja ordenada tem o maior valor.Os pontos a e b dividem J em dois ar
os, designemos o ar
o que 
ontém L por Jn e o outro por Js.Seja M o ponto perten
ente a Jn∩ [NS] 
uja ordenada tem o menor valor (repare-se que é possívelque L=M). Assim, o segmento [MS] interse
ta Js, pois se o segmento [MS] não interse
tasse Js,então 
onsiderando o 
aminho [NL]∪ L̃M ∪ [MS], onde L̃M é o subar
o de Jn 
om extremos L e
M , teríamos que [NL] ∪ L̃M interse
ta Js, mas 
omo o ar
o Js não 
ontém L então L̃M deveriainterse
tar Js. Mas se L̃M interse
tasse Js então J não seria homeomorfo a uma 
ir
unferên
ia.Assim, Js não interse
taria o 
aminho [NL] ∪ L̃M ∪ [MS], mas tal 
ontradiz o lema 3.1.3. 31



Consideremos agora os pontos P,Q ∈ Js ∩ [MS] tais que P é o ponto 
uja ordenada tem maiorvalor e Q o ponto 
uja ordenada tem menor valor, e seja z0 o ponto médio do segmento [MP ].

b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

a b

S

N

L

M

z0

P

Q

W

Γ

Jn

Js

U

Figura 3.2: Ilustração das etapas 1), 2) e 3) da demonstração.De seguida vamos mostrar que U , a 
omponente de R2−J que 
ontém z0, é limitada. Suponhamosque U não é limitada. Como, pelo lema 3.1.1, U é 
onexo por 
aminhos, existe um 
aminho αem U de z0 para um ponto não perten
ente a E(−1, 1;−2, 2). Seja W o primeiro ponto no qual
α interse
ta a fronteira Γ de E(−1, 1;−2, 2). Denotemos por αw a parte de α de z0 a W . Se Westá na metade inferior de Γ, podemos en
ontrar um 
aminho ŴS em Γ de W para S que não
ontém nem a nem b. Consideremos agora o 
aminho [NL] ∪ L̃M ∪ [Mz0] ∪ αw ∪ ŴS. Se αwestá 
ontido em U ⊂ R

2 − J , então esse 
aminho não interse
ta Js, o que 
ontradiz o lema 3.1.3.Fazendo um ra
io
ínio análogo, se W está na metade superior de Γ 
on
luímos que o 
aminho
[Sz0] ∪ αw ∪ ŴN , onde ŴN é um 
aminho em Γ de W para N que não 
ontém a nem b, nãointerse
ta Jn, 
ontradizendo uma vez mais o lema 3.1.3. Logo, podemos 
on
luir que U é uma
omponente limitada.Para �nalizar vamos mostrar que U é a úni
a 
omponente limitada. Suponhamos que existe outra
omponente limitada Y , 
om Y 6= U , de R2−J . Designemos por β o 
aminho [NL]∪ L̃M∪ [MP ]∪

P̃Q∪ [QS]. Repare-se que β não 
ontém pontos em Y . Como a e b não estão em β então existemvizinhanças de a e b, Va e Vb respe
tivamente, tais que 
ada uma delas não 
ontém pontos de β.Pelo lema 3.1.2, 
omo Y é uma 
omponente que possui J 
omo sua fronteira, então a e b estão em
Y . Assim, existem a1 ∈ Y ∩ Va e b1 ∈ Y ∩ Vb. Seja â1b1 um 
aminho em Y de a1 para b1. Logo,o 
aminho [aa1] ∪ â1b1 ∪ [b1b] não interse
ta β. Mas isso 
ontradiz o lema 3.1.3. Logo, podemos
on
luir que R

2 − J tem exa
tamente duas 
omponentes, uma limitada e outra ilimitada, 
adauma das quais 
om J 
omo fronteira.32



3.2 O Teorema do Hex Fortale
idoNesta se
ção vamos mostrar que num tabuleiro de Hex de dimensão 2 totalmente preen
hido existeum úni
o 
aminho que liga lados opostos. Uma vez que no 
apítulo 1 provou-se que existe pelomenos um 
aminho nessas 
ondições, basta provar que no máximo existe um desses 
aminhos.Para 
umprir 
om este obje
tivo usaremos o lema 3.1.3 da se
ção anterior.Teorema 3.2.1 Se um tabuleiro de Hex de dimensão 2 está 
ompletamente preen
hido 
om peçaspretas e bran
as, então no máximo existe um 
aminho que une lados opostos.Demonstração: Como no 
apítulo 1 (se
ção 1.4) provámos que os tabuleiros de Hein e de Nashsão equivalentes, então para a nossa demonstração vamos 
onsiderar o tabuleiro de Nash.Suponhamos que há dois 
aminhos a ligar os lados opostos do tabuleiro: esses dois 
aminhos são
aminhos em grafos.Vamos 
onstruir duas funções h, v : [−1, 1] → [−1, 1]× [−1, 1] tais que h segue o 
aminho das peçaspretas e v o 
aminho das peças bran
as e de modo a que estas funções satisfaçam as hipóteses dolema 3.1.3. Podemos então 
on
luir que as funções h e v se interse
tam, ou seja, os dois 
aminhos
ruzam-se, o que impli
a que existe um vérti
e 
om uma peça preta e uma peça bran
a, mas tal éimpossível.Podemos assim 
on
luir que num jogo de Hex se o tabuleiro está 
ompletamente preen
hido, entãono máximo há um 
aminho a ligar lados opostos.
�Deste modo �
a provado que:Teorema 3.2.2 (Teorema do Hex Fortale
ido): Se um tabuleiro de Hex de dimensão 2 está 
om-pletamente preen
hido 
om peças pretas e bran
as, então existe exa
tamente um 
aminho que unelados opostos.3.3 O Teorema da PavimentaçãoUma pavimentação é uma disposição de um 
onjunto numerável de re
tângulos sobre um planosem espaços intermédios nem sobreposições. Se um ponto perten
e a mais do que um re
tângulo,então ele perten
e ne
essariamente à fronteira dos re
tângulos e não ao seu interior.O resultado 
onhe
ido 
omo Teorema da Pavimentação estabele
e que uma área re
tangular pavi-mentada 
om re
tângulos 
om um dos lados inteiro tem, também ela, um dos lados inteiro.Nesta se
ção vamos apresentar duas demonstrações do Teorema da Pavimentação: uma usa otabuleiro de Damas 
omo modelo, 
ujos quadrados têm 1

2 unidade de lado; a outra usa um pro
essoanálogo ao usado para provar o Teorema do Hex. Ambas as demonstrações foram elaboradas 
ombase em [3℄.Considere-se o seguinte resultado:Lema 3.3.1 Um re
tângulo, desenhado sobre um tabuleiro de Damas, 
ujos lados são paralelosaos lados do tabuleiro tem um lado de 
omprimento inteiro se e só se o
upa áreas iguais de bran
oe preto.Demonstração: Come
emos por provar que se o re
tângulo tem pelo menos um lado 
ujo 
om-primento é um número inteiro então vai o
upar áreas iguais de preto e bran
o.Como 
ada quadrado do tabuleiro tem 1
2 unidade de lado então o lado inteiro do re
tângulo vaio
upar um número par de quadrados. Portanto, o
upa tantos quadrados bran
os 
omo pretos.33



Logo, podemos 
on
luir que o re
tângulo o
upa áreas de bran
o e preto iguais, 
omo se ilustra na�gura 3.3.

Figura 3.3: Re
tângulo 
om um lado inteiro.Para provar o re
ípro
o vamos garantir que se o re
tângulo tem dois lados de 
omprimento nãointeiro então as áreas o
upadas de bran
o e preto não são iguais. Para a demonstração vamos
onsiderar que o re
tângulo está alinhado 
om o 
anto inferior esquerdo do tabuleiro de Damas.Suponhamos que o re
tângulo tem lados x e y não inteiros, 
omo se ilustra 
om a �gura 3.4. Seao re
tângulo retirarmos o 
anto superior direito, de�nido por [[x], x]× [[y], y], desta
ado a negritona �gura 3.4, então as áreas o
upadas de bran
o e preto são iguais.

Figura 3.4: Re
tângulo 
om os dois lados de 
omprimento não inteiro.Analisemos então o que a
onte
e 
om as áreas bran
a e preta do re
tângulo a negrito. Dividindoo re
tângulo 
omo se mostra na �gura 3.5, o re
tângulo da direita, de�nido por [2[x]− x+ 1, x]×

[[y], y], o
upa a mesma área de bran
o e preto.
Figura 3.5: Área desta
ada na �gura 3.4.Vamos analisar agora o re
tângulo da esquerda, de�nido por [[x], 2[x]− x+ 1]× [[y], y]. Mais uma34



vez, dividindo o re
tângulo 
omo se mostra na �gura 3.6 veri�
amos que o re
tângulo superior,de�nido por [[x], 2[x]− x+ 1]× [2[y]− y + 1, y], o
upa a mesma área de bran
o e de preto.
Figura 3.6: Área preta em ex
esso.Portanto 
hegamos à 
on
lusão que a área preta ex
ede a bran
a e a diferença entre elas 
orrespondeao re
tângulo inferior representado na �gura 3.6, 
uja área é ([x]− x+ 1) ([y]− y + 1).

�Estamos agora em 
ondições de enun
iar e demonstrar o Teorema da Pavimentação.Teorema 3.3.1 Se uma área re
tangular está pavimentada por um número �nito de re
tângulos,
ada um dos quais 
om um lado de 
omprimento inteiro, então a área re
tangular também tem umlado de 
omprimento inteiro.Demonstração: Consideremos que a área re
tangular está alinhada 
om o 
anto inferior esquerdodo tabuleiro de Damas. Como 
ada re
tângulo tem um lado inteiro, então pelo lema 3.3.1, o
upaáreas iguais de preto e bran
o. Assim, a área re
tangular também o
upa áreas iguais de preto ebran
o e portanto, mais uma vez pelo lema 3.3.1, a área re
tangular tem um lado de 
omprimentointeiro.
�Note-se que o mesmo resultado é válido para re
tângulos 
om um lado de 
omprimento ra
ional.De fa
to, o lema 3.3.1 não perde a validade para um re
tângulo 
om um lado de 
omprimentora
ional p

q
(p, q ∈ Z) pois basta tomar 
omo unidade 1

q
.De seguida vamos generalizar o Teorema da Pavimentação ao 
aso de re
tângulos 
om um lado de
omprimento algébri
o.Teorema 3.3.2 Se uma área re
tangular está pavimentada por um número �nito de re
tângulos,
ada um dos quais 
om um lado de 
omprimento inteiro / ra
ional / algébri
o, então a áreare
tangular também tem um lado de 
omprimento inteiro / ra
ional / algébri
o.Demonstração: Na nossa demonstração vamos designar por número espe
ial um número inteiro,ra
ional ou algébri
o. Para 
ada 
aso, um ponto (x, y) é espe
ial se x e y forem inteiros / ra
ionais/ algébri
os. Note-se que a soma e a diferença de dois números espe
iais é ainda um númeroespe
ial.Considere-se então uma área re
tangular pavimentada por re
tângulos pequenos, 
ada um deles
om um lado de 
omprimento espe
ial. Como veremos, a prova de que a área re
tangular tem tam-bém um lado de 
omprimento espe
ial assemelha-se à prova do Teorema do Hex. Essa semelhançaprende-se 
om o fa
to de em ambos os 
asos se 
onstruir um 
aminho num grafo.Seja Γ o grafo 
ujos vérti
es são os 
antos de todos os re
tângulos e as arestas são os lados de
omprimento espe
ial. No 
aso de ambos os lados de um re
tângulo serem espe
iais, tomem-se
omo arestas dois lados paralelos quaisquer. 35



b b

b

b

b b b

b b b

b b b b

Figura 3.7: Grafo Γ.Pela forma 
omo o grafo foi 
onstruído pode existir mais do que uma aresta entre o mesmo par devérti
es. Como todos os vérti
es, ex
epto os dos 
antos da área re
tangular, perten
em a dois ou aquatro re
tângulos então têm grau 2 ou 4. Os vérti
es dos 
antos da área re
tangular têm grau 1.Vamos fazer 
oin
idir o 
anto inferior esquerdo da área re
tangular 
om a origem de um referen
ial.Então esse vérti
e é espe
ial. Começando nesse vérti
e vamos 
onstruir um 
aminho ao longo dografo avançando sempre por uma aresta que ainda não tenha sido per
orrida. Uma vez que todosos vérti
es têm grau par (ex
epto os dos 
antos da área re
tangular), então haverá sempre umaoutra aresta para per
orrer, a menos que tenhamos 
hegado a um dos vérti
es dos 
antos daárea re
tangular. O número de arestas do grafo é �nito, então em algum momento do traje
to
hegamos a um vérti
e dos 
antos da área re
tangular diferente do vérti
e do 
anto ini
ial. Como
omeçámos num vérti
e espe
ial e só per
orremos arestas de 
omprimento espe
ial, então o vérti
eem que terminámos o traje
to também é espe
ial. Repare-se que 
omeçámos o 
aminho numvérti
e espe
ial e avançámos por uma aresta espe
ial e 
omo a soma de dois números espe
iais éum número espe
ial, então o próximo vérti
e visitado também é espe
ial. Deste modo todos osvérti
es visitados são espe
iais. Logo, podemos 
on
luir que a área re
tangular tem dois 
antosespe
iais, portanto tem pelo menos um lado de 
omprimento espe
ial. Uma vez que 
omeçámoso 
aminho no 
anto inferior esquerdo, então se terminarmos no 
anto inferior direito é porque aárea re
tangular tem o lado horizontal de 
omprimento espe
ial. Caso o vérti
e terminal seja odo 
anto superior esquerdo então a área re
tangular tem o lado verti
al de 
omprimento espe
iale por último se o vérti
e terminal for o vérti
e do 
anto superior direito então a área re
tangulartem os dois lados de 
omprimento espe
ial.
�Por último, note-se que é possível generalizar o Teorema da Pavimentação para a dimensão n.Para tal vamos designar um re
tângulo de dimensão n por hiper-re
tângulo e vamos rees
rever oteorema 3.3.2.Teorema 3.3.3 Se um hiper-volume re
tangular está subdividido num número �nito de hiper-re
tângulos, 
ada um dos quais 
om, pelo menos, uma dimensão de 
omprimento inteiro / ra
ional36



/ algébri
o, então o hiper-volume re
tangular também tem pelo menos uma dimensão de 
ompri-mento inteiro / ra
ional / algébri
o.A demonstração deste teorema é análoga à do teorema anterior.A título de 
uriosidade, 
onsideremos n = 3. Neste 
aso, vamos fazer 
oin
idir um dos 
antosinferiores do volume re
tangular 
om a origem de um referen
ial em R
3 de modo a que o volumere
tangular pertença ao primeiro o
tante e vamos designar por dimensão A (B, C) as dimensõesparalelas ao eixo dos xx (yy, zz). Considere-se que os lados do volume re
tangular são x, y e z.De�nindo o grafo e 
onstruindo um 
aminho de forma análoga ao da dimensão 2, então podemos
on
luir que se o 
aminho termina no vérti
e de 
oordenadas (x, 0, 0) ((0, y, 0); (0, 0, z)) entãoa dimensão A (B, C) é espe
ial. Caso o 
aminho termine no vérti
e 
om 
oordenadas (x, y, 0)((x, 0, z); (0, y, z)) então as dimensões A e B (A e C; B e C) são espe
iais. Por último, se o vérti
eterminal tem 
oordenadas (x, y, z), então o volume re
tangular tem as três dimensões espe
iais.Repare-se que também é possível demonstrar o teorema 3.3.3 para o 
aso inteiro e ra
ional usandoo tabuleiro de Damas fazendo um ra
io
ínio análogo ao que foi feito para demonstrar o teorema3.3.1.
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Apêndi
e A
A.1 De�nições e Resultados Teóri
os sobre GrafosDe�nição A.1.1 Um grafo, G = (V,E), é um par ordenado onde V é um 
onjunto arbitrário quese designa por 
onjunto dos vérti
es (ou nodos) e E é um sub
onjunto do 
onjunto de pares nãoordenados de elementos de V que se designa por 
onjunto das arestas.De�nição A.1.2 Dois vérti
es, x, y ∈ V , de um grafo G = (V,E) dizem-se adja
entes se [x, y] éuma aresta de G, ou seja, se [x, y] ∈ E. Neste 
aso, diz-se que a aresta [x, y] é in
idente no vérti
e
x e no vérti
e y.De�nição A.1.3 Um passeio num grafo G é uma sequên
ia de vérti
es e arestas da forma,

x1, [x1, x2], . . . , xi, [xi, xi+1], xi+1, . . . , [xk−1, xk], xk(
om eventual repetição de vérti
es e de arestas). Os vérti
es x1 e xk designam-se por vérti
esextremos do passeio (x1 por vérti
e ini
ial e xk por vérti
e �nal).De�nição A.1.4 Um traje
to num grafo G entre os vérti
es x e y é um passeio sem arestasrepetidas (podendo, no entanto, existir vérti
es repetidos) 
om iní
io em x e que termina em y.De�nição A.1.5 Um 
aminho num grafo G entre os vérti
es x1 e xp é um subgrafo, P , tal que
V (P ) = {x1, x2, . . . , xp} e E(P ) = {[x1, x2], . . . , [xp−1, xp]}.Desta de�nição de
orre que num 
aminho não existem vérti
es repetidos e, 
onsequentemente,também não existem arestas repetidas. Deste modo pode 
onsiderar-se um 
aminho, entre x1 e xp,
omo sendo um traje
to, sem vérti
es repetidos, 
om iní
io em x1 e que termina em xp.De�nição A.1.6 Um 
i
lo é um passeio de 
omprimento não nulo 
ujos úni
os vérti
es que 
oin-
idem são os vérti
es extremos.De�nição A.1.7 Um grafo G diz-se 
onexo se existe sempre um 
aminho a unir quaisquer doisdos seus vérti
es.De�nição A.1.8 Um grafo G′ = (V ′, E′) diz-se subgrafo de G = (V,E) se V ′ ⊆ V e E′ ⊆ E. Se

E′ 
ontém todas as arestas de G que ligam os vérti
es de V ′, então diz-se que G′ = (V ′, E′) é osubgrafo induzido ou gerado por V ′.De�nição A.1.9 Designa-se por grau (ou valên
ia) de um vérti
e de um grafo G, o número dearestas que são in
identes a esse vérti
e. 39



De�nição A.1.10 O produto 
artesiano de dois grafos G1 e G2 de�ne-se 
omo sendo um grafo
G1×G2 
ujos vérti
es são pares ordenados de vérti
es de G1 e G2 e dois vérti
es de G1×G2, (u1, u2)e (v1, v2), são adja
entes se e só se u1 = v1 e [u2, v2] ∈ E(G2) ou u2 = v2 e [u1, v1] ∈ E(G1).Lema A.1.1 Um grafo 
ujos vérti
es têm no máximo grau dois é a união de subgrafos disjuntos,sendo 
ada um destes subgrafos um vérti
e isolado, ou um 
i
lo ou um 
aminho.Demonstração: Por indução sobre o número de arestas do grafo.Considere-se um grafo G 
om n vérti
es. Cada vérti
e pode ter no máximo grau dois, então Gpode ter no máximo n arestas.Denote-se um grafo 
om k arestas por Gk.No 
aso de G0, todos os vérti
es são isolados.No 
aso Gn+1, es
olhe-se aleatoriamente uma aresta para ser retirada e designe-se essa aresta por
(u, v). Os vérti
es u e v passam a ter no máximo grau 1, uma vez que se retirou a aresta que osligava e no máximo tinham grau dois. Como os vérti
es u e v têm no máximo grau 1, então nãopodem perten
er a nenhum 
i
lo.Por hipótese, Gn é a união de vérti
es isolados, 
i
los e 
aminhos, se se adi
ionar novamente a aresta
(u, v) ao grafo, os subgrafos que se tinham obtido pela ex
lusão da aresta 
ontinuam inalterados eao adi
ionar novamente a aresta a úni
a 
oisa que se altera é que os vérti
es u e v passarão a fazerparte de um mesmo 
i
lo ou 
aminho.Portanto, pode-se 
on
luir que Gn+1 também é a união de vérti
es isolados, 
i
los e 
aminhos.Donde se pode 
on
luir que o Lema se veri�
a para todos os grafos Gk, 
om 0 ≤ k ≤ n. �

A.2 De�nições e Resultados Teóri
os sobre FunçõesDe�nição A.2.1 Um ponto �xo de uma função f é um ponto x tal que f(x) = x.De�nição A.2.2 Um espaço topológi
o X diz-se 
ompa
to se qualquer su
essão {xn1
, xn2

, . . . , xnk
,

. . .} de pontos de X, 
ontém uma subsu
essão que 
onverge para algum ponto x do 
onjunto X.Lema A.2.1 Seja I2 = [a, b] × [a, b]. Se f : I2 → I2 é uma função 
ontínua e para 
ada ε > 0existe x ∈ I2 tal que |f(x) − x| < ε então, f tem um ponto �xo.Demonstração: Seja f : I2 → I2 uma função 
ontínua tal que para 
ada ε > 0 existe x ∈ I2 talque |f(x)− x| < ε então, para 
ada número natural n existe xn ∈ I2 tal que |f(xn)− xn| <
1
n
.Como I2 é 
ompa
to então a su
essão < xn > tem uma subsu
essão, < xnk

>, 
onvergente em I2.O lim |f(xnk
)− xnk

| = 0, logo podemos 
on
luir que f tem um ponto �xo. �De�nição A.2.3 Um ponto p é uma 
ombinação linear 
onvexa dos pontos p1, . . . , pm ∈ S ⊆ R
nse:

p = λ1p1 + λ2p2 + . . .+ λmpm, onde λi ∈ R
+
0 , i = 1, . . . ,m e m∑

i=1

λi = 1.De�nição A.2.4 Um 
onjunto S ⊆ R
n é 
onvexo quando, para quaisquer pontos x, y ∈ S, qual-quer 
ombinação linear 
onvexa de x e y está ainda em S.40



De�nição A.2.5 O Invólu
ro Convexo de um 
onjunto S ⊆ R
n é o menor 
onjunto 
onvexo de

R
n que 
ontém S e denota-se por conv(S), isto é, veri�
a as seguintes propriedades:
• conv(S) é 
onvexo;
• S ⊆ conv(S);
• K 
onvexo, S ⊆ K ⇒ conv(S) ⊆ K.Lema A.2.2 Sejam z1, z2, z3 vérti
es de um triângulo qualquer em R

2 e seja ρ̂ uma extensãolinear por troços da função ρ de�nida por ρ(zi) = zi+ vi onde v1, v2, v3 são ve
tores dados. Então
ρ̂ tem um ponto �xo se e só se o zero perten
e ao invólu
ro 
onvexo de v1, v2, v3.Demonstração: Seja x = λ1v

1 + λ1v
2 + λ3v

3. Então,
ρ̂(x) = λ1(z

1 + v1) + λ2(z
2 + v2) + λ3(z

3 + v3) ⇔

⇔ ρ̂(x) = (λ1z
1 + λ2z

2 + λ3z
3) + (λ1v

1 + λ2v
2 + λ3v

3) ⇔

⇔ ρ̂(x) = x+ (λ1v
1 + λ2v

2 + λ3v
3)Portanto, ρ̂(x) = x se e só se λ1v

1 + λ2v
2 + λ3v

3 = 0. �

A.3 De�nições e Resultados Teóri
os sobre Espaços Topoló-gi
osDe�nição A.3.1 Um espaço topológi
o é 
onexo se e só se não for reunião de dois sub
onjuntosdisjuntos, não vazios e abertos.De�nição A.3.2 Um 
aminho de um ponto x para um ponto y de um espaço topológi
o X é umafunção 
ontínua f do intervalo unitário [0, 1] para X 
om f(0) = x e f(1) = y.De�nição A.3.3 O espaço X é dito 
onexo por 
aminhos se existe um 
aminho unindo quaisquerdois pontos em X.De�nição A.3.4 O espaço X é lo
almente 
onexo por 
aminhos se para qualquer vizinhança 
en-trada num qualquer ponto de X existir uma vizinhança 
onexa por 
aminhos.
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