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Resumo

O Hex é um jogo de tabuleiro para dois jogadores cujo objectivo consiste em estabelecer uma
sequéncia de pecas unindo dois lados opostos do tabuleiro. O jogo possui regras simples, encerrando
contudo elevado interesse e riqueza matemaética. Neste trabalho abordamos alguma desta riqueza,
comecando por provar que se um tabuleiro de Hex estd completamente preenchido entao existe
um caminho a unir margens opostas (Teorema do Hex). Mostramos ainda que este resultado é
equivalente ao Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e vélido para um tabuleiro de dimensao n. Por
ultimo, servimo-nos dos resultados anteriores na demonstragdo do Teorema da Curva de Jordan,

bem como na do Teorema da Pavimentagao.

Palavras-chave

Jogo do Hex, Teorema do Hex, Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, Teorema da Curva de Jordan,

Teorema, da Pavimentacao.
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Abstract

Hex is a board game for two where each player tries to establish a sequence of stones connecting
his opposing sides of the board. Although the rules are simple, the game contains interesting
properties in mathematical terms. In this work, we address some of these properties by proving
the Hex Theorem, which states that if a board is completely filled than there is a path of stones
with the same colour between opposing sides. We also show that this result is equivalent to the
Brouwer Fixed-Point Theorem and we generalise it to the n dimensional board case. Lastly, we

use these results in proving the Jordan Curve Theorem and the Tiling Theorem.

Keywords

Game of Hex, Hex Theorem, Brouwer Fixed-Point Theorem, Jordan Curve Theorem, Tiling

Theorem.
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Introducao

O tema principal tratado neste trabalho aproxima-se da Matematica Discreta, apesar de se fazerem
algumas incursdes noutras areas da Matemética, em particular na Analise Infinitésimal. O assunto
tratado prende-se com algumas particularidades do jogo de tabuleiro chamado Hex que permitem
estabelecer relagoes com alguns resultados classicos da Matemética.

Este trabalho tem essencialmente um caracter de divulgagio cientifica. Com base num conjunto
de referéncias bibiliograficas tentamos criar um documento de leitura facil que reduzisse a habitual
densidade das publicagoes cientificas, enriquecendo-o com exemplos, figuras e uma abordagem mais
adequada para leitores exteriores & comunidade cientifica.

Qualquer docente que leccione em areas cientificas mais abstractas, seja a que nivel de ensino for,
passa pela dificuldade da falta de motivacio dos alunos. E habitual escutar-se “mas para que
é que isto serve?”. Este problema torna imperioso que o docente esteja munido de uma cultura
geral na area das ciéncias que o capacite a responder a este tipo de solicita¢oes. Com este trabalho
pretendemos dar um pequeno contributo na superacao da dificuldade apresentada. Apesar de neste
documento nao se exibir a resolucao dum problema da vida real utilizando um qualquer modelo
matematico, o insélito da relagao que se establece entre um jogo de tabuleiro e um resultado cléssico
da Matematica é s6 por si gerador de curiosidade propiciando um ambiente que torne o estudo da
Matematica mais agradéavel.

Este documento escontra-se organizado em trés capitulos. O primeiro, com o titulo “O Jogo do
Hex”, para além da 6bvia descricao do jogo e dum breve resumo histérico, contém os dois resultados
mais importantes: o Teorema do Hex que prova que o jogo nao termina sem que um dos jogadores
cumpra com o objectivo imposto pelas regras e o teorema que demonstra que este tltimo resultado é
equivalente ao Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. No segundo capitulo generaliza-se o Teorema do
Hex provado no capitulo anterior para uma qualquer dimensao. Tal obriga a uma generalizagao na
defini¢do do tabuleiro de jogo. Da demonstragdo do teorema extrai-se um algoritmo que permite
aproximar pontos fixos a menos de um erro que depende do tamanho do tabuleiro. No ultimo
capitulo apresentam-se mais algumas relagoes entre o Hex e diferentes areas da Matematica que
tém sido observadas nas ultimas décadas, nomeadamente com o Teorema da Curva de Jordan e
um outro teorema menos conhecido que apelidamos de Teorema da Pavimentacao.

Esta trabalho termina com um apéndice onde decidimos juntar algumas defini¢oes classicas da

Teoria de Grafos e da Anélise e ainda alguns resultados mais conhecidos.






Capitulo 1

O Jogo do Hex

O jogo do Hex é um jogo de regras muito simples mas de grande interesse quer do ponto de vista
do jogo propriamente dito quer do ponto de vista matemético. Ao longo deste capitulo vamos fazer
uma breve descricao do jogo, da sua origem e histéria e vamos enunciar e demonstrar o Teorema
do Hex. A concluir o capitulo provaremos que o Teorema do Hex e o Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer sdo equivalentes. Ambas as demonstragoes foram elaboradas com base num artigo de
David Gale [1], de 1979.

1.1 Descricao

O jogo do Hex é um jogo de tabuleiro para dois jogadores, um dos quais utiliza pecas brancas' e
o outro pecas pretas. O tabuleiro tem a forma de losango e é tipicamente composto por 11 x 11

hexagonos, conforme representado na figura 1.1.

Figura 1.1: Tabuleiro de Hex de 11 x 11.

Alternadamente, os jogadores colocam uma pega da sua cor num hexdgono vazio. O segundo
jogador, na sua primeira jogada pode aproveitar a jogada efectuada pelo seu adversario, impondo
a troca de cores. Esta é a chamada regra do equilibrio que foi criada para anular a vantagem

de se jogar em primeiro lugar. O objectivo do jogador das pecas brancas (pretas) consiste em

INas figuras as pecas brancas sio representadas por cinza claro.



estabelecer uma sequéncia de pegas brancas (pretas) colocadas em hexagonos contiguos, unindo as
suas margens opostas. Tal sequéncia sera designada de caminho ou conjunto vencedor.

Se observarmos a figura 1.2 podemos verificar que ainda nenhum jogador ganhou e que é a vez
do jogador das pecas brancas. Note-se que o jogador das pecgas pretas consegue obter uma vitéria
ao fim de trés jogadas, desde que jogue nos hexdgonos assinalados com “X”. Observe-se ainda que
uma tentativa de defesa do jogador das pecas brancas nao impede a vitéria do adversario.

Figura 1.2: Tabuleiro de Hex parcialmente preenchido.

Uma questao que surge habitualmente neste tipo de jogos prende-se com a existéncia de uma estra-
tégia que garanta a vitéria de um dos jogadores e se o primeiro a jogar poderé tirar partido dessa
estratégia. A sua existéncia prende-se com o facto de o jogo ser finito, de informacao completa, nao
depender do acaso e nunca terminar empatado, como se mostrard mais & frente. Suponhamos que
o segundo jogador possui a estratégia vencedora, entao o primeiro jogador coloca a primeira peca
de forma aleatéria e a partir dai encara-se como sendo o segundo jogador, roubando a estratégia
vencedora ao seu adversario. Deste modo, o primeiro jogador tera a vitoria garantida, isto partindo
do pressuposto que existe uma estratégia vencedora para o segundo jogador. Ou seja, partiu-se da
hip6tese que o segundo jogador possui a estratégia vencedora e concluiu-se que quem ganha é o
primeiro. Logo, pode concluir-se que é vantajoso ser o primeiro a jogar. Este argumento, usado por
John Nash, ficou conhecido como argumento do roubo da estratégia. Com este argumento apenas
se prova que o primeiro jogador ganha, mas nao se sabe como, ou seja, prova-se que existe uma
estratégia vencedora para o primeiro jogador mas nio se conhece essa estratégia. Até ao momento

jé& se conhece a estratégia vencedora para tabuleiros até 7 x 7.

1.2 Origem e Histoéria

O jogo do Hex foi inventado em 1942 pelo engenheiro e poeta dinamarqués Piet Hein. Piet Hein
chamou o jogo de Polygon e apresentou-o ao piblico pela primeira vez a 26 de Dezembro de
1942, através de um artigo publicado no jornal Politiken. Nessa primeira publicacao o jogo foi

apresentado da seguinte forma:

“Gostaria de aprender a jogar Polygon? Piet Hein inventou um jogo que pode ser
praticado com igual prazer tanto por eruditos jogadores de Xadrez como por pessoas

apenas capazes de pegar numa caneta.”



Figura 1.3: Primeiro problema publicado.

Na figura 1.3 pode observar-se o problema proposto no primeiro artigo sobre o Hex. O objectivo
consiste em colocar uma peca branca no tabuleiro de modo a que o jogador das pecas pretas nao
tenha hipétese de defesa.

Alguns anos mais tarde, em 1948, o jogo foi redescoberto por John Nash enquanto estudante da
Universidade de Princeton. Nesta versao o tabuleiro é analogo ao tabuleiro de Xadrez, colocando-se
as pecas nas interseccoes das linhas. Foi David Gale, colega de Nash, que se apercebeu da equiva-
léncia entre os dois tabuleiros (o de Hein e o de Nash), como se mostrara na secgao 1.4.

O jogo foi baptizado de Hex aquando da sua comercializagdo pela Parker Brothers, em 1952, e
adquiriu uma maior projec¢ido devido & publicagdo de um artigo de Martin Gardner na revista
Scientific American.

As caracteristicas do Hex desde cedo suscitaram o interesse de varios matemaéticos, tendo-se reve-

lado bastante tteis na abordagem de diversos problemas, como veremos ao longo deste trabalho.

1.3 O Teorema do Hex

Durante uma partida de Hex, se um jogador completar um caminho entre os seus lados na sua
vez de jogar, entao esse jogador é declarado vencedor e o jogo termina. Este momento pode ser
atingido sem que o tabuleiro esteja todo preenchido. No caso do jogo do Galo o tabuleiro pode ser
totalmente preenchido sem que nenhum jogador complete uma linha, sendo declarado um empate.
Uma questao pertinente é saber se o mesmo pode ocorrer com o Hex: a tltima casa é preenchida
e nenhum jogador atingiu o objectivo. Prova-se que tal nunca ocorre! Este facto é intuitivamente
facil de provar, para isso basta considerarmos um tabuleiro completamente preenchido de pecas
brancas e pretas e associar as brancas & dgua de um rio e as pretas a terra das margens do rio.
Entao, apenas duas situacoes podem acontecer, ou a agua corre, ou ha um dique a unir as duas
margens do rio, impedindo que a dgua corra. Na primeira situacao é o jogador das pecas brancas
que ganha e na segunda ganha o jogador das pecas pretas. Note-se que neste exemplo uma hipdtese

exclui a outra, o que é mais forte do que o Teorema do Hex:

Teorema 1.3.1 Se um tabuleiro de Hex estd completamente preenchido com pegas pretas e pegas

brancas, entdo existe pelo menos um caminho que une lados opostos.

Demonstragao: Considerando o tabuleiro completamente preenchido, designemos por face-P um



hexégono onde se encontre colocada uma pega preta ou uma das margens P ou P’ (ver figura 1.4).
A face-B ¢é definida de forma analoga, relativamente a pecas e margens brancas.
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Figura 1.4: Tabuleiro completamente preenchido e grafo I'.

Associemos ao tabuleiro de Hex um grafo em que cada vértice é o ponto de intersec¢ao de dois
ou trés “cantos” dos hexagonos. As arestas desse grafo correspondem aos lados internos comuns
a dois hexagonos ou & fusao de dois lados exteriores do mesmo hexégono. Para além dos vértices
associados aos hexagonos dos quatro cantos do tabuleiro, vamos ainda associar mais um vértice a
cada um dos “cantos” livres. Cada um destes vértices, para além de ser adjacente a dois vértices do
mesmo hexagono, é também adjacente a um novo vértice representado na figura 1.4 por u, v/, v e
v'. As arestas correspondentes cumprem a funcdo de separacao das quatro margens do tabuleiro.
Repare-se que os quatro hexdgonos dos cantos sao os tinicos hexagonos das margens do tabuleiro
que permitem a ambos os jogadores completar um caminho que ligue as suas margens opostas, pois
$30 0s Unicos que pertencem a uma margem preta e a outra branca. Designemos o grafo resultante
por I', e note-se que todos os vértices do grafo tém grau menor ou igual a 3.

Com o objectivo de encontrar um conjunto vencedor num tabuleiro que se encontre completamente
preenchido segue-se o seguinte algoritmo: comegando num dos vértices u, u’, v ou v/ constroi-se
um caminho no grafo I" respeitando a regra de continuar sempre ao longo de uma aresta que
separa uma face-P de uma face-B. Repare-se que as arestas incidentes a u, v/, v ou v’ tém essa
propriedade, uma vez que qualquer uma delas separa uma margem preta de uma margem branca.
Observe-se que, seguindo esta regra, ao partir de um dos vértices de grau 1 nunca ocorre uma troca
de cores entre o lado esquerdo e direito de nenhuma aresta.

E importante salientar que o caminho que se obtém aplicando a regra definida é tnico, pois quando
se percorre uma aresta e e chega-se a um vértice w, duas das trés faces incidentes ao vértice w
sdo aquelas em que e é a aresta comum, portanto, uma é uma face-P e a outra é uma face-B. A
terceira face incidente ao vértice w pode ser uma face-P ou uma face-B, mas, em qualquer caso,
hé exactamente uma aresta e’ que satisfaz a regra definida, como mostra a figura 1.6.

Como o numero de vértices do grafo é finito, entdo a construcdo do caminho termina desde que
nao haja repeticao de vértices, o que sera provado mais & frente. Note-se que s6 é possivel terminar
num dos vértices u, u’, v ou v’ (excluindo aquele em que se iniciou o caminho) pois estes sdo os
tnicos de grau 1. Se, por exemplo, iniciarmos um caminho no vértice u o vértice terminal ndo pode

ser u’ pois tal implicaria uma troca de cores entre os lados esquerdo e direito de uma dada aresta.



Figura 1.5: Subgrafo I".

Figura 1.6: Ilustracao da construgcdo de um caminho segundo a regra estabelecida.

Assim, se o vértice terminal for v’ (v), entéo o jogador que joga com as pegas pretas (brancas) tem
um conjunto vencedor, porque existem sempre faces-P (faces-B) contiguas ao caminho entre u e
v’ (uev) que ligam P a P’ (B a B’).
No caso particular da figura 1.5, comecando o caminho no vértice u e seguindo a regra anteriormente
definida concluimos que o vértice terminal é o vértice v. Como o vértice v é incidente & margem
B’ entao conclui-se que ¢ o jogador que joga com as pecas brancas que tem o conjunto vencedor.
Para concluir a demonstracao falta garantir que no caminho construido nao ocorre repeticao de
vértices. Para tal, seja I o subgrafo de I' que resulta da supressio das arestas que nao separam
uma face-P de uma face-B. Repare-se que os vértices de IV tém grau 0, caso as trés faces incidentes
ao vértice tenham todas a mesma cor, ou grau 2, caso uma das trés faces incidentes ao vértice tenha
cor diferente, excepto os vértices u, v/, v e v’ que tém grau 1.
Na Figura 1.5 as arestas destacadas a negrito representam o subgrafo I'' correspondente ao tabuleiro
completamente preenchido da figura 1.4. O subgrafo I é constituido por 6 ciclos, 31 vértices
isolados e 2 caminhos: um de u para v e outro de u’ para v’.
Assim, pelo lema A.1.1, I é composto por vértices isolados, ciclos e caminhos. Dado que em I”
existem apenas quatro vértices de grau 1, u, v/, v e v’, entdo existem apenas dois caminhos que
unem pares desses vértices. O caminho que se inicia num desses vértices e que é construido segundo
a regra descrita anteriormente é um desses caminhos, logo nunca ocorre repeticao de vértices, como
queriamos provar.

|



1.4 O Tabuleiro de John Nash

John Nash, em 1948, redescobriu o jogo do Hex, tal como ja foi referido na seccao 1.2. Nesta seccao
vamos mostrar que o tabuleiro de Nash e o tabuleiro de Hein sao equivalentes.

Para mostrar a equivaléncia entre os dois tabuleiros comecamos por considerar o tabuleiro de Hein
e marcamos um ponto no centro de cada hexagono, de seguida unimos por meio de um segmento

de recta todos os pontos que pertencem a hexigonos adjacentes, conforme se mostra na figura 1.7.
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Figura 1.7: Representacao da equivaléncia entre os tabuleiros de Hein e de Nash.

Endireitando (rodando para a direita) o esquema construido sobre o tabuleiro de Hein, obtemos o

tabuleiro da figura 1.8.

Figura 1.8: Tabuleiro de Nash.

No tabuleiro de Nash os jogadores colocam as pegas nos vértices e o objectivo, tal como no tabuleiro
de Hein, é construir um caminho que ligue os lados opostos. Neste tabuleiro duas casas (vértices)
sao consideradas adjacentes se estiverem unidas por uma aresta na horizontal, vertical ou diagonal
com inclinagao positiva. Nao consideramos as diagonais com inclinagao negativa porque estas nao
ligam dois hexagonos adjacentes no tabuleiro de Hein. O tabuleiro de Nash também pode ser visto
como o produto cartesiano de grafos. Repare-se que se considerarmos os vértices e as arestas do
contorno do lado W como sendo o grafo G e os vértices e as arestas do contorno do lado S como
sendo o grafo G, entdo G1 x G5 reunido com toda a aresta que une o vértice (i,5) com o vértice

(t+1,j41)comi,j=0,...,k— 2, entdo obtemos um grafo correspondente ao tabuleiro de Nash.

1.5 A Equivaléncia entre o Teorema do Hex e o Teorema do

Ponto Fixo de Brouwer

Para a demonstracdo da equivaléncia entre o Teorema do Hex e o Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer usaremos o tabuleiro de Nash e a norma |z| = max{|z1]|,|z2|}, para z = (x1,72) € R%



Vao ser ainda necessarias algumas definicbes que apresentamos de seguida.

Definigao 1.5.1 Para x #y € R?, 2 <y se x; < y; parai = 1,2. Os pontos x e y sdo chamados

de compardveis se x <y ouy < x.

Defini¢ao 1.5.2 O tabuleiro (bidimensional) de Nash de tamanho k, Hy, é um grafo cujos vértices
sdo todos os pontos z € 7?2 tais que (0,0) < z < (k— 1,k —1). Dois vértices z e 2’ sio adjacentes,

ou seja, existe uma aresta a uni-los em Hj se

|Z*Zl| = 15

z ez sdo compardveis.

Identifiquemos as arestas do contorno de um tabuleiro Hy com os pontos cardeais N, S, E' e W, ou
seja:
N ={z € Hilzo =k -1}
S ={z € Hi|z2 =0}
E={z€ Hilzrn =k—-1}

W = {Z S Hk|21 = 0}

Na figura 1.9 podemos observar o tabuleiro de Nash de tamanho k = 6, Hg.

(0,5) N (5,5)
[

L]
(0,0) S (5,0)

Figura 1.9: Representagdo grafica do tabuleiro de Nash de tamanho k = 6, Hg.

Para a nossa demonstragio vamos considerar que o jogador que tenta ligar os lados E e W (N e
S) do tabuleiro joga com pegas brancas (pretas), ou seja, este jogador tenta construir um caminho
que ligue E e W (N e S). Designemos por B (P) o subgrafo induzido pelos vértices ocupados por
pecas brancas (pretas).
De seguida, reescrevemos o Teorema do Hex e vamos provar que este é equivalente ao Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer.

Teorema 1.5.1 (Teorema do Hex): Considere-se Hy totalmente preenchido e os subgrafos B e P.

Entao existe um caminho em B que liga E a W ou existe um caminho em P que liga N a S.



Teorema 1.5.2 (Teorema do Ponto Fizo de Brouwer): Seja f : I? — I? uma fun¢do continua.

Entdo existe v € I? tal que f(x) = z.
Podemos agora enunciar o resultado principal deste capitulo.
Teorema 1.5.3 O Teorema do Hezx é equivalente ao Teorema do Ponto Fizo de Brouwer.

Demonstragao: Comecemos por mostrar que o Teorema do Hex implica o Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer.

Seja f : I? — I? uma funcdo continua. Pelo lema A.2.1, basta mostrar que para qualquer € > 0
existe z € I? tal que |f(z) — z| < e. Como toda a fun¢ao continua num compacto é uniformemente
continua, entdo dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que se z,2' € I? satisfazem |z — 2’| < § entdo
|f(z) — f(2")] <e. Seja 0 < d; < min{d,e}.

Considere-se o tabuleiro de Nash “adaptado” que resulta da divisio de cada um dos lados de I? em
k partes iguais, com % < 61. Desta forma, obtemos um tabuleiro de tamanho k 4+ 1 com vértices
nos pontos (%, %), com 4,5 = 0,...,k. Vamos definir subconjuntos destes vértices PT,P~,B% e
B~ da seguinte forma:

Pt ={zlfi(z) — 21 > €}
P~ = {2l - fi(2) 2 ¢}
Bt = (2lfa(z) — 22 > ¢}

B~ = {zlz2 — fal2) = ¢},

onde f; denota a i-ésima coordenada de f, com ¢ =1, 2.

Intuitivamente, um vértice z pertence a P+, P~, BT ou B~ conforme z é movido por f pelo menos
e unidades para a direita, esquerda, para cima ou para baixo, respectivamente (ver exemplo 1.5.1).
A primeira implicacdo do teorema ficara demonstrada se conseguirmos mostrar que os quatro
subconjuntos nao cobrem todos os vértices do tabuleiro, ou seja, existe algum vértice que nao esta
em PTUP~UBTUB™. Tal implica que existe um z € Hy, tal que | f(z) — 2| < € e provamos assim
que a funcdo f tem um ponto fixo.

Daqui em diante, conforme o contexto, entendemos também um conjunto de vértices como um
subgrafo por si gerado.

Os conjuntos Pt e P~ (BT e B™) sao disjuntos e PT U P~ (BT U B™) ¢ nao conexo.

Supondo que P U P~ é conexo, entdo existem z € Pt e 2/ € P~ adjacentes.

Como z € PT,

fi(z) —z1 > ¢ (1.1)
e, como 2’ € P,
21— fi(2)) > e (1.2)
Adicionando 1.1 e 1.2 obtemos
f1(2) = f1(2)) + 24 — 21 > 2e. (1.3)

Mas
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= 2] — 21 < 0 (porque 3 < &; < 6).

Bl

2 — 21 <

Mas como ¢ < € entao

2y — 2 <e. (1.4)

Assim, multiplicando 1.4 por (—1) obtemos

2 — 2 > —e. (1.5)

Somando 1.3 e 1.5 obtemos

fi(z) = fi(Z) > e

Mas pela norma que estamos a utilizar podemos escrever

1f(z) = f(Z| > €,

o que contradiz a definicdo de continuidade uniforme. Logo z e z’ ndo sdo adjacentes. Assim,
podemos concluir que P™ U P~ néo é conexo. De modo anélogo, podemos concluir que BT U B~
nao é conexo.

Sejam P = PT U P~ e S um subgrafo conexo com vértices em P. A conexidade de S implica que
S C Pt ouS C P~. Além disso, pela forma como a funcido f esta definida, tem-se que nenhum
ponto de E pode ser movido por f para a direita, assim como nenhum ponto de W pode ser movido
por f para a esquerda, entdo, conclui-se que PTNE = @ e que P~ NW = @. Portanto, S nao se
intersecta com F nem com W, ou seja, P nao contém um conjunto conexo que ligue E e W.
Através de um raciocinio analogo, pode-se concluir que B = BT U B~ nio contém um conjunto
conexo que ligue N e S. Entao, pelo Teorema do Hex, podemos concluir que os conjuntos P e B
nao cobrem todos os vértices do tabuleiro de Nash “adaptado”, logo 32 ¢ P U B, o que implica que

|f(z) — z| < €, completando assim a primeira parte da demonstragao.

Para demonstrar a segunda implicacao, ou seja, que o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer implica
o Teorema do Hex vamos usar o facto de qualquer ponto x € [0,k — 1]? poder ser expresso como
uma combinagao linear convexa tinica de um conjunto de no maximo trés vértices adjacentes dois
a dois. Esses vértices sdo os dos tridngulos de menor dimensao da figura 1.9. Para cada ponto
x = (w1,22) € [0,k — 1] escolhe-se o conjunto de vértices mutuamente adjacentes do invélucro
convexo a que z pertence. Na figura 1.9 o ponto z € [3,4]? estd no invélucro convexo de 21,22 e
z3, logo existem \; € R, com Zle ANi=1leX >0,1=1,2,3 tais que x = A\121 + A2z + A3z3.
Vamos precisar ainda de usar o facto de que qualquer funcio f de Hy em R? pode ser estendida
a uma funcao continua f, linear por trogos, definida em [0,k — 1]? da seguinte forma: para z =
Azt 4 Aoz? 4 A328, fz) = M F(2Y) + Aaf(22) + As f(z3).

Estamos agora em condigbes de iniciar a demonstragdo da segunda implica¢do. Vamos fazé-lo por
absurdo, ou seja, vamos supor que o tabuleiro Hj esta completamente preenchido e que nao existe
um caminho em B que ligue £ a W nem um caminho em P que ligue N a S. Comegamos por
definir quatro subconjuntos da seguinte forma:

Seja W (5) o conjunto de todos os vértices do tabuleiro que estdo ligados a W (S) por um caminho
em B (P), ou seja, por um caminho formado por vértices ocupados por pecas brancas (pretas) e
sejaE:B—ﬁ/\(]\Af:P—g).

Pela forma como os quatro subconjuntos foram definidos podemos concluir que o subgrafo WUE

ndo é conexo e o mesmo acontece com o subgrafo N U S .
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Sejam e! e e? os vectores unitarios de R? e defina-se a funcdo f em Hy, do seguinte modo:

z4+el sezeW,
z—el sez€eFE,
z4+e2 sez€S,

z—e2 seze N.

f(z) =

Pela forma como a funcao f esta definida podemos concluir que, para cada uma das quatro possibi-
lidades, f(z) estd sempre em Hy. Por exemplo, usando o primeiro ramo de f, o ponto z +e! € Hj,
porque caso contrario z pertencia a E, significando isto a existéncia de um caminho em B a ligar
W a E, contradizendo a hipdtese inicial. Observe-se também que ENW =g porque, em B, E
e W sio complementares, logo z — e! € H),. Fazendo um raciocinio analogo pode-se concluir que,
para os outros dois ramos da fungdo, f(z) est4 sempre em Hy,.
Seja fa extensdo da funcio f a todos os pontos de [0,k — 1]? definida anteriormente. Vamos obter
uma contradicao porque fAé continua e prova-se que nao tem ponto fixo.
Como verificAmos anteriormente, WUE e NUS nio sio conexos. Tal implica que, se considerarmos
trés vértices de um tridngulo qualquer (de vértices mutuamente adjacentes) entdo nunca acontece
que a esses trés vértices sejam aplicados trés ramos diferentes da funcao, pois nao é possivel que
um desses vértices pertenca a W e outro a E nem que um pertenca a § e outro a N uma vez que
WUE e NUS nao sio conexos. Portanto, conclui-se que os trés vértices s6 podem ser movidos
por um dos seguintes pares de vectores: el e e, ou e! e —e?, ou —e! e €2 ou ainda —e! e —e?.
Como estes vectores ndo tém o zero no seu invélucro convexo, aplicando o lema A.2.2, concluimos
que a funcao fnéo tem um ponto fixo, o que contradiz o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.
Logo, podemos concluir que num tabuleiro completamente preenchido existe um caminho em B a
ligar W e E ou um caminho em P a ligar N e S.

|

De seguida apresenta-se um exemplo de modo a clarificar a construcao dos conjuntos P+, P~, B

e B, bem como o conceito de combinagao linear convexa utilizados na demonstracao anterior.

Exemplo 1.5.1 Seja f: I? — I? a funcio definida por f(x1,72) = (1 —x1,1—x3). Parae=0,5
escolhendo 0 = 0,5 verifica-se a defini¢io de continuidade uniforme para f. Como % < 0 <
min{d, e} entao devemos escolher k > 2. Seja k = 4, isto é, vamos considerar um tabuleiro de
Nash “’adaptado’ de tamanho k = 4 como ilustrado na figura 1.10, & esquerda.

Para poder definir os subconjuntos PY, P~ B% e B~ vamos comecar por calcular a imagem de

cada um dos vértices do tabuleiro, a a p através da funcdo f:
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Na figura 1.10 pode-se observar a transformacdao de cada um dos vértices por meio da funcao f
dada.

N P C I QR I QN O
|
f(h)‘ fgg) fg) if(e)
|
o f(l). f§<) f&]) if(i)
g ‘ . f(;;)‘ f&a) f('n) éf(m) -

Figura 1.10: Tabuleiro de Nash “adaptado” de tamanho k& = 4, & esquerda e a imagem dos respectivos vértices a
direita.

Podemos entdo concluir que os subconjuntos PT, P~ BT e B~ sdo:

- (02) ()00}
- {o (1) ()00}
o= oo (2) (3)-00)
e {on (3) () 00)

Na figura 1.11 podemos observar a representacdo dos subconjuntos Pt, P~ Bt e B~.

OJI[\D

332

/H—/r—/r—h\
B |

ke
\‘%LLW

Figura 1.11: Representacdo dos subconjuntos P+, P~, BT e B~.

P+

’\\L

Sejam P = PYUP~ e B = BTUB~. Observando a figura 1.11 podemos verificar que P e B ndo sdio
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conezos e que PUB ndo cobre o conjunto de todos os vértices do tabuleiro pois (%, %) , (%, %) , (%, %)
e (%, %) ndo pertencem a PU B. Repare-se que para estes vértices verifica-se que |f(z) —z| < 0,5.
Vamos ainda exemplificar que um ponto x € I? pode ser escrito como uma combinacdio linear
convexa inica de um conjunto de no mdzrimo trés vértices, mutuamente adjacentes. Considerando
0 ponto x = (i, %), escolhemos os vértices (0,0), (%,0) e (%, %) Entdao x pode ser escrito como
wma combinacdo linear convexa unica desses trés vértices do sequinte modo:

(5:3)-

= (1D =200+ (o) +

ool
W=
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Capitulo 2

O Hex de Dimensao n

O jogo do Hex de dimensao n, para n jogadores, nao é atractivo nem se reveste de grande interesse
quer no que se refere & teoria dos jogos quer do ponto de vista do jogo propriamente dito. Podem-se
encontrar diversas dificuldades, que vao desde a dificuldade da construcao de um tabuleiro em que
seja pratico multiplos jogadores jogarem, até ao facto de nao haver regras claras e especificas sobre
quem ganha e quem perde.

Ao longo deste capitulo, ndo é relevante qual a regra que permite determinar o vencedor, mas sim
o facto de que é possivel construir pelo menos um caminho que ligue duas faces opostas.

A demonstracdo de que o Teorema do Hex de dimenséo n é equivalente ao Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer pode ser obtida através de uma generalizacao da demonstracao para a dimensao dois
apresentada no capitulo anterior. A semelhanca do capitulo anterior, a demonstracio do Teorema
do Hex para a dimensdo n também foi elaborada com base no artigo de David Gale [1].

Ao longo deste capitulo, apresentar-se-d0 exemplos para o caso n = 3 com vista a uma melhor

compreensao e visualizacao.

2.1 O Tabuleiro de Hex

A definicdo do tabuleiro de Hex de dimensdo n, apresentada a seguir, ¢ uma generalizacdo da
defini¢do 1.5.2 do tabuleiro (bidimensional) de Nash, apresentada no capitulo anterior.

Definigao 2.1.1 O tabuleiro de Hex de dimensio n e tamanho k, H}}, é um grafo cujos vértices
sao todos os pontos z = (z1,...,2n) € Z" tais que 1 < z; < k,i=1,...,n. Dois vértices z e 2’ sao

adjacentes se

|z —2'|=1
e
z e z' sdo compardveis (ou seja, z; < zi, para todo 0o i =1,...,n, ou z} < z;, para todo o
i=1,...,n).

Para simplificar a notacao, daqui para a frente passaremos a denotar H;' simplesmente por H.

Para cada i =1,...,n, as faces de H sao definidas do seguinte modo:

H™ ={z€ Hl|z =1}
€

Hf ={z € H|z = k}.
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Consideremos que os n jogadores nao tém pecas coloridas, mas sim pecas numeradas e que o
jogador-i é aquele que joga com a pega i, com i € N = {1,2,...,n}. Entdo podemos definir a
funcdo L definida de H para N = {1,2,...,n} que associa a cada vértice o niumero da pega, rotulo,
nele colocada.

Considerando que o jogador-i,com i € N = {1,2,...,n}, ganhou o jogo entdao L~ ({i}) permite-nos
determinar um caminho em H que liga as duas faces opostas do jogador-i. Tal caminho, daqui

para a frente, serd designado por conjunto-i vencedor.

2.2 O Teorema do Hex

Antes de enunciar o Teorema do Hex de dimensdo n vamos apresentar algumas defini¢des e resul-
tados tedricos necessirios para a sua demonstracao.
Comecemos por definir o tabuleiro de Hex aumentado, H, como sendo formado por todos os vértices

z€Z" com0<z <k+1,i=1,...,n, e definimos ainda as faces de H do seguinte modo:

I;T;:{ZEI;HZZ-:O}
e
Hf ={ze H|z = k+1},

comi=1,...,n.

Seja e’ o i-ésimo vector unitirio em R” e seja e € R™ o vector cujas coordenadas sdo todas iguais
al,ouseja, e=(1,...,1).

De seguida apresentamos a definicao de simplex, uma das definicbes mais importantes para esta

seccao.

Definicao 2.2.1 Um simplex de R™ (n-simplex) é um tuplo o = (2°,...,2") de (n + 1) vértices,

onde z* € Z™, com i =0,...,n, tal que
24— 2t =¢" para algumr € N ei=0,...,n—1
e
2L gL It 20 para i,j=0,...,n, com i # j.

Dito de outra forma, um simplex é um tuplo de vértices tais que para se obter o vértice seguinte
se adiciona um vector unitirio ao vértice anterior e num mesmo simplex nunca se adicionam dois

vectores unitarios iguais.

Exemplo 2.2.1 Consideremos, para n = 3, o tuplo og = (0,e!, el +¢e2,e). Estes vértices verificam
a definicio 2.2.1, entio oy € um simplex de R®. Na figura 2.1 podemos observar a representacio

deste simplex.

Como veremos, um simplex importante ao longo desta secgio é o simplex ag = (0,el, el +e2 ... e).
Como podemos verificar pela defini¢do 2.1.1, quaisquer dois vértices de um simplex em H sio
adjacentes.

Se a um simplex o = (2°,...,2") retirarmos um vértice obtemos um tuplo de n vértices que

designaremos por faceta, definida da seguinte forma:
Definicao 2.2.2 Chamamos faceta-i do simplez o ao tuplo de n vértices, 7 = (20,..., 2*71 21

2™, comi=0,...,n.
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x
Figura 2.1: Representacao do simplex og.
Considerando o simpl = (0,el,e! +¢€2 faceta-0 vai 0 = (el,e! +¢2
onsiderando o simplex o9 = (0,e',e! + e*,...,e) a faceta-0 vai ser 70 = (e',e! +€7,...,¢), a
faceta-1 vai ser 71 = (0,e! + €2,...,e) e assim sucessivamente. Repare-se que 7 = (0,e!,e! +
e?,...,e" 1) pertence a H, .

Para a demonstracao que pretendemos construir precisamos ainda definir simplexes vizinhos.

Definigao 2.2.3 O vizinho-i de 0 = (2°,...,2%,...,2"), para 0 < i < n, é o simplex ¢° cujos
vértices sio 0s mesmos de o excepto z°, que é substituido por z' = z'=1 — 2t + 21T O vértice 7 é

chamado o companheiro de z* em relagdo a o.

Repare-se que de facto & satisfaz a definicdo 2.2.1 como mostramos de seguida.

Seja o = (2°,...,2071 2% 2T .. 2"), entdo como o é um simplex podemos escrever que
2= em (2.1)
e que
2T =2t e, (2.2)
com r # s.
Entao, usando 2.1 temos que
E"L — szl o ZZ +Zz+1

_ Zz—l _ Zz—l —e" +Zz+1

i+l 7

e usando 2.2 temos que
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Tt il iy il
PSS N TR S
=271 4 es.
Logo, podemos concluir que & satisfaz a definicdo 2.2.1. & satisfaz também a propriedade de

simetria, ou seja, o’ é o vizinho-i de o se e somente se o é o vizinho-i de ¢’ e que o e &' se

intersectam na faceta-i comum a ambos, ou seja, c N o’ = 7° .

Definigao 2.2.4 Ao tuplo 6° = (z',...,2" 2°) chamamos vizinho-0 de o = (2°,...,2"), onde
20 = 2t — 204+ 2" e ao tuplo 7" = (2,2°,...,2"" ) chamamos vizinho-n de o, onde 2" =
21— 27 4 20, Também neste caso, 20 e Z9, bem como 2™ e Z", sio chamados companheiros.

0

Note-se que a construcao de ¢° e " conduz-nos também a simplexes e que, se 6° & o vizinho-0 de

o, entdo o é o vizinho-n de 6° e 0 N &Y é a faceta-0 de o e a faceta-n de 5°.

Exemplo 2.2.2 Consideremos novamente o simplex oy para n = 3 representado na figura 2.1.

Aplicando as defini¢des anteriores, os vizinhos-i de oo, com i =0,...,3 sdo:

&3 = ((0,0,0); (0,1,0); (1,1,0); (1,1,1)),
52 = ((0,0,0); (1,0,0); (1,0,1); (1,1,1)),
59 = ((1,0,0); (1,1,0); (1,1,1); (2,1,1)) e

58 = ((0,0, —1); (0’050); (1’0’0); (1’ 1’0))'

Neste caso o3 nio pertence a H, como se pode observar na figura 2.2.

Prolonguemos a fungdo L a H definindo-a nas faces de H do seguinte modo:

T(z) = { min{ilz € H; } sezelJ., H , (2.3)

min{i|z € I;T;r} caso contrario .

A funcao L definida para as faces de H nio depende da funcao L definida em H e pode-se concluir
que se z = (z1,...,2,) € Ui, ﬁ;,i(z) = 14, sendo ¢ o menor indice das coordenadas nulas.
Analogamente, se z = (z1,...,2n) ¢ Ui, ﬁi_, entdo L(z) = i, onde i é o menor dos indices das

coordenadas de valor igual a (k + 1).

Exemplo 2.2.3 Consideremos novamente o simplex oy da figura 2.1. Os rotulos assinalados com
* na tabela 2.1 dependem da funcao L. FEstes rotulos resultam apenas das pecas que ao longo
do jogo se wvao colocando nestes vértices. Os restantes valores dos rétulos obtém-se através do

prolongamento da fungdo L.

Definicao 2.2.5 Um simplex o diz-se completamente rotulado, se a restricio Z‘g 0 — N for

sobrejectiva. Define-se faceta completamente rotulada de forma andloga.

0 nfl)

O simplex oy e a sua faceta-n, 7" = (2%,..., 2 , sao completamente rotulados uma vez que, por

2.3, os vértices de 7" tém rétulos 1,2,...,n.
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Figura 2.2: Representacao do simplex og e dos seus vizinhos.

Tabela 2.1: Vizinhos de op, facetas em comum com oq e rétulos dos respectivos vértices.

Vizinhos de o Faceta em comum com o Rotulos
a5 = ((0,0,0);(0,1,0); (1,1,0);(1,1,1)) Faceta-1 (1,1,3,1%)
52 = ((0,0,0); (1,0,0); (1,0,1); (1,1,1)) Faceta-2 (1,2,2,17)
50 = ((1,0,0): (1,1,0): (1,1,1); (2, 1,1)) Faceta-3 231, 1)

Definigao 2.2.6 Seja I' o grafo cujos vértices sio os simplexes completamente rotulados em H.
Dois vértices o e o sao adjacentes se sdo vizinhos e se a sua faceta em comum é completamente

rotulada.

Lema 2.2.1 Cada vértice o de I' tem no mdximo grau 2.

Demonstragao: Seja o = (2°

,-..,2™) completamente rotulado. Logo, existem exactamente dois
vértices z* e 27 com o mesmo rétulo. Entdo qualquer faceta diferente de 7% e 77 ndo é completamente
rotulada. Consequentemente, o grau de ¢ é no méaximo 2.

Lema 2.2.2 O simplex oy tem exactamente um vizinho completamente rotulado, ou seja, o grau

de og € 1.

Demonstracao: Dado que o vértice e é sempre um dos que tem rétulo repetido, comecemos por

verificar se 57 é adjacente a . Como 67 = (—e™,0,...,e! + ...+ " 1), entdo 57 ¢ H, logo 52
nao é adjacente a og.

Seja L(e) = i¢. Entdo o outro vértice de op com o mesmo rétulo é 23;10 e/ (assumindo que
e’ =(0,...,0)).
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. . i—1 i . i ; ~
Se i > 1, o companheiro de Z;:o el éel+...+e72+ e, que pertence a H. Portanto, neste caso

oo tem apenas um vizinho completamente rotulado.
Sei = 1, entdo o outro vértice com rétulo 1 é o vértice 0 e o vizinho-0 de o é (et, et +€2,... e, el +e)
que é completamente rotulado e pertence a H.

|

Como pelo lema 2.2.1 cada vértice o de I' tem no méaximo grau 2, entao podemos aplicar o lema
A.1.1 e, uma vez que pelo lema 2.2.2 gy tem grau 1, entdo podemos concluir que oy é o vértice
inicial de um caminho P = (0¢g,01,...,0m).

Sao ainda necessarios os dois lemas seguintes para demonstrar o resultado principal desta seccao.

Lema 2.2.3 Sejam P = (09,01, ...,0m) um caminho sobre I e 7" = (2°,...,2""1)

a faceta-n de
om- Se T € completamente rotulada e estd contida em H, , entdo ™" coincide com a faceta-n de

agp.

Demonstragao: Comecemos por provar que z° = 0. Suponhamos que 2° = (29,...,20) > 0,
0
T

i=0,...,n—1. Mas se a coordenada r de z° é maior que zero entdo a coordenada r de 2% é

entdo z, > 0 para algum r € {1,...,n — 1}. Note-se que se 7" € ﬁ; entdo z! = 0, para
maior que zero para todo o i € {1,...,n— 1}, pois pela defini¢do 2.2.1 sabemos que 2! = 2¢ 4",
logo podemos concluir que 7" nao tem nenhum vértice com rétulo r e deste modo 7™ nao seria
completamente rotulada. Mas por hipétese 77 é completamente rotulada, logo, concluimos que
22 =0.

Do mesmo modo podemos concluir que z' = e!, pois se z! fosse um qualquer vector unitério
diferente de e! entdo nenhum vértice de 7" teria rétulo 2. O mesmo argumento pode ser usado

1

para mostrar que 22 — 2! = e? e assim sucessivamente.

Deste modo fica provado que a faceta-n de o,, ¢ igual & faceta-n de g, ou seja, 7" = (0,el,... el +
cotenh),

[ ]
Lema 2.2.4 Para um qualquer caminho P = (00,01,...,0m), uma das facetas completamente

rotuladas de o, estd contida em alguma face ﬁf de H.

Demonstragao: Seja 0, = (2°,...,2"). Para provarmos que uma das facetas completamente
rotuladas de o, estd contida em alguma face H;r de H, vamos usar o facto de o,,_1 ser o tnico
vizinho completamente rotulado de o,,. Entdo, para algum i, existe um vértice z* cujo companheiro

O ou 2™ porque para 0 < i < n, 2 verifica

Z' ndo pertence a H. Esse vértice s6 pode ser z
2771 < 78 < 271 e como 2t e 2*t! pertencem a H entdo z° também pertence a H.
Suponhamos agora que o vizinho-n de o, nao estd contido em H. Logo 2" = 2" — 2™ + 2"~ nao

pertence a H. Mais uma vez pela defini¢io 2.2.1, 2" — 2"~ ! = e", entdo, para algum r € {1,...,n}:

gn:zo_zn+zn—1
— ZO _ (Zn _ zn—l)
=29—¢".

L.

Logo, para que z" ¢ H a coordenada r de 2" & igual a zero e assim a coordenada r de 2" seré
negativa. Mas, mais uma vez pela definicio 2.2.1, a coordenada r de 2’ é igual a zero, para
i=0,...,n—1, logo podemos concluir que a faceta-n, 7™, de o, esta contida em H, . Mas, por

2.3, 7" s6 pode ter rétulos @ para i < r, assim, uma vez que 7" é completamente rotulada, tem-se
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que r = n e portanto 7" esta contida em ﬁn’ . Aplicando o lema 2.2.3 podemos concluir que a
faceta-n de o, coincide com a faceta-n de oy, o que implica que P seria um ciclo, contradizendo
a hipotese de P ser um caminho. Logo o vizinho-n de ¢, esta contido em H.

Suponhamos agora que ¢, ndo tem vizinho-0, entdo 20 = z' — 20 + 2" ¢ H. Mas pela definicdo

0

2.2.1 sabe-se que 2! — 2% = ¢” para algum r € {1,...,n}, entdo

V=t 04
=e" 42"
Logo, para que 20 ¢ H a coordenada r de 2™ ¢ igual a k + 1. Mas, uma vez mais pela defini¢ao
2.2.1, a coordenada r de z' é igual a k + 1 para todo o i = 1,...,n. Portanto, pode-se concluir que

a faceta-0 de o0, esta contida em ﬁj
|

Estamos agora em condi¢oes de enunciar e demonstrar o Teorema do Hex.

Teorema 2.2.1 (Teorema do Hex) Para qualquer funcdo L de H para N eziste pelo menos um

i € N tal que L=({i}) contém um conjunto-i vencedor que liga H, e H;" .

Demonstragao: Consideremos o caminho P = (09,01,...,0m). O vértice >, _,e*, com i =
0,...,n —1, tem rétulo 7 + 1 e pertence a H, ;. Pelo Lema 2.2.4 concluimos que o, tem uma

faceta completamente rotulada contida em I;T;r , logo, tem um vértice com rétulo i que pertence a
I;T;r, para algumi=1,...,n.
Entao podemos concluir que existe um caminho que liga duas faces opostas, ou seja, podemos
concluir que existe um vencedor. Esse vencedor fica determinado através dos vértices cujo rétulo
é igual ao indice da face atingida pelo caminho P. Estes vértices pertencem ao caminho que liga
faces opostas ﬁz_ e ﬁj, para algum ¢ = 1,...,n, ficando assim provado o Teorema do Hex .

|

2.3 Conjunto-: vencedor

Partindo da demonstracao apresentada na seccao anterior é possivel construir um algoritmo que
permite encontrar um conjunto-i vencedor.

De seguida apresenta-se o referido algoritmo, passo por passo, partindo do simplex og.

1. Verifica-se o rotulo do vértice e.

Seja L(e) = i + 1, para algum i = 0,...,n — 1. Entéo calcula-se o vizinho-i de o, 7}, e

designa-se o novo simplex por o7.

2. Verifica-se o rétulo de z°.

No simplex o; ha exactamente um outro vértice com o mesmo rétulo de z%, pois a faceta-i de
oo é completamente rotulada. Substitui-se aquele vértice pelo seu companheiro e designa-se
o novo simplex por g9. Analisando os dois vértices de oy que tém o mesmo rotulo, o proce-
dimento repete-se até encontrar um simplex que tenha uma faceta completamente rotulada

contida em H;', para algumi=1,...,n.

O conjunto-i vencedor é formado por todos os vértices com rotulo ¢ em cada um dos simplexes,

onde i corresponde ao indice da face atingida no final do algoritmo.
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Exemplo 2.3.1 Para exemplificar a aplicacio do algoritmo, consideremos o tabuleiro de Nash de
dimensio 3 e tamanho 3 da figura 2.3, preenchido de forma aleatéria e o simplex oo = (0,el, el +

e? el +e? +e3).

L) =1
L@ =2
L@ =3

Figura 2.3: Tabuleiro preenchido de forma aleatéria em Hg’ Os restantes vértices de H respeitam a regra L.

1° Passo: Comegamos por verificar o rétulo do vértice (1,1,1). Como L(1,1,1) = 1, entdo vamos
calcular o vizinho-0 de og e designamos o novo simplex por o;.

Portanto, o1 = ((1,0,0);(1,1,0); (1,1,1); (2,1,1)).

2° Passo: Verificamos o rétulo de 2°. Como L(Z°) = 1 e o outro vértice de o1 com rétulo 1
é o vértice (1,1,1), entao substituimos este vértice pelo sew companheiro, ou seja, calculamos
o0 vizinho-2 de o1 obtendo oo = ((1,0,0);(1,1,0);(2,1,0);(2,1,1)). Note-se que os ritulos dos
vértices de oo sdo respectivamente 2, 3, 3 e 1.

Repetindo o procedimento sucessivamente, obtemos os sequintes simplexes:

o7 = ((2,0,1); (3,0,1): (3,1,1); (3,1,2
os = ((3,0,1); (3,1,1); (3,1,2): (4, 1,2
oo = ((3,0,1); (3,1,1); (4,1,1); (4, 1,2
o0 = ((3,0,0): (3,0,1); (3,1,1); (4,1, 1))
o = ((3,0,0);(3,1,0);(3,1,1); (4,1,1))
012 = ((37050)7 (35 170)ﬂ (47 150), (45 17 1))

013 = ((3; 07 0)5 (47 0’ 0)7 (45 17 0)’ (47 15 1)

~—
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A faceta-0 de o153 é completamente rotulada (0s rétulos dos vértices de o13 sio, respectivamente,
2,2, 3el)e estd contida em HfL, entao existe um conjunto-1 vencedor.
Para formar o conjunto-1 vencedor que liga as faces opostas H{ a Hf escolhem-se apenas os

vértices com rotulo 1 em cada simplex do caminho

P= (0'0,0'1,...,0'13),

que se encontra representado na figura 2.4.

V4
° L) =1
‘ . . . L(.):2
® o L@ =3
o [ SETA

conjunto-1 vencedor

Figura 2.4: Aplicagdo do algoritmo.

2.4 Aproximacao ao Ponto Fixo

Tendo por base o que ja foi escrito até ao momento conseguimos construir um algoritmo que nos

permite encontrar uma aproximacao ao ponto fixo de fungoes continuas de I™ para I™.

Definigao 2.4.1 Seja f : I™ — I"™ uma funcgdo continua. Diz-se que um ponto x € I™ é movido

pela funcao f na direccao i se

|fi(x) — | = | f(x) — 2],

onde caso se verifigue um empate escolhemos o indice menor.

Consideremos o tabuleiro de Nash de dimensdo n e tamanho k de acordo com a definicao 2.1.1.
Quanto maior for o valor de k, melhor sera a aproximacao ao ponto fixo, pois quanto maior for o
valor de k£ maior vai ser o niimero de iteracoes necessarias e por consequéncia menor vai ser o erro
cometido.

Para encontrar a aproximacao ao ponto fixo segue-se um algoritmo semelhante ao apresentado na

secgdo anterior. Sendo z um qualquer vértice de H, o rotulo L(z) é dado pela direc¢do na qual
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2

71 ¢ movido pela fungao f, segundo a definigao 2.4.1. Nao é necessario calcular o rétulo de todos
os k™ vértices do tabuleiro H, ter-se-4 apenas que calcular o rétulo de cada novo vértice que vai
sendo incluido em cada simplex do caminho P.

O algoritmo, partindo do simplex o é o seguinte:

1. Verifica-se o rotulo do vértice e.

Se L(e) =i+ 1, entdo calcula-se o vizinho-i de oy e designa-se o novo simplex por o7;.

2. Verifica-se o rétulo de z°.

Como vimos anteriormente, o simplex o7 contém exactamente um outro vértice com o mesmo
rétulo de Z°. Substituindo esse vértice pelo seu companheiro, obtém-se um novo simplex,
o2. O procedimento repete-se até que se encontrem dois vértices adjacentes, z e 2/, em

que ambos sao movidos numa direc¢cdo ¢, mas o primeiro é movido num sentido, ou seja,

Zi . . . . , ’
fi (ﬁ) — %31 = 0, por exemplo, e o segundo é movido no sentido oposto, isto é, f; (kz—_H) —
’
Zi

= < 0.

2
k+1

).

Exemplo 2.4.1 Para exemplificar a aplicagcdo do algoritmo consideremos a fungio f : I3 — I®

A aproximacédo ao ponto fixo da funcdo f é dada por f (

definida por

f(z1,m2,23) = (x3,1 — 1, 23)

e, por consequinte, um tabuleiro de dimensio n = 3. O tamanho do tabuleiro H considera-se igual
a 4.
Comegamos por determinar o ritulo de e:

Como

temos
111 111 3 4 3
1(533) - (Gs)|-(2-3)]-2

Uma vez que os rdtulos dos vértices de og sao, respectivamente, 1, 2, 8 e 2 vamos calcular o

e portanto L(z3) = 2.
vizinho-1 de oq:

o1 = ((0,0,0);(0,1,0);(1,1,0); (1,1,1)).

Os rétulos dos vértices de o1 sdo 1, 1, 3 e 2, respectivamente (note-se que z € ﬁf}, logo vamos

calcular o vizinho-0 de o1 :

o2 = ((0,1,0);(1,1,0); (1,1,1); (1,2,1)).

Agora precisamos de calcular o rétulo de 23.

Dado que
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f121 121\ [/141 121_024_2
555 555/ |\5°5 25 555/ I\5 25/ 5’

entdo L(23) = 2.
Portanto, os rétulos dos vértices de oo sao, respectivamente, 1, 3, 2 e 2, pelo que devemos agora

calcular o vizinho-2 de o5:

o3 = ((0,1,0);(1,1,0);(1,2,0); (1,2,1)).

1

Note-se que o rétulo de 22 é igual a 3, pois 2% € Hy, e como 2z~ € o outro vértice com o mesmo

rétulo, entdo vamos calcular o3 :

o4 = ((0,1,0);(0,2,0); (1,2,0); (1,2,1)).

Verifica-se que existe um vértice, 21, em H; . Uma vez que 2° também tem rétulo igual a 1, vamos

calcular o vizinho-0:

os = ((0,2,0); (1,2,0); (1,2,1);(1,3,1)).

Agora precisamos de calcular o rétulo de 23,
Ora,

s3Iy (L3 V(1429 (I3 IV (gl )1
555 555/ |\5 525 555/ '5°25/)| 5’

entdo L(2%) = 2.
Assim, uma vez que os rdtulos dos vértices de o5 sao 1, 8, 2 e 2, respectivamente, vamos calcular

o vizinho-2 de os:

o6 = ((0,2,0); (1,2,0);(1,3,0);(1,3,1)).

Tendo em atencio que o vértice 2% de o, assim como o vértice do simplex sequinte, pertencem a

uma face H; , sequindo o algoritmo obtemos os prozimos dois simplezes.

o7 = ((07 2, 0), (Oa 3, O)a (17 3, 0), (L 3, 1))

os = ((0,3,0);(1,3,0);(1,3,1);(1,4,1)).

Agora precisamos de calcular o rétulo de z°

Ora,

f141 14 1\|] |[/14 16 141_0011 11
555 555/ [\55 25 555/ |\77725/)| 25
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entdo L(2%) = 3.
Assim, uma vez que o0s rétulos dos vértices de og sao 1, 3, 2 e 3, respectivamente, vamos calcular

o vizinho-1 de og:

o9 = ((0,3,0);(0,3,1);(1,3,1); (1,4,1)).

0

Note-se que o rétulo de 2 € igual a 1, pois 2! € H; , e como 2° é o outro vértice com o mesmo

rétulo, entdo vamos calcular 53 :

J10 = ((07 3, 1); (L 3, 1); (174a 1); (L 4, 2))

Agora precisamos de calcular o rétulo de z3. Como

f142 14 2\| |[[/24 16 142_106 6
555 555/ |[\55 25 555/ |\5725/)| 25
entio L(2%) = 3.

Uma vez que 1, 2, 3 e 3 sdo, respectivamente, os rétulos dos vértices de 019 vamos calcular o

vizinho-2 deste simplez:

o11 = ((0,3,1);(1,3,1);(1,3,2); (1,4, 2)).

Para calcular o rétulo de 2%, determinamos

22 132 24 9
f(E) :f(g’g’g) - (3’5’%)
132 132
1(558)-G23)- N

pelo que L(2%) = 1.

Assim, vamos calcular 59, :

12 = ((1,3,1); (1, 3,2); (1,4, 2); (2,4,2)).

Agora precisamos de calcular o rétulo de z2. Ora

23 2 42 2 3 16
f(€>f<5’3’3)<575%)
p(222y (242 (230 (2423 |, 16y _ 06
555 55’5/ |\5 525 555/ |\ 525/ 25

entio L(23) = 3.

Dado que os rotulos dos vértices de 012 sdo, respectivamente, 2, 1, 3 e 3, calculamos de sequida

~2
0192

013 = ((17 3, 1); (L 3, 2); (27 3, 2); (2a 4, 2))

26



Para calcular o rétulo de 2%, como

F(232 232\ [/23 9 23 2\ (4,
5575 5'5°5)| |\5525 5'5°5)| |\ 25

temos que L(z?) = 3.

Como L(2%) = L(23) = 3, entdo 22 e 2% sdo movidos na direccdo 3 e como na terceira componente

f(z%) — 2% e f(23) — 22 tém sinais contrdrios entdo paramos.

A aprozimacdo ao ponto fixo que procurdvamos é dado por:
22 232 239
f = | = f el T\ 258 |
5 555 5525
Ou seja, o ponto fizo aproximado da fung¢do f €
(561, Zo, SCg) = (0, 4, 0, 6, 0, 36)

Calculemos, agora, o ponto fizo da funcao f através da resolucio do sistema:

Tr1 = T3 T = 2 r; ~ 0,38

fR)=z& m=1-2; S a=1-35 & {u)~0,62

r3 = 13 T3 = 3-V5 z3 ~ 0, 38.

Comparando a aproximacgado ao ponto fixo da fun¢do f encontrada através do algoritmo com o

ponto fixo que calculamos através da resolucao do sistema podemos concluir que o erro cometido

estd na ordem das duas centésimas.
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Capitulo 3

Algumas Contribuicoes do Teorema
do Hex

3.1 O Teorema da Curva de Jordan via o Teorema do Hex

O Teorema da Curva de Jordan foi enunciado e demonstrado por Camille Jordan em 1887. Pos-
teriormente veio a descobrir-se que a demonstracao estava errada e a primeira demonstracao rigo-
rosamente correcta s6 foi dada em 1905. Entre as demonstracoes que foram surgindo desde entao
vamos apresentar uma baseada em [2]. Essa demonstracdo faz uso do Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer mas repare-se que no capitulo 1 provimos que este teorema é equivalente ao Teorema do
Hex, dai o titulo desta seccgao.

Para demonstrar o Teorema da Curva de Jordan precisamos de algumas defini¢oes e resultados

tedricos que enunciamos de seguida.

Definicdao 3.1.1 Uma curva de Jordan é um subconjunto de R?> homeomorfo a circunferéncia

unitdria.

Dito de uma forma mais simples, uma curva de Jordan é uma curva fechada simples: fechada

porque o inicio coincide com o fim e simples porque nao se intersecta a ela propria.

Teorema 3.1.1 (Teorema da Curva de Jordan): Seja J uma curva de Jordan em R%. O comple-

mentar de J é constituido por dois subconjuntos de R?, cada um dos quais com J como fronteira.

A ideia principal do teorema é que uma curva de Jordan separa o plano em duas regides, uma
limitada (interior & curva) e outra ilimitada (exterior a curva), sendo a propria curva a fronteira
comum das duas regides. Apesar do enunciado ser simples e de facil compreensdo a demonstragao
do Teorema da Curva de Jordan é complexa e envolve diversos conceitos matematicos.

Comecemos por observar que, uma vez que J é compacto e é localmente conexo por caminhos,

temos que:

Lema 3.1.1 Seja J uma curva de Jordan, entio
1. R? — J tem exactamente uma componente ilimitada;

2. cada componente de R? — J é coneza por caminhos e aberta.
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Os lemas seguintes vao ser cruciais para a demonstracao do teorema da Curva de Jordan.

Lema 3.1.2 Seja J uma curva de Jordan. Se R2 — J ndo é conezo, entio cada componente tem

J como fronteira.

Para a demonstragao deste lema aconselhamos o leitor a consultar [2].

No préximo lema E(a,b;c,d) denota o conjunto rectangular {(z,y) € R?|a < z < b,c < y < d},
com a < b e ¢ < d. De uma forma intuitiva, o lema diz que se num rectangulo uma curva h vai do
lado esquerdo ao lado direito e outra curva v vai de cima a baixo, entdao as curvas intersectam-se,

conforme ilustrado na figura 3.1.

Figura 3.1: Representacdo das imagens das fungoes h e v.

Lema 3.1.3 Sejam h = (h1,h2) e v = (v1,v2) duas fungdes continuas do intervalo [—1,1] para
E(a,b;c,d) tais que

hl(fl) = a,hl(l) = b,’l)g(*l) =c e 1)2(1) =d.

2

Entao as curvas h e v encontram-se, isto é, existem s,t € [—1,1] tais que h(s) = v(t).

Demonstragao: Suponhamos que as duas curvas nao se encontram, ou seja, suponhamos que
h(s) # v(t), para todo s,t € [—1,1].
Comecemos por definir a fungao NV do seguinte modo:

N:[-1,1]x[-1,1]] —» R
(s,t) = N(s,t) = |h(s) —v(t)],
onde |.| denota a norma méaximo. Ou seja,

N(s,t) = maz{|hi(s) — v1(t)]; [ha(s) —v2 (D)}

Agsim, a funcdo N é continua uma vez que é a norma méaximo de uma diferenca entre duas
fungdes continuas. Também N (s,t) é sempre diferente de zero, pois se para algum ponto (s,t) €
[—1,1] x [—1,1] tivéssemos N(s,t) = 0, entao, pela defini¢ido de norma teriamos que h(s) = v(t),

mas por hipdtese tal nao ocorre.
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Entdo, como N(s,t) # 0 para todo o (s,t) € [—1,1] x [—1,1], podemos definir a fun¢do F do

seguinte modo:

F:[-1,1] x[-1,1] = [-1,1] x [-1,1]

F(s,) = (Ul(t) - h1(5)7 ha(s) — Uz(t)>
N(s,t) N(s,t)

A funcdo F' é continua porque cada uma das suas componentes é o quociente de duas funcoes
continuas. Pela forma como F' esta definida, podemos concluir que uma das suas componentes é
sempre igual a +1 ou a —1, ou seja, uma das coordenadas de F'(s,t) tem sempre valor absoluto
igual a 1. Como F' é continua, entao pelo teorema do Ponto Fixo de Brouwer F' tem um ponto
fixo, ou seja, existe um ponto (s,t) € [—1,1] x [—1,1] tal que F(s,t) = (s,t). Como uma das
coordenadas F'(s,t) tem valor absoluto igual a 1, podemos concluir que |s| =1 ou |¢| = 1.
Analisemos o caso em que s = 1.
Se s = 1 entao F(1,t) = (1,t), portanto,

1= ’Ul(t) — hl(l) o ’Ul(t) —-b
N(L,1) N(1,t)
mas v1(t) < b, logo,
1= w < 0.
N(1,1)
Chegémos assim a uma contradigdo. Analisando os outros trés casos (s = —1,t=1et = —1)e

fazendo um raciocinio analogo ao que foi feito para s = 1 chegamos também a contradigoes.
Podemos entao concluir que as curvas h e v se encontram, isto é, existem s,t € [—1, 1] tais que
h(s) = v(t).

|

Estamos agora em condicoes de demonstrar o Teorema da Curva de Jordan.

Pelos lemas 3.1.1 e 3.1.2 sabemos que R?— J tem exactamente uma componente ilimitada e que cada
componente tem .J como fronteira, entdo s6 precisamos de provar que R? — J possui uma e s6 uma,
componente limitada. Vamos provar tal facto em trés etapas: 1) obter um ponto zyp € R? — .J; 2)
provar que a componente U que contém zq é limitada e 3) mostrar que nio existe outra componente
limitada para além de U.

Como J é compacto, entdo existem dois pontos a,b € J tais que a distancia |a — b| € maxima. Po-
demos assumir que a = (—1,0) e b = (1,0) pela defini¢io da Curva de Jordan. Consequentemente
E(—1,1;-2,2) contém J e a sua fronteira, I', e intersecta J exactamente nos pontos a e b.

Seja N o ponto médio do lado superior de E(—1,1;—2,2) e S o ponto médio do lado inferior, ou
seja, N = (0,2) e S = (0,—2). Pelo lema 3.1.3 podemos concluir que o segmento [N S] intersecta
J. Seja L o ponto pertencente a J N [NS] cuja ordenada tem o maior valor.

Os pontos a e b dividem J em dois arcos, designemos o arco que contém L por J, e o outro por J;.
Seja M o ponto pertencente a J, N[N S] cuja ordenada tem o menor valor (repare-se que é possivel
que L=M). Assim, o segmento [M S] intersecta Js, pois se o segmento [M S] ndo intersectasse Js,
entéio considerando o caminho [NL] U LM U [MS], onde LM é o subarco de .J,, com extremos L e
M, teriamos que [NL] U LM intersecta J,, mas como o arco .J, nio contém L entdo LM deveria
intersectar Jg. Mas se LM intersectasse Js entdo J nao seria homeomorfo a uma circunferéncia.

Assim, J; ndo intersectaria o caminho [NL]U LMU [M S], mas tal contradiz o lema 3.1.3.

31



Consideremos agora os pontos P,Q € J, N [MS] tais que P é o ponto cuja ordenada tem maior

valor e @ o ponto cuja ordenada tem menor valor, e seja zy o ponto médio do segmento [M P].

N
*
| T
a | 29}
///
e
w
Q
I
I
v
S

Figura 3.2: Tlustragdo das etapas 1), 2) e 3) da demonstragao.

De seguida vamos mostrar que U, a componente de R? —J que contém zp, é limitada. Suponhamos
que U nao é limitada. Como, pelo lema 3.1.1, U é conexo por caminhos, existe um caminho «
em U de zp para um ponto ndo pertencente a F(—1,1;—2,2). Seja W o primeiro ponto no qual
« intersecta a fronteira I' de E(—1,1; —2,2). Denotemos por a,, a parte de « de zp a W. Se W
estd na metade inferior de I', podemos encontrar um caminho WS em T de W para S que nao
contém nem a nem b. Consideremos agora o caminho [NL] U LM U [Mz] U oy U WS. Se ay
esta contido em U C R? — J, entdo esse caminho ndo intersecta J,, o que contradiz o lema 3.1.3.
Fazendo um raciocinio analogo, se W estd na metade superior de I' concluimos que o caminho
[Szo] U ay U V[//]\V, onde WN é um caminho em T’ de W para N que nao contém a nem b, nao
intersecta J,, contradizendo uma vez mais o lema 3.1.3. Logo, podemos concluir que U é uma

componente limitada.

Para finalizar vamos mostrar que U é a tinica componente limitada. Suponhamos que existe outra
componente limitada Y, com Y # U, de R? —.J. Designemos por 3 o caminho [N L] ULMU [MPU
156 U [@S]. Repare-se que § ndo contém pontos em Y. Como a e b ndo estdo em § entdo existem
vizinhancas de a e b, V, e V, respectivamente, tais que cada uma delas nao contém pontos de 5.
Pelo lema 3.1.2, como Y é uma componente que possui J como sua fronteira, entdo a e b estdo em
Y. Assim, existem a; € YNV, e by € Y NVj. Seja c;b\l um caminho em Y de a; para b;. Logo,
o caminho [aa;] U aib; U [b1b] ndo intersecta 8. Mas isso contradiz o lema 3.1.3. Logo, podemos
concluir que R? — J tem exactamente duas componentes, uma limitada e outra ilimitada, cada

uma das quais com J como fronteira.
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3.2 O Teorema do Hex Fortalecido

Nesta seccao vamos mostrar que num tabuleiro de Hex de dimensao 2 totalmente preenchido existe
um utnico caminho que liga lados opostos. Uma vez que no capitulo 1 provou-se que existe pelo
menos um caminho nessas condi¢oes, basta provar que no maximo existe um desses caminhos.

Para cumprir com este objectivo usaremos o lema 3.1.3 da seccao anterior.

Teorema 3.2.1 Se um tabuleiro de Hex de dimensdo 2 estd completamente preenchido com pegas

pretas e brancas, entdo no mdxrimo existe um caminho que une lados opostos.

Demonstragao: Como no capitulo 1 (sec¢io 1.4) provamos que os tabuleiros de Hein e de Nash
sao equivalentes, entao para a nossa demonstracao vamos considerar o tabuleiro de Nash.
Suponhamos que hé dois caminhos a ligar os lados opostos do tabuleiro: esses dois caminhos sdo
caminhos em grafos.
Vamos construir duas fungdes h, v : [-1,1] — [—1,1] x [=1, 1] tais que h segue o caminho das pecas
pretas e v 0 caminho das pecgas brancas e de modo a que estas funcoes satisfacam as hipoteses do
lema 3.1.3. Podemos entdo concluir que as fungdes h e v se intersectam, ou seja, os dois caminhos
cruzam-se, o que implica que existe um vértice com uma peca preta e uma pega branca, mas tal é
impossivel.
Podemos assim concluir que num jogo de Hex se o tabuleiro estad completamente preenchido, entao
no méaximo h& um caminho a ligar lados opostos.

|

Deste modo fica provado que:

Teorema 3.2.2 (Teorema do Hex Fortalecido): Se um tabuleiro de Hex de dimensdo 2 estd com-
pletamente preenchido com pegas pretas e brancas, entdo existe exactamente um caminho que une

lados opostos.

3.3 O Teorema da Pavimentacao

Uma pavimentagao é uma disposi¢cao de um conjunto numerével de rectangulos sobre um plano
sem espacos intermédios nem sobreposigoes. Se um ponto pertence a mais do que um rectangulo,
entdo ele pertence necessariamente a fronteira dos rectangulos e ndo ao seu interior.

O resultado conhecido como Teorema da Pavimentacao estabelece que uma drea rectangular pavi-
mentada com rectangulos com um dos lados inteiro tem, também ela, um dos lados inteiro.
Nesta seccado vamos apresentar duas demonstracoes do Teorema da Pavimentagdo: uma usa o
tabuleiro de Damas como modelo, cujos quadrados tém % unidade de lado; a outra usa um processo
anélogo ao usado para provar o Teorema do Hex. Ambas as demonstragoes foram elaboradas com
base em [3].

Considere-se o seguinte resultado:

Lema 3.3.1 Um rectingulo, desenhado sobre um tabuleiro de Damas, cujos lados sdo paralelos
aos lados do tabuleiro tem wm lado de comprimento inteiro se e sé se ocupa dreas iguais de branco

e preto.

Demonstragao: Comecemos por provar que se o rectangulo tem pelo menos um lado cujo com-

primento é um numero inteiro entao vai ocupar dreas iguais de preto e branco.

Como cada quadrado do tabuleiro tem % unidade de lado entao o lado inteiro do rectangulo vai

ocupar um numero par de quadrados. Portanto, ocupa tantos quadrados brancos como pretos.
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Logo, podemos concluir que o rectangulo ocupa areas de branco e preto iguais, como se ilustra na
figura 3.3.

Figura 3.3: Rectangulo com um lado inteiro.

Para provar o reciproco vamos garantir que se o rectangulo tem dois lados de comprimento nao
inteiro entdao as areas ocupadas de branco e preto nao sao iguais. Para a demonstragdo vamos
considerar que o rectangulo esta alinhado com o canto inferior esquerdo do tabuleiro de Damas.
Suponhamos que o rectingulo tem lados x e y nfo inteiros, como se ilustra com a figura 3.4. Se
ao rectangulo retirarmos o canto superior direito, definido por [[z], z] x [[y], y], destacado a negrito

na figura 3.4, entao as areas ocupadas de branco e preto sao iguais.

Figura 3.4: Rectangulo com os dois lados de comprimento nao inteiro.

Analisemos entdo o que acontece com as areas branca e preta do rectingulo a negrito. Dividindo
o rectangulo como se mostra na figura 3.5, o rectangulo da direita, definido por [2[z] — z + 1, 2] X

[[y], y], ocupa a mesma area de branco e preto.

Figura 3.5: Area destacada na figura 3.4.

Vamos analisar agora o rectangulo da esquerda, definido por [[z], 2[z] — z + 1] X [[y], y]. Mais uma
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vez, dividindo o rectdngulo como se mostra na figura 3.6 verificamos que o rectangulo superior,

definido por [[z], 2[x] — z + 1] X [2[y] — y + 1,y], ocupa a mesma area de branco e de preto.

Figura 3.6: Area preta em excesso.

Portanto chegamos a conclusao que a area preta excede a branca e a diferenca entre elas corresponde
ao rectangulo inferior representado na figura 3.6, cuja area é ([x] —z + 1) ([y] —y + 1).
|

Estamos agora em condi¢oes de enunciar e demonstrar o Teorema da Pavimentacao.

Teorema 3.3.1 Se uma drea rectangular estd pavimentada por um nimero finito de rectdngulos,
cada um dos quais com um lado de comprimento inteiro, entdo a drea rectangular também tem um

lado de comprimento inteiro.

Demonstragao: Consideremos que a area rectangular estd alinhada com o canto inferior esquerdo
do tabuleiro de Damas. Como cada rectangulo tem um lado inteiro, entao pelo lema 3.3.1, ocupa
areas iguais de preto e branco. Assim, a area rectangular também ocupa areas iguais de preto e
branco e portanto, mais uma vez pelo lema 3.3.1, a area rectangular tem um lado de comprimento

inteiro.

Note-se que o mesmo resultado é valido para rectangulos com um lado de comprimento racional.
De facto, o lema 3.3.1 nao perde a validade para um rectangulo com um lado de comprimento
racional % (p, q € Z) pois basta tomar como unidade %.

De seguida vamos generalizar o Teorema da Pavimentacao ao caso de rectangulos com um lado de

comprimento algébrico.

Teorema 3.3.2 Se uma drea rectangular estd pavimentada por um nimero finito de rectdngulos,
cada um dos quais com um lado de comprimento inteiro / racional / algébrico, entdo a drea

rectangular também tem um lado de comprimento inteiro / racional / algébrico.

Demonstragao: Na nossa demonstracao vamos designar por numero especial um nimero inteiro,
racional ou algébrico. Para cada caso, um ponto (x,y) é especial se z e y forem inteiros / racionais
/ algébricos. Note-se que a soma e a diferenga de dois ntmeros especiais é ainda um ntmero
especial.

Considere-se entao uma area rectangular pavimentada por rectangulos pequenos, cada um deles
com um lado de comprimento especial. Como veremos, a prova de que a area rectangular tem tam-
bém um lado de comprimento especial assemelha-se & prova do Teorema do Hex. Essa semelhanca
prende-se com o facto de em ambos os casos se construir um caminho num grafo.

Seja I' o grafo cujos vértices sao os cantos de todos os rectangulos e as arestas sao os lados de
comprimento especial. No caso de ambos os lados de um rectangulo serem especiais, tomem-se

como arestas dois lados paralelos quaisquer.
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Figura 3.7: Grafo I'.

Pela forma como o grafo foi construido pode existir mais do que uma aresta entre o mesmo par de
vértices. Como todos os vértices, excepto os dos cantos da drea rectangular, pertencem a dois ou a
quatro rectangulos entdo tém grau 2 ou 4. Os vértices dos cantos da &rea rectangular tém grau 1.
Vamos fazer coincidir o canto inferior esquerdo da area rectangular com a origem de um referencial.
Entao esse vértice é especial. Comecando nesse vértice vamos construir um caminho ao longo do
grafo avangando sempre por uma aresta que ainda ndo tenha sido percorrida. Uma vez que todos
os vértices tém grau par (excepto os dos cantos da &rea rectangular), entdo haverd sempre uma
outra aresta para percorrer, a menos que tenhamos chegado a um dos vértices dos cantos da
area rectangular. O nimero de arestas do grafo é finito, entao em algum momento do trajecto
chegamos a um vértice dos cantos da area rectangular diferente do vértice do canto inicial. Como
comecamos num vértice especial e s6 percorremos arestas de comprimento especial, entao o vértice
em que termindmos o trajecto também é especial. Repare-se que comeg¢idmos o caminho num
vértice especial e avangdmos por uma aresta especial e como a soma de dois nimeros especiais é
um numero especial, entao o préximo vértice visitado também é especial. Deste modo todos os
vértices visitados sao especiais. Logo, podemos concluir que a area rectangular tem dois cantos
especiais, portanto tem pelo menos um lado de comprimento especial. Uma vez que comeg¢amos
o caminho no canto inferior esquerdo, entdao se terminarmos no canto inferior direito é porque a
area rectangular tem o lado horizontal de comprimento especial. Caso o vértice terminal seja o
do canto superior esquerdo entao a area rectangular tem o lado vertical de comprimento especial
e por ultimo se o vértice terminal for o vértice do canto superior direito entdao a area rectangular
tem os dois lados de comprimento especial.

|

Por dltimo, note-se que é possivel generalizar o Teorema da Pavimentacao para a dimensao n.
Para tal vamos designar um rectangulo de dimensao n por hiper-rectangulo e vamos reescrever o

teorema 3.3.2.

Teorema 3.3.3 Se um hiper-volume rectangular estd subdividido num nimero finito de hiper-

rectdngulos, cada um dos quais com, pelo menos, uma dimensdao de comprimento inteiro / racional
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/ algébrico, entio o hiper-volume rectangular também tem pelo menos uma dimensdo de compri-

mento inteiro / racional / algébrico.

A demonstracdo deste teorema é analoga & do teorema anterior.

A titulo de curiosidade, consideremos n = 3. Neste caso, vamos fazer coincidir um dos cantos
inferiores do volume rectangular com a origem de um referencial em R? de modo a que o volume
rectangular pertenca ao primeiro octante e vamos designar por dimensdo A (B, C) as dimensoes
paralelas ao eixo dos zx (yy, zz). Considere-se que os lados do volume rectangular sdo z, y e z.
Definindo o grafo e construindo um caminho de forma anéaloga ao da dimensao 2, entao podemos
concluir que se o caminho termina no vértice de coordenadas (x,0,0) ((0,y,0); (0,0, z)) entao
a dimensdo A (B, C) é especial. Caso o caminho termine no vértice com coordenadas (z,y,0)
((x,0,2); (0,y, 2)) entdo as dimensdes A e B (A e C; B e C) sdo especiais. Por altimo, se o vértice
terminal tem coordenadas (z,y, z), entdo o volume rectangular tem as trés dimensdes especiais.
Repare-se que também é possivel demonstrar o teorema 3.3.3 para o caso inteiro e racional usando
o tabuleiro de Damas fazendo um raciocinio analogo ao que foi feito para demonstrar o teorema
3.3.1.
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Apéndice A

A.1 Definicoes e Resultados Teéricos sobre Grafos

Defini¢ao A.1.1 Um grafo, G = (V, E), é um par ordenado onde V' é um conjunto arbitririo que
se designa por conjunto dos vértices (ou nodos) e E é um subconjunto do conjunto de pares ndo

ordenados de elementos de V que se designa por conjunto das arestas.

Definicao A.1.2 Dois vértices, x,y € V, de um grafo G = (V, E) dizem-se adjacentes se [x,y] é
uma aresta de G, ou seja, se [x,y] € E. Neste caso, diz-se que a aresta [x,y] € incidente no vértice

T e no vértice y.
Definicao A.1.3 Um passeio num grafo G é uma sequéncia de vértices e arestas da forma,
X, [5017502], sy Ly [zi; ziJrl]v:CiJrlv R [Z'k,l, zk]a Tk

(com eventual repeticao de vértices e de arestas). Os vértices x1 e xy designam-se por vértices

extremos do passeio (xr1 por vértice inicial e xy por vértice final).

Definigao A.1.4 Um trajecto num grafo G entre os vértices x e y € wm passeio sem arestas

repetidas (podendo, no entanto, existir vértices repetidos) com inicio em x e que termina em y.

Definicao A.1.5 Um caminho num grafo G entre os vértices x1 e x, € um subgrafo, P, tal que
V(P) ={z1,22,...,2p} e E(P) = {[z1,22],.. ., [Zp—1,Tp]}.

Desta definicao decorre que num caminho ndo existem vértices repetidos e, consequentemente,
também nao existem arestas repetidas. Deste modo pode considerar-se um caminho, entre x1 e xp,

como sendo um trajecto, sem vértices repetidos, com inicio em x1 e que termina em .

Definigao A.1.6 Um ciclo € um passeio de comprimento nao nulo cujos unicos vértices que coin-

cidem sao os vértices extremos.

Definigao A.1.7 Um grafo G diz-se conexo se existe sempre um caminho a unir quaisquer dois

dos seus vértices.

Definicao A.1.8 Um grafo G' = (V' E’) diz-se subgrafo de G = (V,E) se V' CV e E' CFE. Se

E' contém todas as arestas de G que ligam os vértices de V', entio diz-se que G' = (V/,E') € o

subgrafo induzido ou gerado por V'.

Definicao A.1.9 Designa-se por graw (ou valéncia) de um vértice de um grafo G, o nimero de

arestas que sdao incidentes a esse vértice.
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Definigao A.1.10 O produto cartesiano de dois grafos G1 e Go define-se como sendo um grafo
G1x Gy cujos vértices sao pares ordenados de vértices de Gy e Gy e dois vértices de G1 X Ga, (u1,uz)

e (v1,v2), sao adjacentes se e 6 se up = vy e [ua,va] € E(G2) ou ug = va e [u1,v1] € E(G1).

Lema A.1.1 Um grafo cujos vértices tém no mdzimo grau dois € a unido de subgrafos disjuntos,

sendo cada um destes subgrafos um vértice isolado, ou um ciclo ou um caminho.

Demonstragao: Por indugio sobre o niimero de arestas do grafo.

Considere-se um grafo G com n vértices. Cada vértice pode ter no maximo grau dois, entdo G
pode ter no maximo n arestas.

Denote-se um grafo com k arestas por Gy.

No caso de Gy, todos os vértices sao isolados.

No caso G, +1, escolhe-se aleatoriamente uma aresta para ser retirada e designe-se essa aresta por
(u,v). Os vértices u e v passam a ter no méaximo grau 1, uma vez que se retirou a aresta que os
ligava e no maximo tinham grau dois. Como os vértices u e v tém no maximo grau 1, entdo nao
podem pertencer a nenhum ciclo.

Por hip6tese, G, é a uniao de vértices isolados, ciclos e caminhos, se se adicionar novamente a aresta
(u,v) ao grafo, os subgrafos que se tinham obtido pela exclusdo da aresta continuam inalterados e
ao adicionar novamente a aresta a tnica coisa que se altera é que os vértices u e v passarao a fazer
parte de um mesmo ciclo ou caminho.

Portanto, pode-se concluir que G, 41 também é a unido de vértices isolados, ciclos e caminhos.
Donde se pode concluir que o Lema se verifica para todos os grafos G, com 0 < k < n. |

A.2 Definicoes e Resultados Teéricos sobre Funcoes
Definicao A.2.1 Um ponto fizo de uma funcgao f € um ponto x tal que f(x) = x.

Defini¢ao A.2.2 Um espago topoldgico X diz-se compacto se qualquer sucessao {Tn,, Tnyy .-, Tn,,

...} de pontos de X, contém uma subsucessao que converge para algum ponto x do conjunto X.

Lema A.2.1 Seja I? = [a,b] x [a,b]. Se f:I? — I? é uma fun¢io continua e para cada € > 0

eziste x € I? tal que |f(z) — z| < € entdo, f tem wm ponto fizo.

Demonstracao: Seja f: I? — I? uma funcdo continua tal que para cada ¢ > 0 existe = € I? tal
que |f(z) — x| < ¢ entdo, para cada nimero natural n existe z, € I? tal que |f(zn) — 2,| < +.

Como I? é compacto entdo a sucessdo < x, > tem uma subsucessdo, < x,, >, convergente em 2.

O lim |f(zp, ) — 2n,| = 0, logo podemos concluir que f tem um ponto fixo. [ |
Definicao A.2.3 Um ponto p € uma combinacdo linear convexa dos pontos p1,...,pm € S CR”
se:

p:)\lpl+)\2p2+...+)\mpm,onde)\ieRg,izl,...,me Z)‘izl'
i=1

Defini¢ao A.2.4 Um conjunto S C R™ é convexo quando, para quaisquer pontos x,y € S, qual-

quer combinacdo linear convexa de x e y estd ainda em S.
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Definigao A.2.5 O Invdlucro Convexo de um conjunto S C R™ é o menor conjunto convexo de

R™ que contém S e denota-se por conv(S), isto €, verifica as sequintes propriedades:
o conv(S) € convexo;
e S C conv(S);

e K convero, S C K = conv(S) C K.

Lema A.2.2 Sejam 2!, 22,23 vértices de um tridngulo qualquer em R? e seja p uma extensio

linear por trogos da funcdo p definida por p(z%) = 2° +v' onde v',v2,v3 sdo vectores dados. Entio

p tem um ponto fizo se e s6 se o zero pertence ao invdlucro convexo de v',vZ v3.

Demonstragao: Seja r = Aol + Av? + X303, Entéo,

plr) = M (zH+oh) +F X2+ 0B + X322 +0¥) &
S p(r) = Mzt + Xaz? + 232°) + (\o! + Av? + A30?) &
& p(x) =+ (Av! + Av? + A30%)

Portanto, p(z) = z se e s6 se \jv! + Aav? + A3v3 = 0. [

A.3 Definicoes e Resultados Teodricos sobre Espacos Topolo-
gicos

Definicao A.3.1 Um espaco topoldgico € conexo se e sé se nao for reunido de dois subconjuntos

disjuntos, nao vazios e abertos.

Definicao A.3.2 Um caminho de um ponto x para um ponto y de um espaco topologico X € uma

fungdo continua f do intervalo unitdrio [0,1] para X com f(0) ==z e f(1) =y.

Definicao A.3.3 O espaco X € dito conexo por caminhos se existe um caminho unindo quaisquer

dois pontos em X.

Definigao A.3.4 O espaco X € localmente conexo por caminhos se para qualquer vizinhancga cen-

trada num qualquer ponto de X existir uma vizinhanca conezxa por caminhos.
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